W. SIERPINSKI

Kontynuum liniowe jako mnogos¢ abstrakcyjna.

(Le continu linéaire comme un ensemble abstrait).

WSTEP.

Mnogoscia abstrakcyjna (ensemble abstraity nazywamy wediug
Frécheta zbiér P o jakichkolwiek, byleby réznych, elementach, zwanych
punktami, jezeli speinione sg nastgpujace warunki:

1¢.  Dla kazdego ciagu nieskoficzonego p,, kitérego kazdy wyraz jest
elementem zbioru P, oraz dla kazdego elementu p zbioru P ustalone jest,
czy p uwazamy, czy tez nie uwazamy jako granicg ciggu pn.

9, Kazdy cigg nieskoficzony p, elementéw zbioru P posiada conaj-
wyzej jedne granice (kt6rg oznaczamy, o ile istnieje, przez lim p.).

30 Jezeli p,=p (dla n=1,2,3,..), to lim p,=2p. .

40, Jezeli lim p,=p, k. zas oznacza dowolny, stale rosngcy ciag

n=0c

nieskonczony wskaznikow, to lim p,, = p.

Jasne jest, ze cze$¢ zbioru abstrakcyjnego jest znowu zbiorem ab-
strakcyjnym.

Jezeli zbiér A!' jest czescia zbioru B, to bedziemy pisali: 4 B lub
B A (czytaj: 4 zawarte w B, lub: B zawiera 4. Jasne jest, ze jezeli
jednoczesnie 4 ( B oraz B 4, to zbiory 4 1 B zawieraja te same ele-
menty, czyli 4= B.

Podobniez, jezeli punkt p nalezy do zbioru 4, bedziemy pisali p 4,
lub 4 7y p. Jezeli zbiér 4 skiada sie z jednego tylko elementu p, to be-

Y) Zbiory bedziemy oznaczali literami wielkiemi, punkty za$ — malemi.
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dziemy pisali: 4 =p Y. Wedlug naszego znakowania wzér 4 =0 bedzie
wiec oznaczal, ze zbior 4 sklada sig z jednego tylko elementu, ktérym jest
liczba 0; natomiast, dla wyrazenia, ze zbiér 4 jest préozny (t. j. ze nie
zawiera zadnego elementu), bedziemy pisali: 4={}.

Zbior wszystkich tych elementéw, ktére naleza do jednego conajmniej
ze zbioréw 4 i B, bedziemy nazywali sumg zbioréw 41i B i oznaczali
przez 4 + B, zbidr zas wszystkich tych elementéw, kidre nalezg jednoczes-
nie do zbioréw A i B, bedziemy nazywali iloczynem zbioréw 4 i B
i oznaczali przez AB. Uog6lnienie na wigkszg liczbg sktadnikéw lub czyn-
nikéw jest natychmiastowe, przyczem, jak tatwo widzie¢, zachodza prawa:
przemiennodciowe, facznosciowe i rozdzielno$ciowe.

Wedtug przyjetego wiec znakowania, A -+ p oznacza zbidr, ktéry
otrzymujemy przez dolaczenie do zbioru 4 elementu p. Dalej, mamy za-
wsze badZ 4dp =p, badz tez Ap=/1!, zaleznie od tego, czy element p na-
lezy, czy tez nie nalezy do zbioru 4. Podobniez, wzér 4 B = {} oznacza. ze
zbiory 41 B nie posiadajg elementéw wspolnych. Zauwazymy jeszcze, ze
jezeli B{ 4, to A4+ B=A, zas 4B=B.

Zbiér 4 nazywamy zamknietym w zbiorze B (lub krocej: za-
mknigtym w B), jezeli granica kazdego ciggu p, elementéw zbioru 4, ktéra
nalezy do B, nalezytezdo 4 (innemi stowy, jezeli wzory p, ( 4 (n=1, 2, 3,...)
oraz lim p, 7 B, pociagaja za sobg zawsze wzér lim p, { 4). Latwo wi-

n=cc

dzie¢, ze suma jakotez iloczyn dwdch zbioréw zamknietych w B jest znowu
zbiorem zamknigtym w B.

Czgs$¢ W zbioru 4 nazywamy wszedziegesta wtym zbiorze, jezeli
kazdy element zbioru A jest granica pewnego ciagu p,, ktérego wyrazy na-
lezg do W.

Niech P i ¢ beda dwa zbiory abstrakcyjne i zalézmy, ze miedzy ich
elementami istnieje odpowiednios¢ jedno-jednoznaczna; niech przytem
q=f(p) oznacza ogdlnie element zbioru ¢/, odpowiadajacy elementowi p
zbioru P, za§ p = (g) — element zbioru P, odpowiadajacy elementowi g
zbioru .

Jezeli wzor

lim Pn=Dpq,
o ile zachodzi dla elementéw zbioru P, pociaga za soba zawsze w zbiorze ()
wzlt

‘) Gdyby chodzito o wyraine zaznaczenie réZnicy miedzy zbiorem, sktadajacym sie
z jednego tylko elementu p, a samym elementem p: moglibysmy pierwszy oznaczac przez
ip}. Potrzeba takiego rozréznienia nie zachodzi jednak w niniejszej pracy.

e ©
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m f(pa) =7 (po)»

w=oc
wzOr zas .
lim gn= ¢,

R=0C
o ile zachodzi w zbiorze @, pociaga za sobg zawsze w zbiorze P wzor

im 2 (g) =7 (¢,
to zbiory abstrakeyjue P i @ nazywamy homeomorificznemi. )
Kazdy zbi6r abstrakcyjny, homeomorficzny ze zbiorem wszystkich liczb
rzeczywistych przedzialu (0, 1), nazywamy kontynuum liniowem.

Celem niniejszej pracy jest dow6d nastgpujacego twierdzenia:

TwizspzENie. Na to, Zeby mmnogos$é abstrakcyjna P byta
kontynuum liniowem, potrzeba i wystarcza, aby spelnione
byty nastepujgce warunki: )

1) Dla kazdego punktu p zbioru P, z wyjatkiem d‘woch1
zbiér P jest suma dwéch réznych od P zbioréw zamknigtych
w P, majacych, jako jedyny punkt wsp6lny, punkt p.

2) Jezeli punkt p nie jest granica ciagu nieskoficzonego
p, elementéw zbioru P, to istnieje ciag nieskoficzony rosna-
cy wskaznikow k, taki iz lim ps,=g¢, gdzie ¢ jest réznym od p
punktem zbioru P. ) )

3) Zbidér P posiada czgs¢ przeliczalng wszgdziegesta.

Warunki 1), 2) i 3) sg od siebie niezalezne.

Dowép. Okazanie, ze warunki nasze s komieczne, nie przedstawia
trudnoéci; zajmiemy sie wigc tylko dowodem, Ze s wystarczajace. )

Zatézmy wiec, ze zbidr abstrakeyjny P spetnia wszystkie trzy warunki
naszego twierdzenia.

Zaliczymy do klasy B kaidy rozklad zbioru P na sumg dwdch réz-
nych od P zbioréw zamknigtych w P, majacych jeden i tylko jeden punkt
wsp6lny. )

W mys! warunku 1), dla kazdego danego punktu p zbioru P, z wy]a‘?-
kiem pewnych dwéch jégo punktéw — nazwijmy je aibd ~ist}1ieje conaj-
mniej jeden rozktad P = 4 B, nalezacy do klasy B i taki, iz AB=np.
Natomiast nie istnieje zaden rozklad P=.4 - B, nalezacy do klasy E i taki,
iz AB=aq, lub taki iz, AB="5. W kazdym rozkladzie P= 4 - B, nale-
zacym do klasy R, jest wiec iloczyn AB rézny od @ i od b; punkt a ne-
lezy wigc do jednego i tylko jedunego ze sktadnikéw sumy A-+ B; podobniez
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punkt %; bedziemy oczywiscie mogli zawsze zalozyé, ze ¢ ( 4 (nie przesa-
dzajac przytem, czy & nalezy do B).
liemmat 1. Zbiér P nie daje sie rozbi¢ na sume dwéch zbiorow
zamknigtych w P, nie majgcych punktéw wspélnych.
Dowdéd. Zatézimy, ze
P=P +P,,

gdzie zbiory P, i P, sa zamkniete w £ i nie majg punktéw wspélnych.
Punkt ¢ nalezy wiec do jednego tylko z tych zbioréw, np. do zbioru P,.

Piszac
P=P +(P,+a),

bedziemy oczywiscie mieli rozktad zbioru P na sume dwdéch zbioréw za-
mknigtych w P (P, oraz P, -} a), ktérych jedynym punktem wspolnym jest
punkt @. Lecz, wobec definicyi punktu a, rozklad taki nie moze naleze¢
do klasy E; wnosimy stad, ze skladniki uwazanego rozkladu nie mogg by¢
oba jednoczesnie rézne od P. Lecz P == P, gdyz zbiér P zawiera oprécz
zbioru P, jeszcze punkty zbioru P,, z ktérych zaden nie malezy do P,.
Musiatoby wigc by¢ P, 4 a= P, skad, w jednej chwili: P, =«. Wobec
tego punkt & nalezy do P, i, piszac

P=(P,+0)+ P,
znalezliby$my, jak wyzej, £, = b. Byloby wiec:
P=P +P=0a-t0b,

gdy tymczasem z warunku 8) wynika, ze zbiér P jest nieskoficzony. Zato-
ienie, ze lemmat nasz nie jest prawdziwy, doprowadza wiec do sprzecznosci.

lemmat I Jezeli pip, sa dwa r6zne migdzy soba, jakotez od @i b
punkty zbioru P, za§ P= A+ B, oraz P = A, -+ B, — nalezace do klasy
B rozklady takie, iz

a4, AB=p, p,(B, a4, 4B =p,
to mamy:
B, (B, oraz pB, =1{!.

Dowdd. Zatézmy, ze warunki naszego lemmatu sg spetnione. Z uwagi
ze P4, = 4,, mozemy napisaé: ,

P=A4+B =PA~+B = (4+B) 4,+B, = A A+ (BA+B).

Ktadac:
Pi=44,, P,=B4 B, 6
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bedziemy wigc mieli rozkiad zbiorw P na sumg dwdéch zbioréw zamknig-

tych w P:
Y P=P 4P, (2)

(z ktérych zaden nie jest prozny, gdyz ze wzor6w (1) wynika natychmiast, ze
P, > a, za§ P, p,); jest przytem (wobec AB=p, A, B, =pn)

P, P,= A4, (BAAB)=ABANALB =pd+4p. ()
Lec
- Ap =11, @

edyz p, ( B, za§ AB=p==p,. Gdyby bylo réwniez p{il =1{}], mieli-
bysmy, w mysl (3), P, P, =1} i wzor (2) dawatby rozkiad zbioru P na sume
dwdch zamknietych w P zbioréw, nie majacych punkiow wspdlnych, wbrew
lemmatowi L. :

Jest wiee p 4, ==1{{, czyli p { 4,, zatem (wobec 4, B, =p, ==p):

pB =} (5)
Gdyby byto AB, ==}, to, z uwagi, Ze
P— 4B =4, -+ PB,= 4, (B-+4) B, =4, + BB+ 4B,

moglibysmy, ktadac
By A1+BBL=Q1= AB1=sz (6)

napisa¢ rozkltad zbioru P na sumg dwoch zamknietych w P zbioréw:
P= Ql _E" Qz

(z ktérych zaden nie jest prézny, gdyz, wmysl (6), @ »,, za$ Q,=AB ==
w mysl zalozenia), przytem:

@, Q2=(A1—}—BBl)ABl-———AAlBI—{—ABB,:Aplv—{—;oBl,
w mys$l zatem (4) i (5):
Y Qx Qa———ﬂ
— whrew lemmatowi L.
Musi wiec by¢ 4 B, =1}, skad:
B,=PB,=(4d+ B) B =AB,+ BB, =B85,

czyli B, ( B. Udowodnilismy wiec nasz lemmat. ]
Y Nilech p oznacza dany, 16zny od aid punkt zbioru P. W-stosunku

do kazdego punktu g zbioru P zachodzi, przy danem p, jedno z dwojga:
albo istnieje w klasie R taki rozktad P= A+ B, dla ktérego

a( A, AB=p oraz ¢q(B,
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albo-tez rozktadu talfiego w klasie R niema. Zbiér wszystkich tych punktow
¢ zbioru P, dla lftorych., przy danem p, taki rozklad istnieje, oznaczmy
przez S(].)); b(’;dlle to wigc zbidr, wyznaczony w zupetnosci przez punkt
przytem nie prozny, gdyz oczywiscie zawsze p 7 S(p). v
lsemmat Ill. Jezeli p oraz p, sg dwa réz}le mi i

. ‘ P iedzy soba, jakotez od
@16 punkty zbioru P, i jezeli P= ;
asy B 1t 20 L1 A+ B oznacza rozklad, nalezacy do

a{ A, AB=p, oraz p, ( B,

to mamy: S(p,) ( B.

Dowdd. Niech ¢ oznacza jakikolwiek punkt zbioru S(p,;). Z definicyi

tego zbioru oraz zatozenia g ( S (p,) wynika, ze istniej
s t =
nalezacy do klasy R i taki, ze v e e rosiad P=ActBy

a4, 4,B =p,, oraz q( B;.
Lecz, w my$l lemmatu II oraz zatozen lemmatu Ii:
B, (B,

skad g B, { B. Wzér ¢ _ 8§ oci i
L \ i 5
eo fomoisi 22 5oy ¢ 5% '[Epé) (3 aga wigC zawsze za sobg wzor ¢ ( B,

Z definicyi zbioru S (p) i j i
‘ wynika dalej natych Z 5
w mys$l lemmatu HI bedziemy wiec mieli jeszczje: yemiash re BLA@

S (o) C8(p).

- Po:vi;dam, ze pS(p)=1{. W samej rzeczy, gdyby bylo pS (p Y==ii
sz} CS(py, to‘—— w my$l definicyi zbioru S(p,) — istniatby rlozk%fci
= 4, 4 B,, nalezacy do klasy R i taki, iz ’

« 4y, A, B =p,, oraz p B,

gdy tymczasem, w mys] lemmatu I, wi : i
gy yncaserm y atu Il, winno by¢ p B, = {{. Dowiedlismy wiec,

lsemmat ID. Jezeli pip, s 57 i
: 1 83 dwa rézne mied: j Z i
punkty zbioru P, oraz jezeli p, ¢ S(p), to mam}?: 7 sobs Jakotez od i

S(p) CS(p), oraz pS(p)=1i.

N Pls;r;mg—lz.AJfgi TOZ;;:ZCM clze;s’é przeliczalng wszedziegests zbio-
s =4 - — . nalezacy d i i ze ¢

giBB=p, to w zbiorze W istnieje punk? i T P A A
o B. '

)

rézny od @, b i p i nalezacy

e ®
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Dowdd. Zatézmy, ze warunki naszego lemmatu sg spetnione.  Gdyby
przytem bylo B=p -0, to (wobec p ( B) mieliby$my:

P=4+4B=A4p+o=4+0.

W razie 45 =={| mieliby$my stad P=4 — whrew zalozeniu, ze uwa-
zany rozklad nalezy do Klasy R, wrazie za§ Ab=|}, wzor P=A-+b
bytby sprzeczny z lemmatem L

Nie jest wigc B=p -+ b, zatem w zbiorze B istnieje punkt g rézny
od piod b. Jest wiec dg=1i. Jezeli punkt g sam nie jest elementem
zbioru W, to, jaklatwo widzie¢, z definicyi tego zbioru wynika, ze istnieje
ciag nieskonczony s réznych punktéw zbioru W, ktérego granica jest g.
Gdyby wszystkie w, dla n > ¢ nalezaty do zbioru 4, to, z uwagi, ze zbidr
ten jest zamknigty w P, musiatoby by¢ g=lim w, ( 4, whrew 4g=11{.

Istnieje wiec w ciggu Wa nieskoficzenie wiele réznych wyrazéw, nalezacych
do B. W kazdym wiec rtazie istnieje punkt w zbioru W, rézny od pid
i nalezacy do B, co jest prawda oczywiscie 1 wtedy, jezeli punkt g sam jest
elementem zbioru W.

Poniewaz wreszcie kazdy punkt zbioru B jest rézny od a igdyz a{ 4,
AB=p, za$ p == a — skoro rozkiad P= A -+ B nalezy do Klasy R), wigc
udowodnilismy nasz lemmat w zupetnosci.

Wobec definicyi zbiotu S(p) z lemmatu V wynika natychmiast nastg-
pujacy

Dmiosek. Jezeli p oznacza punkt zbiorn P, ézny od aib, to
w zbiorze W istnieje punkt w, r6zny od @, b1ip inalezacy do zbioru S(p).

femmat Ul W kazdym rozkiadzie P— A-} B, nalezacym do klasy
B, wktorym a ( A, mamy: b{ B

Dowdd. Zat6zmy, ze dla pewnego rozkladu P = 4, + B,, nalezacego
do klasy R, mamy @ { 4, 4,B, = p,, oraz b A,. Zbiér B, nie zawiera
wiec ani punktu @ ani punktu b, czyli:

i By=:{} oraz bB,=Ii. @

Niech W oznacza cze$¢ przeliczalng wszedziegesta zbioru P (ktora
istnieje, w my$] warunku 3)). Punkty zbioru W mozemy wiec ustawi¢ w pe-
wien cigg nieskonczony
Wy, We, Wgy--- (8)

Niech p, oznacza pierwszy wyraz ciagu (8), r6zny od @, bip, i nale-
zacy do By; wyraz taki istnieje, w my$! lemmatu V. Przytem, wobec p; C B,
oraz p, == P,, brdzie, W mys$! lemmatu I
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S(p) 7 B, ©
i tembardziej: S () {8 (p)-
Oznaczmy ogélnie, dla n>>1, przez p, pierwszy wyraz ciagu (8), rézny
od @, b1ip, inalezacy do S(p,_y); istnienie takiego wyrazu wynika przez
fatwg indukcye z wniosku z lemmatu VI
W mysl lemmatu IV bedziemy mieli, dla n>1:
8 (pn) (: S (pﬂ—1)v

co zachodzi i dla n=1. Stad, w jednej chwili:
S(ps) (S(pw) dia
Pn(CS(pm) dla

n>m>0,
i tembardziej:

n>m>0. (10)
W mysl warunku 2) istnieje ciag nieskoriczony rosnacy wskaznikéw k,
taki, iz ciag py, posiada w zbiorze P granice; potézmy:
lim p =g.

Niech % oznacza jakakolwiek dang liczbe naturalng. Wobec Dit1 CS (p)
{co wynika z okre$lenia ciagu ,), oraz w mysl definicyi zbioru S (py), ist-
nieje rozktad P= 4 B, nalezacy do klasy B i taki, ze

a«aC4d, AB=p oraz Pir ( B.

Stad, w mysl lemmatu 1V:
8 (prn)  B;

zatem, zgodnie ze zwigzkiem (10) (kladac m — I - 1):

(11)

. B, da n>k,
skad, z uwagi, ze zbi6r B jest zamkniety w zbiorze P, wynika, ze:
g=lim p; ( B.
i, poniewaz oczywiscie B (C S(ps) przeto:
g C8(py),

co, wobec S(p,) C 8(p,), jest prawdziwe i dla %k — 0.
Dowiedlismy wiec, ze wzér (12) zachodzi dla k=0, 1, 2, ...
Poniewaz preq C S(py), D=k, dlak=0,1,2,... oraz w mysl

lemmatu 1V, mamy: eS8 () =11, aze, wmysl (12), mamy tez: g ¢ S(pry);
bedzie tedy:

(12)

@ Kontynuum liniowe jako mnogosc abstrakeyjna. oA
) g == Dr (13)
dia k=0,1, 2,... o

Wzér (12) daje w szczegdlnosci:
g CS(p)-
skad, wobec (9): . C B,
z uwagi zatem na wzor (7) bedzie:
g==a, oraz g==b (14
Wedtug (12), (13), (14) oraz lemmatu 1V, mamy:
S(g) CS(py) oraz pS(g)=1i (15)

dla k=0, 1, 2,... . o

Wobec (14) i w my$l wnioskun z lemmatu V, w zbiorze w }stnxe]e punkt
rézny od @ ib i nalezacy do zbioru S(g); niech w, oznacza pierwszy wyraz
ciagu (8), speiniajacy te warunki. Bedzie wigc, w my$l (15):

w8 " S(p), dla k=1 23,... (16)
Punkty p; sq wyrazami ciagu (8); potozmy
pr=w, k=12 3,...) (17

Wobec pi S (pr—1) oraz 2y == Py mamy, w my$! lemmatu 1V:
prs S{pe) =11,
skad, poniewaz pi1 | S(#), znajdujemy:
Y1 == P
Wedtug (10) mozemy, przy naturainem k&, napisac:
Derr . S (Pr—1).

i i y i 8), réznym od pr1, @ i 0 ina-

Punkt prs: jest wiec wyrazem ciagu (8, ‘ L p -
lezacym do ﬁ)"gru S (pe—1); z definicyi punktu p; i uwagi, ze Prr1==Dx wy :
nika wiec, ze p;.; jest dalszym wyrazem ciggu (8) niz py, t.j., wobec (17):

> (dla E=1,2,3,...)
Ciag wskaznikow 7 jest wiec rosnacy. Z uwagi, Ze, wedtug (16'),‘(92
i (15) punkt w, jest rézny od a, b ip, i nalezy do By, oraz z .dehmcyx
punktu p, = w,, wnosimy, Ze s> 7; dla wskaznika s zachodzi wiec, przy
1T N J ’ !
pewnem k£, nier6wnosc: S )
7H S < Tt

(18)
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Lecz wyraz w; jest, jak wiemy, rézny od a i b, wedtug (15) zad i z uwa-
gi, ze w, T S(g), mamy w,==p;, przytem, w mysl (16): w, C 8 (p:); wobec
definicyi punktu pi.; musialoby wiec by¢ 7r4. < s, whrew (18).

Zatozenie, ze lemmat VI nie jest prawdziwy, doprowadza tedy do sprzecz-
nosci. Udowodnilismy wiec nasz lemmat.

Isemmat DI, Dla kazdego punktu p zbioru P, réznego od @ i b,
istnieje tylko jeden rozklad P = A4 -}- B, nalezacy do klasy R i taki, ze
a 4, 4B=p.

Dowdd. Zalozmy, ze dla pewnego punktu p zbioru P, réznego od
aib, istnieja dwa réine rozklady P= 4 + B oraz P= 4, B,, nalezgce
do klasy R 1itakie, ze

a” A, AB=p, a4, 4, B =p. (19)
Mozemy wiec napisaé:

P=d--B=A4+4+B/=A-+ B(B+} 4,)=(4+ BB,)+ B4, (20)
oraz ’ .

P=d+B=A4, B P=A+B, (B+4)=(4,+B,B)+ B 4. (21)

Zbiory B4, 1 B, 4 sa rézne od P, gdyz, wobec p == @ oraz warun-
kéw (19), nie zawierajg punktu .
Gdyby bylto jednocze$nie

. A+ BB, =P oraz 4, +B B=P,
mieliby$my stad:

44 (d+BB)=4,P=24, oraz A(4,-+B B)y=AP=4,
skad, z uwagi, ze wedtug (19):
4, BB, =Bp=p, ABB=Bp=p,
oraz, ze p _ A 4, znaleZlibySmy w jednej chwili:
A d =4, oraz 44, =4,
co daje
4,=4,
zatem tez odrazu B,= B, wbrew zatozeniu, ze rozklady P=4 - B oraz
P= 4,4 B, sgrozne.
Jeden conajmniej ze zbioréw
A--BB, oraz 4,--B, B

jest wigc 16zny od P. Zaleznie od tego, czy pierwszy z tych zbiordw jest,
czy tez nie jest rézny od P, potézmy:
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4y=A-+ BB, B=BA4,,
albo o - (22)
A=A+ B B, By,=254.

W kazdym wiec razie zbiory 4, i B, beda rézne od P, zamkniete w P.

tem wedtug (20) i (21):
przytem g (20) 1 ( P 4yt B,
oraz -
Aolil==p:
dyz podtug (19) jest: ] o
R (A4 BB)Bd, =pd,+ Bp=p,

(444 B, B) Bid=p A+ Bip=0p.

Rozktad P = A,+ B, nalezy wiec doklasy E, przytem, W my$l (22),
a C 4, oraz b ( 4, — wbrew lemmatowi VL o

Lemmat nasz zostal wiec dowiedziony. Wobec warunku 1) dowxe.dhs_rr{y,
zarazem, ze dla kazdego punktu p zbioru P, réznego od a i b., 1stf11e!e
jeden i tylko jeden rozkiad P =4 - B, nalezacy do k.lasy R i taki, ze
a{ A, AB=p. Zbiory 41 B, dajace ten rozkiad, sa wiec Przez punkt »
wy‘znaczonewzupeluoéci; bedziemy je oznaczali odpow1§dn10 przez A (pd)
i B(p). Jezeli tedy p jestréznym od g ib punktem zbioru P, to rozkla

oraz

P=4d(p)+ Bp)
bedzie tym jedynym rozktadem, nalezgcym do klasy B, w ktérym
a A(p) oraz A(p)B(p)=pr:
w my$l lemmatu VI bedziemy mieli nadto:

b B(p)-
Potézmy jeszcze: |
A(@=ga, Bl@=r, 4 (=P, B)=0, (23)

Jak tatwo widzieé, dla kazdego bez wyjatku punktu p zbioru P bedzie
teraz istniat jeden i tylko jeden rozkiad
P=4d(p)+ B(p),
gdzie 4 (p) i B(p) sa zbiory zamkniete w P, przyczem:
al A(p), b7 B(p), 4(pmB@B=p (24)

Niech teraz p i p, beda dwa jakiekolwiek, byleby rézne, pur{kty zt_)io.ru
P. Na podstawie lemmatu Il oraz wzoréw (23) wnosimy z tatwoscig, Ze je-
zeli p, 7 B(p), to:


GUEST


W. Sierpifiski. 12y

B(p) CB(p), oraz p( d(py),

skad:
A(P)=4(p). P=A(p)[4(0)+B (p)l=4 (» 4 (p) + 4 (p) B(py)
(AP 4@)+4D B =4 (@ A(p)+r=4 () 4 (p),
zatem: 4 (p) (4 (p)).
Jezeli wiec p, C B(p), to mamy:
4(p) C A(p;) oraz B(p) ( B(p).
Podobniez, jezeli p B (p,), bedziemy mieli
4(p) C4(2) omz B(p)C B(py)-

Zatézmy wreszcie, ze nie m i i i
) amy ani p, ¢ B(p), anitez p (
Oznaczmy przez skrécenie: Lo PLEm).

4(p)=4,

B(}))ZB, 4 (])1):.4-1, B(.pl)zBl
W mysl naszego zatozenia jest wiec
mB=|{ oraz pBy={}. (25)

Wezmy pod rozwage rozklad:

=41l B—
P=A+B=A+BP=4+B(4-+B)= (1 B4)+BE,. (%)
Potézmy: '

Py=4+B4,, P,=BB, @7

—beda to dwa zbiory zamkni 7 i

» ¢te w P, przytem zaden z nich nie prézny, gdyz
wedtug (24), Py a, zas P, 6. Dalej, w mysl (27), bedzie P s
PPy =(4+ BA;) BB, = pB, + Bp,.

P1P2=“

zatem wedtug (25):

wedtug (26) zas:

—wbrew lemmatowi L P=F+Ph,

DOWiedl!émy WIQC ze jezeli i wa jaki W
- 3 jeze pip s d a jak i Z
’ = .] :a, ja ekol lek, ale rozne pun

albo jest p; C B(p), co pociaga za soba wzory:
‘ 4(p)CA(p) oraz B(p)(B(p), (28)
glbo tez jest p ( B(p), co pociaga za soba WZOry:
A(p)C4(p) oraz B(p)C B(py), (29)

icm®
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Nie moze przytem byé jednoczesmie A(p)( 4 (p,) oraz A p) CA (),
gdyz wowczas mielibysmy p (4 (py 1 p, (4 (p) zatem, wobec p==p,,
pB(p,) =1} oraz p, B(p) =1}, gdy tymczasem wyzej dowiedliSmy, Ze za-
wsze albo p ( B(p,) albo tez p, ( B(p).

Udowodnilismy wiec, ze jezeli p ip, sa dwa rézne punkty zbioru P,
to zbiory 4 (p) oraz A (p,) moga by¢ potaczone jednym i tylko jednym
z dwéch znakéw: 3,

Uporzadkujmy teraz zbiér P, uwazajac z dwoch réznych elementow
pip, element p jako wezesniejszy od p,, piszac p<p;, jezeli A (p) CA(p)-
Zbiér P bedzie w ten spos6b liniowo uporzadkowany.

lemmat Ulll. Dla dwéch jakichkolwiek punktéw pip, zbioru P wa-
runek
pCA(p) (30)
jest réwnowazny warunkowi

<Py 1

Dowéd. Ze warunek (31) pociaga za sobg warunek (30), wynika natych-
miast ze sposobu, w jaki uporzadkowalismy zbioér P, i zuwagi, Ze zawsze
pCA(p).

Zatézmy wiec, ze zachodzi wzdr (30). W razie p=p, wzor (31) za-
chodzi oczywiscie. Jezeli za$ p==p, to, jak wiemy, zachodzg wzory
1 C B(p), albo tez p ( B(p,). Gdyby byto p { B(p,), mielibysmy, w mysl
(80): p C 4 (py) B(p,) =n1; czyli p (p,, whbrew zalozeniu, Ze p ==p;. Musi
wiec zachodzi¢ wzér py C B(p), kiory, jak wiemy, pocigga za soba wzory
(28), skad, wobec sposobu, W jaki uporzadkowali$my zbiér P, wynika
wzér (31).  Udowodnili$my wigc nasz lemmat.

Jako natychmiastowy wniosek z naszego lemmatu, otrzymujemy:

Zbiér wszystkich punktéw p zbioru P, spelniajacych warunek »p < p;
jest identyczny ze zbiorem 4 (p,)- Stad wynika tez w jednej chwili, ze zbior
wszystkich punktow p zbioru P, spetniajacych warunek p > pi, jest iden-
tyczny ze zbiorem B () - )

semmat IXa. Jezeli w zbiorze P mamy:
Hm pu = Po, (32)

oraz, dla dostatecznie wielkich n stale:

(33)
to
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Dowdd. Zalézmy, ze wzdr (33) zachodzi dla n>w; w mysl lemmatu
VI bedzie wige:
pa(A(g), dla n>yp,

skad, z uwagi ze zbiér 4 (g) jest zamkniety w P, i wedtug (32):
Do CA(Q),
co, wobec lemmatu VIII, daje: p, < g, c. b. d. o.
liemmat 1Xb. Jezeli w zbiorze P mamy

lim p, = o » (34)

n=e0

oraz, dla dostatecznie wielkich n stale:

P>y, (35
to q (35)
Yoz q-

Dowdd. Zatoézmy, ze wzor (35) zachodzi dla n > p.. Wedtug wniosku
konicowego z lemmatu VIII mamy stad:

P (B(g), da n>y,
skad, wobec (34) i zamknietosci zbioru B (g) w zbiorze P:
P CB(q),
co znowu daje (w my$l tegoz wniosku z lemmatu VIII):
Po>q, c b.do.

Lsemmat Xa. Jezeli, w zbiorze P:

lim p, < ¢, (36)

to, dia dostatecznie wielkich n, musi by¢ stale:
Pu<q. (37)

Dowéd. Gdyby dla nieskonczenie wielu réznych wskaznikéw m byto
whrew (37): ’

Pn2>q, (38)
to istnialby ciag nieskoficzony rosnacy wskaznikow k,, taki iz

P, >q, dla n=1,2,3,...

W, Sierpifiski._ (14)
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skad, wediug lemmatu IXb:
lim g, > q.
=z
whrew (36). Nieréwnos¢ (38) moze wige zachodzi¢ conajwyzej dla skoficzo-
nej liczby réznych wskaznikéw, zatem dla dostatecznie wielkich n musi za-
chodzi¢ wzér (37), ¢. b. d. o.
Podobniez, opierajac si¢ na lemmacie 1Xa, udowodnilibySmy
temmat Xb. Jezeli w zbiorze P:
lim p. > ¢q,

to, dla dostatecznie wielkich n musi by¢ stale:
Pu>>q.

lemmat Xl Jezeli p;ip, sa dwa punkty zbioru P oraz p; < pa, to
istnieje w zbiorze P punkt p taki, 12 p, < p < Ds-

Dowéd. Zalézmy, ze, wbrew lemmatowi XI, punktu p, spetniajacego
nieréwnosci p,< p <p,, W zbiorze P niema. Dla kazdego punktu p zbioru
P mieliby$my wigc bgdZz p < py, badz tez p > py- Wediug wniosku z lem-
matu VIII, mielibysmy wigc

P=4(p)+ B (ps)- (39)

Lecz, wobec p, < p, oraz sposobu uporzadkowania zbioru P, mamy:
4 (p) ¢4 (py), zatem:
Apy) B(pa) CAD,) B ( pg) = Iy

z drugiej strony jednak punkt p, nie nalezy do 4(p), gdyiz, w razie
Py C4 (p,), mielibysmy, W my$l lemmatu VI p, < p,, whbrew zatozeniu.
Jest wige )
4(p) Bp)=H
i wzor (39) daje rozktad zbioru P na sumg dwéch zamknigtych w P zbio-
réw, nie majacych punktow wsp6lnych, whrew lemmatowi I. Zatozenie, Ze
lemmat XI nie jest prawdziwy, doprowadza wigc do sprzecznosci.

\Oniosek. Jezeli W oznacza czesé przeliczalng wszedziegesta zbioru P,
Py 1 p, zas sg dwa punkty sbioru P takie, iz p, <p,, to wzbiorze W istnieje
punkt w taki, iz p; < w < Ps-

Dowéd. Zatézmy. ze p; i p, sa dwa dane punkty zbioru P takie, iz
p; < p,. W mysl lemmatu XI istnieje w zbiorze P punkt p taki, iz
p, <p < p,. Zzalozenia, ze zbiér W jest wszedziegesta czedcig zbioru P,

wynika dalej, ze istnieje ciag nieskoficzony #n punktow zbioru W taki, iz:
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lim w,=p.
Wobec lemmatéw Na i Nb oraz nieréwnosci p,<p<p, wyplywa stad
natychmiast, ze dla dostatecznie wielkich 7 musi by¢ stale:

Dy < Wy < Py,

stad odrazu wynika wniosek, ktory chcieliSmy udowodnié.

Z lemmatu NI wynika, ze zbiér P, jako zbidr uporzadkowany (wedtug
przyjetego przez nas prawa) nie posiada skokdéw. Udowodnimy obecnie,
ze zbidr P nie posiada tez luk.

Wezmy pod rozwage jakikolwiek przekréj [9, &#] zbioru P, t.j.
rozktad tego zbioru na sume dwoéch zbiordw &1 #, nie majacych punktéw
wsp6lnych i takich, ze kazdy punkt zbioru & jest (w naszem uporzadkowa-
niu) wezesniejszy od kazdego punktu zbioru &#. Musi tu by¢ oczywiscie

al&, oraz b(B

(gdyz « jest najwczesniejszym, za$ b — najpdzniejszym elementem zbioru P).

Zat6zmy, ze przekréj [&, ®] wyznacza luke, t j. ze w klasie & niema
elementu ostatniego, ze w klasie # niema elementu pierwszego.

Powiadam, ze zbiory & i $% sa zamknigte w P. W samej rzeczy, niech
pa Oznacza ciag nieskoficzony punktéw zbioru I, za§ p, — jego granice.
Gdyby bylo p, (. to, wobec zatozenia, ze w zbiorze # niema elementu
pierwszego, istniatby w zbiorze % punkt g < p,, skad, wobec lim p,=2p,

oraz w my$l lemmatu Xb, mieliby$my, dla dostatecznie wielkich n, p, >g¢,
zatem p, ( &, wbrew zalozeniu. Podobniez udowodniliby$my, ze zbiér &
jest zamkniety w P.

Wzér P=a - $ dawalby tedy rozklad zbioru P na sume dwoch
zbioréw zamknietych w P, nie majgcych punktéw wspélnych, wbrew lem-
matowi L.

Dowiedlismy wiec, ze zbiér P nie posiada luk.

Zbiér P, jako zbiér uporzadkowany, nie posiada zatem skokéw ani luk;
jest to wiec zbiér ciggty. Przytem, posiada elementy pierwszy i ostatni
(@ i b), za$ migdzy kazdemi dwoma elementami zbioru P lezg elementy pew-
nej przeliczalnej jego czesci. Zbidr P, jako zbiér uporzadkowany (wedtug
przyjgtego prawa) jest wigc podobny zbiorowi wszystkich liczb rzeczywistych
przedziatu (0, 1), uporzadkowanemu wedtug ich wielkosci. = Miedzy elemen-
tami zbioru P z jednej strony a liczbami rzeczywistemi przedziata (0, 1) —
z drugiej, mozemy tedy ustali¢ tego rodzaju jedno-jednoznaczng odpowied-
nios¢, iz dwém punktom zbioru P, p, ip,, gdzie p, < p,, bedg zawsze od-
powiadaty dwie liczby rzeczywiste przedziatu (0, 1), =, i %,, gdzie z, < x,.
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Oznaczmy przez f(p) liczbg rzeczywista, odpowiadajaca punktowi p
zbioru P, za$ przez y () — punkt zbioru P, odpowiadajacy liczbie rzeczy-
wistej x.

Udowodnimy, ze jezeli w zbiorze P mamy lim p,=p,, to w obszarze
liczb rzeczywistych: lim 7 (p.) = f(2,). T

Zatézmy wigc, ze w zbiorze P jest

lim p,=p,, (40)
i pot6zmy: o
F =2, [(p)=2x. (41)

Niech (e, 8) oznacza przedzial dowolny taki, iz
0Ce <z, <L L.

(Gdyby byto ;=0 lub x, =1, nalezaloby nasz dowéd zlekka zmodyfiko-
wad, biorgc pod rozwage zamiast przedziatu («, 3), otaczajacego z,, tylko
liczbg B > O lub tylko liczbe a<C1).

Powiadam, ze dla dostatecznie wielkich n bedzie stale

% < Ty < B (43)

W samej rzeczy, gdyby dla nieskoficzenie wielu réznych n bylo z,< «,
to istniatby ciag nieskoniczony rosmacy wskaznikéw £, taki, iz

r,<Le dla a=1,2 3,...,

co pocigga za soba:

¢ (@,) < 7 (=),

czyli, w zbiorze P:
P < 3 (),

dla n=1, 2, 3,..., skad, w mysl! (40) oraz lemmatu IXa, wynika:
Do <L g (a),
f(po) <Tlg(@N)=aq,

czyli @, < «, wbrew definicyi liczby a.

Podobniez udowodniliby$my, ze nie moze dla nieskorniczenie wielu réz-
nych n byé x, > L.

Dla kazdego wiec przedziatu («, §), spelniajacego nieréwnosci (42),
bedzie dla dostatecznie wielkich n zachodzita nier6wno$¢ (43), co dowodzi,
ze w obszarze liczb rzeczywistych jest:

co znowu daje:

lim z, ==,

n=cn

Prace mat-fiz, t. XXVIL 15
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czyli, wobec (41): ]
Jim £ (pa) =71 (20),
co bylo do okazania:

Udowodnimy wreszcie, ze jezeli w przedziale (0, 1) mamy lim x,=uz,,
NT=0C i

to w zbiorze P bedzie lim ¢ (%.) = ¢ (2,).

Zafozmy wige, ze w przedziale (0, 1) mamy

lim @, =x,, (44)
i potézmy: T
© (@) =pny @ (2) = DPe- (45)

Gdyby nie byto IH‘n Pn=D,, to, wmysl warunku 2), istnialby ciag nie-
skoficzony rosngcy wskaznikéw k&, oraz punkt g zbioru P takie, iz
ﬂlin; Pr,=4q == Py, (46)
skad mieliby$my w obszarze liczb rzeczywistych, jak dowiedli$my:
lim 7 (pi,) =71(q),
czyli: B
l_i_mﬂ Ly, == f (Q)v

skad, wobec {44), znalezlibysmy:

f(Q) =Ty,
zatem:
=10 {Z),
czyli, w mys] (45): 7= (@)
q =D,

wbrew (46).
Musi tedy by¢ 1£m Pu=1p,, czyli, w mysl (45):

,.1220 © (@) =uv{z,), c. b d o.

Dow'iedliémy wigc, ze zbiér P jest jedno-jednoznacznem i ciggtem od-
wzorowaniem przedziatu (0, 1): jest to zatem kontynuum liniowe.
Twierdzenie nasze zostato wiec dowiedzione.

Udowodnimy obecnie niezaleznosé warunkéw 1), 2) i 3).

Zf.e warunek 1) jest niezalezny od warunkéw 2) 1 3), wynika natychmiast
z uwagi, ze kazde kontynuum (Cantorowskie) w przestrzeni euklidesowej
m-wymiarowej spetnia warunki 2) i 3). (Wystarczy wiec wzig¢ kontynuum,
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nie bedace tukiem prostym, aby otrzymaé przyktad zbioru, spemniajacego wa-
runki 2) i 3), lecz nie spetniajacego warunku 1), np. zbiér wszystkich pun-
ktéw kwadratu, albo zbiér wszystkich punktéw dwéch przecinajacych sie od-
cinkéw). Moze sig przytem zdarzy¢, ze—przy zachowaniu warunkéw 2) i 3)—
warunek 1) nie jest spetniony, badz dlatego, ze wyjatkowych punktéw (dla
kt6rych odpowiedni rozktad, nalezacy do klasy R, nie istnieje) jest wiecej
niz dwa, badZ tez dlatego, ze jest ich mniej niz dwa. (Np. dla kwadratu wszy-
stkie punkty sg wyjatkowe; dla obwodéw dwich kél, nie majacych punktéw
wspélnych — zaden punkt nie jest wyjgtkowy; dla zbioru, skiadajacego sie
z punktéw obwodu kota i jego srodka — jeden tylke punkt jest wyjatkowy)-

Ze warunek 2) nie zalezy od warunkéw 1) i 3), dowodzi tego zbidr
utworzony ze wszystkich punktéw skoinczonego odcinka oraz przecinajgcej
go, nieograniczonej po obu sironach, prostej. Jak fatwo widzieé¢, warunki
1) i 3) bedg tu spetnione, natomiast warunek 2) zachodzi¢ nie bedzie.

Trudniej nieco byloby udowodni¢ niezalezno$¢ warunku 3) od warun-
kow 1) i 2) (jezeli pomingé pospolity przykiad zbioru, ztozonego z dwéch
punktéw). Ograniczymy sie tu tylko na podaniu odno$nego przykladu. po-
zostawiajac blizsza jego dyskusye czytelnikowi.

Oznaczmy przez P zbi6r wszystkich uktadéw [z, y], gdzie z i y sa
liczby rzeczywiste przedziatu (0, 1).

Uméwimy si¢ z dwéch punktéw p, = [»,, y,] oraz p, =|x,, ¥,] zbio-
ru P uwazaé p, jako wczedniejsze od p,, piszac p, <p,, jezeli x; <,
lub jezeli jednocze$nie x, ==z, oraz y, < y,. Przez takgq umowe, jak fatwo
widzie¢, zbiér P zostanie liniowo uporzadkowany. Granice okreslimy w zbio-
rze P w nastgpujacy sposéb: punkt p zbioru P bedziemy wtedy i tylko
wtedy uwazali jako granice ciggu nieskonczonego p, punktéw tego zbioru,
jezeli dla kazdego punkiu p’ < p nieréwnosé¢ p. < p', za$ dla kazdego
punktu p”> p — nieréwno$é¢ p, > p", zachodzi conajwyzej dla skoriczonej
liczby 16znych wskaznikéw n

Moznaby dowies¢, ze zbior P spelnia warunki 1) i 2), natomiast nie
spelnia warunkn 3). Przyklad ten dowodzi zarazem, ze w twierdzeniu naszem
nie mozemy warunku 3) zastapi¢ przez warunek, ze zbiér P jest nieskofi-
czony.

Warunki 1), 2) i 3) sg wiec od siebie niezalezne.

Latwo widziec, ze kazdy zbidr abstrakcyjny P, spelniajacy warunek 2),
jest zwarty (compact) (t. j. w kazdej jego czgsci nieskoriczonej istnieje cigg
nieskoficzony réznych elementéw, posiadajgcy w zbiorze P granicg). God-
ne uwagi jest jednak to, ze warunek 2) w naszem twierdzeniu nie da sig zastg-
pi¢ przez warunek zwartosci (jakby si¢ to moze na pierwszy rzut oka zda-
wato), ze mianowicie zbidr zwarty, spelniajagcy warunki 1)i 3) moze nie by¢
kontynuum liniowem.
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Aby dac przykiad takiego zbioru, wezmy pod rozwage zbiér P symboli
[], gdzie » oznacza jakakolwiek liczbe rzeczywista przedziatu (0, 1), i uméw-
my sig, ze ciag [w.] wiedy i tylko wtedy zmierza do granicy [z], jezeli sze-

reg E #n— & jest zbiezny. Latwo widzie¢, ze przez takq umowe okre-
n=1
Slamy mnogos$¢ abstrakcyjng. Powiadam, ze mnogos¢ ta jest zwarta.

Niech Q oznacza dowolng dana cze$é zbioru P. Oznaczmy ogélnie
przez §)— zbiér wszystkich liczb rzeczywistych « takich, iz [] C Q. (W mys]
tego znakowania zbidr P bedzie wiec zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych
przedziatu (0, 1)).

Niech teraz () oznacza dang nieskoriczong czes¢ zbioru P.  Zbidr ©

bedzie wiec zbiorem, zawierajacym nieskoficzenie wiele roznych liczb rzeczy-

wistych przedziatu (0, 1); w mysl twierdzenia Bolzano-Weierstrassa,

zbidr ¢ posiada conajmniej jedno miejsce skupienia g, przyczem bedzie

g (P, zatem [g] C(P. Z definicyi miejsca skupienia wynika stad dalej, ze

istnieje cigg nieskoriczony réznych od ¢ liczb rzeczywistych x, ( Q taki, iz

lim z,=g. (47)

Polézmy &, =1, a dla n>1 oznaczmy ogélnie przez k, najmniejszy
wskaznik, przy kt6rym zachodza nieréwnoéci:

. , 1
Z{;n>kn~11 wwhn‘_g!<’ﬁ;

wskaznik taki istnieje, w mysl (47). Szereg Z las, — g | bedzie wiec zbiez-
n==]

ny. Wedtug przyjetej definicyi granicy w zbiorze P bedzie przeto:

lim [z, =[g),
przyczem wyrazy 1] (n=1, 2, 3,...) sa réznemi od [g] elementami zbio-
ru § (gdyz Ly==g, dla n=1, 2, 3,..)). Wynika tez stad natychmiast, ze
wsréd wyrazéw [z,] jest nieskoficzenie wiele réznych.

W zbiorze istnieje zatem ciag nieskoriczony réznych elementéw, po-
siadajacy w zbiorze P granice.

Dowiedli$my wiec, ze zbiér P jest zwarty.

Powiadam dalej, ze jezeli zbiér Q jest zamkniety w P, to zbiér @ jest
zamknigty w P, i naodwrGt.
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Zatézmy, ze zblor @ jest zamkniety i niech [2,] oznacza jakikolwiek
ciag nieskoriczony punktéw zbioru Q, za$ [x] — jego granice. Jest wiec
B [z](Q, dla n=1,2 3,... (48)
oraz, w zbiorze P: ,
lim [i,] = [z]. (49)
Ze wzoru (48 wynika, ze o
(G, dla n=1, 2, 3,..,

z definicyi za$ granicy w zbiorze P wynika natychmiast, wobec (49):

Na mocy zalozenia, ze zbiér ¢ jest zamkniety, mamy stad:
z (G,
(=10,
co dowodzi, ze zbidr ¢ jest zamknigty.

Zatézmy teraz, ze zbiér ¢ jest zamkniety i niech z, oznacza jakikol-
wiek ciag nieskoficzony punktéw zbioru @, zas x — jego granice. Jest wiec:

zatem:

z, (¢, dla n=1, 2, 3,... (50)
oraz, w zbiorze P: X
lim x, =x. (B1)

n

Wobec (51) mozemy wyznaczy¢ cigg nieskoficzony rosnacy wskaznikow k,
taki, iz
T < s
skad, wedtug definicyi granicy w zbiorze P, wynika natychmiast:
lim {a,] = [+]. (52)

Lecz, wobec (50), mamy: ]
o) [ea] (G dla m=1, 2 3,...,

skad, wedtug (52) i z zatozenia, ze zbiér () jest zamknigty, bedzie:
[;l?] C Q,
x( Q-

Dowiedli$my wiec, ze zbidr ¢ jest zamkniety.

co daje:
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Zbiory @i Q sa wiec zawsze jednoczesnie zamkniete lub niezamkniete
odpowiednio w zbiorach Pi P.

Stgd i z uwagi, Ze zbiér P spehnia warunek 1), wnosimy z tatwodcia, ze
i zbiér P spetnia ten warunek.

Powiadam wreszcie, ze zbi6r P speinia warunek 3). W samej rzeczy,
oznaczmy przez W zbi6r wszystkich symboli [w], gdzie w jest liczbg wy-
mierng przedziatu (0, 1). Dla kazdej danej liczby rzeczywistej & przedzialu
(0, 1) mozna, jak tatwo widzie¢, zbudowaé ciag nieskoniczony liczb wymier-
nych w, tegoz przedziatu taki, iz

jw, —w} < % .

Bedzie wiec
[ CW dla n=1, 2, 3,...

oraz

lim [w,] =[],
co dowodzi, ze zbior W jest wszedziegesta czescia zbioru P. Lecz zbicr W
jest oczywiscie przeliczalny; dowiedlismy wiec, ze zbiér P spetnia warunek 3).

Zbiér P jest tedy zbiorem abstrakcyjnym zwartym i spetnia warunki

131 3). Warunku 2) atoli zbiér P nie spetnia, gdyz np. ciag nieskornczony

17 .
[W} (n=1, 2, 3,...) elementéw zbioru P nie zmierza do granicy [0],
a jednak nie istnieje zaden cigg rosmacy wskaznikéw k., dla ktérego ciag

[?L} zmierzatby do innej niz [0] granicy (gdyz dla takiego ciagn musialoby

by¢ ﬂ]i_nl Z:T, =g ==0, co niemozliwe).

DowiedliSmy wigc, ze w naszem twierdzeniu warunek 2) nie jest réwno-
wazny warunkowi zwartosci.

Wyjasnimy tu jeszcze, jakie znaczenie ogélne posiada dla mnogosci ab-
strakcyjnych warunek 2).

Niech P oznacza jakakolwiek dana mnogosé abstrakcyjng. Moze sie
zdarzy¢, ze pojecie granicy, ustalone w mnogosci P, daje sig rozszerzyé,
badz przez wprowadzenie nowych uméw, wedle ktérych pewne ciggi, nie po-
siadajgce dotad w zbiorze P granic, beds je teraz w tym zbiorze miaty, badz
tez przez dofqczenie do zbioru P nowych elementéw i uwazanie ich jako gra-
nice pewnych ciggéw punktéw zbioru P, ktére dotad granic nie miaty, tak
przytem, Ze jezeli pierwotnie w zbiorze P byto lim p,=yp, to wzér ten po-

zostaje w mocy i po rozszerzeniu pojecia granicy w uwazanym zbiorze.

icm®

(23) Kontynuum linfowe jako mnogos¢ abstrakcyjna. 2%

Naprzyktad pojgcie granicy w zbiorze P wszystkich symboli [x], kto-
ry$my badali wyzej, moze by¢ rozszerzone przez wprowadzenie umowy, ze
e}gment {z] jest granicq mietylko tych ciagéw [z.], dla ktorych szereg

Z Z»—x | jest zbiezny, ale i tylko dia ktérych szereg 2 (&n — x)* jest

=1 n=1
zbiezny. (Wigc np. ciagg {%}, ktéry przedtem w zbiorze P nie posiadat

granicy, teraz bedzie mial granice [0]). Dalszem jeszcze rozszerzeniem po-
jecia granicy w tym zbiorze byloby przyjecie umowy, ze [2] jest granicg
kazdego ciagu [.], dla ktérego lim r, = . Oczywiscie nowe umowy, roz-

szerzajace pojecie gramicy, musza by¢ zawsze tego rodzaju, zeby przez ich
przyjecie uwazany zbi6r nie przestal by¢ mnogoscia abstrakcyjna. (Wiec np.
dla zbioru liczb rzeczywistych nie moznaby przyja¢ nowej umowy, wedle
ktérej lim (--1)"=0, gdyz sprzeciwialaby sie ona wiasnosci mnogosci ab-
strakcyjnych, wedtug ktérej, o ile istnieje lim p,, to musiby¢ lim p,=1lim p,
dla kazdego ciggu nieskoticzonego rosnacego wskaznikéw &, a wlasnie, wedtug
juz istniejgcych dla zbioru liczb rzeczywistych uméw, mamy lim (—1)02»=1).

W zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych pojecie granicy mozemy roz-
szerzy¢ przez dotgczenie do tego naszego zbioru elementu oo i umowe, Ze
element ten jest granicg kazdego nieograniczenie rosnacego ciagu liczb rze-
czywistych.

Moze sig jednak zdarzy¢, ze w danej mnogosci abstrakcyjnej P pojecie
granicy nie podlega juz (w powyzszem znaczeniu) dalszemu rozszerzeniu.
Mnogos¢ taka bedziemy nazywali zupetna.

Okazuje sig, ze na to, izby mnogo$¢ abstrakcyjna P byla zupeina, po-
trzeba i wystarcza, aby dla niej zachodzit warunek 2).

Udowodnimy, ze warunek nasz jest konieczny. Zalézmy, ze mnogo$é
abstrakcyjna P nie speinia warunku 2). Z zalozenia tego wynika natych-
miast, ze istnieje ciag nieskoficzony p, punktéw zbioru P, nie posiadajacy
granicy, lecz taki, ze wszystkie ciagi g, (b, <k, < ...), kt6ére posiadaja
granicg, majg jedne i tg samg granice. (W przeciwnym bowiem razie dla kaz-
dego ciagu nieskoriczonego p, punktéw mnogosci £, nie posiadajacego gra-
nicy, istniatyby ciagi p,, (r; <7; <...) oraz p, (8, <s, < ...), majace
rézne granice — i zbiér P spetniatby oczywiscie warunek 2)).

Jezeli dla uwazanego ciggu p. zaden ciag p,, (k; < ks < ..
siada granicy, to wprowadzimy nowa umoweg, wedle ktérej wszystkim tym
ciagom py, (a wigc, W szczegélnosei, i samemu ciggowi p,, ktéry otrzymu-
jemy, ktadac k,=mn; n=1, 2, 3,...) przypiszemy granice p,, jezeli zas

.} nie po-
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istniejg ciagi pr, (I, < 1,<...) majace granicg—a, w mysl naszego zalozenia,
wszystkie takie ciggi bedq mialy t¢ samq granice p, — to przypiszemy wSszy-
stkim ciggom pi, (5 <k, <...) granicg p,. Latwo widzie¢, ze, po wprowa-
dzeniu takiej umowy, mnogos¢ P nie przestanie by¢ mnogoscia abstrakcyjng,
natomiast pojecie granicy zostanie w niej rozszerzone, gdyz np. ciag p,,
kt6ry w pierwotnej mnogosci nie miat granicy, bedzie jg teraz posiadat.

Jezeli wiec warunek 2) nie jest dla danej mnogosci spetniony, to mno-
gos¢ nie jest zupetna. Warunek nasz jest tedy konieczny na to, zeby mno-
gos¢ byta zupetna.

Udowodnimy teraz, Zze warunek nasz jest wystarczajacy. Zalézmy przeto,
ze mnogos¢ abstrakcyjna P spetnia warunek 2) i przypusémy, ze mnogosé ta
nie jest zupeina, ze wiec pojecie granicy daje sie w niej rozszerzy¢. Istnieje
tedy ciag nieskoficzony p, punktéw zbioru P, ktéry w tym zbiorze pierwot-
nie nie miat granicy, ale, po rozszerzeniu pojecia granicy, posiada granice g
(bedgcg punktem zbiorn P, albo tez punktem, kiéry do zbioru tego pierwot-
nie nie nalezat, lecz zostat do niego dotgczony). Rozréznijmy tu dwa przy-
padki:

1% Element g jest punktem zbioru P. Poniewaz w zbiorze P punkt
g nie byt pierwotnie granicg ciagu p,, wiec, w mysl warunku 2), dla pewne-
go ciagu rosnacego wskaznikéw %, musiato by¢ lim Py, = q ==g, co powin-

noby pozosta¢ prawdziwem i po rozszerzeniu pojecia granicy, wbrew zatoze-
niu, ze wéwcezas lim p,=g.

2°. Elemen;g nie jest punktem zbioru P. Mnogosc abstrakcyjna,
spefniajgca warunek 2) jest, jak wiemy, zwarta; dla ciagu p, istnieje wiec
ciag wskaznikéw k. (k, <k, < ...) taki, iz lim D, =p, gdzie p jest pun-

ktem zbipru P, wbrew temu, e po rozszerzeniu pojecia granicy lim p, =g,
Nn==0C

gdzie g ==p (gdyz punkt g nie nalezat pierwotnie do zbioru P).

DowiedliSmy tedy, ze jezeli mnogos¢ abstrakcyjna P spetnia warunek
2), to mnogo$¢ ta jest zupelna. Warunek nasz jest wiec wystarczajacy.

Udowodnili$my zatem, ze na to, aby mnogos$¢ abstrakcyjna P
byta zupelna, potrzeba i wystarcza, izby spetniata waru-
nek 2).

Zauwazymy pewien ciekawy wniosek z naszego twierdzenia, dajgcego
warunki konieczne i wystarczajace na to, Zeby mnogos$¢ abstrakcyjna byla
kontynuum linjowem.

Wniosek.- Na to, zeby zbiér P punktéw przestrzeni eukli-
desowej mwymiarowej, ograniczony i zawierajgcy wigcej niz
dwa punkty, byl tukiem prostym, potrzeba i wystarcza, izby
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dla kazdego punktu p zbioru P z wyjatkiem dwoch, zbiér P
byl suma dwéch réznych od P zbioréw zamknietych, ktorych
jedynym punktem wspéinym jest punkt p.t

Dowdd. Lukiem prostym (arc simple) nazywamy, jak wiadomo,
jedno-jednoznaczue i ciagle odwzorowanie odcinka. Ze tuk prosty speinia
warunki naszego wniosku, jest oczywiste.

Zatézmy tedy, ze warunki naszego wniosku s3 spelnione. Zbior P,
speiniajacy te warunki, jest oczywiscie zamknigty (skoro moze by¢ suma
dwdch zbiordw zamknietych). Zbiory, zamkniete w P, sa wiec zbiorami zam.
knigtemi, i naodwrdt. Jezeli przeto warunek naszego wniosku jest spelniony,
to spetniony jest tez warunek 1) naszego twierdzenia, ktéry, przy zalozeniu,
ze zbiér P zawiera wiecej niz dwa punkty, pociaga za sobg prawdziwosé
lemmatu 1. W mysl tego lemmatu zbiér P jest spojny. Jako ograniczony,
zamknigty i spojny, zawierajacy wigcej niz jeden punkt, zbior F jest wiec
kontynuum (Cantorowskiem). Warunki 2) i 3) naszego twierdzenia sg przeto
spelnione same przez sig. Zbiér P spelnia wiec wszystkie warunki naszego
twierdzenia, skad wynika, ze jest to tuk prosty.

Udowodnili$émy tym sposobem nasz wniosek.

Wiatka, w styczniu 1915,

RESUME.

Lse confinu linéaire comme un ensemble abstrait.

Je démontre le théoréme suivant:

Pour qu’ un ensemble abstrait soit un continu linéaire, il faut et il suffit )
que cet ensemble satisfait aux conditions suivantes:

1) Pour tout point p de P, sauf deux points de cet ensemble, 1’ en-
semble P est une somme de deux ensembles, différents de P et fermés dans
P, dont le point commun unique est le point p.

2) Pour tout point p de P et pour toute suite infinie p, des points
de P qui ne converge pas vers p, il existe un point ¢ de P, autre que p
et une suite infinie croissante des indices %,, telle que lim Di, =1

3} 1l existe un sous-ensemble dénombrable de P, qui est dense en P.

Je démontre que ces trois conditions sont indépendantes.

') Poréwn. moja prace: ,L'arc simple comme un ensemble de points dans I espace
4 m dimmensions®.

Prace mat.-fiz.,, t. XXVII, 15%
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