S. STRASZEWICZ.

Przyczynek do teoryi mnogosci wypuklych.

Beitrag zur Theorie der convexen Punktmengen.

Prof. W. Sierpifiski dowiddt niedawno pewnej wlasnosci najmniej-
szego obszaru wypuklego, zawierajgcego dang mnogo$¢é ptaskg. D

W artykule niniejszym podaje dowody kilku innych twierdzen, dotycza-
cych tegoz obszaru, ktére stanowily tresé referatu, wygloszonego w styczniu
1914 w Colloquium matematycznem w Zurychu. Miedzy innemi podaje dowdd
wspomnianego twierdzenia prof. Sierpinskiego réwniez dla mnogosci
w przestrzeni.

Dla wiekszej prostoty i jasnos$ci rozwazam jedynie mnogosci ptaskie
i tréjwymiarowe; uog6lnienie dla przestrzeni n-wymiarowej jest widoczne
bezposrednio.

Z tego samego wzgledu zaktadam, ze mnogosci dane sa zamkniete ilezg
w obszarze skoficzonym, co jednak nie stanowi istotnego ograniczenia.

Na wstepie przypominam kilka podstawowych okredlenn i twierdzeil
o mnogosciach wypukitych. :

§ 1. Dnogosci wypukie na plaszczyinie.”
Mnogo$¢ (M) punktow, lezacych na plaszczyznie, bedziemy nazywali
wypukty, jezeli posiada nastgpujace trzy wlasnosci:
1%, Lezy w obszarze skoficzonym, t. j. istnieje pewna skoficzona
granica wyzsza wzajemnych odlegtosci punktéw tego zbioru. Bedziemy tg
granice wyzszq oznaczali przez d i nazywali $rednicg mnogosci (M).

), Wektor*, rok I, Ne 6, str. 268.
?) Por. H. Minkowski, Gesammelte Abhandlungen Bd. 2.
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2% Jest zamknigta, t. zn. kazdy punkt skupienia mnogosci (M) na-
lezy do niej.

3% Jezeli A1 B sq punktami mnog oéci (M), to wszystkie
punkty odcinka 4B nalezg réwniez do (M).

Z okreslenia mnogos$ci wypuktej wynika, ze mnogos¢ punkiéw wspol-
nych dowolnej prostej z mnogoscia wypukta jest albo prézna (t. j. nie za-
wiera ani jednego punktu), albo zawiera jeden punkt, albo wreszcie jest pew-
nym skoriczonym odcinkiem.

Punkt 4 mnogosci (M) nazywa sie punktem wewnetrznym, je-
zeli istnieje taki odcinek 8, ze wszystkie punkty plaszczyzny, ktérych odle-
glos¢ od 4 jest miiejsza od &, naleza réwniez do mnogosci (M).

Wszelki punkt mnogosci (M), ktéry tej wiasnosci nie posiada, nazywa
si¢ punktem brzegowym. W dowolnej blizkosci punktu brzegowego ist-
niejg zatem punkty, nie nalezgce do mnogosci (M).

Zbidr punktéw brzegowych mnogosci (M) nazywa sie brzegiem
mnogosci (4).

Twierdzenie 1. Mnogos$¢ wypukta, nie posiadajgca punktéw
wewngtrznych, lezy na jednej prostej, t.j. stanowi punkt albo
odcinek.

W rzeczy samej, gdyby mnogos¢ wypukta (M) zawierata trzy punkty
4, B, C, nie lezace na jednej prostej, to musialaby wedtug okreslenia za-
wiera¢ réwniez wszystkie punkty pola tréjkata ABC, a wiec zawieralaby
punkty wewnetrzne wbrew zatozeniu.

Twierdzenie 2. Jezeli 4 i B sa punktami mnogos$ci wypu-

kiej (M) i przynajmniej jeden z nich, np. 4, jest punktem we--

wngtrznym, to wszystkie punkty odcinka 4B, lezace pomie-
dzy 41 B sg réwniez punktami wewnetrznemi.
Dowdd. Przez punkt wewngtrzny 4 poprowadzmy dowolng prostg,,
" : r6zng od AB i obierzmy na niej po obu
stronach punktu 4 dwa takie punty M i N,
ze wszystkie punkty odcinka MN nalezg do
mnogosci (M). Jestto mozliwe na zasadzie
okreslenia punktu wewngtrznego. Wowezas
wszystkie punkty pola tréjkata MNB nalezg
do mnogosci (M), a wiec wszystkie punkty,
lezace na. 4B pomiedzy 4i B sa punktami

Rys. 1.

wewnetrznemi mnogosci (M).

Wniosek. Mnogos¢ punktow wspdlnych dowolnej prostej z brzegiem
mnogosci - wypuktej jest albo prézna, albo zawiera jeden punkt, albo dwa
punkty (pomiedzy ktéremi lezg wowczas punkty wewnetrzne mnogosci wy-
pukte]), albo pewien skoficzony odcinek.

e ©
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Okreslenie. Wszelka prosta, kiéra posiada punkty wspélne z brzegiem
mnogosci (M), lecz nie zawiera zadnego punktu wewnetrznego mnogosci (M)
nazywa sig¢ prostg podpierajgcg mnogosc ().

Cwierdzenie 3. Jezeli prosta a jest prostg podpierajaca
mnogos$ci wypuktej (M), kt6ra nie jest punktem, ani odcin-
kiem, to cata mnogosé (M) lezy po jednej stronie prostej «
(z wyjatkiem, oczywiscie, punktéw lezacych na a).

Dowdd- W rzeczy samej, gdyby po obu stronach prostej @ znajdowaty
sig punkty mnogosci (M), to faczac dowolny punkt wewnetrzny 4 z dowol-
nym punktem B mnogo$ci (M), lezacym po przeciwnej stronie prostej a,
otrzymaliby$my w przecigcin z prostg @ punkt wewnetrzny, co przeczy za-
tozeniu.

Twierdzenie 4. Przez kazdy punkt brzegowy 4 mnogosci
wypukiej (M) mozna wykresli¢ przynajmniej jedne prosta
podpierajaca.

Dowdd. Poprowadimy przez 4 dwie dowolne proste @, i a,; jezeli
zadna z nich nie jest prostg podpierajaca, to a as
na kazdej z nich po jednej stronie punktu 4
mamy pewien odcinek (44, i 44,) sklada-
jacy sig z punktéw mnogosci (M), po dru-
giej za$ niema punktéw mnogosci (3).

Z czterech wiec katéw, utworzonych
przez a, i a,, dwa katy wierzchotkowe sg ta-
kie, ze jedno ramie kazdego z nich zawiera
punkty mnogosci (M), drugie za$ nie. Po-
dzielmy te katy na polowy, zapomoca dwgy-
siecznej ay. Jezeli a, mie jest prosts pod-
pierajaca, to jedna para nowopowstatych ka-
téw wierzchotkowych posiada te sama wtas-
nos¢, co katy poprzednie. Dzielac znowu te katy na potowy, otrzymujemy
prostg a,. Jezeli a, nie jest prostg podpierajaca, to wten sam sposéb po-
stepujemy dalej i otrzymujemy proste a;, a,,... it. d. Wéwcezas albo jedna
z prostych tego ciagu, np. @, bedzie prostg podpierajaca, albo tez otrzymamy
cigg nieskonczony prostych a,, @,, @5, ... Gy,... Z konstrukcyi uzytej wy-
nika, ze cigg ten dazy do pewne] prostej granicznej a. Jestto prosta podpie-
rajaca, gdyz w dowolnej blizkosci kazdego jej punktu istnieja punkty, nie na-
lezace do (M), a wiec moze mie¢ ona z (M) jedynie punkty brzegowe
wspélne.

Rys. 2.

§ 2. MNinogosci wypukle w przestrzeni tréjwymiarowej.

Rozwazania § 1 dajg si¢ bezposrednio rozciagnaé na przestrzen tréjwy-
miarowg. A wigc tak samo, jak poprzednio (z nieznacznemi jedynie zmiana-
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mi wyrazowemi), okreslimy pojecie mnogosci wypuktej, punktu we-
wnetrznego, punktu brzegowego.

Przeciecie mnogosci wypuktej przestrzennej z dowolng plaszczyzng jest
mnogoscig wypukla ptaska.

Twierdzenie 1. Mnogosé wypukta, nie posiadajgca punktéw
wewnetrznych, lezy na jednej ptaszczyznie, t.j. jest punktem,
odcinkiem lub mnogoscig wypukla ptaska.

Twierdzenie 2. Jezeli 41 B sg punktami mnogosci wypuklej
(M) i przynajmniej jeden z tych punktéw jest punktem we-
wrnetrznym, to wszystkie punkty, lezace pomiedzy 4 i B, sg
réowniez punktami wewnegtrznemi.

Dowody tych twierdzen otrzymamy przez bezposrednie uogélnienie od-
powiednich dowodéw w § 1.

WDniosek 1. Mnogo§¢ punktéw wspdlnych dowolnej prostej z brzegiem
mnogosci wypuklej jest albo prézna, albo zawiera jeden punkt, albo dwa
punkty, albo odcinek skoficzony.

Wniosek 2. Mnogos¢ punktéw wspélnych dowolnej ptaszczyzny z brze-
giem mnogosci wypukle] jest albo identyczna z brzegiem przecigeia tej pla-
szezyzny z dang mnogoscig wypukta, albo tez jest identyczna z samem prze-
cieciem mnogosci wypuklej z ta piaszczyzna.

Okreslenia. Wszelka prosta, ktéra posiada punkty wspélne z brzegiem
mnogoéci wypuktej (M), lecz nie zawiera punktéw wewnetrznych tej mnogo-
§ci, nazywa sie prostg podpierajgcg mnogosci (M).

Wszelka plaszczyzna, posiadajgca te samg wlasno$¢ nazywa sig pla-
szczyzng podpierajqcg mnogosci (M).

Twierdzenie 3. Mnogo$¢ wypukta (8), ktéra nie lezy catko-
wicie na jednej ptaszczyznie, znajduje sie po jednej stronie
ptaszczyzny podpierajgcej.

Dowdd taki sam jak przy tw. 3 § 1.

Twierdzenie 4. W kazdej ptaszczyzZnie, przechodzacej przez
punkt brzegowy 4 mnogos$ci wypuktej (M), mozna wykresli¢
pizez Aprzynajmniej jedne prosta podpierajgcg tej mnogosei.

Dowdd. Przeciagnijmy przez punkt 4 dowolng plaszczyzne o i oznacz-
my przez (M,) przeciecie mnogosci (M) z plaszczyzng o. Punkt . moze
by¢ punktem wewnetrznym mnogosci wypuklej (M,), rozwazanej jako mno-
gos¢ plaska, wowczas M, sktada sig z samych punktéw brzegowych mno-
goéci (M) i = jest ptaszczyzng podpierajaca. a wszelka prosta, przechodzaca
przez 4 ilezqca w o, jest prostg podpierajgca. Lub tez 4 jest punktem brze-
gowym mnogosci wypuktej ptaskiej (M.); w tym przypadku w punkcie 4
istnieje w plaszczyznie « prosta podpierajaca mnogosci (M,), ktéra jest oczy-
wiscie réwniez prostg podpierajaca mnogosci ().
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Twierdzenie 5. W kazdym punkcie brzegowym 4 mnogosci
wypuktej (M) istnieje przynajmniej jedna plaszczyzna pod-
pierajaca.

Dowdd. Wykred§lmy w punkcie 4 dowolng prosta podpierajaca @ mno-
gosci (M) irozwazmy pek plaszczyzn, przechodzgcych przez prosta a. Je-
zeli plaszczyzna o tego peku nie jest ptaszczyzug podpierajacg, to z dwdéch
obszaréw a,, o,, na jakie prosta ¢ dzieli ptaszczyzne a, tylko jeden moze
zawiera¢ punkty mnogosci (M). Mozemy wiec zastosowac t¢ same metode
coprzy tw. 4 w § 1, t.j. przez kolejny dwudzial katéw dwusciennych otrzy-
ma¢ ptaszczyzng podpierajaca.

§ 3. [ajmmiejsza mnogos¢ wypukla, zawierajgca dang mnogosc
ptaska.

Niech (P) oznacza zamknigta mnogo$¢ punktéw, lezacych na pewnym
skoriczonym obszarze ptaszczyzny, np. wewnatirz pewnego okregu. Oznacz-
my przez ('(P) mnogos$é¢ punktow wspoélnych wszystkich mno-
go$ci wypuktych, zawierajgcych mnogos¢ (P). Zbiér C(FP) nie
jest préiny, albowiem zawiera napewno wszystkie punkty mmnogosci (P).
Z definicyi wynikaja wprost dwie nastepujace wiasnodci mnogosci C(P).

1°. Mnogo$¢ C(P) jest wypukta. Jezeli bowiem 4i B s3 pun-
ktami mnogosei 7 {P). to nalezg one do kazdej mnogosci wypukiej, zawiera-
jacej (P); wszystkie zatem punkty odcinka .{B nalezg réwniez do kazdej
z tych mnogosci, a wiec i do C(/P).

2°. Zadna wypukta podmnogo$¢ munogosci ¢/(P) nie mo-
ze zawiera¢ wszystkich punktdw moogosci (P)-

W przeciwnym bowiem razie nie wszystkie punkty mnogodci C(P) by-
lyby wspolne wszystkim mnogosciom wypuklym, zawierajacym (P), co by-
toby sprzeczne z okresleniem mnogosci (' (P).

Z tego wzgledu nazwiemy mnogos¢ C (P) najmniejsza mnogoscia
wypukta, zawierajgcg zbiér (P).

Twierdzenie 1. Jezeli mnogosc (P) zawiera mnogos$é (@), to
rowniez munogosé O (P) zawiera C(§).

Gdyz C(P) zawiera () i jest mnogoscig wypukia.

Twierdzenie 2. Niech @ oznacza dowolng prosta podpiera-
jacqg mnogosci C(P). Konce odcinka wspélnego prostej a
i mnogosci P(C) (ktdre moga si¢ zbiegaé¢ w jednym punkcie)
sg punktami mnogosci (P).

Dowdd. Rozréznimy dla wiekszej jasnosdci dwa przypadki.

1. Prosta podpierajaca ¢ posiada tylko jeden punkt wspéiny .
z mnogodcig ¢ (P). Punkt ten nalezy do mnogosci (P). W przeciwnym ra-
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zie bowiem prosta « posiadataby od mnogosci zamknietej (P) pewna dodat-
nig odleglos¢ 2. Przesuimy réwnolegle prostg a w te strone, po ktorej
lezy mnogo$c (P) o diugosc¢ o.
Prosta otrzymana a' rozcina
mnogos¢ (' (P) na dwie podmno-
gosci wypukie, z ktérych jedna
zawiera wszystkie punkty mno-
S gosci (P), a nie zawiera punktu
Rys. 3. A4 mnogosci C(P), co jest nie-

mozliwe. o

2. Prosta a posiada z mnogoscig C (P) wspélny odcinek AB.
Przypusémy, ze jeden z koric6éw tego odcinka, np. 4 nie nalezy do
mnogosci (P), lecz posiada od niej odlegtos¢ 8>>0. Cata mnogosé () lezy
) po jednej stronie prostej @, np.
» po prawej, jezeli kierunek dodat-

e ni jest od 4 do B.
A / «

hd -
J

([ en

AN

Poprowadzmy przez prostg a

S dowolng prostg I, rézng od a

i oznaczmy przez I, te jej czgsc,

ktéra lezy po prawej stronie pro-

stej a. Pozostata cze$¢ I, nie za-

Rys. 4. wiera wowczas punktéw mnogo-

$ci (P). Obracajac proste ¢ oko-

fo punktu 4 tak, aby promieri 7, dazyt do promienia AB, musimy otrzymac

takie potozenie prostej 7, w ktérym promiefi Z; réwniez nie zawiera Zadnego

punktu mnogodci (P). Gdyby bowiem takiego promienia nie byto, to na

prostej @ na lewo od punktu 4 lezalyby punkty mnogosci (P), co jest prze-

ciwne zatozenin. Otrzymana w ten sposéb prosta I nie zawiera zatem Zad-

nego punktu mnogosci (P) i mozemy dalej rozumowaé tak samo jak w punk-
cie pierwszym. )

Twierdzenie 2 udowodnilismy zatem w zupetnosci.

Utwérzmy obecnie mnogos¢ (P,)=1 (P), skladajaca sig z punktéw od-
cinkéw, taczacych punkty mnogosci (P), brane po dwa, t.j. taks, ze kazdy
punkt mnogosci (P,) albo nalezy do (P), albo lezy wewnatrz odcinka, tgczg-
cego dwa punkty mnogosci (P).

Twierdzenie 3. Mnogos¢ (P)=9 (P) zawiera brzeg mnogosci
C(P). .

Dowéd. Niech 4 oznacza dowolny punkt brzegu mnogosci C (P), za$
« prosta podpierajacq w tym punkcie. Z tw. 2 wynika, ze 4 jest albo pun-
ktem mnogosci (P), albo tez lezy wewnatrz odcinka, aczacego dwa punkty
mnogosci (P), czyli ze punkt 4 nalezy do mnogosci (P,).

icm
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Cwierdzenie 4, Mnogo$¢ C(P) zawiera mnogos$¢ (P,).

Dowdd. Jezeli 4, jest punktem mnogosci (P,) to lezy on na pewnym
odcinku 4B, ktérego korice naleza do (P), a wigc i do ¢ (P). Caly odcinek
AB nalezy wiec do C(P).

Twierdzenie 5. Mnogos¢ C(P,) jest identyczna z mnogo-
§cig C(P).

Dowéd. Poniewaz (P,) zawiera (P), wiec (' (P,) zawiera ' (P); z dru-
giej strony, poniewaz ('(P) zawiera (P,), wiec C(P) zawiera C (P,), stad
C(P,)=C(P).

Stosujgc konstrukcye, prowadzaca od (P) do (P,) do mnogosci (P,),
otrzymamy mnogosé¢ (P,) = ¢ (P)=o¢v (P).

Twierdzenie 6. Mnogo§¢ Py=g¢(P,)=uvz(P) jest identyczna
z najmniejsza mnogoscia wypukta, C(P), zawierajacg mno-
gos¢ (P).

Dowdd. a) Mnogodé (F,) = oo (P) jest zawarta w mnogosci C (P).
Gdyz (tw. 4) mnogosc (P,) jest zawarta w mnogosci C (P;).

b) Kazdy punkt 4 mnogoéci ' (P) nalezy do mnogosci (P,)=wvw (P).

Gdyz jezeli punkt 4 nalezy do brzegu mnogosci C(P), to nalezy do
(Py) (tw. 8), a wiec i do (P,); jezeli za$ punkt 4 jest punktem wewnetrznym
mnogoéci C(P), to prowadzac przez 4 dowolng prosts, otrzymamy dwa
punkty przeciecia 4, i B, z brzegiem mnogosci C (P), pomiedzy ktéremi le-
zy 4. Poniewaz 4,1 B, nalezg do (Py), wiec 4 nalezy do (P,), c. n. u.

Twierdzenie 7. Mnogo$é (' (P) posiada tg samg $rednicg, co
munogoscé (P).

Dowéd. Oznaczmy przez d, $rednicg (t. zn. najwickszg odlegtos¢ po-
migdzy dwoma punktami) mnogosci C(P), za$ przez d $rednice mnogosci
(P). Poniewaz mnogos¢ C(P) zawiera (P),
wiec d, > d. Przypusémy, ze d,>d i niech
41 B bedg dwoma takiemi punktami mno-
gosci C (P), ze diugos¢ 4B=d,. Wowczas
conajmniej jeden z tych punktéw, np. B, nie
nalezy do mnogoéci (P). Mozemy zatem
z punkiu B, jake $rodka, zatoczyé koto K
o tak matym promieniu, ze w nim réwniez
nie bedzie punktéw mmnogosci (P). Z dru-
giej strony wiadomo, ze wszystkie punkty
mnogosci (P) lezg w kole, zakre§lonem
z punktu 4 promieniem AB. Przypu$émy, Rys. 5.

Ze ten nowy okrag przecina okrag Kiw pun-
ktach C'i D. Wéwczas prosta CD rozcina mnogosé C(P) na dwie podmmno-
gosci wypukte, z ktérych jedna zawiera wszystkie punkty mnogosci (P), a nie
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zawiera punktu B mnogosci €' (P). Zatozenie d;>d doprowadzito wigc do
sprzeczno$ci.

Zatem d;,=d. c. b. d. d. o

Twierdzenie 8. Mnogos¢ C(P) jest identyczna z mnogoscig
punktéw wspolnych wszystkich kot zawierajgcych muno-
gosé (P).b

Dowéd. Oznaczmy przez C (P) mnogos¢ punktéw wspolnych wszyst-
kich kol, zawierajacych muogo$¢ (P). Poniewaz kolo jest tez mnogoécia wy-
pukta, wigc C; (P) zawiera mnogos¢ € (P). Udowodnimy, Ze réwniez od-
wrotnie mnogos¢ C(P) zawiera mmnogost
C,(P). Przypusémy, ze istnieje punkt A
mnogosci C, (P), nie nalezacy do C(P).
Wykre§lmy koto K, zawierajace mnogosé
(P), a wigc réwniez (' (P)i C (P). Oznacz-
my przez B najblizszy do 4 punkt mnogo-
Sci C(P).

Wykreslmy cieciwe PQ | AB. Wow-
czas wewnatrz tego odcinka kotowego, ktéry
zawiera punkt 4, niema punktéw mnogosci
C (P). Gdyby bowiem np. punkt C nalezat
do O (P), to caly odcinek OB nalezatby row-
niez do € (P)i 4B nie bytoby najkrétsza odlegloscig punktu 4 od C(P).

Jezeli teraz wykreslimy prostopadia ze $rodka P(Q), to mozemy na niej
znalesé taki punkt O, ze koto, zakreslone z punktu O promieniem OP, nie
zawiera punkiu 4. Lecz kolo to na zasadzie powyzszego za wiera calg mmno-
gosé (P), wiec A nie moze by¢ punktem mmogoéci U, (P), co przeczy zato-
zeniu.

Rys. 6.

§ 4. Mnogosci w przestrzeni fréjwymiarowe;.

Niech (P) oznacza mnogo$¢ zamknigta, potozong w pewnym skoficzo-
nym obszarze przestrzeni tréjwymiarowej. Podobnie jak w § 3, mozemy
okresli¢ najmniejsza mnogos¢ wypuklg C (P), zawierajgca mnogosé (P).

Twierdzenie 1.
ptaszczyzng podpierajgcg o mnogodci C(P) jest identyczne
z najmniejszg mnogoscig wypukia C(P) zawierajacyg przecie-
‘cie (P) munogosdci (P) z ptaszczyzng a.

Y Por. S. Straszewicz, O kole, opisanem na danym zbiorze punktéw. , Wektor®
rok 3 (1913). Z twierdzenia powyzszego wynika, ze mnogo$¢ C (P) posiada te samg funkcye
7 (4) (patrz cyt. artykud), co mnogos$¢ (P), oraz odwrotnie, wszelka mnogo$é, posiadajaca te
wiasno$¢, zawiera sie w C(£).

Przeciecie C,(P) mnogoéci C(P) z dowolng,
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Dowdd. a) Poniewaz (P) zawiera (P,) wiec C« (P) zawiera C(P,).

b) Odwrotnie mnogo$¢ C(F,) musi zawiera¢ mnogo$é¢ C,(P). Gdyz
w przeciwnym razie istnialby w plaszczyinie « punkt 4 mnogosci C, (P),
nie nalezacy do C(P.). Punkt ten posiadalby wéwczas od ¢ (P,) pewng
najkrétszq odlegtos¢ & i moglibysmy wyznaczy¢ taki punkt B mnogosci
C(P.), z¢ AB=2a. Poprowadimy przez srodek AB w plaszczyZnie o pro-
sta @, prostopadty do AB. Prosta ta dzieli ptaszczyzne o na dwa obszary
o, i0,, z ktérych jeden, np. o, zawiera punkt 4, lecz nie zawiera zadnego
punktu mnogosci C (P.,).

Przypu$émy, ze mnogo$¢ (P) znajduje sig po prawej stronie plaszczy-
zny o (po obranin kierunku obiegu dodatniego w tej ptaszczyZnie). Przesusi-
my przez prosta o plaszczyzng B, i obracajmy jg dokola prostej @ tak, aby
ten jej obszar B,, ktéry znajduje si¢ po prawej stronie ptaszczyzny o, dazyt
do «;,. Musimy wéwczas otrzymac takie polozenie plaszczyzny B (r6zne od
ptaszczyzny o), ze kgt dwuscienny pomiedzy o, 1B, nie zawiera zadnego
punktn mnogoéci (P). Gdyby bowiem takiej ptaszczyzny nie bylo, to ob-
szar o, musiatby zawiera¢ przynajmniej jeden punkt mnogosci (P), a wiec
i mnogodci C (P,), co jest niemozliwe.

Ptaszczyzna B rozcina woéwczas mmnogosé € (P) na dwie podmnogosci
wypukte, z ktérych jedna zawiera catag mnogodé (P), a nie zawiera punktu 4
munogosci C'(P). Sprzeczno$é ta dowodzi naszego twierdzenia

Podobnie jak w § 3 mozemy okresli¢ mnogosci
P)=9g@P)=r0p(P) it d

Twierdzenie 2. Mnogos¢ (P)=¢(P) jest zawarta w mnogo-
§ci C(P).

Dowdd taki sam jak przy tw. 4 w § 3.

Twierdzenie 3. Mnogos§¢ C(P) jest identyczna z mnogo-
§cig C(P).

Dowdéd patrz twierdzenie 5 w § 3.

Twierdzenie 4 Mnogodé (P))=¢o(P) jest identyczna z mno-
godcig O (P).

Dowdd. 1° Mnogos¢ C(P) zawiera mnogo$¢ (P,) poniewaz C (P,)
zawiera o (P)) = ¢ ¢ (P), zas O (P),= (' (P).

2°.  Odwrotnie mnogo$¢ (P,) zawiera mnogosé C(P).

Niech 4 oznacza dowolny punkt mnogosci C (P). Jezeli 4 nalezy do
brzegu mmnogoéci ' (P), to, prowadzac przez 4 plaszczyzne podpierajacy o,
sprowadzimy twierdzenie na zasadzie twierdzenia 1 do twierdzenia 6 w § 3.

Jezeli 4 jest punktem wewnetrznym mnogosci € (P), to polaczmy A
z dowolnym punktem M mnogosci (P) i oznaczmy przez N taki punkt brze-
gu mnogosci (' (P), lezacy na prostej AM, ze A lezy pomiedzy N i M.

P) =9(D),
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10 §. Straszewicz. _(10)

Jezeli N nalezy do (P) lub (P;), to oczywiscie 4 nalez:y do gPQ).
W przeciwnym razie poprowadZmy przez N plaszczyzng podpierajacg v’ 1.po-
taczmy N z dowolnym punktem L mrogosci (P), lezacym w p%aszrc%yzme v.
Na prostej NL znajduje si¢ jeszcze jeden punkt brz§g11 K mnogosci C (Py),
przyczem N lezy pomiedzy KiL Na zasadzie twierdzenia 1-go punkt L
nalezy do (P)). Zatem w tréjkacie M LK, zawierajagcym punkt 4, d\X{a
wierzchotki naleza do (P), trzeci za§ do (Py). Stad wynika, ze wszystkie
punkty tego tréjkata, a wiec i 4, naleza do (P,), co nalezato udowodnic.

Podobnie, jak w § 1 mozemy jeszcze dowies¢ dwéch wiasnoéci mno-
gosci O (P).

Twierdzenie 5.
gosé (P). -

Twierdzenie 6. Mnogos¢ C(P) jest identyczna z mnogoscig punktow
wspGlnych wszystkich kul, zawierajacych mnogos¢ (P).

Mnogo$¢ € (P) posiada te sama Srednicg, co mio-

Zusammenfassunag.

Es bezeichne (P) eine abgeschlossene, in einem endlichen Bereiche
des dreidimensionalen Raumes gelegene Punktmenge. Sei ferner €' (P)
die Menge der gemeinsamen Punkte aller konvexen Punktmengen, welche
die Punktmenge (P) enthalten. (' (P) ist .also die kleinste konvexe
welche die Punktmenge (P) enthialt.

Uber die Menge C (P) werden folgende Satze bewiesen.

1. Die Menge C(P) ist identisch mit der Menge der gemeinsamen
Punkte aller Kugeln welche die Punktmenge (P) enthalten.

2. Die Menge € (P) besitzt den gleichen Durchmesser, wie die Menge
(P), unter dem Durchmesser einer Punktmenge die obere Grenze der gegen-
seitigen Abstande ihrer Punkte verstanden.

3. Der Schnitt der Menge (' (P) mit einer ihrer Stiitzebenen o ist
identisch mit der kleinsten konvexen Punktmenge, welche den Schnitt von
(P) mit o enthilt.

4. Bezeichnet (P,)= ¢ (P) die Menge der Punkte aller Strecken, die
je zwei Punkte von' P verbinden (Endpunkte mitgezahlt), so ist die Menge
¢ (P) identisch mit der Menge (P,) =g (P,) = oo (P).

Alle obigen Sitze lassen eine unmittelbare Ausdehnung auf den Raum
von n Dimensionen zu.

') Dla przestrzeni n-wymiarowej twierdzenie to brzmi: Jezeli »n czyni zado$¢ nieréw- -

noscl 2kn L2+, to Prp1=k+1) (P) jest identyczne z C(P), za$ ¢(® (P) jest naogét
podmmogoscia wlasciwag mnogosci C (P). Patrz S. Straszewicz, Beitréige zur Theorie der
konvexen Punktmengen. Dissertation, Ziirich 1914,

icm

STEFAN MAZURKIEWICZ.

Preyktad zhiors domknielego, punkioksziatinego, majaceqe punkly wspdlne
I kaidg prosfa, priecinajes pewien obszar domkniefy,

Sur un ensemble fermé, punctiforme, qui rencontre toute droite passant par un certain
domaine.

Przyktady zbioréw plaskich, domknigtych i punktoksztattmych, majg-
cych punkty wspéline z kazda prosta, przecinajgcg pewien obszar, a wiec zbio-
16w, ktérych rzut na ktérakolwiek prostg plaszczyzny zawiera odcinek, zo-
staly podane przez Zorettiego i Denjoy?. Celem noty niniejszej jest
podanie nowego przykiadu takiego zbioru.

Wprowadzamy oznaczenia nastgpujagce:

Jezeli 4, B sg zbiorami, wowczas symbol 4 X B oznacza zbiér ele-
mentéw wspélnych zbiorom 4 i B; symbole

4d=DB, A4A=FE=B, A<B, A4<B

znaczg odpowiednio: 4 i B sg identyczne, nie sg identyczne, 4 zawarte jest
w B, nie jest zawarte w B.

Jezeli {4}, i=1, 2..., jest ciagiem zbior6w, wowezas D (4,) oznacza
zbiér elementéw wspdlnych wszystkim 4,. Jezeli wreszcie 4 jest zbiorem
punktéw, wéwczas [ (4) oznacza zbidr prostych, majacych punkty wspélne
ze zbiorem 4, za$§ & () — drednice zbioru 4, t. zn. gorng granice wzajem-
nych odlegtosci jego punktéw.

Twierdzenie: Niech bedzie L linia tamana, zamknieta, bez
punktéw wielokrotnych, W — zbiér punktdw, lezacych na L

) L. Zoretti, Comptes rendus 142 p. 763 (1906); Legons sur le prolongement ana-
Iytique p. 23—24 (1911); A.Denjoy, Comptes rendus 149 P. 726 (1909); A. Schoenfliess,
Entwicklung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen I p. 323—324 (1913).
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