Wi GASIOROWSKI.

Uber die Definitionsgleichungen der endlichen continuirlichen
Gruppen von Beriihrungstransformationen in der Ebens.

O réwnaniach, okredlajacych skorficzone ciagle grupy przeksztalcen stycznosciowych
w plaszczyZnie.

Einleitung.

In seiner Habilitationsschrift U hat Prof. Engel eine allgemeine Metho-
de entwickelt, vermittelst welcher die Definitionsgleichungen der continuirli-
chen Gruppen von Punkttransformationen eines n-fach ausgedehnten Raumes
aufgestellt werden konnen. Lie hatte schon damals erkannt, dass diese
Methode alle continuirlichen Gruppen liefert. FEinen Beweis dafiir hat Prof.
Engel spiter in den ,Kleineren Beitrdgen zur Gruppentheorie IX* (Leipz.
Ber. 1894) verdifentlicht.

Die Gruppen einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zerfallen be-
kanntlich in Typen. Vermittelst der genannten Methode erhélt man die allge-
meine Form der Definitionsgleichungen aller demselben Typus angehérigen
Gruppen. Die Definitionsgleichungen eines Reprasentanten des vorgelegten
Typus ergeben sich durch Spezialisierung der bis auf die Integrabilitdtsbe-
dingungen willkiirlichen Funktionen, welche in der allgemeinen Form der
Definitionsgleichungen dieses Typus auftreten.

Lie hat (Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, dritter
Abschnitt, Theorem 6, S. 71) alle Typen von Gruppen in der Ebene aufgestellt
und je einen Reprisentanten fiir diese Typen angegeben.

Auf Grund der Lieschen Tabelle hat Herr A. G. Hall aus Michigan
U. S. Al in seiner Inaugural-Dissertation: ,Bestimmung der Definitionsglei-

%y F. Engel: ,Ober die Definitionsgleichungen der cont. Transformationsgruppen®;
Habilitationsschrift, Leipzig 1885; Math Ann. Bd. 27, 1886; Leipz. Ber. Bd. 46, 1894.
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chungen aller endlichen continuirlichen Gruppen von Punkitransformationen
in der Ebene* (Leipzig, 1902) die Definitionsgleichungen aller mit den typi-
schen Gruppen ihnlichen Gruppen und somit aller Gruppen der Ebene auf-
gestellt.

Die folgende Arbeit beschaftigt sich mit der Zhnlichen Aufgabe aus der
Theorie der Berithrungstransformationen.

Die von Herrn Hall und von mir angewandte Methode kommt im We-
sentlichen auf das Verfahren zuriick, welches von Herrn Prof. Engel in sei-
ner Abhandlung iiber die Definitionsgleichungen der continuirlichen Transfor-
mationsgruppen (Leipz. Ber. 1894) auseinandergesetzt ist. Allerdings liess
sich dieses Verfahren nicht ohnz Weiteres auf die Berithrungstransformationen
iibertragen. Vielmehr musste ich einige allgemeine von Lie herrithrende
Satze erst auf eine Form bringen, welche fiir die Gruppen von Berithrungs-
formationen am geeignetsten erschien. Die wesentliche Rolle spielt dabei die
Einfithrung der Definitionsgleichungen fiir die s. g. charakteristische Funktion
der infinitesimalen Transformationen einer Gruppe von Beriithrungstransfor-
mationen an Stelle der Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transfor-
mationen selbst.

Die Méglichkeit dieser Darstellung hat Lie schon in seiner Abhandlung
iiber unendliche Gruppen (Leipz. Ber. 1891, S. 392) angedeutet.

Die in der vorliegenden Arbeit begriindete Methode ist im Folgenden
nur auf die lineare, die allgemeine projektive und die irreducibeln Gruppen
von Berithrungstransformationen der Ebene angewandt. Es bietet aber keine
wesentlichen Schwierigkeiten, ganz dasselbe fiir alle Typen von reducibeln
Gruppen von Berithrungstransformationen der Ebene durchzuftihren und auf
diese Weise die Definitionsgleichungen aller Gruppen von Beriihrungstrans-
formationen in der Ebene aufzustellen.

§ 1. Die Eigenschaften der Operationen:

_of of . . _ of. 3 f
fl‘“ﬂ‘%l/ ay fz"ﬁ]: fs

Es sei eine beliebige Funktion f der Veranderlichen %, y, ¢/ gegeben.
(Im Folgenden wird immer vorausgesetzt, dass die in Frage kommenden
Funktionen analytisch sind). Man bezeichne:

7":

1

fzzjf f.’»:'a-“

4
+ e 3y

ay’
fir=(fx-

©)

e ©

icm

3) Uber die Detinitionsgleichungen u. s. w. 137

Dann wird:
2) fw*fzi:fz’ fis= f:na fon =T -

Man sieht also, dass die Operationen fy, f; und 7,, f3 vertaﬁschbar
sind, dass dagegen die Operationen f;, f, nicht vertauschbar sind. Die erste
der Relationen (2) tritt an Stelle der Relation:

2f _ of

qudv” dpluw

im Falle einer Funktion zweier Verdnderlichen «, v.

Mit Riicksicht auf den Piaff’schen Ausdruck dy — y'dx, den man als
isobar betrachten muss, kann man die Operationen f,, f, als Operationen
erster Stufe, dagegen f, als Operation zweiter Stufe bezeichnen. Die Ab-
leitung

omtntp f

die man durch m-malige Differentiation nach x, n-malige Differentiation
nach y und p-malige Differentiation nach y bekommt, wird man dann als
eine Ableitung s-ter Stufe, wobei:

s=m-+n-+2p,
bezeichnen miissen.

Zundchst sei nach der Zahl der Ableitungen einer gegebenen Stufe s
gefragt.

Da durch die Operationen
ST vollstdndig bestimmt sind ist di dngi
50 3y B3y g bestimmt sind, so ist die Zahl der unabhédngigen
Operationen s-ter Stufe glelch der Zahl der unabhidngigen Ableitungen s-ter
Stufe.

Aus der ersten der Relationen (2) folgt ferner, dass alle Operationen
einer beliebigen Stufe, welche die Differentiation f, enthalten, durch solche
Operationen derselben Stufe ausgedriickt werden kénnen, welche durch fort-
schreitende Ausfithrung der Operationen f, f, allein entstehen. Die letzte-
ren Operationen kann man allgemein folgendermassen bezeichnen:

(3) f"n g wren gy

unter %, 4, ..., % die Zahlen 1 oder 2 verstanden.

Die Zahl der unabhingigen Operationen s-ter Stufe von der Form (3)
ist also auch gleich der Zah! der unabhingigen partiellen Ableitungen s-ter
Stufe einer Funktion der Verdnderlichen 2z, vy, ¥/

fi, I, f3 die partiellen Ableitungen
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Bei Bestimmung dieser Zahl, die mit ¢, bezeichnet werden moge, muss
man zwei Fille unterscheiden, jenachdem s gerade oder ungerade ist.
Im ersten Falle sei gesetzt s =2¢; dann kann man schreiben:

Q=N+ NN, . N,

unter N; die Zahl derjenigen Ableitungen verstanden, in denen nach y 4-mal
differenziert wird. Die Zahl N, ist zugleich die Zahl der partiellen Ableitun-
gen (s —214)-ter Ordnung einer Funktion zweier Verinderlichen. Es ist
daher;

Ni=s8—2i41

) G= Dy (5—20 1) = (?jQZEY

(i=0,1,2 ..,

oder:
g0 = (£ - 1)

Ist nun s ungerade, dann sei gesetzt: s=2¢- 1. Es ergibt sich dann
analog:

®) =% (s —2i+41) = ,(LJFLJS“JT?{)

oder:

= (t41) (2.

Die Anzahl aller Ausdriicke von der Form (3) betragt offenbar 2. Zwi-
schen den durch diese symbolischen Ausdriicke dargestellten Operationen
s-ter Stufe miissen daher gewisse Relationen bestehen, welché der Willkir-
lichkeit der Reihenfolge von Differentiationen im Falle gewShnlicher partieller
Ableitungen entsprechen. Die Zahl dieser Relationen mége mit 7, bezeich-
net werden.  Sie drfickt sich verschiedenartig durch s aus, jenachdem s ge-
rade oder ungerade ist und zwar folgendermassen:

2

(6) §=2¢: ’/)x:st—(ﬁ:}‘—g)
oder

Tor = 2 — (¢4 1)

@ s—=201: ',,,:g._@i:hl)_ll(ii?’_)

oder
Moy = 224+ — (2 4-1) (¢4 2).

Mit Riicksicht auf das Weitere mégen die erwihnten Relationen fiir
s=2, 3, 4 wirklich aufgestellt werden.
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Fiir s =1 hat man:

::2’

@

1y =0.

Die unabhingigen und zugleich allein existierenden Operationen erster
Stufe sind: fi, fs.

Ferner ergeben die Formeln (4), (6) fir s =2:
=4, 7=0.
Die Operationen zweiter Stufe lauten:

f]l’ f121 f?l‘ f22~

Sie sind voneinander unabhangig.
Fir s=23, { =1 bekommt man aus (5) und (7):
=06, w=2.
Zwischen den acht Operationen dritter Stufe:

flll: fnz: frzn fmz, f?ll: f212: fzzly f‘ﬂz

bestehen die zwei folgenden Beziehungen:

( fnz'{—fzu =271,
fzn ;_f122:2f21?'

Diese Beziehungen bekommt man durch Anwendung der ersten der Re-
lationen (2), darin an Stelle von f der Reihe nach f, und f, gesetzt und
durch Bildung der Relationen, die sich aus (2) durch Ausfiihrung der Opera-
tionen f;, [, ergeben.

Es moge endlich s =4, =2 gesetzt werden.
(4) und (6):

(8)

Dann ergibt sich aus
=9, n=T7.

Zwischen den 16 Operationen vierter Stufe bestehen zunachst 8 Relatio-
nen; vier von ihnen folgen aus den Relationen (8) durch Ausfithrung der Ope-
rationen f;, f;. Vier andere ergeben sich auf die Weise, dass man in den
Relationen (8) f durch bzw. f; und f, ersetzt. Von diesen acht Relationen
sind aber nur sieben voneinander unabhingig. Die letzteren kann man fol-
gendermassen schreiben:
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Fiao + fons = 2f10100
fnzz ‘l— fa112 = Qfmgy
Foots fiaor == 2fa101,
) Fams + Frzee = 27 a1,
fiurz =+ Fron = 211315
Fazer + Faros = 20 ome,
fiom =f2112~

Die Relationen (8) einerseits und dieiRelationen (9) andererseits lassen
sich paarweise derart anordnen, dass jede Relation eines jeden Paares durch
Vertauschung der Indices 1, 2 aus der anderen Relation desselben Paares her-
vorgeht. Dieser Umstand l4sst sich leicht erklaren.

Alle vorstehenden Relationen sind némlich eine Folge der Vertauschbar-
keit der benachbarten Indices 1, 3 bzw. 2, 3. Die Indices 1, 2 erscheinen des-
wegen in ihnen gleichberechtigt.

Es lasst sich nun die allgemeine Gestalt der Relationen zwischen den
Operationen s-ter Stufe angeben.

Zunéchst sei bemerkt, dass die Beziehungen (2) mit den folgenden:

fis — fa =13,
(10) fue + Fors = 2715
l foos =+ fiaa = 2fo1,

vollstindig aquivalent sind, wie man sich unmittelbar iiberzeugen kann. Aus
der ersten der Relationen (10) folgt namlich:

f13=f112 _fm: f23=7§|z—f'221>
fa1=f121*‘f:}117 fa2 = [12 — Forz-

Bestehen ausserdem die zwei letzten der Relationen (10) oder die Rela-
tionen (8), so ist auch:

f1s = fa1s Tos = [5a-

Auf Grund dieser Bemerkung kann man weiter schliessen, dass alle Re-

lationen zwischen den Operationen einer beliebigen Stufe aus den Relationen
(10) allein erhalten werden konnen. Die Relationen zwischen den Operatio-
nen von der Form (3) miissen daher aus den Relationen (8) allein abgeleitet
werden konnen. i

Aus jeder Relation einer gewissen Stufe s kann man vier Relationen
(s+-1)-ter Stufe ableiten, und zwar einerseits durch Ausfithrung der Operatio-
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nen f,, f,, andererseits durch Anwendung dieser Relation s-ter Stufe auf
fi, I»- Dies sind zugleich die einzig moglichen Wege zur Ableitung der Re-
lationen von aufeinanderfolgenden Stufen aus den Relationen (8). Alle unab-
hingigen Relationen einer beliebigen Stufe kénnen also aus den Relationen
von der folgenden allgemeinen Form abgeleitet werden:

fi‘l'i... i 112 ik,H...i,—f— f«‘,e;..j.fk Nl gen iy = in,i,.“ikI?lik_;,‘.“ i
(11) Fioin a2 gty T2y, = 2fan igm2n gy i
l (k=0,1,...., 8—3)
Einem jeden Werte von % entsprechen 2:—3 verschiedene Komplexionen:

?:1 N ’Z’vz,.. . Z‘k, ik+4, PN 1'5;
es gibt also im Ganzen:

(12) P=23 (s—2).2=(s—2.2"2, s=3

verschiedene Relationen von der Form (11), die aber nicht alle voneinander
unabhingig zu sein brauchen. Insbesondere bekommt man:

P,=2, P, =28, P, =24.
Fiir s = 6 ist allgemein: P, = 28> %;.
Es ist also immer: P, >, (s> 2).

Die Relationen (8) erscheinen als charakteristische Identitaten fiir die
Operationen f;, f,, indem sie alle Relationen hoherer Stufen nach sich ziehen.

Mit Riicksicht auf das Folgende moge noch bemerkt werden, dass die
Relationen (11) gebildet fiir s=3, 4,..co die folgenden infinitesimalen Trans-
formationen:

QIF:fl.%Z;—}- i i}f:++};fl afaF‘ o
=12
(13) =1
0P =i S Fu g e E D st s
=1
..4F=f3.%-1;—}- for §§++Zfz . aqu 4o
1k: .

gestatten.
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§ 2. BSysteme von partiellen Differentialgleichungen zwischen
den Operationen W (xyy')., ..., deren allgemeinste Losungen nur
von einer endlichen Anzahl willkiirlicher Konstanten abhéingen.

Die nachstehenden Betrachtungen bilden das Analogon zu den Betrach-
tungen des Kapitels 10. des ersten Abschnitts der , Transformationsgruppen®.
Sie sind fiir das Folgende von ebenso ausschlaggebender Bedeutung, wie das
genannte Kapitel fiir die Theotie der Punkttransformationsgruppen.

In den Veranderlichen z, g, %' m&ge man sich ein System von partiellen
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung vorgelegt denken. Die partiellen
Differentialquotienten der Funktion W (zyy'), welche in diesem System auf-
treten, mégen ferner durch die Operationen:

M : Wity

ausgedriickt werden, wobei die Indices 4 nur die Werte 1, 2 annehmen. Auf
diese Weise bekommt man ein System von Differentialgleichungen zwischen
den Operationen (1) und unter der Stufe dieses Systems moge die hochste
Stufe der in ihm vorkommenden Operationen verstanden werden.

Dieses System soll gewisse besondere Eigenschaften besitzen. Es moge
vorausgesetzt werden, dass es in der Form, in welcher es vorliegt, die folgen-
den Bedingungen erfiillt:

Erstens: Wenn s die Stufe der héchsten in dem Systeme vorkommer-
den Differentialoperationen ist, so sollen sich vermége der Gleichungen des
Systems durch Aaflésung simtliche unabhingige Differentialoperationen s-ter
Stufe durch die Differentialoperationen erster bis (s—1)-ter Stufe und durch
z, Yy, ¥y, W ausdriicken lassen. Dagegen soll es nicht méglich sein, auf
diese Weise simtliche unabhingige Differentialoperationen (s— 1)-ter Stufe
durch die von niedrigerer Stufe und durch «, ¥, 3/, W auszudriicken.

Zweitens: Durch einmalige und zweimalige Ausfiihrung der Operatio-
nen f, f, auf das vorgelegte System und durch Kombination der erhaltenen
Gleichungen sollen sich nur solche Relationen zwischen z, y, 4, W und
den Operationen erster bis (s—1)-ter Stufe ergeben, welche bereits ohne Dif-
ferentiation aus dem vorgelegten Systeme folgen.

Diese speziellen Voraussetzungen iiber die Form des vorgelegten Glei-
chungensystems sind nur der Bequemlichkeit wegen gemacht worden. Selbst-
verstandlich lassen sich die folgenden Betrachtungen iiberhaupt auf jedes Sy-
stem von Gleichungen zwischen den Differentialoperationen (1) anwenden,
welches dirch Ausfithrung der Operationen f,, f, und durch Eliminationen
die eben beschriebene Form erhalten kann.

icm
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Es lasst sich beweisen, dass jedes System von Gleichungen, welches die
vorhin beschriebenen Eigenschaiten besitzt, integrabel ist und dass die allge-
meinste Funktion W von z, y, %/, welche dem Systeme geniigt, nur von
einer angebbaren endlichen Anzahl willkiirlicher Konstanten abhangt.

Diesen Satz kann man in der Weise begriinden, dass man das bespro-
chene Integrationsproblem nach dem Vorgange von Lie auf das Problem
zuriickfiihrt, ein Gleichungensystem zu finden, welches eine Anzahl von ge-
gebenen infinitesimalen Transformationen gestattet. Das letztere Problem
kann man auf Grund der Entwickelungen des Kap. 7. des ersten Abschnitts
der ,Transformationsgruppen sofort erledigen.

Andererseits wird man noch zeigen kénnen, dass der besprochene Satz
sich umkehren lasst, ‘dass namlich jede Funktion W(zyy a,..... a.) wel-
che eine endliche Anzahl # von willkiirlichen Parametern o enthilt, die all-
gemeinste Losung eines gewissen Systems von Gleichungen zwischen den
Differentialoperationen darstellt.

Es mbge nun fiir die Differentialoperationen k-ter Stufe die folgende
Bezeichnung:

Wiy = w® G=1,2,...., 29
eingefiihrt werden. Ausserdem setze man:
(Wi, = W, (W), = Wi,

so dass also W&, W die Differentialoperationen (% -+ 1)-ter Stufe be-
deuten. .

Nach diesen Festsetzungen sei das zu untersuchende System von Diffe-
rentialgleichungen folgendermassen geschrieben:

F (@yy WWO ... WeD)=0,..., F,=0,
®) D B (WO WD) =0,...., Fpu,=0,

l Wz'(x) = ‘I)i,i,... iy (myy’ w,.... T/V("‘l))
(=1 2....2; 4=12; k=12....,58)

Die Gleichungen Fyu; =0 (j =1, .... r) stellen die Relationen zwi-
schen den Differentialoperationen dritter bis mit (s-—1)-ter Stufe von‘der
Form (11) § 1 dar. Bezeichnet man also mit e die Zahl der unabhingigen
Differentialoperationen %-ter Stufe, mit 7 die Zahl der unabhingigen Rela-
tionen zwischen den Operationen J-ter Stufe (diese Zahlen sind in § 1 be-

stimmt worden), so wird: .
s—

=1
r= =2 (Z—a).
k=3 =3


GUEST


144 Wt Ggsiorowski. (10)

Diese # Relationen soll man sich also zu dem gegebenen Gleichungen-
system hinzugefiigt denken. Das gegebene Gleichungensystem

[ F,=0,..., F,=0,

1 W =&
moége mit (2/) bezeichnet werden.
Die Gleichungen Fy=0,...., F,1,=0 sind hier als voneinander

unabhingig vorausgesetzt. Die 2¢ Gleichungen W® = & sind allerdings
von den F'= 0 unabhingig, aber nicht untereinander, da unter den 2¢ Aus-
driicken W} nur &, < 2° voneinander unabhangige Differentialoperationen
darstellen. Es miissen also zunichst die folgenden Relationen

’ UCNPATEPARPIE L P gy = 2®; guori .,

A2y i

(3) l i, 2miy gt O G122 g i, = 2Py

(k=0,1...8-3)
vermoge der Gleichungen F = 0 identisch bestehen.

Das Gleichungensystem (2') hat nun nach Voraussetzung die Eigen-
schaft, bei einmaliger und bei zweimaliger Ausfithrung der Operationen fi, 7,
keine neuen Relationen zwischen den z, y, 4, W, ..., W1 zu liefern. Alle
Relationen zwischen den =z, y, o/, W,.. ., W61, welche sich bei einmaliger
und bei zweimaliger Ausfithrung der Operationen 7, f, aus (2" ergeben,
miissen also eine Folge von F =0 sein.

Man findet die betreffenden Relationen, indem man auf die Gleichungen
(2) die Operationen f,, f, zweimal aufeinander ausfithrt und sodann alle
Differentialoperationen von (s--1)-ter und (s+2)-ter Stufe wegschafft und
alle von s-ter Stufe durch ihre Werte aus (2) ersetzt.

Man bezeichne:

O @ =

EATIRR ) S R [T

Durch Ausfithrung der Operationen f,, f, auf die Gleichungen F,=0
(=1, 2... ¢) und nachherige Elimination der Differentialoperationen;s-ter
Stufe bekommt man die Gleichungen:

95—2 95—1

N 2 — 3, (52 El
Fk1+ ;Tﬁ; Wl ..... -+ Zi k. i(l )+ 21’ 7 . <I>£‘,“” =
1

2 m(‘—_2)_ ° W(S—l)

(5) 1
3 982 \ 98—1 )
al lk R C-Z 3 59! ';'. F s—
{ 53 Wet +21 ) Y W s L O =0

;ﬁ/;(siif - aW{(s——l)‘ .
k=1,2...,q.
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Nach der Voraussetzung sind die Gleichungen (5) eine Folge von
=0 (k=1,..., g+7). Bezeichnet man:

9s—2 os—1
3 2 §—2 2 (§~- 2
Qf=f+W:. 5177;—{—- D W 5‘1‘17;?:‘5'7'*2" e, qWLn’
1 i 1 ¢

® L
_ - °f N, e O, N g6y
lggf_—fg—!—WZa—fV——f——{—Zl W.;g .S'ﬁﬁg—kz ‘2 ;Vi:;‘-(sj)—,

so sind die Gleichungen
QF=0, QF.=0 k=1,..., 9)

nach der Voraussetzung eine Folge von F;=0,..., Fpi, =0.

Die beiden infinitesimalen Transformationen (6) fithren die Relationen
dritter bis (s—2)-ter Stufe unter den Relationen: Fou1=0,...., Fpu, =0 in
gewisse Relationen fiber, welche unter den Relationen vierter bis (s—1)-ter
Stufe enthalten sind. Die Relationen (s—1)-ter Stufe werden in gewisse un-
ter den Relationen (3) iibergefithrt. Die letzteren bestehen identisch vermoge
der Gleichungen F = 0; dasselbe gilt auch fiir die Relationen, welche sich
aus (3) durch Ausfiihrung der infinitesimalen Transformationen @7, @7 er-
geben. Da die Relationen (3) eine Folge der Gleichungen F,=0, ..., Fyy,=0
sind, so kann man mit Riicksicht auf das Vorhergehende sagen, dass das
ganze Gleichungensystem: F; =0,...., Fyr, =0 die beiden infinitesimalen
Transformationen @,f, Q,f gestattet.

Fithrt man andererseits die Operationen f;, f, auf die Gleichungen
W = @& aus und eliminiert sodann alle Differentialoperationen s-ter Stufe,
50 bekommt man:

) w =g @) WE=0,@).
Aus diesen Gleichungen sind jetzt moch alle Differentialoperationen
(s-+1)-ter Stufe wegzuschaffen. Dazu muss man die zwischen den Differen-

tialoperationen (s—1)-ter Stufe WD bestehenden Relationen benutzen. Es
kommen aber dabei nur die folgengen Relationen in Betracht:

I WD - Wi =2 Wi

112 {2l 121 2

(8) l 6=2) | 6= __ o pple-—D
17/171'221 [ WilZE - 212

Die iibrigen Relationen liefern nichts neues, weil sie nur solche Glei-

- chungen zwischen den %, ¥, ¥/, ..., We=D ergeben, welche aus den Glei-
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chungen (3) durch Ausfithrung der infinitesimalen Transformationen @, 7,
Q,f folgen. :

Setzt man nun die Ausdriicke (7) in die Relationen (8) ein, so bekommt
man die Gleichungen: .
(9) | 9 (D) + & (@37 = 29, @53,
|2 @52+ 0, 005" = 20, (@45,

(i=1,2,..., 2.

Dieselben miissen nach der Voraussetzung vermoge der Gleichungen
F'=0 identisch bestehen.
Es Dbleibt noch iibrig, diejenigen Relationen zwischen den
z, 4, ¥, W, ...., W& aufzustellen, welche sich aus (2') durch zweima-
lige Ausfithrung der Operationen #,, f, und Elimination der Operationen
s-ter, (s+4-1)-ter und (s-42)-ter Stufe ergeben.
Dabei liefern die Gleichungen F'=0 nichts neues. Die Gleichungen:

QlF]‘ZO, QZFL'=O (k’=1,..., q+7’)

bestehen identisch vermége der Gleichungen F, =0, ..., Fyy, =0 und das-
selbe gilt von den Gleichungen, welche sich aus den obigen durch Ausfithrung
der beiden infinitesimalen Transformationen (6) ergebern.

Dgrch Ausfithrung der Operationen 7, f, auf die Gleichungen (7) und
nachherige Elimination der Differentialoperationen s-ter Stufe bekommt man
die Gleichungen:

{s) __ Sy . ) B
1) [ W= @@ Wh=2,@ @)
Wi =9, (Q(D%); wo

122

=0, (2, ((D?))) .

Aus diesen Gleichungen sind jetzt alle Differentialoperationen (s+2)-ter
Stufe wegzuschaffen. Dazu muss man die zwischen den Differentialoperatio-
nen (s-2)-ter Stufe W**® bestehenden Relationen benutzen. Es kommen
analog wie vorhin, nur die folgenden Relationen in Betracht:

7 (5—1) rls—1) __ (s—

[ " -'(112 _Jf_ W ﬁzul =2 VVHEII)’
(1) l
(s—1) r{s—1 r(s—1
Wien + Wism?) =2 W’i(zxzj'
Die iibrigen Relationen (s--2)-ter Stufe liefern nichts neues, weil sie nur
solche Gleichungen zwischen den z, y, ¥/, W,..., W& ergeben, welche

icm

A
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aus den Gleichungen (3) und (9) durch zweimalige bzw. einmalige Ausfithrung
der infinitesimalen Transformationen 2,f, @,f folgen.

Setzt man nun die Ausdriicke (10) in die Relationen (11) ein, so be-
kommt man die Gleichungen:

[

[ Qy (2, (DETM) + Q4 (@ (D) =22, (&, (D)),
(12)
l Q, (2,(D5 ™) -+ 2, (2, (D) =22, (2, (D).

(=1, 2...., 2. '

Dieselben miissen nach der Voraussetzung ebenfalls vermége der Glei-
chungen F; =0,..., Foy,==0 identisch bestehen.

Die in der Einleitung geforderten Eigenschaften des Systems (2') kann
man also analytisch folgendermassen formulieren:

1) das Gleichungensystem Fy,=0,...., Fg1, =0 gestattet die beiden
infinitesimalen Transformationen @,f, &,f;

2) die Gleichungen (3), (9), (12) bestehen vermdoge der Gleichungen
F,=0,... F4, =0

Es mége nun irgend eine Losung

W=y @yy)

der Differentialgleichungen (2') vorgelegt sein. Sie ist dann auch die Lsung

des Systems (2).
Durch Ausfithrung der Operationen f;, f, erhdlt man die W®, W .,
... We-D als Funktionen von z, y, y' dargestellt:

W = @yy),. ... W= (@yy)

(p=1,2..,%; E=1,2..,5%)
und wenn man diese Ausdriicke sowie den Ausdruck fitr W in die Gleichun-
gen (2) einsetzt, so bekommt man lauter Identitaten.

Hieraus geht hervor, dass die Gleichungen F;=0,...., F, =0
ihrerseits bei der Substitution:

(13) W=o@yy), W =o(@yy);.... W TP=¢@yy)

Ig—1

sich in Identitdten verwandeln. . Das kann man auch folgendermassen aus-
driicken: das Gleichungensystem (13) umfasst die Gleichungen:

F,=0,..., Fprr =0
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Es ldsst sich ferner beweisen, dass das Gleichungensystem (13) die

beiden oben besprochenen infinitesimalen Transformationen Qf, & f ge-
stattet.

In der Tat, es verschwinden zun#ichst alle Ausdriicke:
Qv (ﬂr_ 'D) — ‘L,‘[fv“] - '5\(4“ R

& (W — o) = W

—p;
fia v ‘P'n v

Q, (W.(S_E) o Lpz:‘i)) — ITf.[S—Q) g

52 Ts—2, v T2,y
Ov=1,2; &=1,2,.., 2, k=1,.., s—2)

vermdge (13), denn die Gleichungen (13) sind aus W —w =0 durch Aus-
fithrung der Operationen f,, f, hervorgegangen. Aber auch die Ausdriicke

(s~1) (s—1 s~ o—
Q (WED — g™ — @D -

te—1, v i1, v
0=12; d_.1=1, 2,.. .., 20
verschwinden vermége (13), denn die Gleichungen:

We =@y =172

Ts—1, v =1, v
werden, wie schon auf S. 147 (13) gesagt, durch die Substitution:

W=uo, I/Vi(,l) = @il) yee ey Wim = q;?)
identisch befriedigt.
Damit ist die oben aufgestellite Behauptung bewiesen.

. Es moge jetzt umgekehrt ein Gleichungensystem von der Form (13)
vorliegen, iiber welches man weiter nichts weiss, als dass es die infini-
tesimalen Transformationen 9,7, Q,f gestattet, und die Gleichungen
.F‘ =0, ..., F,=0 umfasst. Das vorgelegte System muss dann auch die
infinitesimale Transformation (2, &,) gestatten. Die Gleichungen (13) ent-
stehen alle aus der Gleichung W — 9 (xyy') durch Ausfithrung der Opera-
tionen £y, f,. Da ausserdem unter den gemachten Voraussetzungen die
Gleichungen

QI — g =) _gbh =g =19

i L X
s—1 Tgeul, v Y1,

eine Folge von (13) sind und die Gleichungen 7, =0,.. ., Fu,=0 ebenfalls,
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so wird das Gleichungensystem (2) identisch befriedigt, wenn man die Sub-
stitution (13) darauf ausfiihrt und sodann noch setzt:

+{s—1) is—1 —
I/vis—l. d = L‘/‘.s—l? Y (V - 1, 2).

Die Gleichung W=g¢ (zyy’) stellt also eine Losung des Systems
(2) oder (2) dar. Man ersieht daraus: jede Losung W=v (zyy’) der
Differentialgleichungen (2) liefert ein ganz bestimmtes Gleichungensystem
von der Form (13), welches die infinitesimalen Transformationen @,7, Q. f
gestattet und die Gleichungen F, =0 ,...., F,;, =0 umfasst. Umgekehrt
liefert jedes Gleichungensystem von der Form (13), welches die eben angege-
benen Eigenschaften besitzt, eine ganz bestimmte Losung der Differential-
gleichungen (2). Folglich ist das Problem, alle Losungen der Differential-
gleichungen (2) zu bestimmen, #quivalent mit dem Problem, alle Glei-
chungensysteme von der Form (13) zu finden, welche die infinitesimalen
Transformationen Q,7, &,/ gestatten und ausserdem die Gleichungen
F,=0,..., Fiu, =0 umfassen. Kennt man die allgemeinste Losung des
einen dieser beiden Probleme, so ist zugleich die allgemeinste Ldsung des
anderen gegeben.

Dieses neue Problem l4sst sich auf Grund der Entwickelungen in Kap. 7,
S. 118 ff. des ersten Abschnitts der ,Transformationsgruppen® sofort er-
ledigen.

Jedes der gesuchten Gleichungensysteme gestattet mit 2, 7, ,f zugleich
auch die infinitesimale Transformation:

2f 2
0 F=(Q Q)=Fs + (Wi — W) - {}+ o DT — W), QWZ_S)
1 i

98—3

9s—1 21

i (5~ 82, Gf i G (s— 2
+ Zx‘h (c‘[)i_m?) - q)s-zl ) Yl + Ef (% (qjgl - (@ Kk B Wf.{j”l) :

Zunichst ist hervorzuheben, dass die infinitesimalen Transformationen
7, Qf, Q,f voneinander linear unabhingig sind, weil die Operationen
fis Iy, 3 voneinander unabhingig sind.

Durch Ausrechnung ergibt sich ferner:

. 2
(@ Q) =T — iz T [Wiag — Way — (Wigs — Wipy)]. 5—Tf’+ s

of—4
2 F
i rpris—4) (s—4) (s—4) 7 (s—4) °f
E +211 [VVHEl - VV;zu - (W.'uz - Wﬂm ]'ETWV(S-L)

4
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23 .
+ T - ol — @b — oty B
: :
gs—2
+ 240, 07 — 05 — (2, @) — e, 0. L
s
+ 2O @) — @ — @) ey 2
I :

2

f—- verschwinden identisch in-

of
Die Koeffizienten von AT Sypesh
i

folge der Relationen zwischen den Operationen dritter bis (s—1)-ter Stufe.
Die Koeffizienten der drei letzten Summen verschwinden vermdge der Glei-
chungen Fy=0, ..., Fpy,=0, wie die Gleichungen 3), (9), (12) zeigen.
Folglich besteht fiir die Wertsysteme =, y, !, W,. .., W6 des Gleichun-
gensystems F, =0, ..., F,1,=0 die Relation

(2, 9,) = 0.

Ganz analog kann man sich fiberzeugen, dass fiir die Wertsysteme
z, Y, ¥, W,..., W& des Gleichungensystems F, =0, . . . v Fppr=0
die Relation
(2:8)=0

besteht. Ausserdem besteht die Relation
Qf + (22) =0
identisch.

Man hat hier also den speziellen Fall, dessen Erledigung durch das The-
orem 19 in Kap. 7, S. 132 gegeben ist. Mit Hilfe dieses Theorems kann man
iiberhaupt alle Gleichungensysteme aufstellen, welche Qf, Qf, Qf ge-
statten und die Gleichungen F, =0, ..., F,y, =0 umfassen. Es hat keine
Schwierigkeit darunter diejenigen Gleichungensysteme anzugeben, welche
die Form (13) erhalten kénnen.

Setzt man nun weiter die Untersuchung genau in derselben Weise fort,
wie es in den , Transformationsgruppen® (erster Abschnitt; Kap. 10, S. 176 ff)
geschieht, so gelangt man zu dem folgenden Satze:

Theorem 1.
Besitzt ein System von partiellen Differentialgleichun-
gen ster Stufe : )

P, y, o, WO, .. W)=
k=1,2..)

die Eigenschaft, dass alle unabhingigen Differentialopera-
tionen ster Stufe W® durch die Differentialoperationen nie-
drigerer Stufen, durch W und %, ¥,y ausgedriickt werden
koénnen, wihrend das entsprechende jedenfalls nicht fir alle
unabhingigen Differentialoperationen (s—1)-ter Stufe gilt,
liefert ausserdem das vorgelegte System bei einmaliger und
bei zweimaliger Ausfithrung der Operationen f,, f, nur sol-
che Relationen zwischen Z,y, ¥, Waund den Differentialope-
rationen erster bis (s— I)-ter Stufe, welche aus dem Systeme
selbst folgen, so enthalt die allgemeinste Losung: W=o(zyy)
des betreffenden Systems von Differentialgleichungen nur
eine endliche Anzahl von willkiirlichen Konstanten.
Die Zahl dieser willkiirlichen Konstanten ist gleich:

EO—{—EI-}»Sz—{——-‘..‘-f‘E:—l““q,

wo mit & die Zahl der unabhidngigen Differentialoperatio-
nen k-ter Stufe bezeichnet ist und mit g die Anzahl der un-
abhingigen Relationen, welche das betreffende System zwi-
schen @, ¥, ¥ und den Diiferentialoperationen erster bis
(s—1)-ter Stufe liefert.

Die allgemeinste Losung W=¢(zyy') selbst findet man
durchIntegration eines dreigliedrigenvollstindigen Systems

in
8— gt lfetet... . e,
unabhingigen Veranderlichen.

Ebenso kann man, ohne eine Kleinigkeit andern zu miissen, die Analoga
zu den beiden folgenden Sitzen des zitierten Kap. 10 (S. 183) beweisen.
Die entsprechenden Satze laaten:

Satz 1:
Ist W eine gegebene Funktion der Verdnderlichen z, ¥, i
und einer endlichen Anzahl von Parametern gy ooy Oyt

W=9@yya ...a),

so gibt es stets ein integrables System von partiellen Diffe-
rentialgleichungen W, WO, W®...., welches W als Funktion

Prace mat.fiz.,, t. XXVI. 17
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von z,%y,y bestimmt und dessen allgememste Losung eben
durch die Gleichung W=1¢ (@yy'a,... o, dargestellt wird.
Verbindet man diesen Satz mit dem Theorem [, so erhalt man sofort den

Satz 2.
Ist ein integrables System von partiellen Differential-
gleichungen

Fo@ vy y, W, WO, ... We)=0  (6=1,2,..)

so beschaffen, dass seine allgemeinste Lésung nur von einer
endlichen Anzahl willkfirlicher Konstanten abhingt, so ldsst
es sich stets durch Ausfiihrung der Operationen fj, f, und
durch Eliminationen auf eine Form bringen, welche die fol-
genden beiden Eigenschaften besitzt:

Erstens sind alle unabhingigen Differentialoperationen
von einer gewissen, etwa von der sten Stufe durch die von
niedrigerer Stufe und durch W, %, y, ¢ ausgedriickt, widhrend
das entsprechende jedenfalls mcht fiir alle unabhdngigen
Differentialoperationen (s—1)-ter Stufe gilt.

Zweitens ergeben sich durch einmalige und durch zwei-
malige Ausfithrung der Opera’nonen fi, f, nur solche Relatio-
nen zwischen den z, ¥, ¥, W und den Differentialoperationen
erster bis (s —1)-ter Stufe, welche bereits ohne Differentiation
aus den vorhandenen Gleichungen folgen.

§ 3. Veraligemeinerung der bisherigen Betrachtungen.

Die Betrachtungen der beiden ersten Paragraphen lassen sich sofort ver-
allgemeinern.
Es moge eine Funktion f der 2n -1 Verdndertichen:

) Lyoooo Tuy, 2, Pyov-r Du
vorliegen.
An Stelle der partiellen Ableitungen mdgen folgende Differentialopera-
tionen: ;
oo, _°r
(2) ()"” —{_]V 32 7(’3)_31]7! fﬁ_@g

eingef tthrt werden. Ferner bezeichne man:

[oyle) = ey

icm
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Dann bestehen die Relationen:
i fon=Tow Tea=Tez

© o= Tey="

fany=ley, v+

Mit Ausnahme von f(‘;[\), f(?), wo v dieselbe Zahl in beiden Operatio-

nen bedeutet, sind alle Operationen (2) vertauschbar, d. h. ihre Rethenfolge
gleichgiiltig.
Man kann ferner analog, wie im § 1. beweisen, dass alle Relationen
zwischen den Operationen:
f(t‘,x‘,... is‘) 3

wobei 7,,...,% Zahlen aus der Reihe 1, 2 und v,...,
1,2,..., n bedeuten, aus folgenden Relationen:

(P =‘= v)’

v, Zahlen aus der Reihe
f(l" == f{’l

vy,

(4) f(112) + f(211) = Qfli"'la)
flomy & T(omy = 21 iz

allein durch Ausfithrung der Operationen f(l), f(g) abgeleit werden konnen.

Die letzteren mogen wie vorhin die Differentialoperationen erster Stufe ge-
nannt werden. Dann wird man die Operationen f<,-v._ .-x) indenen die ¢ die Zah-
Vyeen Vg
len 1, 2 und die v Zahlen 1, 2,... n reprdsentieren, als die Diiferentialope-
rationen s-ter Stufe bezeichnen miissen.
Nach diesen Vorbereitungen kann man ohne Weiteres den folgenden
Satz aussprechen:

Theorem la.

Besitzt ein System von partiellen Differentialgleichun-
gen s-ter Stufe:

F"(wl"' Lny Prove Pny B, W, W, ... W(')):O

rkF=1,2..)
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die Eigenschaft, dass alle unabhingigen Differentialopera-
tionen s-ter Stufe W® durch die Differentialoperationen nie-
drigerer Stufe und durch W, @,... x,, 2. Py--- Pu ausgedriickt
werden konnen, wiahrend das entsprechende jedenfalls nicht
fiir alle unabhdngigen Differentialoperationen (s—I)-ter Stufe
gilt, —liefert ausserdem das vorgelegte System bei einmali-
ger sowie bei zweimaliger Ausftihrung der Operationen f(»l).,
f(f) nur solche Relationen zwischen Ty Tny Pyo-. P, 2 und
den Differentialoperationen erster bis (s—1)-ter Stufe, welche
aus dem Systeme selbst folgen, so enthalt die allgemeinste
Lésung:
W=q(@ ... Z, 2, p; ... pu)

des betreffenden Systems von Differentialgleichungen nur
eine endliche Anzahl von willkiirlichen Konstanten. Die Zahl
dieser willkiirlichen Konstanten ist gleich

ottt t oo g,

wo mit e die Zahl der unabhdngigen Differentialoperationen
k-ter Stufe bezeichnet ist und mit q die Anzahl der unabhén-
gigen Relationen, welche das betreffende System zwischen
Lioevs Tuy &, Py Puy, W und allen Differentialoperationen
erster bis (s—1)-ter Stufe liefert. Die allgemeinste Lésung
W=9o(2, ... Z.p,... p,) selbst findet man durch Integration
eines (2n 4 1)-gliedrigen vollstindigen Systems in

2n+1—g+e e ... ey

unabhidngigen Verianderlichen.

Der Beweis dieses Satzes ist fast identisch mit dem Beweise des ent-
sprechenden Satzes im Falle drejer Veranderlichen z, ¥, . Am zweck-
massigsten ist es dabei, nicht nur die unabhingigen, sondern alle Differen-
tialoperationen mitzunehmen und zu dem gegebenen System von Differential-
gleichungen die Relationen zwischen den Differentialoperationen, welche den
Relationen (11) in § 1 entsprechen, hinzuzufiigen.

Schiiesslich sei noch bemerkt, dass der oben ausgesprochene Satz sich
auch auf den Fall iibertragen ldsst, wo nicht nur eine unbekannte Funktion,
sondern mehrere unbekannte Funktionen U, ¥V, W,... der Verianderlichen
# @y ... &uy Py-.. Pu in dem gegebenen Systeme von Differentialgleichun-
gen vorkommen,
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Diese weitere Verallgemeinerung wird aber im Folgenden nicht benutzt,
da man nur mit einer einzigen Funktion zu tun haben wird, namlich der s. g.
charakteristischen Funktion der infinitesimalen Beriihrungstransformationen.

§ 4. Relationen zwischen den Ableitungen der durch eine
Berfihrungstransformation transformierten Veranderlichen.

Es sei eine beliebige Beriihrungstransformation in der Ebene vorgelegt:

6] r=JX(yy); v= Y (zyy); v =P (zxyy).

Die Forderung der Invarianz der Pfaff’schen Gleichung dy—1vy'. dz=0
zieht bekanntlich die folgenden Relationen nach sich:

Y X ,
a;*P.g—mz-—p.y,
Y °X

y ey P

P X
'c\I/*P'Tvr:O

<l ey

Eliminiert man den Fakfor ¢, so bekommt man:
(2) INn=P.%X;; Y,=P.%,.

Berechnet man ferner die Differentialoperationen dritter Stufe von ¥
und setzt die erhaltenen Werte in die Relationen

4 [ va —_ 7
Yo+ Youu =27,
. - >

1‘221 + 120 =2 1212,

ein, so ergeben sich die folgenden Relationen zwischen den Ableitungen von
X, P allein:

@) I Pqu':“'P12X1+2P1X21:X11P2+X12P1‘|‘2X1P21>
] P22~X1+P21~X2+2[)2-X12=X22'P1+X21-P2+2P2-P12-

Analog ergeben sich aus den Gleichungen (2) mit Riicksicht auf die
Identitaten vierter Stufe (Formeln (9) in § 1.) die Relationen:
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2Py - Xy b Py —3P) X, + 2P, . 3, — X9)
=92X,y - Py Xy — 3Xyy) - Py +2 X, . B3Py — Pyy)s
Py Xy — Ppyy - Xy Py . Xy 2Py . Xy
=Xy P Xy P+ Xy Py 42X, Py,
2Py Xy (Pyyy — 3P g0) . Xy + 2 Pyy . 3K, — Xyy)
=92 X Py (Xppy — 3X ) Py 22X . (35, — Py

)

Die 4 Ableitungen erster Stufe der X, P sind unabhingig. Unter den
8 Ableitungen zweiter Stufe der X, P sind nur 6 unabhingig, unter den 12
Ableitungen dritter Stufe der X, P sind nur 9 unabhingig, — also so viele,
wie es Ableitungen dritter bzw. vierter Stufe einer einzigen Funktion der Ve-
rinderlichen x, y, ¥’ gibt.

Diese Bemerkung lasst sich verallgemeinern; man kann namlich den fol-
genden allgemeinen Satz beweisen:

Satz 3.
Bestimmen die Gleichungen

w=X@yy); vi=Y@yy); w =Pyy)

die allgemeinste Berlhrungstransformation in der Ebene,
so sind unter den Ableitungen ster Stufe der beiden Funk-
tionen X(zyy) und P(xyy) genau eyq und nicht mehr durch
keine Relation verkniipft, wenn ¢, die Zahl der unabhéngi-
gen Ableitungen (s 1)ter Stufe einer beliebigen Funktion
der Verdnderlichen z, y, ¥ bedeutet.

Die Richtigkeit dieses Satzes wurde vorhin fiir s =2 und s =3 unmit-
telbar verifiziert. Es ist namlich in der Tat ¢; =06, ¢,=09.

Der Satz gilt zun#chst, wie man sich unmittelbar fiberzeugen kann, fiir
eine infinitesimale Beriihrungstransformation. In der Tat lassen sich dann
simtliche Ableitungen s-ter Stufe der beiden Funktionen X und P durch die
Ableitungen (s-+1) ter Stufe einer einzigen Funktion, namlich der charakteri-
stischen Funktion, die zu der infinitesimalen Transformation gehort, aus-
driicken.

Fiir die allgemeinste endliche Beriihrungstransformation kann es somit
unter den Ableitungen s-ter Stufe der beiden Funktionen X und # jedenfalls
nicht weniger als &, solche geben, die durch keine Relation verkniipft sind.

Um nun den Satz ganz allgemein zu beweisen, bemerke man, dass die
Relationen, welche man aus (2) durch aufeinanderfolgende Ausfithrung der
Operationen f,, f, bekommt, die folgende Gestalt haben:
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28

) T — P Zai = 2 @ X0 8 P 4 Bui i
1

Darin bedeuten die Xk(‘)., P;:') die Ableitungen s-ter Stufe von X, P;
7, & bedeuten die Ableitungen P, P,; X, X, multipliziert mit gewissen
Zahlenkoeffizienten, welche nicht samtlich verschwinden; ®; ..., ist eine
Summe von isobaren Produkten je zweier.der Ableitungen zweiter bis (s—1)-ter
Stufe der X, P. Das gemeinsame Gewicht dieser Produkte betragt (s 1).

In den Gleichungen (5) treten alle 2¢*! Ableitungen s-ter Stufe von
X, P auf. Zwischen den auf der linken Seite stehenden 2++! Differenzen

Y; — P. X

s g ] 841

bestehen gewisse 7,1 Relationen, deren Zahl in § 1 bestimmt worden ist.
Diese Relationen liefern 7,1 Relationen zwischen den 2:+! Ableitungen s-ter
Stufe von X, P und den Ableitungen niedrigerer Stufe.

Gelingt es nun zu beweisen, dass diese Relationen zwischen den Ablei-
tungen von X, P, die man der Kiirze halber als ,Relationen s-ter Stufe* be-
zeichnen moge, nach 7,y unter den Ableitungen s-ter Stufe von X, P auf-
16sbar sind, so wird damit gezeigt, dass die Zahl der unabhéngigen Ableitun-
gen s-ter Stufe von X, P gleich ist:

PBF o1 = gyl
und dass sich die fibrigen Ableitungen s-ter Stufe von X, P durch die letz-
teren und durch die Ableitungen niedrigerer Stufe ausdriicken lassen. Damit
wire also der Beweis des Satzes geliefert.

Im Falle einer infinitesimalen Berithrungstransiormation miissen die
Tos1 ,Relationen s-ter Stufe“ nach 7.4y unter den Ableitungen s-ter Stufe
von X und P auflésbar sein, weil in diesen Relationen alle Ableitungen s-ter
Stufe anftreten und weil es von vornherein sicher ist, dass unter diesen Ab-
leitungen genau e,41 = 2*! — 1,41 durch keine Relation verkniipit sind.

Daraus folgt aber, dass ,die Relationen s ter Stufe® auch im Falle der
aligemeinsten endlichen Beriihrungstransformation nach 7,41 unter den Ab-
leitungen s-ter Stufe der beiden Funktionen X und P aufldsbar sein milssen
und damit ist der Beweis geliefert.

Der Satz 3 sagt zugleich aus, dass zwischen den 2e, unabhingigen Ab-
leitungen s-ter Stufe von X, P gerade (2s,—&,41) Relationen bestehen. Man
kann sich ferner iiberzeugen, dass alle diese Relationen aus den Relationen '
(8) allein durch Ausfiihrung der Operationen 1y, /3 abgeleitet werden kénnen.
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Die Identititen, welche zwischen den Differentialoperationen einer be-
liebigen Stufe bestehen, kénnen (wie in § I gezeigt wurde) aus den Identita-
ten dritter Stufe allein abgeleitet werden und zwar durch Ausfithrung der Ope-
rationen [y, f, und andererseits durch Bildung dieser Identitaten fiir f,, Ts-
Die so erhaltenen Identititen der zweiten Art sind dadurch gekennzeichnet,
dass alle drei in ihnen vorkommenden Differentialoperationen denselben er-
sten Index haben. Diese Identitaten liefern keine neuen Relationen zwischen
den Ableitungen von X, P (ausser den bereits fiir jede Funktion der Verin-
derlichen @, y, y' bestehenden), weil die in ihnen vorkommenden Ausdriicke
Yi.. . derselben der Gleichungen (2) entnommen sind. Sie sind also ver-
moge der bestehenden Relationen identisch erfiillt und es bleiben nur dieje-
nigen fibrig, welche aus den Identitaten drltter Stufe durch Ausfithrung der
Operationen f,, 7, folgen.

Damit ist die vorhin ausgesprochene Behauptung bewiesen.

§ 5. Die Differentialinvarianten und Definitionsgleichungen einer
Gruppe yvon Beriithrungstransformationen in der Ebene.

Der Untersuchung der Differentialinvarianten muss man einige Bemer-
kungen tiber infinitesimale Transformationen, welche aus einer infinitesimalen
Berithrungstransformation durch Erweiterung entstehen, vorausschicken.

In den Veranderlichen ¢, y, y sei eine infinitesimale Berithrungstrans-
formation vorgelegt:

6y Bf:&(xnl)’)-§f+'q(xl)n') -§-§+&(m)u’) 2r

Nach dem Theorem 39, S. 253 des zweiten Abschnittes der » Transfor-
mationsgruppen® existiert eine Funktion W (ryy'), die s. g. charakteristiche
Funktion, von solcher Beschaffenheit, dass

_ew. W

oW oW
Ty Ve :

. e e e
¢ W = (Sy r )
Bei Benutzung der in § 1 eingefithrten Bezeichnungen kann man also
schreiben

@) Br=W,; By=y.W,—W; By=—W,.
2

Die Verdnderlichen r, y, 3’ m&gen nun als Funktionen der durch die
Transformation (1) nicht transformierten Vertinderlichen &, Yy, ¥y betrachtet
werden und zwar sollen die Gleichungen, welche die Veranderlichen t, y, y
als Funktionen von 2, y, % darstellen, wieder eine Berithrungstransforma-
tion bestimmen, d. h. es soll sein:

(25) Uber die Definitionsgleichungen u. s. w. 159

3) dy —y .dr=p.(dy —y .45).

Es mogen ferner die Bezeichnungen:

2
Jr or oy or

. —— : 4 . — . T, =
BERTY R BTy BTy

eingefithrt werden. Das widerspricht nicht den analoge.n Bezeic1111ungen fiir
die Funktion W (xyv), denn man kann sich die Indices 1, 2, 3 mit dem
charakteristischen Symbol der Funktion fest verbunden' d.enkffzn, also unter
fis fas Iy die entsprechenden Operationen in bezug auf die in 7 vorkommen-
den Veranderlichen verstehen.

Die Bedingung (3) ergibt bekanntlich:

“) 9=V .5; Yo =9 . 5.

Die infinitesimale Berithrungstransformation (1) kann man nun erweitern

durch Mitnahme aller Ableitungen v,, v,, 8,/, 95 - _bis zu eir.ler gewis§en
Stufe N. Die Ableitungen von y braucht man bei dieser Er\}{elterun.g nicht
hinzuzufiigen, da sie sich auf Grund der Formeln (4) durch die Ableitungen

von r und y' ausdriicken lassen. )

Ist ¢ eine beliebige Funktion der Veranderlichen z, ¥, y’, so kann
man schreiben:
®) dy=g;.dx 4. dy + ¢ (dy —y'd2).

Die infinitesimalen Transformationen, welche durch Erweiter.ung aus (1.)
entstehen, sind dadurch definiert, dass sie das System der Pfaff'schen Glei-
hungen: )
e dy — v dae — 1 dy —1,.(dy — y' dxr)=0,

dy'— v,/ dz—y/dy' —vy. (dy —y' dx) =0,

invariant lassen sollen. Man bekommt z. B. aus der ersten der obigen Glei-
chungen, wenn man darauf die Transformation Bf ausfiihrt und sodann setzt
(=}

Bx =0, By=0, By =0,
die folgende Relation:
dBr — [By,.dx - By, .dy' -+ By, . (dy — y' dx)] = 0.
Sie lautet ausfithrlich geschrieben:

1
Prace mat.fiz., t. XXVL
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?aﬂrﬂ.[xl.dw—kxg.dy’ + 5@y —y . o)
+§%V,3. o do 4y dy by, (dy — o' dw)j
%V%. 9 -da v, . dy' + v, (dy — ¢’ dw)]

=Br.ds -+ By, .dy 4 Br, . (dy — ¥ . dx).
Daraus ergibt sich mit Riicksicht auf die Relationen (4):
(6) By =Wy.r0i+ Wt/ Bry= Wy.1,+ Wy,
In derselben Weise bekommt man:
(62) By =— (Wi, 51+ Wiy 0); By = — (Wi ty - Wiy 0,).
Das System der Pfaffschen Gleichungen:
dyy =171y - A2 41, . Ay + 1y - Ay — y' - da)
Ary =1y . AT -ty . Y F 15y . Ay — ¥ . d2%)
ay'=v, dz+ 9, . dy -+ dy —y . dx)
39y'== 9y, dx 4-ysy" Ay’ + 95" (dy — 3/ . d)

liefert die Formeln fiir die Erweiterungen zweiter Stufe der infinitesimalen
Berithrungstransformation (1). Diese Formeln lauten:

Bro= Wi 5 (Wapa - Wst) - 500+ Wass 0+ Wy . vy W Vil

Bris= Wy 5 55t Waa 51 0 Wang 19, + Wogy 91/ 0+ Wiy 11+ Was 914,
By = Wair-vi¥sd Wosp . 13 0+ Wy - 11 0 Wiy 1! YWy tyyt Way - 9o/,
Bras= Wy, xs Wy Waay) - Xg o'+ Wigy  9./2 Wy, 1p0 - Was 9,0,
Byy'=— Wy 2 (Wiar - Wiin) 5 0+ Wi e PRSI S T AN R

Byyy'= —[ Wi xiar t- Wy 2 0+ Wigy 1/ Wiss .y ‘);"‘” [UATRe S S PN R
Byay'= = [Wiag 20t Waas 1ol Woay by 994 Wysy 0/, Wiy -t Wis 957,

BYas'= ~ Wiy v (Wagp - Wis)) - 1 05 Wiy Yo" Wiy - tgs Wiy 0,01

o Qtl_e‘,', die Definitionsgleichungen u. s. w. 161

@y

Ebenso kann man die Erweiterungen hoherer Stufen bilden und es
leuchtet ein, dass sich die aus der infinitesimalen Berithrungstransformation
(1) abgeleiteten Transformationen der Ableitungen N-ter Stufe von r, vy linear
und homogen durch die Ableitungen der charakteristischen Funktion bis zur
(N--1)-ten Stufe mit Koeifizienten, die von den Ableitungen von r, y' bis zur
N-ten Stufe abhiangen, ausdriicken werden.

Die infinitesimale Transformation:

")f - wa 1T . 7 i Sf
sy~ Moyt (T b W, ).é-l;l—j'-,..

k
-~
—
=
[E
)
e~
—
=
=
v:|
—
=
1

welche aus der infinitesimalen Beriihrungstransformation Bf durch Erweite-
rung entsteht, kann daher in der folgenden Gestalt dargestellt werden:

& €2

BN = T Af 4+ D¢ W A 4 D W A4
1

1

®

Nt

.
l e 2‘ W din 2' W,.('\'—H).:li. w1l
1 1

Darin bedeuten Af, 4;:f ganz bestimmte infinitesimale Transformationen
in den Verinderlichen, v, y, v, 1, 15, 9,/,. ...

Von nun an moge vorausgesetzt werden, dass man unter diesen Verdn-
derlichen irgend ein System von solchen ausgew#hlt hat, die unabhéngig von-
einander sind und dass man die dbrigen durch diese ausgedriickt hat und
nachher aus der infinitesimalen Transformation wegldsst. Dann wird die Zahl
der unabhingigen Verdnderlichen betragen:

Lo e .. Fex,

wobei ¢ die Zahl der unabhéngigen Ableitungen A-ter Stufe einer Funktion
v (zyy’) bezeichnet.

Die Zahl der infinitesimalen Transformationen 47, 4;;f ist auch gleich
der Summe 1-4¢ ... Fexg1.

Nun moge ein Satz iiber die Gestalt der Definitionsgleichungen der in-
finitesimalen Transformationen einer Gruppe von Berfihrungstransformatio-
nen erwihnt werden.

Einer jeden r-gliedrigen Gruppe von Beriihrungstransformationen ent-
spricht bekanntlich eine Funktion, die s. g. charakteristische Funktion der in-
finitesimalen Transformationen, welche r willktirliche Konstanten enthalt und
durch welche die allgemeine infinitesimale Transformation der Gruppe be-
stimmt ist. Aus dem Satz 1 in § 2 folgt also ohne Weiteres der
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Saiz 4.

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Trans-
formationen einer Gruppe von Beriihrungstransformationen
kann man immer auf solche Form bringen, dass sie ein inte-
grables System von linearen homogenen partiellen Differen-
tialgleichungen zwischen W und den Operationen W, W@, .
W ... darstellen. Dabei bedeutet W die charakteristiche
Funktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation
der vorgelegten Gruppe.

Ausserdem kann man auf Grund des Theorems I den folgenden wichti-
gen Satz aussprechen:

Satz 3.
Jedes System von linearen homogenen partiellen Diffe-
rentialgleichungen, welches ausser den im Theorem I (§ 2)
ausgesprochenen noch die folgende Eigenschaft besitzt:
Sind U(zyy), V(zyy') irgend zwei Lésungen, so ist auch
die Funktion
2T
vy o

sV ey = U T U Vi (UT, - VU

UV =[UV] —-(U
eine Losung dieses Systems,—definiert die charakteristische
Funktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation
einer gewissen Gruppe von Berithrungstransformationen der
Ebene.

Es wird sich spater Gelegenheit finden, diesen wichtigen Satz als Teil
eines Theorems noch einmal auszusprechen.

Nun sei eine beliebige endliche Gruppe voun Beriihrungstransformatio-
nen in der Ebene gegeben und zwar durch die Definitionsgleichungen ihrer
infinitesimalen Transformationen. Es wird im Folgenden immer vorausge-
setzt, dass diese Definitionsgleichungen als Definitionsgleichungen fiir die
charakteristische Funktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation der
Gruppe vorliegen. (Das Folgende liesse sich leicht auf unendliche Gruppen
von Berﬁhrungstransformationeh tibertragen).

Nach dem Satze 4 miissen diese Definitionsgleichungen die folgende
Form haben:

© @ @yy). W Do (yy). W4 D o (cyy) . W =0
1 1

(k=12...¢9).

icm®

s

(29) Uber die Definitionsgleichungen u. s. w. 163

(Man braucht nicht vorauszusetzen, dass in dem obigen Gleichungen-
systeme nur die unabhingigen Operationen vorkommen; will man alle Opera-
tionen zulassen, so muss man zu diesem Gleichungensysteme die in § 1 be-
sprochenen Relationen zwischen den Operationen hinzufiigen, wie bei dem
Beweise des Theorems [ in § 2 gemacht worden ist).

Ist das Gleichungensystem (9) von der s-ten Stufe. so muss man vor-
aussetzen, dass alle Operationen s-ter Stufe ;" durch die Operationen nie~
drigerer Stufe. durch T und r, v, v ausgedriickt werden kénnen, wihrend
das entsprechende jedenfalls nicht fiir alle Operationen (s—1)-ter Stufe gilt,
dass ausserdem das vorgelegte System bei einmaliger und zweimaliger Aus-
fihrung der Operationen f, f, nur solche Relationen zwischen 1, v, y, W
und den Operationen erster bis (s—1)-ter Stufe liefert, welche aus dem Syste-
me selbst ohne Differentiation folgen.

Ist die vorgelegte Gruppe r-gliedrig, so wird die allgemeinste Losung
des Systems (9) von:

r=1l+stet....Fea1—¢q

willkiirlichen Konstanten abhangen.

Ferner sei N irgend eine positive ganze Zahl, die auch grosser als s
sein kann. Ist N> s, so muss man zu (9) alle durch Ausfithrung der Ope-
rationen f;. f, entstehenden Gleichungen (s--1)-ter, ..., N-ter Stufe hinzu-
figen. Das erhaltene System mdge man sich dann aufgeldst denken nach je
My, Mgy my von den Ableitungen erster bis N-ter Stufe und zwar so,
dass jedesmal m, von den s, Ableitungen v-ter Stufe durch die =, — m, iibri-
gen und durch solche von niederer Stufe ausgedriickt sind. Es ist offenbar:

v=1, Mg = &g

Nunmehr betrachte man x, y, v als Funktionen von gewissen Verin-
derlichen «, y, ¢/, die gar nicht transformiert werden und setze voraus, dass
die folgende Bedingung:

dy—v.dr=p.(dy—ydz)

erfiillt ist. Es werden alle Funktionen von x, y, v/, 1, 1, 9/, u/,. .. ge-
sucht, die bei allen durch (9) definierten infinitesimalen Transformationen in-
variant bleiben.

Man erweitere die infinitesimale Beriihrungstransformation Bf durch
Mitnahme aller Ableitungen 1;, Y. %/, 9s/,.... bis zur N-ten Stufe. Dann
bekommt man die infinitesimale Transformation von der Form (8). In dieser
infinitesimalen Transformation B® f driicke man jetzt vermoge (9) jedesmal
m, Ableitungen v-ter Stufe von W durch die e, — m, iibrigen und dusch die
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von niederer Stufe aus; dann bekommt man eine verkiirzte infinitesimale
Transformation:

2,—m, Sy 1Mo

X P i b 7T : R v et N Sy
(10) Bﬁ”:ﬂ.;ﬁf—f—f_f W, 'Auf“l"'--'T‘Z' ﬂ: “"1|:s~1fs
1 1
in welcher iiberhaupt von den Ableitungen v-ter Stufe von W nur noch
s,—m, vorkommen. Die Af, 4y sind dann linear und homogen aus den
Af, A f zusammengesetzt mit Koeffizienten, welche nur von 1, v, 9 ab-
hdngen. Man kann also schreiben:

(1n Al =du -+ T, (run)) . A7 (= k)
Setzt man:

(12) r=x, y=y, v=y,

so wird:

(13 n=1, =0 uw=0, n/=1, 1,=0, 1,=0,...

Um einzusehen, welche Werte dann die .4;;f annehmen, fithre man die
Substitution (12) und (13) auf die Koeffizienten von B® f aus. Deutet man
diese Substitution durch Einschliessung in die Klammer () an, so bekommt
man zunéchst aus den Formeln (6) und (7):

(Br)) = Wy; (Br)= Wy; (By/)=— Wi (Byy)=— Wy
(Brin) = W5 (Br,) = Wyyy; (Brayy) = Wiy (Bry) = Waaas
By )=—Wii; (Buy)=- Wy, (BWy)=— Wisrs  (Bhyy) = —Wi,.

Man kann beweisen, dass allgemein wird:

(14)
U B )= — W

Der Beweis ist sehr einfach. Man kann ihn natiirlich nur mit Hilfe der In-
duktion durchfiihren.

Fiir $=1 und #=2 verifiziert man die Formeln (14) unmittelbar.

Es mbge vorausgesetzt werden, dass (14) auch noch fiir alle Werte von

¢, welche der Ungleichung:
i<k (k=12 38..)

genfigen, bewiesen sei (in dieser Ungleichung bedeutet % eine bestimmte po-
sitive ganze Zahl),
Dann kann man schreiben:

(31) Uber die Definitionsgleichungen u. s. w. 165

a5) { Br,,... o= Wai,... i lin 1);—{* e
l B.t,i,i,_,... Q0= _Wli,i._,... e ‘Jr- l];—{-— .

Darin bedeuten m, n, ., v gewisse positive, ganze Zahlen, auf deren
Werte es gar nicht ankommt, welche auch (allerdings nicht alle) gleich Null
sein konnen. Die fortgelassenen Glieder verschwinden alle bei der Substitu-
tion (13) und liefern bei der Ausfithrung der Operationen 7, /5 lauter solche
Glieder, welche bei der Substitution (13) ebenfalls samtlich verschwinden.

Die Erweiterungen Bri,.... i sind nun durch das identische Be
stehen der folgenden Pfaff'schen Gleichung bestimmt:

l A Bi,. . 4 — [Bri,.... 1 AL~ Bl g0, AY'+
(16)
l —}—BI{X-;....;,‘S~(d?/"y’dx)]=0‘
Auf Grund der Formeln (4) und (5) kann man schreiben:
l dB.l'-li,,H.A g = (B)?i.i,”.. ek)l .1, dx + (B?fi,... z'k);( L1.dy’
| + (Broie O Az Ly dY) ..

Die weggelassenen Glieder haben den gemeinsamen Fakior (dy—1y/'dx),
kommen also hier nicht in Betracht. Die Pfaifsche Gleichung (16) liefert
mit Riicksicht auf (17):

[ Bri, 1= (BY..i) - 4+ (Bri. )2 04,
(18) ,
l Blig...ii2= (Bl . 41 - t,+ (Bri,... i)a- Vs

(Hier bedeutet natiirlich die Einschliessung in Klammer nicht die Substitu-
tion, sondern die Austiihrung der Operationen f; bzw. 1y auf den in Klam-
mer eingeschlossenen Ausdruck).

Aus den Formeln (18) folgt nun:
(19) B ipiyyy) = (B glys)-

Dabei bedeutet die eckige Klammer die Ausfithrung der Operation
Fopa W1 =1, 2); die runde Kiammer dagegen die Substitution (13). Ver-
gleicht man endlich die Formeln (15) und (19) miteinander, so bekommt man

sofort:
(Bras iy ) = Woiri, gy y -
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Damit ist die Richtigkeit der ersten der Formeln (14) bewiesen. Den
Beweis fiir die zweite dieser Formeln bekommt man, indem man einfach in
den Formeln (16), (17), (18), (19) iiberall v, ., an Stelle von x: ... schreibt.

Nun kehre man zu den Formeln (10) zuriick. In den (daf) treten, wie
die Formeln (14) zeigen, an der ersten Stelle die Ableitungen

af of

. 1 An!
ity iy ER KX A

auf mit dem Koeffizienten 41 bzw. —1. Da nach der Voraussetzung die in
B¥ [ auftretenden Ableitungen ..., V..., voneinander unabhéngig sind,
so sind auch die infinitesimalen Transformationen (d::7) und also auch
(4:+f) voneinander unabhingig.

Die gesuchten Differentialinvarianten sind nun offenbar die gemeinsa-
men Losungen der 1 -}e; — my + - e,y — M linearen partiellen Dif-
ferentialgleichungen:

(20) .{7: O, A‘-‘lfz O,..‘, A?,-S”_!,S_]fz 0. (ikzl, 2...2;;‘—771;;)

Da die Gleichungen (9) eine Gruppe definieren sollen, so miissen die
Gleichungen (20) ein vollstindiges System bilden. Bedeutet ndmlich W die
allgemeinste Losung von (19), so stellt der Ausdruck B® f die allgemeinste
infinitesimale Transformation dar, die eine gewisse Gruppe in den Verdnder-
lichen: v, v, v/, 1, 1,,.... erzeugt. Sind daher:

Bf=tGy). 2+ ne L baem . e—1y

irgend zwei infinitesimale Transformationen der durch (9) definierten Gruppe
und setzt man:

(B, B;) = Cf,
so stehen die drei infinitesimalen Transformationen:
B(IN) f , BA;N-‘]T "C'a:{ f

in der Beziehung: o
) 2 e A7
BYr, B fy=0"7.

Mit anderen Worten: der Inbegriff aller linearen partiellen Differential-
gleichungen, die man erhilt, wenn man sich in:

B(N)f: 0

(33) Uber die Definitionsgleichungen u. s. w. 167

fiir W alle Losungen von (9) eingesetzt denkt, bildet ein vollstandiges Sy-
stem in den Veranderlichen v, v, ¥, 1y, s, 0/,...
Da aber die Operationen
W, oWl owE L WD, (= —mz)
1 s P,

diein B®™!f vorkommen, durch keine lineare homogene Relation verknfipft
sein konnen, solange W eine beliebige L&sung von (9) ist, so miissen sich
die Ausdriicke L o

(A, Aik)y (Ai;u A‘J"‘)
samtlich linear und homogen durch die Af, 4 f ausdriicken lassen mit
Koeflizienten, die Funktionen der Verdnderlichen r, y, ¥/, 1,.... sind. Das
heisst aber nichts anderes als: die Gleichungen (20) bilden ein vollstandiges
System, das hdchstens (1+4-&; —m, . ...+ &1 — m,_1) — gliedrig ist.
Die Gleichungen (20) sind iiberdies, wie vorhin gezeigt wurde, voneinander
unabhingig, also bilden sie ein (1 4-& — m, ... . gy — mx_x) — glied-
riges vollstandiges System und da sie (1 +=1+s2—§- .+ exyt1) unabhin-
gige Verdnderliche enthalten, so haben sie gerade (m, ~}— - oo myyy) un-
abhingige Losungen gemein. Es ist offenbar:

My =8, M4l =TEspy, «.. Miypr —Ext1.

Das Gesagte gilt fiir jeden Wert von N, also besitzt die vorgelegte
Gruppe die folgenden Differentialinvarianten von der verlangten Beschai-
fenheit:

Gerade (m; =0, 1, 2) also hochstens zwei Differentialinvarianten null-
ter Stufe:

YO (eyy), (@=0,... m,)

gerade m, voneinander und von den Y, " ynabhingige Differentialinvarian-
ten erster Stufe:
Yo nnniy), @=1,2...m,)

iiberhaupt my., Differentialinvarianten N-ter Stufe, die voneinander und von
denen niedrigerer Stufe unabhingig sind.

Die besprochenen Differentialinvarianten besitzen folgende Figen-
schaften:

[. Man kann aus jeder von ihnen durch Ausfithrung der Operationen
fi, 1, beliebig viele neue Differentialinvarianten von hoherer Stufe ableiten.

Il. Zweitens kann man, sobald alle Differentialinvarianten (s - 1)-ter
Stufe gegeben sind, fiberhaupt alle Differentialinvarianten s-ter und hoherer
Stufe durch Ausfithrung der Operationen f;, f, herstellen.

Prace mat-fiz,, t. XXV 18
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Il Der Inbegriff aller Differentialinvarianten nullter bis (s—1)-ter und
hoherer Stufe bleibt nur bei den durch das System (9) definierten, sonst aber
bei keinen infinitesimalen Transformationen in den Verdnderlichen z, y, y
invariant.

Das erste ldsst sich folgendermassen einsehen. Ist

I(xyy'riry...)

irgend eine Differentialinvariante (IV—1)-ter Stufe von der angegeben Be-
schaffenheit, so geniigt I als Funktion von z, y, %' der Pfaff-schen Glei-
chung:

a1— dz-|-

Es ist ferner:

dy+9y y'1=0.

el o] ey ol @y 3T 81] 9ty
sz = ox ey s T oy og Tay st
81_9{ 3i+91 9y , el &y 2l arl‘ .
ay  exay Taytay Uaytay Tarey T
daher:
al  ar 2y aI 3l
L S B .1
g T o "11+2‘n 1)1‘{‘31) 0y .f‘\ Rt

Auf Grund der Gleichungen (4) bekommt man ferner:

oI oI
5‘55‘%‘1/'-?“% 1y I - 1)1 "1’""’ LT

3T a1

Sg’ TR 1, 3)] 9y - qy, 0+
g
P P T T S S s
172 2 T al.l 12+
2 of oI
;:\‘17::;J ST 8!] l)3+ .....
=TI, ot Ly L (10— )
unddaher 1 3 3 T 13 1 v}
oI 27
aI=(G+v-5) det S ay+ 2L @y —yan)
2 = . n+5L.oy). de L o+ 1.y . dy

Flhts+ Loy L vy —ry/)] Ay —y'de + ..
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Ist nun Bf eine beliebige infinitesimale Transformation der durch (9)
definierten Gruppe, so ist BY) I = 0 und ebenso:

B (;{—r v ;fj =0, B 1%’{,) =0,

denn BW) f muss das aus der Gleichung (21) und den Gleichungen

dy=rda—+1,dy + 5. (dy—y'dz),
dy=1yde—r1,dy 1. (dy —y'da),

gebildete System von Pfaff'schen Gleichungen invariant lassen. Demnach

sind
2 2
I . el ?I

sz Y Tey’ ey

wirklich Differentialinvarianten N-ter Stufe.

Man bezeichne:
f=rEunnyn ...,

\ 3 E] 2 , 2
(22) fi= Ty gf ( Ty, f) .11—:~J:~1J1’—r3£-2u+---,

3x Y or ay 3y
» “f Sf .l_ 37 ! |
=gy (91 - cn, e c\) _i_“ 2
Dann gilt der folgende Satz:
Satz 6:

Ist I(ryy'rirey,....) irgend eine Differentialinvariante
(N—1)-ter Stufe von der vorhin angegebenen Beschaffenheit,
so sind die Funktionen I, Iy, die man aus I durch Ausfiih-
rung der Operationen fi, fu bekommt, ebenfalls Differential-
invarianten und zwar von der N-ten Stufe.

Die beiden anderen Eigenschaften kann man genau in derselben Weise
begriinden, wie es in der Abhandlung Lie’s (Die Grundlagen fiir die Theorie
der unendlichen continuierlichen Transformationsgruppen II; Leipz. Ber. Bd.
43, 1891; S. 383 if.) im Falle einer unendlichen Gruppe von infinitesimalen
Transformationen geschieht.

Die gefundenen Differentialinvarianten kann man nun dazu benutzen,
die Definitionsgleichungen der endlichen Berithrungstransformationen der
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durch (9) bestimmten Gruppe aufzustellen. Man gelangt dann zum folgen-
den Satze, welcher dem Theorem VIL S. 391 der zitierten Abhandlung ent-
spricht:

Theorem I

Es sei ein System von ¢ unabhingigen linearen homo-
genen partiellen Differentialgleichungen vorgelegt:

s

O () W Do) WO D, (yy) . WO =0
1

1

k=1,2... 9

das die folgenden Eigenschaften besitzt: es soll von der
s-ten Stufe sein und soll zun#ichst den im Theorem I ausge-
sprochenen Bedingungen geniigen; dann hidngt seine allge-
meinste Losung von einer endlichen Anzahl » willkiirlicher
Konstanten ab. Ferner soll stets, wenn U und 7 zwei Lésun-
gen von (D) sind, auch:

U, Vo=U, Vi —U.Vy— 7.0,
seine Lésung sein.
Unter diesen Voraussetzungen definiert das System (D)
die charakteristische Funktion W der allgemeinen infinite-
simalen Berihrungstransformation Bf einer gewissen r-glie-

drigen Gruppe in der Ebene. Die endlichen Transformatio-
nen dieser Gruppe sind bestimmt durch

Q=M My ... My
unabhangige partielle Differentialgleichungen (s—1)-ter
Stufe von der Form :

0] L(ryy'rr,..... )= (zyy), k=1,2..,09

welche bei der Substitution: r==, y=y, Y=y in lauter Iden-
titaten fibergehen. Die Funktionen I haben die Eigenschaft.
bei einer Beriihrungstransformation:

r=109y); y=9@yy). v=4¢(y)
M

z=u; y=y; y=y

dann und nur dann samtlich invariant zu bleiben, wenn diese
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Transformation der betreffenden Gruppe angehért. Sind die
Gleichungen (D) gegeben, so kann man die Gleichungen (I)
durch Integration eines vollstindigen Systems finden. Die

Zahl g ist so gross, dass jede Funktion von r, v, B, 1., .rf.'),
welche bei allen Berithrungstransformationen (T) der betref-
fenden Gruppe invariant bleibt, als Funktion von I, I, . . ., I

allein darstellbar ist.

Endlich bleibt das Gleichungensystem (I) bei einer (end-
lichen oder infinitesimalen) Beriihrungstransformation von
der Form: B B

=y, y=y, y =y,
e=r@yy); y=se@yy); ¥=4i@yy)
invariant ebenfalls dann und nur dann, wenn die letztere
Transformation der betreffenden Gruppe angehort.

§ 6. Die Definitiosgleichungen der infinitesimalen Transformationen
aller mit einer vorgelegten Gruppe von Beriihrungstransformationen
in der Ebene vermoge einer Briihrungstransformation #hnlichen Gruppen.

In diesem Paragraphen wird fiir die Gruppen von Beriihrungstransfor-
mationen eine Untersuchung angestellt, welche ein Analogon zu den vom Prof.
Engel in den Leipziger Berichten (Bd. 46, 1894, S. 25 ff.) unter dem Titel:
»Die Definitionsgleichungen der continuirlichen Transformationsgruppen®
veroffentlichten Betrachtungen bildet.

Den Ausgangspunkt bildet diese Form der Definitionsgleichungen der
endlichen Transformationen einer continuirlichen Gruppe von Berithrungs-
transformationen, in welcher sie im letzten Theorem als Glejchungen (1) auf-
treten.

Es sei nun:

W or=myy). L trey) ey 2,

2z dy 3y
eine ganz beliebige infinitesimale Berithrungstransformation; M (zyy’) moge
ihre charakteristische Funktion bedeuten, so dass also:

@ m=Cr=M; n=C0y=y.My—M; p=Cy=—M,

ist. Mit C®f moge ferner diejenige infinitesimale Transformation bezeichnet
werden, die man erhilt, wenn man Cf durch Hinzunahme der unabhingigen


GUEST


©

icm

i .. WL Gasiorowski. I CUR

Ableitungen von r{(zyy); v (xyy') erster bis mit s-ter Stufe erweitert. Da
nun die infinitesimale Transformation Cf die r, y, ¥ nicht transformiert
S0 ist:

(3 Cr=0, Cy=0, Cy=0.
Man kann schreiben:
{ Cldy —yda)=—M;,.dy—1y .dx),
| de=g¢ dx+ ¢ dy + 9 . (dy —y' dw) .

und durch Anwendung der letzteren Formel auf 1, y/, 1, T,, )/, 3, ergeben
sich die folgenden Formeln fiir die gewiinschten Erweiterungen:

[ On=—u My +x,.My; Oy'=—n' My—+v' My,
lch:—Ir]"[zz"f‘rmJM'm; Cyyl = My £, . My

(4)

)

Crip=—1ty1 . Myyt-ryy . (Myg— M)+ Ypo - My — vy« Moga 1o - My,
Cryy

(6)

f

| Cryy=—2ry; . My =~ (vyg + 150) - My — 1, - Myyy + 1y - BMyyy,
] — Iy My -ty - (May — Moy}~ tay My — vy« Mooits - My,

Cryy = — (vigtro)) - Moy 200y - Myy — 1y - Mgy 1y - My

Allgemein ist die Erweiterung Cri,...;,, CY,...,, eine lineare homo-
gene Funktion der Ableitungen zweiter bis mit (s--1)-ter Stufe der charakte-
ristichen Funktion M mit Koeffizienten, welche ebenfalls lineare und homo-
gene Funktionen der Ableitungen von r resp. y sind und zwar erster bis
mit s-ter Stufe  Die Ausdriicke Ci¥, Cy"¥ sind isobar, weil alle in ihnen
auftretenden Glieder das gemeinsame Gewicht (s-+-2) haben.

Es sei nun:

=ty pacow). e 2L

irgend eine infinitesimale Beriihrungstransformation der durch die Gleichun-
gen (I) definierten Gruppe und B[ die zu ihr gehorige erweiterte Trans-
formation. Unter diesen Voraussetzungen ist zun4chst:

BOL=0 (k=1 2..., 0

Fiihrt man nun in I und B@f die neuen Verdnderlichen vermdge der
infinitesimalen Transformation C®f ein, so muss die Funktion, in welche

39  Uper die Definitionsgleichungen u. s. w, B

dann I; iibergeht, bei der iniinitesimalen Transformation, in welche zugleich
O f iibergeht, invariant bleiben. Daraus ergibt sich die Identitat:

) BIOoL=0 (k=1,2....q).

Die infinitesimale Transformation C® I; muss man jetzt ausfiihrlich hin-
schreiben; es ist:

s I v EIE
CO = 5y, Oy O+ Y TS Cr,...%,
was man offenbar auch folgendermassen schreiben kann:
Ss+1
£1 K 8 . 841, 13
C& I == 2 ﬂ{() \1(") 1 ‘S‘ V ) 11)!1“_‘1_ _,_2 M\+) ml,)s+l;
1

darin bedeutet, wie gewthnlich &; die Zahl der unabhingigen Ableitungen
Jj-ter Stufe einer Funktion f(zyy'); M’ reprasentiert die Ableitungen j-ter
Stufe der charakteristischen Funktion M und ¥;; sind gewisse Funktionen
der Veranderlichen: 1, v, v, v, 15, 0/,....

Man kann auch kurz schreiben:

s+1 &
®) 09 L= > MO wh,
l }

Da nun B®f die x, y, ¥ gar nicht transformiert, so kann die Iden-
titat (7) nur dann bestehen, wenn alle

(s yyrlk) __
©) B v =0

identisch verschwinden. Das gilt, welche infinitesimale Transformation der
durch (1) definierten Gruppe auch Bf sein mag, also miissen sich die \F"’;)

als Funktionen von I,, I,, ..., I, allein ausdriicken lassen, das heisst, es
wird:

51 &
(10) COL= X7 N MP o¥ (I, L., I)
l 1

bei ganz beliebiger Wahl der Funktion M (xyy’).
Die Gleichung (10) gibt an, wie I,,..., I, bei einer beliebigen infinite-
simalen Beriihrungstransformation Cf transformiert werden. Denkt man sich
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daher C7 als die allgemeine infinitesimale Tiansformation der unendlichen

Gruppe aller Beriihrungstransformationen der Ebene und setzt zur Abkiirzung:

q
: 3 .
Dea® (L1, I). af =4 f,

so stellt der Ausdruck:

s+1 ki
(1 Of + 2 D¢ M9 .4, f
1 1

die allgemeine infinitesimale Transformation einer unendlichen Gruppe in den
Veranderlichen =, y, o/, I,.... , I, dar.

Es sei nun eine bestimmte Gruppe von Berithrungstransformationen
durch die Definitionsgleichungen (I) gegeben; will man die Differentialglei-
chungen aufstellen, in welchen alle mit der durch (I) definierten &hnlichen
Gruppen stecken, so braucht man nur alle diejenigen infinitesimalen Trans-
formationen der Gruppe (11) aufzusuchen, welche das Gleichungensystem:

L =w(zyy") E=12...¢

invariant lassen. Diese infinitesimalen Transformationen, die sicher die infi-
nitesimalen Transformationen einer continuirlichen Gruppe sind, werden
durch die Differentialgleichungen

s+1 &
20 2 MO wyy) .o (o, o, mq):A'IZ.%%‘
(12)
e 2w
+ M, — M) — M g = M- (@) — My (o) — M. (o),
(k:17 2:"" Q)

definiert und da in (12) die Veranderlichen I,,. .., I, nicht mehr vorkommen,
so miissen die Differentialgleichungen (12) zugleich die infinitesimalen Be-
rithrungstransformationen einer gewissen Gruppe von Berithrungstransforma-
tionen in den Verinderlichen z, y, ' allein definieren. In den Gleichungen
(12) stecken die Definitionsgleichungen aller Gruppen, welche mit der durch
die Gleichungen I = w; bestimmten Gruppe vermége einer Beriihrungs-
transformation’ dhnlich sind. Diese Gruppen ergeben sich aus (12) fiir spe-
zielle Wahl der Funktionen .

Die Gleichungen (12) sind im Allgemeinen nach den in ihnen vorkom-

menden Ableitungen (s4-1)-ter Stufe MY auflosbar. Fithrt man diese Aui-

icm
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16sung wirklich aus, wendet dann die Operationen f,, 7, zweimal aufeinan-
der an und benuizt die Relationen, welche zwischen den ME‘““ und den Mf“"m
bestehen, so bekommt man die Integrabilitdtsbedingungen, denen die Funk-
tionen w geniigen miissen.

Wihit man in den Gleichungen (12) als o die in den Gleichungen (I)
auftretenden Funktionen =, so werden die Gleichungen (12) zu Definitions-
gleichungen der durch (I) definierten Gruppe.

Die infinitesimale Berithrungstransformation Cf gehort namlich dann
und nur dann der durch (I) definierten Gruppe an, wenn sie als Transforma-
tion in den Veranderlichen , ¥, %', 1, v, v auigefasst, das Gleichungen-
system (I) invariant lasst. Dazu ist aber notwendig und hinreichend, dass
die Funktion 37 den Differentialgleichungen (12) geniigt, also sind die Glei-
chungen (12) wirklich die Definitionsgleichungen fiir die charakteristische
Funktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation der Gruppe, deren
endliche Gleichungen durch (I) definiert werden.

§ 7. Die Differentialinvarianten und Definitionsgleichungen der linearen
Gruppe, aunfgefasst als einer Gruppe von Berithrungstransformationen.

Die charakteristische Funktion der allgemeinen infinitesimalen Trans-
formation der linearen Gruppe lautet:

W=a-br—+ceyfdy +ery -+ fyy.

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen sind
daher:

Wy=0, Wy=0,

(1) Wi = Ways == Wy = W, = Wy, =0,

I171111 =VV1112 :H/Yzm =Wiie =W':211 =W = Wagn =Uv1222: Wages = 0.

Fiir die lineare Gruppe sind alle Ableitungen vierter Stufe der charakteristi-
schen Funktion bestimmt; es ist also:

s=4; my=0, my=2, my=5, my=—e=9.

Die samtlichen Definitionsgleichungen (1) konnen aus den folgenden:

1" W,=0, Wy=0, Wy =0

durch Ausfiihrung der Operationen f;, f, abgeleitet werden.
Die Ableitungen von r, 3/, welche als Funktionen von z, %, ' zu be-
trachten sind, werden mit Riicksicht auf (1) folgendermassen transformiert:

Prace mat-fiz., . XXVIL 19
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Bryp= Wy 00"+ Wy 1y, BYy'=— (W 0"+ Wie . 9y"),

Biys = Way . 10+ Wy . 11, Byy'= — (Wiao 9/ 0/ +T5 1",

Br,y=Wy,. Lol Way 1oy, BYyy'= — (Wig 0, 0, + W, . 157,

‘ET);': = (Wiae 0"+ Wy . 02),
By = Wy (2 T D 0 ) A Wy - by

Biyy = Wy, . T A N T Y el A TP

By = Wara (20 - 540 010) Wy - 1y,

Bligy = Wy, (2 Big Y0y - Bae)) - W o Byse,

Bggy = Wy . (Far - 0" ran - Oy 2 - 05) + Ty, -ty

Brysy = Was . (23 - 945 - V2s') = Wy - Ly,

By = — (Wige . 39,0+ Wy . vy1y)

By’ = — [Wisa - (294900494 95) -+ Wig - 9107,
By’ = — [Wias - O’ 9297 . 90) + Wy - 0,
BYyigs =~ [Wins - 29 - 9152 - 0) + Woa - 0,01,
By = — Wy, . 2 o' a0 Vas) + Wi, - 0501,
Bygay' = — (Wyap . 395 . Yoy Wiy . 1g0s').

Nach der allgemeinen, in beiden vorhergehenden Paragraphen auseinan-
dergesetzten Methode miisste man nun unter den .rf.z’, t):.(g’ sechs unabhangi-

ge, unter den P, y @
:

» Y
1, 9%, 19 9@ durch die ausgewshlten vermége der Relationen (3) und (4)

in § 4 ausdriicken. Es ist aber zweckmassiger die Grossen r;, v zundchst
als voneinander unabhingig zu betrachten, d.h. alle mitzunehmen. Das
Gleichungensystem (20) in § 5 4ndert dann nicht seine Gliederzahl und bleibt
auch ein vollstandiges System, liefert aber mehrere Lésungen, da es nun
mehrere Verdnderliche enthalt. Zwischen diesen Losungen, welche die ge-
suchten Differentialinvarianten vorstellen, bestehen dann gewisse Relationen,

neun unabhingige wiahlen und die iibrigen unter den
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welche man leicht mit Hilie der Relationen zwischen den Ableitungen von
r, ¥ (s. Relationen (3) u. (4) in § 4) finden kann. Man braucht nur unter
den Ableitungen von 1, v so viele als mdglich durch die gefundenen Diffe-
rentialinvarianten auszudritcken und nachher in die genannten Relationen
einzusetzen. Dies gelingt besonders leicht, wenn man die Hauptlosungen des
Gleichungensystems {20) in § 5 als Differentialinvarianten angenommen hat.

Fiir die in Frage kommende erweiterte infinitesimale Transformation
bekommt man im Falle der linearen Gruppe mit Ricksicht auf die jetzt be-
stehende Relation Wi,, = 2 W,;, den folgenden Ausdruck:

o F o 3h g 3 o3 o 8f, 3f
BAf =17, (Sf Ly '51}}”}71'5{’ U.Snfllgl.(;l.é-g Fhen
cf X Sf
n 5 IR TURE ropde o PP Tin
22 9T

Ayt ef 9 re 21 4 ’ :f
R A SR A e Rl FUER an"r+

i2

of | ‘
B CETE A L T e S CP) B S R R S R Py

\\:—-—- e
“hn

+ @t By ) g A 21y 211 0s') - L
Sy G
! 7 I n ‘;f e LA U af
Rl CTRE N b TR S O ) R ol A PR s Sl R P
Flgng O Tazs

n~p

P of ’ f @
= 21399 5 @0 ) - O 20 )
! Y113 “Yig0 Y211

!

DETRA ’q 7 ? af__ ! 2 ’ ? ¥ 7 ! @ f 3 ! ’ _EL_
F 20" Y2020 00) - 5 @0 00 0) 5 30 0 5 f
UTE a1 Dass
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Die gewiinschten Differentialinvarianten ergeben sich aus dem vollstan-
digen System, welches man durch Nullsetzen der Koeffizienten von W, Wi,
Wy, Wa, Wias Wan in B® f bekommt. Dieses vollstandige System moge
kurz in der folgenden Form geschrieben werden:

4,f=0, 4,7=0, A,f=0, 4,f=0, 4;f=0, 4f=0.

Die drei ersten Gleichungen lauten:

3]
|~
I

o

of g 3
o 1).53-—0, 5—1]7—0,

(5]
g

und sagen aus, dass es keine Invariante nullter Stufe gibt, was mit der Tatsa-
che 7y =0 auf Grund der allgemeinen Theorie iibereinstimmt.

Die zwei nachstfolgenden Gleichungen beweisen, dass die gesuchten
Differentialinvarianten die Verhalinisse der Veranderlichen 1y, ;s <+ - Yaod'
als Argumente enthalten. Fiihrt man die folgenden Bezeichnungen ein:

. s Tyg . La29
Lo = —~ B ===, . ..., Bggy ==
2= 11 L’ 222 L
' Yy LI
e Mg == —"5 g e = =T
Tt b’ [ vy’ Ta22 O

so lautet die Gleichung 4, f==0:

of . of of . °f [ , of (af of
e v L L =20t Nt
it agnﬂ!—eglz_‘d&ﬂh 3&21+§2 8&y, e a'ﬂn+m P 37121)
Cef of of
- Er +@&m+ Tyy) - m 4+ CEu+ &2y Ma2) - 5‘{_112
. 2 : @ . . of
+ 28+ £201) - %1‘1 + (2812 Moz - a“-gi'c; + GatEa 'Q1+;3'Gz1) . 35-«;
. e E ] af . 23
+(2422+§:'ﬁ22)'§?]i - -[3"11"111‘3_f '{“(2711“12—!!"")11)-3,—]4‘
) 3929 “ M1 12
P, of 9, . °f o 9, . °f
T(fm‘r‘zfuﬂm)-), +( 412“{"'?1'122)~3 = ( ﬂzr+ﬁ1-ﬁ'22)-r’
a1y T2 Tao1
af -
L 3q,. ——|=0.
T 9 Y2 EN

Ausserdem ergeben die Relationen (3) und (4) in § 4:
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e 1f o 19, . E Lo L 9k
f s Tbmfu‘ﬁ‘g’m—*%ﬁﬂ‘)—Q12+201§21’
@) !
oMo - 8 2500

U gy = Gy 20 =Ty
28,1+ 0y - Gra— 38uy) T 23, - (31 — Tgz)

N

o

.y = LI py E £ .
Ty - &2 T — B Maxs + 2 - (38 —&)5

=2

. e c .
o1+ — Gz TS0+ M + 28 s

3
= Mgt —Tyzz - S Tr - Sy 280 s
28595 - Ty~ (Eaar — BE100) + 2853 - (BTs — )
= 27a95 4 &5 - (Nams — 3 Thyae) + 2722 - (B — &)
Die Gleichungen 4,f=0, 4,/=0, 4,/=0 sind nach den Differen-
tialquotienten of 2 ai auflésbar und die Koeffizienten der aufgels-

ey, 8ny'7 Ary
sten Gleichungen verhalten sich reguldr in der Umgebung des Wertsystems:
r;=1, 5,/ =1, r;, =0. Als unabhéngige Invarianten kann man daher die
Hauptlosungen des vorhin besprochenen vollstandigen Systems in bezug auf

dieses Wertsystem annehmen. Sie haben die folgende Form:

1. Stufe: i(l” =&, z'f;‘ =1,

2. Stufe: ’i(xﬂ =81 — T 7’4-'_2) =&y — &7 b
LA‘: =& — & if} =1+ 2"1? -
@ =m0k, ) =Tt 2mb,
1.(72, =l + 2&,-

3. Stufe:

A3) __ ¢ . . .
L =8 - (28 0=141) s 2;3) =Eys — &2 - Gt 10 Hl22)s
A __ s . :

by =8y — %12 - @& )y f;) =Ly — 12+ (28151 "22)s

(3) ___ ¢

. £ ;8) ___ 2
By =8y — Ep - ot Egttamar) f b —Ep- (@ L8 Man)s

FE) 2 . P
l7) = Ty, F6 &2 - (a1, Era)s 7’1(:;3’ = Ty5+2 855 - (20 e 37, &),

+(3) . £ ;
gy’ = Mgy 281 - (20 3 "ﬁgw) s ‘lﬁi’ = Tyt 2815 - (0 Tog 2 M2 31 810)s

43 o .
1y, = Mg +28; - (Mt Tas 2153 10:61); 1(1? = Tags 6815 - (aa+E12)-
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Auf Grund der aligemeinen Theorie weiss man von vornherein, dass es
My =2 unabhingige Differentialinvarianten erster Stufe geben muss, ferner
m, = b Diilerentialinvarianten zweiter Stufe, die voneinander und von denen
erster Stufe unabhéngig sind, endlich m, =9 Differentialinvarianten dritter
Stufe, welche voneinander und von denen niedrigerer Stufe unabhingig sind.

Die oben aufgestellen Differentialinvarianten erster Stufe i(ln, z',(z” sind
unabhingig.

Zwischen den Differentialinvarianten zweiter Stufe 4",..., i mitssen
swei Relationnen bestehen. Diese Relationen findet man unmittelbar mit
Hilfe der Relationen (2). Sie haben die folgende Form:

(2} (D) A(2) 5420 AU __ A% (3)
I i) A 24y iy, =1 420

+2) ) o (2 o 22 (2] (1
l iR =00+ i 24P .

*

Zwischen den 12 Differentialinvarianten dritter Stufe EES), ey 17‘13;

sen drei Relationen bestehen. Diese Relationen findet man ebenfalls sehr
leicht mit Hilfe der Relationen (2) und (3). Sie lauten:

miis-

248 i (0 —340) 4 240 . (34 — 1)

=2 P 14® 3 + 64 .4,

(1) A8) +3) A2 @ (@ %) __ i3 (8) (L @ ).
(5) iy hy — 448 424 B AN

5

2i® @0 i — 30 L2 (34D —4)
2

2

o8 1 0 (0 (3) FORE)
=24, +14 - (5 — 30y — 247 .t .

Fiir das Wertsystem: 1, =1, y,/=1, r,, =0 nehmen die gefundenen
Differentialinvarianten die Werte: ¥y, %/, Ty, Tias- - - Yases Uit Dig's + o s Yoz’
Die Relationen (4) und (5) ebenso wie die Relationen (2) und (3) nehmen
dann die Form an, welche sich aus den Relationen (3) bzw. (4) in § 4 ergibt.

Nunist fiir r=2, y' =9, y=y:

=1, p'=1, =0 v'=0; r=r,=.... 0 =0

Um z B. die Definitionsgleichungen der endlichen Transformationen
der linearen Gruppe zu bekommern, muss man die Gleichungen:

=k
'I-[. )
J

= oz (2YY)
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ausfstellen. Darin bedeuten die ay; diejenigen Funktionen, in welche die i;.k)
vermdge der Substitution: =, y' =1y, y =y iibergehen. Man bekommi
also die folgenden Definitionsgieichungen:

! =0, v =0
6) l 1, =0, 15, =0, 1p=0
n =0, wy .1+ 2r,.0,"=0

Alle Ableitungen dritter Stufe sind gleich Null mit Ausnahme von Yaos's
fiir die sich ergibt:
oz’ - 12— By xpy* =0,

Die Gleichungen dritter Stufe gehen also aus den Gleichungen zweiter
Stufe durch Ausfithrung der Operationen f;, f» hervor.

Die Richtigkeit der Definitionsgleichungen (6) kann man unmittelbar
verifizieren. Die endlichen Gleichungen der linearen Gruppe aufgefasst als
Gruppe von Beriihrungstransformationen lauten namlich:

o ,__d-ey
r=a-+brtoy; v=dter41y; V=g
i
Daher:
L= bt+ecy; m=¢
e Cb—ed o, 2eleb—-cd)
T =Gy BT T oty
Ml 20 2%
0 bcy - r
oder:

Yoo 1y 21y, . 1 =0.

Man kann ferner die gefundenen Differentialinvarianten dazu benutzen,
um nach der Methode des leizten Paragraphen gewisse Differentialgleichun-
gen aufzustellen, in welchen die Definitionsgleichungen aller mit der linearen
Gruppe vermoge einer Berithrungstransiormation dhnlichen Gruppen stecken.
71 diesem Zwecke braucht man aber nicht alle vorhin aufgesteliten Differen-
tialinvarianten zu beriicksichtigen. Durch Ausfiihrung der Operationen fi, fu
auf die Differentialinvarianten erster Stufe bekommt man namlich vier vorei-
nander unabhangige Differentialinvarianten zweiter Stufe; durch Ausfithrung
der Operationen fi, fu auf *die Differentialinvarianten zweiter Stufe kann
man schon samtliche Differentialinvarianten dritter Stufe bekommen. Man
braucht also nur die beiden Differentialinvarianten erster Stufe und diejenige
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der fiinf unabhdngigen zweiter Stufe zu beriicksichtigen, welche sich aus de-
nen erster Stufe durch Ausfithrung der Operationen fi, fu nicht ableiten lasst.
Mit Riicksicht auf die nachher durchzufithrenden Rechnungen mdgen aber
ausser der genannten noch zwei andere einfachste Differentialinvarianten
zweiter Stufe mitgenommen werden.

Man bezeichne:

r s ) I r r, T T T,
L="u_D2 D, I:?l_ﬂ.i.h,. I="2 te L
I Ty Be By I, Iy by Iy L n

Mit Hilfe der Formeln (5), (6) in § 6 kann man nun die Ausdricke
@I, (k=1, 2, 3) berechnen. Es ergibt sich:

CN, =1, (M, -+ M) — I*. My — Moy

OO L= —1I, (My+My)-+12. My My,

0O, =M, (I, —I,. I, —1I, . L) — M, . I,
LMy, I I+ My L — Moy — I - (Muo It — M),

Andererseits hat man:
L=@)+1. Iy L=,
L= o® (zyy", k=1, 2, 3)

Setzt man nun:

so bilden die Differentialgleichungen:
[ Ll = 3, . 0 — M, . 0P — M . of’ k=1, 2, 3)

das gewiinschte System, in dem alle mit der linearen Gruppe vermdge einer
Berithrungstransformation #hnlichen Gruppen stecken. Dieses System lautet:

— oW, My e (MM, ) — My = My o0l — M, o) — M o)
o 0, My 0. (Myy+-My) - My = My 0P — M, of — M. o,
(m(1“ - "’g)' qu My — 0 M+ 0@ 0. Myt ot My, — Moy

0 (M, .00 — M,,,) = M,.0®— M, .0 — M.oP.

Die Definitionsgleichungen der linearen Gruppe ergeben sich aus (I )
wenn man darin: ol’=o0®=0®=0 seizt, in der Form:

M, =0, M,=0, M,=0.

o
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Man muss dann noch alle Gleichungen dritter und vierter Stule hinzu-
fiigen, welche aus den obigen durch Ausfiihrung der Operationen f1, 1o fol-
gen. Uberhaupt bekommt man durch Ausfiihrung der Operationen fy, />
auf die beiden ersten der Gleichungen (I) vier Gleichungen dritter Stufe.
Sie miissen voneinander unabhingig sein, weil sie unmittelbar nach den vier
voneinander unabhangigen Differentialoperationen: My, Mqspy Mgy, Mos
auflosbar sind. Es leuchtet ein, dass sich die dritte der Gleichungen (I)
durch Ausfithrung der Operationen fi, f, aus den beiden ersten nicht ableiten
lisst. Ware es namlich der Fall, dann miisste dasselbe fiir o)=o0®=o®=0
gelten; dies ist aber nicht moglich, da die Gleichung M, =0 aus den bei-
den M, =0, M,,==0 sich durch Ausfihrung der Operationen fy, > nicht
ableiten lasst.

Jeder Gruppe von Berithrungstransformationen, welche mit der linearen
Gruppe vermdge einer Beriihrungstransformation dhnlich ist, entspricht ein
System von drei Funktionen o, o®, «®, das in (I) eingesetzt die Defini-
tionsgleichungen der betreffenden Gruppe liefert.

§ 8. Die i)eiiniﬁonsgleichungen aller mit der allgemeinen projekiiven
Gruppe vermdge einer Beriihrungstransformation &hnlichen Gruppen.

Die charakteristische Funktion der allgemeinen infinitesimalen Trans-
formation der projektiven Gruppe lautet:

(1) W=a-+ba-tey+dy-texy+fyy+ge. @y —y+hy (xy'—y) -

Alle Definitionsgleichungen, welche diese Funktion bestimmen, lassen
sich aus den beiden folgenden:

2 Wy, =0, Wy =10

durch Ausfiihrung der Operationen f;, f, ableiten.

Dieses Ergebnis kann man unmittelbar verifizieren. Man kann sich
ferner iiberzeugen, dass es mit den Eigenschaften der projektiven Gruppe,
betrachtet als Gruppe von Punkttransformationen tibereinstimmt.

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen der
letzteren lauten:

@ bre=2%y; Loy =0; 7e=0; Tyy = 2&ay.
Alle Ableitungen dritter Ordnung sind gleich Null; dies ergibt sich durch
Differentiation der Gleichungen (3). Alle Definitionsgleichungen der infini-

tesimalen Transformationen der projektiven Gruppe, aufgefasst als Gruppe
von Punkitransformationen, lassen sich also aus den Gleichungen (3) allein


GUEST


184 o Wi. Gasiorowski. (50)

durch Differentiation ableiten. Ist also die obige Bemerkung richtig, so miis-
sen in den Gleichungen (2) alle Gleichungen (3) stecken. v
Es ist in der Tat:
W=y".t—mq.

T g g (£ \ . .
Wiy =—tea ¥ - (fee — 20) + 97 26y —Tyy) — % . &yy
W, =0.

Die Gleichungen (2) und (3) sind vollstandig gleichbedeutend. Aus der

Tatsache, dass sich alle Definitionsgleichungen der allgemeinen projektiven
Gruppe, aufgefasst als Gruppe von Beriihrungstransiormationen, aus den bei-
den Gleichungen (2) durch Differentiation ableiten lassen, folgt ohne Weite-
res, dass die projektive Gruppe zwei Differentialinvarianten erster Stufe in den
Veranderlichen r, v, r;, 1,,.... besiizt und dass alle Differentialinvarianten
héherer Stufe aus den beiden letzteren durch Ausfithrung der Operationen
f1. [» abgeleitet werden kénnen.
o Auf Grund dieser Bemerkung kann man die Definitionsgleichungen der
infinitesimalen Transiormationen aller mit der aligemeinen prﬁjektiven Grup-
pe vermdge einer Beriihrungstransformation ahnlichen Gruppen noch einfa-
cher, als im Falle der linearen Gruppe, aufstellen.

) Zunéchst kann man sich leicht fiberzeugen, dass die vorhin gefundenen
Differentialinvarianten I,, I, erster Stufe der linearen Gruppe zugleich Diffe-
rentialinvarianten der projektiven Gruppe sind. Man braucht dazu bloss die
Invarianz der genannten Ausdriicke:

¥ r
=22, ="

b
2 9y’
gegeniiber denjenigen infinitesimalen Beriihrungstransformationen B, f, B,f
zu beweisen, welche den beiden charakteristicchen Funktionen

W =yr.y'—y); WA=y y—y).

geniigen.
Mit Ritcksicht auf die Formeln (6) in § 5 ist aligemein:

_ Ly . e 1 . —
Bli= = (Wt W)+ - (Wt W)
: 1

Y, - R 1 . .
Bl= 2. (Wlx L Wieh') — — 7 (Fy 1= W)
D : ’ -
a nun:
A . =0l =wl=w=0
ist,:so ist auch: )
B I, =0, BI,=0, B,I,=0, B,I,=0,

icm®
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wenn man mit B,f, B, die den charakteristischen Funktionen W, @

entsprechenden infinitesimalen Berithrungstransformationen bezeichnet.
Entnimmt man dem Systeme (I) der Definitionsgleichungen die bei-

den ersten:

{ O M, — ) (Myy-D ) My Mo 0l — (3, o) M w)==0,

(I

| 6t Dy 0@ My 23— 3,0 3, 0P L 0 =0,

so stecken in den Gleichungen (Il) die Definitionsgleichungen der infinitesi-
malen Transformationen aller Gruppen, welche mit der allgemeinen projekti-
ven Gruppe der Ebene, aufgefasst als Gruppe von Berithrungstransformatio-
nen, vermdge einer Berithrungstransiormation #hnlich sind. Die letzteren er-
geben sich fiir

=0, od=0
in der Form:

M, =0, My,=0.

Um nun die Integrabilititsbedingungen zu finden, denen die in den
Gleichungen (I1) auftretenden Funktionen o), o® geniigen sollen, miisste
man durch Aunsfithrung der Operationen 7, f, die Gleichungen fiinfter Stufe
aufstellen, dieselben nach den Operationen fiiniter Stufe auflésen, sodann
noch zweimal die Operationen f,, f, ausfithren und die zwischen den Opera-
tionen sechster und siebenter Stufe bestehenden Identititen benutzen. Die
dazu notwendigen Rechnungen sind aber praktisch schwer durchfithrbar. Die
gewiinschten Integrabilitaisbedingungen lassen sich trotzdem aufstellen, aller-
dings auf anderem Wege. )

Die projektive Gruppe der Ebene lasst bekantlich die Gesamtheit der
Punkte und die Gesamtheit der Geraden der Ebene invariant und diese Ei-
genschaft ist fiir die projektive Gruppe charakteristisch.

Fithrt man nan vermdge einer Beriihrungstransformation newe Veran-
derliche ein, so geht die projekiive Gruppe in eine Gruppe von Berithrungs-
transformationen iiber, die diejenigen beiden Kurvenscharen der Ebene:

@ yr=ualx, ¥,y v =28 1)

invariant lasst, in welche jene Berithrungstransformation die Punkte und die
Geraden der Ebene iiberfiihri.

Die Aufgabe, die Integrabilitatsbedingungen fiir die Gleichungen (II) zu
finden, ist also mit der folgenden Aunigabe gleichbedeutend:

Die Bedingungen zu finden, denen die Funktionen = (zy¥); & (yyh
gentigen missen, damit es eine Berithrungstransformation gibt, welche die
eine der beiden durch die Differentialgleichungen: ¢'=a, y/'=§ bestimmten
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Kurvenscharen in die Geraden und zu gleicher Zeit die andere in die Punkte
der Ebene fiberfithrt, oder, analytisch ausgedriickt, die eine der Differential-
gleichungen (4) auf die Form: y'=0 und gleichzeitig die andere auf die
Form: y'"=co bringt.

Denkt man sich die Differentialgleichungen (4) integriert, so stellen die
Gleichungen

(5) y:f(rz:,a,b); 1)21?(I!ﬂ» b)

die in Rede stehenden Kurvenscharen dar.

Jeder Kurve der ersten Kurvenschar entsprechen oot Kurven der zwei-
ten Kurvenschar, welche die erstere berithren. Die Beriihrungsbedingung ist
eine Gleichung von der Form:

(6) (e, b, o, H)=0.

Da nun die gegebenen Kurvenscharen durch eine Beriihrungstransior-
mation in die Punkte und die Geraden {ibergefiihrt werden sollen, so muss
die Beriihrungsbedingung (6) durch geeignete Wahl der Parameter @, b und
der Parameter a, b die folgende Form erhalten konnen:

) b—=a.a+h

und zwar ist die letztere Bedingung notwendig und hinreichend dafiir, dass
diese Uberfithrung moglich ist.

In der Tat: die eine der beiden gegebenen Kurvenscharen, z. B. die
erste y =f(x, @, b) kann immer durch eine Berithrungstransformation in
die Schar der Punkte #=a, y =>b tbergefiihrt werden. Die Beriihrungs-
transformation, welche diese Uberfiihrung vollzieht, ist durch folgende Glei-
chung:

e, y, x, y)=y— & o, 1) =0,

als aequatio directrix, bestimmt. Dabei geht zugleich die zweite Kurvenschar
in eine gewisse Kurvensthar iiber, welche durch die folgende Gleichung:

y=7(, a b
bestimmt sein mge. Die Berithrungsbedingung lautet jetzt:
b=c¢(a, a, b).

Ist es nun maglich durch Transformation der Parameter @, b und «, b
diese Bedingung auf die Form zu bringen:

b= a0 0,

a1=X(¢lab)7 blzq‘(@rb)

wobei:
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()

ist, so kann man die Gleichung der zweiten Kurvenschar folgendermassen

darstellen:
Y, y) o @, v =Db.

Mit anderen Worten: die zweite Kurvenschar geht bei der vorhin erwihn-
ten Beriihrungstransformation in eine Kurvenschar iiber, die durch Punkt-
transformation in die Geraden der Ebene fibergefiihrt werden kann.

Die Aufgabe kommt somit darauaf hinaus, zu untersuchen, wann die Be-
rithrungsbedingung (6) durch geeignete Transformation der Parameter a, ¥
und a, b auf die Form (7) zuriickgefiihrt werden kann.

In der Gleichung (6) mdgen die @, b als Parameter, die a, b als Ve-
rinderliche betrachtet werden. Dann bestimmt diese Gleichung die Veran-
derliche b als Funktion der Verinderlichen a und diese Funktion wird durch
eine gewissé Differentialgleichung zweiter Ordnung definiert:

®) b7 = 7 (abb').

Die Parametertransformation, welche die Berithrungsbedingung (6) auf
die Form (7) bringt, muss zugleich die Differentialgleichung (8) auf die Form
0" =0 zuriickfiihren.

Nun kann man natiirlich die Rollen der beiden Parameterpaare a, b;
@, b vertauschen. Man kann namlich in der Gleichung (b) die a, & als Ve-
randerliche und die a, b als Parameter betrachten. Dann definiert diese
Gleichung eine der Veranderlichen a und b als Funktion der anderen, z. B. &
als Funktion von @ und diese Funktion wird durch eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung:

©) V=g (a, b, V)

bestimmt. Die Parametertransformation, welche die Berithrungsbedingung
(6) auf die Form (7) und zugleich die Differentialgleichung (8) auf die Form
" =0 bringt, muss also ausserdem noch die Differentialgleichung (9 auf
die Form "= 10 zuriickfithresn.

In seiner Inaugural Dissertation: ,Zur Invariantentheorie der gewohnli-
chen Differentialgleichungen zweiter Ordnung® (Greifswald, 1905) bat Herr
Alfred Koppisch den folgenden Satz bewiesen (S. 17):

Soll sich eine Differentialgleichung y'" = (zyy") durch eine Punkt-
transformation auf die Form y/= 0 bringen lassen, so ist notwendig und

hinreichend, dass sie die Form:
Y =w,— 30,y + 30, Yoy

hat und dass ausserdem, wenn ¥y = Y(z, a, b) die allgemeine Losung der
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eichung "= w ist,  als Funktion von @ betrachtet einer Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung von eben dieser Form geniigt.

Die Differentialgleichung 0”7 = (ab ") muss also entsprechend die fol-
gende Form haben:

(10) 0z, (n, )3, (2, B). 049, (a, §). 6 f-g, (g, B). B =0,
und die Differentialgleichung " = g (¢ ?') analoge Form:
(1) 0" 4o (@ D)+ (@, B) .5 4, (@. B). 0244, (a, b). 1" =0,

Es geniigt natiirlich, eine der beiden Differentialgleichungen (10) und
(11) zu betrachten. Die Bedingungen fiir die Funktionen o, B, welche man
etwa aus der Untersuchung der Gleichung (10) bekommt, werden sich durch
Vertauschung von o und § unmittelbar in die entsprechenden Bedingungen
verwandeln, die aus der Betrachtung der Gleichung (11) hervorgehen.

Die Gleichung (10) kann man auch folgendermassen schreiben:

de. &b —ab.d* a4y, (a, ). dad 4o, (a, B)da2. db
+ o, (a, By da.db2 o, (a, B).dB3 =0,

(12)

wodurch die Parameter a, b als gleichberechtigt erscheinen.
Im Folgenden wird eine von Prof. Engel angegebene Methode ver-
folgt.

Es moge namlich die folgende Operation eingefithrt werden:

2f 2f ) R
(13) ofwat)y =L et av =7, datfi.an.

Die Berlihrungsbedingung (6) geht aus den beiden Gleichungen:
(14) y—y=0; ¥ —y=0

durch Elimination der Verinderlichen » hervor, wobei y={[{(x, @, b) und
y=2(z, a, b) zu setzen ist.

Durch Differentiation der Gleichungen (14) ergibt sich, wenn man z, a, b
als Verdnderliche und @, b als Parameter auffasst:
(¥ —vjdz—3dy=0,

cy=0,

(15)
1 [+ (@yY) — B (zyy)] de — 3y =0,

oy . dx 442y = 0.

icm
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Eliminiert man d.v aus den beiden letzten der Gleichungen (15), so be-
kommt mam:

@)

n:ﬂy

(16; i 1 : o me o M [ 2 O
U [a(eyny — g epy)] . 2y 2y =0.
Nun ist auf Grund der Bezeichnung (13):
By=uy,.datus.db,
fy'=1u. da-tn db,
(7

By=1,..da>4+2y,;5.da. db-tuep. db¥ -0, d¥a-fus - 42D,

S ——

Bry'=1y,,". de®-F 2y, da. db e’ By @ atud d*D.

Lést man die Gleichungen (17) nach da, db, d*a, d*b auf .und setzt
die erhaltenen Ausdriicke in die linke Seite der Gleichung (12) ein, so be-
kommt man:

da.d?b —db.d?at-o,(a, b) de® 5, (a, 0) da®.db--¢, (a, D) da.db®

N

(18) g (n, B).db¥=1k.(By.2%y— 5% . B ), . 80 iy . 8970
TS0 30 . B0,

worin kL, n,, 4y, ., #, gewisse Funkiionen von , a, b bedeuten. D%e
linke Seite der Relation (18) enthéit die Verdnderliche x nicht, wiahrend sie
auf der rechten Seite scheinbar vorkommt. Diiferenziert man also die Rela-
tion (18) nach =, so bekommt man identisch Null, d. h. es miissen alle Koei-
fizienten einzeln verschwinden.

Diese Differentiation ergibt:
202y 00 oy 30 - 3E (g 09 20 90 80 - B g 807)
Lo 3w Byt By ey 8y Oy Ry Oy =0,

Setzt man in diese Identitit die folgenden Ausdriicke:

o,

f="Fy.09Lv. 2y

833 = fyy.0Y° 428502y By ey 5})"“—}(5;.531) -+ 8 22y

ein, so ergibt sich:
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L8y (Byy 80P+ 2Byy 5y Oy By B0
+ (- BN (3. 8%y — 307, 820) . 390 Bpgt-pT) .0y By
- (a/200)- 8989 (b o) . By
= (B - By -Bu . BY) (g B0 2y . 8 3y By . 8y = 0.

Da die Koeffizienten von (3y.8%y/'—2y’.8%y), 393, 8y 3y, 3y.8y2 8y
einzeln verschwinden miissen, so zerfillt die obige Identitat in finf Differen-
tialgleichungen, welche die Funktionen X, p,, n,, po, py bestimmen. Diese
Differentialgleichungen lauten:

( Nb By =0,
A Byy iy By 1’ =0,
(19) D20y By 20 Bot o Bpo =0,

M Byw o+ 2ps By 4 3 Bo T4 20, =0,

3pg Byt po' v =0.

Ausserdem ergibt sich noch eine endliche Gleichung. Aus (12) und (18)
folgt namlich fiir 8y ==0:

— N8y g By =
und daraus bekommt man mit Riicksicht auf die zweite der Gleichungen (16):
20) (3.=28) s -+ A =0.

Die Gleichungen (19) kann man mit Riicksicht auf die Bezeichnungen
des § 1 folgendermassen schreiben:

NG =0,
A By by - B g =0,
(19 bis) 2N Bag 1 - Ba o 20 - By H 1 +Bpe =0,
] Mot 20 B+ 3 Bt 20 =0,
| By -+ s’ + 0, =0.
Der Kiirze halber moge die folgende Bezeichnung eingefiihrt werden:

af@yh_3f ., °f , 2 ,
o) [ =ty S ef=r

a(zyy)—B(zyy)=1.
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Mit Hilfe der endlichen Gleichung (20) kann man alle Funktioneni
A, By, iy Uy durch die letzte pg ausdriicken. Dazu braucht man nur die
fortschreitende Differentiation der Gleichung (20) und der weiteren Relatio-
nen, welche dadurch entstehen und die Elimination von g/, p,/... mit Hilfe
der Gleichungen (19) anzuwenden. Es ergibt sich auf diese Weise:

A0 [38T—2 (M 282 By) -8, - Bal -1t (4Bas — Bl b5

Nochmalige Differentiation und Elimination ergibt die gesuchte Bedin-
gung fiir die Funktionen o, B:

PV 27 (1 By — 4D T 1 P (8B — (B, 106s)]
1298 (B — Ba) — 61 P P [T Bl 3 By By 10 (B R, - B)
©9)  — 2829772 (108, — 8B, B 4127 (1. B, — 27)
et (BT — 28 By BT - 28.7) - 5Ba - By 1485 BT 48, B
— By (25,931 [3 . (B - Bar—2Bss) 4 - (Baa'— Ba - Bag) e - Bog™— B =0

Diese Gleichung lasst sich einfacher schreiben. Doch ehe man dazu
iibergeht, moge eine Bemerkung eingeschaltet werden.

Setzt man die Ausdriicke (21) in die aus der Beriihrungsbedingung fol-
gende Gleichung:

(23) A.(8y.80y—BY . 229)+ . BP9 8+ .8y B9 s . By 0

ein und beriicksichtigt man noch die Formeln (17), so bekommt man die
Gleichung von der Form (12), wo die Veranderliche 2 gar nicht auftritt.
Fiihrt man ferner statt a, § die Anfangswerte y,, v,/ fir =, ein, indem
man setzt:

We=a =1, (W)= = b,
so ergibt sich:

Bro=dye, B0 =0Us Fh= Y, BN =dyy.
Betrachtet man in der Relation (6) den Parameter & als Funktion von a,

Prace mat-fiz,, . XXVI. 20


GUEST


192 Wi Gasiorowski. (58)

so ist diese Funktion auch durch eine Differentialgleichung von der Form (9)
bestimmt. Fithrt man ferner anstatt (13) die Operation:

Sf(x. @, b)="f..daf,.db

ein, und benutzt dieselbe Methode, wie vorhin, so bekommt man die zweite
Bedingung fiir die Funktionen «, 8, welche aus (22) durch Vertauschung
von o, B hervorgeht.

Es moége nun ein System von zwei Funktionen «, B vorliegen, welche
diesen beiden Bedingungen geniigen. Man benutze ferner bei der Integration
von y’'=ua, y'=p die Anfangswerte ¥,, %, %, 9’ von ¥, ¥; v, y fir
x =1, als Integrationskonstanten. Dann enthilt die Gleichung (23) die Ver-
anderliche 2 nicht und man kann sie fiir 2 = z, hinschreiben. Benutzt man
also die Anfangswerte ¥y, ¥4/; Vo, W,/ als Integrationskonstanten @, &; a, 0,
so lassen sich die Differentialgleichungen (8) und (9) die aus der Beriihrungs-
bedingung folgen, auch ohne Integration der Differentialgleichungen y"’=a,
y"’=2§ hinschreiben.

In der vorhin erwdhnten Dissertation hat Herr Koppisch den folgen-
den Satz bewiesen:

»S0ll die zu einer gewdhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung
3y = o (xyy') gehérige Differentialgleichung 8" = ¢ (ab¥") die Form:

V=a,(a, b) — 30, (a, b). V' +3a,(a, b) .02 —ay (@, b). b

haben, so ist notwendig und hinreichend, dass w der partiellen Dn‘ferentlal—
gleichung vierter Ordnung:

a ‘”y v a ”’z/y’

@4 — 44 By, — my,.( d“’“.+4 ,y)+3my =0
geniigt®.

Ist diese Bedingung erfilllt, so lasst sich die Differentialgleichung
V=g {abd) auf die Form #"”=0 bringen, es gibt also eine Punkttransfor-
mation, welche die Differentialgleichung ¥”=w (xyy’) auf die Form 3" =0
bringt.

Die Bedingung (24) muss sich aus (22) fiir = oc ergeben, denn in
diesem Falle stellt die Differentialgleichung /= o die Punkte der Ebe-
ne dar.

Um dies einzusehen, braucht man nur die Relation (22) durch v° zu di-
vidieren und sodann a=oc, y=o0c zu setzen. Auf diese Weise bekommt

man:
3. (r‘s P22_2f33)+4 (p’a “?‘5 rzs)‘”ﬁz Pas “12>H= 2

was mit (24) vollkommen {ibereinstimmt.
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Um nun die Bedingung (22) einfacher zu schreiben, moge man

setzen:
A= By —4fy;, B=8.8, — 284,
C=3?3—2'(§22+B:‘:I)’ D=, %,
My =85 — (3. + 105s),
ATS:7%?’21[+3{32 . 521 —10. (35_1" AN —2?“25’
(25)

Py= 0% —§, . C'—3B,.C~+8(D'—§,. D),
Q;=3B-+8.4—4,

il —21t =y, (f=1.7%—37.%),

T — 3. =7,
Dann bekommt die Bedingung (22) die folgende einfachere Form:
PV — 2. (BT 44 — 2428, 7 TR M Vs

(26)
+1* Py Qs =0.

Die Ausdriicke M;, Nj, P, @; sind nur von ? abhingig und enthalten
die Funktion « nicht.
Vertauscht man nun o und & miteinander, so geht:

O L S G
itber in: )
— =" = T
Die zweite Bedingung fiir die Funktionen o, # lautet daher:
¥ 3 — 2y (3. T Aty — 2441 Qa.g.7.?+7’.T{._Mu+~(341.2\7,
-t P30 =0,

Es sei nun eine beliebige infinitesimale Berﬁhrungstransfor_mation Bf
durch ihre charakteristische Funktion M (zyy') gegeben. Dann ist:

Br=M,, By=—M, By=y.M—M,
By = — [My; + ¢ (M + M) + 4" M)
By(wyy)=M,.0, — (Mo, + M. %) -

Soll diese infinitesimale Berithrungstransformation die beiden Differep—
tialgleichungen y" =« (xyy'); ¥/ =B (yYy) invariant lassen, so muss sein:

@n
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B{y'—o=0, B —p=0

vermdge 4"’ —o bzw. y”—=f. Die Definitionsgleichungen dieser infinitesi-
malen Transformationen lauten daher:

l My 4o (M4 M) o2 Myg + oy My — (o3 M -0, M) = O,
Ly 5 (Mg M) 62 M 8, M, — (B M-8 M) = O,

Sie bestimmen eine achtgliedrige Gruppe von Berithrungstransformatio-
nen, welche mit der allgemeinen projektiven Gruppe vermoge einer Beriih-
rungstransformation ghnlich ist. Jedem System von zwei Funktionen «, 8,
welche den Bedingungen (26), (27) geniigen, entspricht eine Gruppe von Be-
rithrungstransformationen.

Setzt man:

(29) o=

28)

1

— o B=

so gehen die Gleichungen (28) in die Definitionsgleichungen (II) der acht-
gliedrigen, mit der allgemeinen projektiven Gruppe #hnlichen Gruppen iiber.
Die Gleichungen (26), (27) liefern bei der Substitution (29) die Integrabilitats-
bedingungen fiir die in den Definitionsgleichungen (II) aufiretenden Funktio-
nen o), o®. Fiir jedes System von zwei Funktionen o®, ®, welche den
letzteren Integrabilitatsbedingungen geniigen, liefern die Gleichungen (II) die
Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen einer mit der
projektiven Gruppe dhnlichen Gruppe. Die letztere kann auch definiert wer-
den als Gruppe von Berithrungstransformationen, weiche die beiden Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung

(30) Y g5 =0, ¥te®=0

o)

invariant lassen. Die Berithrungstransformation, welche dann die Differen-
tialgleichungen (30) auf die Form y"”=0, /=00 bringt, fiihrt die entspre-

7(61) Uber die Definitionsgleichungen u. s. w._ 1_95_

mit einer der drei Gruppen #hnlich, deren charakteristische Funktionen der
infinitesimalen Transformationen lauten:

2

n 1, =, ¥, y—izy, 22, =y, y°?

i, =z, o, y—izy, 2, zy, y°?
1 .
z.(y—ixy), ¥.(y—izy), y—izyy

i

L

Die charakteristische Funktion der allgemeinen infinitesimalen Trans-
formation der ersten Gruppe lautet:

W=ua+br-Fey-Lde® +exr.v4f.y2
Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen haben
folgende Form:
Wy — Wy =0,
2 Wiy = Wya = Wy = Wigy = Wiy = Wiy =0,
m, =0, my=1, my=26; s=3.
Die Differentialinvarianten gibt die folgende Tabelle an:

=19y — 5y

!y

chende Gruppe von Beriihrungstransformationen in die allgemeine projektive @) Lo,

Gruppe iiber R S e N P T TP PR Py PG PHI oo PRt P9
e I I R e e R NN S T TR ey T Ty PP A

§ 9. Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen
aller irreducibeln Groppen von Beriihrungsiransformationen der Ebene.

Nach dem Theorem 69 des zweiten Abschnitts (S. 433) der , Transforma-
tionsgruppen® ist jede continuirliche irreducible Gruppe von Beriihrungs- *) Jo—Ji +2js=10; 2js —Js 1 =0
transformationen der Ebene z, y entweder sechs — oder sieben— oder zehn-
gliedrig und sie ist durch eine Beriihrungstransformation der Ebene z, y

Unter den Differentialinvarianten zweiter Stufe sind nur sechs voneinan-
der unabhingig. Es bestehen ndmlich die Relationen:

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen aller
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sechsgliedrigen irreducibeln Gruppen von Berithrungstransformationen der
Ebene lauten:
o (Myp— M) =M,y0, — (M0, May),

0 Mygy =M,y (1-8) 4 (M, — 2 My) . B My . 6— My By-+ M, By My,
aMyy=M,, s~ (@ My— My) .12 Moy — My~ Myt -+ M 7y,

(5) § 0 My =2, e+ (2My—My,) .3+ Myy. (n—F) — M, 8, -+ M, 8, -+ My,
@ My =3.(Mjy6 — Myy 1) — Mye,+ M, e~ M.ey,

o My =3 (My C— M, 1)+ M, ¢ — (M, C+ M8y),

oMy =92 M, @My — Myp) My LMy, — (M1, M ).

Durch einmalige Ausfithrung der Operationen f;, f, auf die Gleichun-
gen (5) ergeben sich zunichst folgende Integrabilitdtsbedingungen fiir die
Funktionen «, 8, 7, &, &, £, 7:

s
Ty =0—T,

oy ==f 1,
’ 9 (G—1P45.(G—3 104 B—m)Fa. 6 Fu—28) =0,
(G)l C.(B1—8)—38. (1) — 2B 4o (2f+8m —5) =0,
el—n8+ @+ . 21—30)H-2. @45 —27) = 0.
Die Gruppe (I) ergibt sich aus den Gleichungen (5) fir a=1,
B=1=0=c=L=n=0 in der Form:
My, — M, =0; My =M;,=My; == My = My = My, =0.
Die Definitionsgleichungen der endlichen Transformationen der Gruppe

(1) lauten:

L —rn/ =15 % —u'n= 0, v E sy’ — 1y, =0.

iL

Im zweiten Falle lautet die allgemeinste charakteristische Funktion:
W=a-+br+cy +d@—3ry)Fer’+ /vy +gy=

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen sind

dann:
Wi =Wy = Woy = W= Wiys = Wiy =0,
s=—3.

m, =0, my=0, my=F6;
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Die Differentialinvarianten haben die Form:

= faz02 V' T

1y = M Doy = :
! Tonn =y

R ek
1 —,'n

g T izl g

n —u'n

i Yaaly — 0Ty

-y 1 '
= i Pty W ha .
* Y0 — 0 r

PR S T T
R Ny s — wt e 3
Lt — 0k

’ ‘5 - -
oy — '’

C MU
L=

; Ty oy’ — 0, Tos
! 1 3 ‘2 = 7 i
L0y — T

o
Zwischen ihnen bestehen die folgenden Relationen:
iy —i,+2i, =0; 24y, — i 41, = 0.

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen aller sieben-
gliedrigen irreducibeln Gruppen von Berfihrungstransformationen der Ebene
haben die folgende Form:

My =My (1 +8) — My, B+ My, . C— My - M, . B -+ M. By,
Mya=M,, e+ My. 72 My . — Mo, - M, 1, -+ M,

My =My, & - My .5 My . (11— B) — M, 8, 4 M, 3, + M3,
Mopy =2 M, + My). e —3Mpy .71 — Mye, + M, 5y -+ Mey,

My =M+ 2M,) L —3M, .+ ML — (M8, -+ ML),

Moy, =2 M,y -+ My - Mot 4 My, — (M, 1, M),

@

Die 3, 1, ¢, &, £, 7 sind Funktionen von x, y, ¥/, welche zunichst
folgenden Integrabilitatsbedingungen geniigen miissen:

l T — 4y 224 2+ 10— 25, =0,
® {Qz.<27—a>+3n2—ﬁz+zsl+3m—czso,
e l—f.1—3.@n+B+B+8&—21,=0.

Da die Differentialinvarianten 4, ..., 4; zugleich Differentialinvarianten
der sechsgliedrigen Gruppe (I) sind, so kann man die Gleichungen (7) als
Definitionsgleichungen dritter Stufe aller sechsgliedrigen irreducibeln Grup-
pen betrachten. Man braucht dann nur die erste der Gleichungen (5) hinzu-
znfiigen, um das System samtlicher Definitionsgleichungen der irreducibeln
sechsgliedrigen Gruppen zu bekommen. Das Entsprechende gilt fiir die Inte-
grabilitatsbedingungen. Diese Folgerung kann man auch analytisch verifi-
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zieren. Setzt man namlich in die Gleichungen (5) und (6) an Stelle der Fun-
ktionen B, 7, ¢, &, §, 7 tiberall die Produkte: aB, a7, 22, ae, al, a7, so
bekommt man (abgesehen von der ersten der Gleichungen (5) und der ersten
der Gleichungen (6)) genau die Gleichungen (7) und (8). Auf diese Weise er-
reicht man zugleich eine Rechnungsprobe.

Die Gleichungen (7) und (8) kann man noch etwas iibersichtlicher
schreiben, indem man B— 27 an Stelle von § einfithrt, d. h. 427 als neues
B benutzt. Mit Riicksicht auf die Relation

M, =2Myy, — M,y

kann man dann das Gleichungensystem (7) durch das folgende ersetzen:
M,=M, .8y — &My .p+ My L MyB — M B — ME,,
Moy =My . 30— B) -+ My.8-F M, e —M,3 M, 8, Mé,
Mo, =M,, e +M,y.1-+-2My . 0— M, -+ M 1, + My,

My =My . t+-My . +2M, v+ My —Myn,— Muy,

Moy =0CM,,+ M) .e—3Myy v — Mye, + M, e+ Mey,

M =@M, +M,).0—3M,, . n-+M, —MZL— M.

(7 bis)

Die Gleichungen (7 bis) zerfallen in drei Paare, die so beschaffen sind,
dass jede Gleichung eines jeden Paares aus der zweiten Gleichung desselben
Paares durch Vertauschung der Indizes 1, 2 und gleichzeitige Vertauschung
der Funktionen B, v, & mit bzw. &, 7, { hervorgeht. Dabei ist zu beachten,
dass die Operation f,={,, —/f» bei Vertauschung der Indizes 1, 2 in die
Operation — f; tibergeht.

Die Integrabilitatsbedingungen (8) nehmen jetzt die folgende Form an:

(1— 82— 28+ (20— B+ +1.—28=0,
(8 bis) l (n— B —2nE+C 2v—)] 4L+ —28, =0,
27t —0p) — B11+18) + L5 —2 (% +-1) =0

Man sieht sofort, dass die beiden ersten der Gleichungen (8 bis) bei der
vorhin besprochenen Vertauschung ineinander iibergehen, die letzte dagegen
in sich selbst.

Fiigt man nun zu dem System (7 bis) die Gleichung:

o (Myg—M,y) = My — (M, 0+ Magi

icm
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hinzu, so bekommt man das System der Definitionsgleichungen d§r‘ s.echs-
oliedrigen irreducibeln Gruppen. Um die entsprechenden leté{gral?xlitat_sbe-
dingungen zu erhalten, braucht man nur zu dem Systeme (8 bis) die beiden

Gleichungen:

(loga)y =5%—1- (loga)y =2—7

hinzuzufiigen, die bei der erwdhnten Vertauschung ebenfalls ineinander iiber-

gehen. '
* en‘Um‘er denjenigen Integrabilitatsbedingungen der sechs- und siebenglie-
drigen irreducibeln Gruppen, welche durch zweimatige A'usfﬁhmng der Ope-
rationen 7, fo aus den Gleichungen (7 bis) folgen und s1ch aus dﬂen integra~
bilitatsbedingungen (8 bis) durch Ausiihrung der Operationen f;. f, nicht
ableiten lassen, haben die drei ersten die folgende Form:

tyg - B — A1, [ — 8 @1 — B — L — 450 +37 . [ —B +1(1 —8
3L Bt 273 e (B —B) =0,
Die drei iibrigen ergeben sich aus den hingeschriebenen durch Vertauschung
der Indizes 1,2 und gleichzeitige Vertauschung der Funktiondn 3, 7, € mit
bzw. &, 7, 4.
L
Im dritten Falle lautet die allgemeinste charakteristische Funktion:
We=a-+bt+ ey -4d 0 —3ry) Fer+Fry +gv*
+ . —bry) kY 0 —Fry) 1 (0 —Fry)*
Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen sind:
{ W =W =Wiyy=Wap = 0,
(Wyz 4 Wiy =0, Wi+ Wye=0),
© Wi = Wie= Wy = Wime= Wagar == Wyaes =0,
"1+ Wiy =0:

(’[1, By, Gy, By =1, 2)

Wiges + Wa12=0,
We, Ggdgfs i, —

£3
Prace mat.fiz., t. XXV1 20
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Es ist also:

my=0. my,=0, my=4, my=—8, m,=12; s=5.

Mit Hilfe der Relationen zwischen den Operationen vierter und fiinfter
Stufe 14sst es sich beweisen, dass sich die Definitionsgleichungen vierter und
fiinfter Stufe aus den Gleichungen dritter Stufe allein durch Ausfithrung der
Operationen f,, f, ableiten lassen.

Die Differentialinvarianten zweiter Stufe lauten:

ITY St TR c Tl — 0’y
Tyt s, = TR
Tl =0k LR Rl VAR
oo nh =y, PR Do’ — 1,/ 1y
e N s g T e e R 2

o =1, ' Ty =y,

Die Differentialinvarianten hoherer Stufe lassen sich aus den letzteren
durch Ausfithrung der Operationen f,, f, ableiten.

Die Definitionsgleichungen dritter Stufe der infinitesimalen Transforma-
tionen aller zehngliedrigen irreducibeln Gruppen von Berithrungstransforma-
tionen der Ebene haben folgende Gestalt (s. (7))

Moy =M, e+ My 12 My — My, M, o, - Mo,
My =2 Myy4-My,) e — 3 M,y 7 — Mye, -+ My ey My,
My =M,y -2 My,) .C—3 My - Myt — (M, -+ ML),
My =2 My, (- Moy =My . C - My, — (M, 1+ Mg).

(10)

Die Definitionsgleichungen vierter und fiinfter Stufe ergeben sich aus
denjenigen dritter Stufe durch Ausfithrung der Operationen f,, f,. Die
Gleichungen (10) liefern die zehngliedrige Gruppe (IlI) fiir y=e={=7=0
in der Form M,y ==M,yy = M,;,==M,,, ==0.

Um die Integrabilitdtsbedingungen auf unmittelbarem Wege zu finden,
miisste man die Definitionsgleichungen vierter und fiinfter Stufe hinschreiben,
sodann noch zweimal die Operationen f,, f, ausfithren und die Identititen
zwischen den Operationen sechster und siebenter Stufe benutzen.

Wie im Falle der allgemeinen projektiven Gruppe, kann man auch hier
einen anderen Weg einschlagen, der wenigstens angedeutet werden moge.

Nach dem Theorem 71 (S. 439) des zweiten Abschnitts der ,Transfor-
mationsgruppen® ist die zehngliedrige Gruppe (IIl) die grésste continuirliche
Gruppe von Beriihrungstransformationen der Ebene x, y, welche die ge-
wohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung y'" =0 invariant lasst.
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Wenn man nun in die Gleichungen, welche die Transformationen der Gruppe
(Il) vorstellen, die neuen Verinderlichen durch eine Beriihrungstransforma-
tion einfiihrt, so ergibt sich eine mit der Gruppe (IIl) dhnliche zehngliedrige
irreducible Gruppe, welche dadurch definiert werden kann, dass sie eine ge-
wohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung von der Form:

Al Y =a(@yy)FE@yy) " Freyy). Yy @y y) .y

invariant lisst. Bezeichnet man also mit Bf eine beliebige infinitesimale
Beriihrungstransiormation, welche der letzteren Gruppe angehért, so muss
sein:

(19) B [y'” — (a+By”+'i'y”2+ ayna)] —_ G,

vermége der Gleichung (11). Jede zehngliedrige irreducible Gruppe von Be-
rithrungstransformationen der Ebene z, y lasst eine gewisse Differential-
gleichung von der Form (11) invariant. Die letztere Bedingung (12) muss
also die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen aller
zehngliedrigen irreducibeln Gruppen ergeben. Es ist in der Tat:

(13) By'" = — Wy 3y Wiy -3y Woy+y"s. Wiy,
Y (Wb 2 Wy -3y W)
Die Bedingung (12) ergibt also:
W37 Wia -3y" . Wy -y . Wogy - (Wia+2 Wy,
F3YT W (o 3y vy Py Lo, Wy—oy. Wy—o . W
Yy Wy — B Wy~ By W)™ (1, Wy —ty Wy — 15 W)
Ty B Wy — 8 W — 8, W) — (B 21y" 38y [ W,
U (Woa b Wi 4/ W] = 0.

Die Gleichung muss fiir alle 3" identisch bestehen; sie zerfillt also in
die vier folgenden Gleichungen:

Wi do (Wi +2 Way) — 6. Wy + g Wy — (0 Wy a3 W)=0,
‘ 3Win 3. We 8. Wy, — 27. Wi -+ 8, Wo— (B W, -8, W) =0
3Wara =28 Wy — 1. Wiy —38. Wy 1, Wy— (12 Wi~15. W) =0,

(14) l
Wagg 1. Wap—28. (2 Wiy Wo) -8, W, — (8, W, 8,. W)=0.
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Schreibt man in den Gleichungen (14) an Stelle von o, B, 7, & bzw.
—t, ~ 37, 3%, =, so bekommt man genau die vorhin gefundenen Gleichun-
gen (10 Die durch die Gleichungen (10) bestimmte zehngliedrige Gruppe
lasst also die folgende Differentialgleichung:

P @yy) 30 @yy) .y — 31 @yy) .y —=(@yy) .y =0
invariant.

Die vorstehenden Entwickelungen zeigen zugleich, dass die Aufgabe,
die Integrabilitatsbedingungen fiir die Gleichungen (10) zu finden, auf die fol-
gende Aufgabe hinauskommt:

Die Bedingungen zu finden, denen die Funktionen «, 8, 7, & der Ver-
anderlichen 2, y, y' geniigen miissen, damit es eine Bertihrungstransforma-
tion gibt, welche die Differentialgleichung:

1/’”':&—!—@. y_n_i_.{yuz_i_g_yus

auf die Form "' =0 zuriickfiihrt.

In Anschluss daran mége erwahnt werden, dass. Herr Karl Wiinsch-
mann in seiner Inaugural-Dissertation: ,Uber Berithrungsbedingungen bei
Integralkurven von Differentialgleichungen® (Greifswald, 1905) den folgenden
Satz ohne Beweis ausgesprochen hat (S. 13):

Fine Differentialgleichung dritter Ordnung ldsst sich dann und nur
dann auf die Form #/" =0 bringen (durch Beriihrungstransformation), wenn
y'"" eine ganze Funktion dritten Grades von g ist, also die Form hat:

Y =1, @yy) -+ 30 @yy) .y +3% @yy) v +as @y y) -y

und wenn zugleich die Bedingung fiir die Beriihrung zweier benachbarter In-
tegralkurven eine Mon ge'sche Gleichung zweiten Grades ist“.

icm

ALFRED ROSENBLATT.

Sur les variétés algébriques & trois dimensions.

O rozmaitosciach algebraicznych tréjwymiarowych,

Quand on passe des surfaces algébrigues aux variétés algébriques & un
nombre plus grand que deux de dimensions, alors le nombre des invariants
par rapport aux transformations birationnelles augmente vite avec le nombre
de dimensions. Etant données les variétés 4 m dimensions on est en embar-
ras, lesquels de ses invariants on doit prendre comme éléments de classifica-
tion, pour apporter de !ordre dans la multitude des cas possibles & priori.
Mais, si I'on procéde par étapes, en employant d'abord, pour étudier les in-
variants des variéiés T, & trois dimensions, les inégalités et les €galités con-
nues qui existent entre les invariants des surfaces algébriques, en se servant
ensuite des relations obtenues de ceite facon entre les invariants des variétés
algébriques T, pour ¢&tudier les variéiés algébriques supérieures T, etc.,
alors non seulement le nombre des cas possibles a4 priori pour les variétés
4 un nombre m gquelconque de dimensions se trouve trés réduit, mais on
trouve aussi vite le chemin a suivre pour classifier ces variétés d’une maniere
naturelle, analogue a celle qui est le résuitat de longues recherches concer-
nant les surfaces algébriques.

1. Donc il faut d’abord commencer par tirer parti des égalités et iné-
galités bien connues de la théorie des surfaces algébriques pour étudier les
variétés a trois dimensions. Déja M. Noether, dans un travail classique !,
a jeté les fondements de cette étude en introduisant les invariants géoméiri-
ques. D’abord on a le nombre des variétés adjointes découpant sur la va-
riété donnée les surfaces canoniques K. Le nombre p de ces variétés adjoin-
tes d’ordre » — 5, si la variété donnée est, dans un R,, de I'ordre n,

1) ,Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde®. Zweiter Auf-
satz. Mathematische Annalen. 8, 1874.
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