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au moins triples. (La démonstration est basée sur le théoréme de M. Phrag-
mén).

Théoréme II. Toute ligne cantorienne plane peut étre représentée par
une courbe continue, définie sur un ensemble lineaire fermé, qui ne posséde
que de points simples ou doubles.

Ces théoremes conduisent 2 une definition de la dimension d’ un ensem-
ble fermé, qui pour le cas du plan coincide avec celle de M. Cantor: un
ensemble fermé est de dimension d (d = 0), s'il existe une courbe continue,
définie sur un ensemble linéaire, fermé et punctiforme, qui représente
I’ensemble donné et dont tous les points multiples sont d’ordre d-41 au
plus, tandis que toute courbe de la dite espéce posséde de points multiples
d'ordre d-+1 au moins.

W. SIERPINSKI

A2 70
O zwigzkn wmiedzy istnieniem gramicy lim A_T%U a ciggloscig

Ax=0

funkegi f (x).
A (@)

Sur la relation entre I’ existence de la limite lim - V) et la continuité de la fonction 7(x).
Ar=0 ’

1. Celem niniejszej pracy jest blizsze zbadanie zwiazku, jaki zachodzi
miedzy istnieniem dla danej funkcyi (zmiennej rzeczywistej) f(x) i danej

warto$ci x, granicy lim (Alz), czyli granicy

ar=n \AZ P

lim ]i(}*ﬁf’)’"Qh) - QIiJ(wtnf‘\'"Ii/)A”%‘f(mﬂ)j (1)
=0 B
a ciagtoscig funkeyi f(2) dla wartosci & =u; .

Pewne ciekawe twierdzenia, dotyczgce granicy (1), podat A. Harnack !.
Zawdzieczamy mu np. twierdzenie, ze jezeli istnieje pochodna f7 (z,), to ist-
nieje tez granica (1) i jest réwna f" (x,)®. Twierdzenie to, jak zauwazyt
Harnack, nie daje sie odwrdci¢. Np. dla funkcyi f(z), okreslonej przez
warunki:

7'(:c)=;c3sin%, dla £==0; F(0)=0,

) Die allgemeine Sitze iiber den Zusammenhang der Funktionen einer reellen Va-
riabelen mit ihren Ableitungen. - Math. Annalen 23 (1884), p. 224284, oraz: Elemente der
Diff. und Int. Rechn. Lipsk 1884.

?) Math, Annalen 23, p. 260, albo: E. Pascal: Eserzicii critici di calcolo diff. e int.
Milano 1809, p. 124 lub w przekladzie polskim, Warszawa 1909, p. 100.
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istnieje dla 2, =0 granica (1) i jest réwna zeru, natomiast f* (0) nie istnie-
je; istnieje jednak pierwsza pochodna f7(0). Dla funkcyi za$ f(z) =|z;,
jak tatwo widzie¢, dla @, =0 granica (1) jest zerem, natomiast nie istnieje
juz nawet f’ (0). :

W obu wspomnianych przyktadach funkcya f (z) jest ciagta.

2. Podamy obecnie przyktad funkcyi f(x), nieciaglej dla wartosci x,,
dla ktorej istnieje granica (I). Okreslimy w tym celu funkcye f(z) w naste-
pujacy sposob:

Jezeli x jest liczbg formy

2% . E=0, 1, 42,....
+ &, gdzie oo 2
-3 8 {n:l, 2, 3,...., @
to
f(x)=238"=x,
dla wszystkich zas innych rzeczywistych «:
f (@) =0.

(Jasnem jest, ze warto$¢ funkcyi f (x). bedzie przez powyzisze warun-
ki wyznaczona jednoznacznie przy wszelkiem rzeczywistem z, gdyz kazda
liczba rzeczywista daje sie conajwyze] w jeden tylko sposéb przedstawi¢
w postaci (2)).

Powiadam, ze okredlona w powyiszy sposob funkcya f(x) bedzie przy
wszelkiem rzeczywistem z spetniata réwnanie funkcyjne:

FRe)=21(@). @)

W samej rzeczy, jezeli liczba rzeczywista x nie jest formy (2), to liczba
2z réwniez nie moze by¢ formy (2) i, wobec definicyi naszej funkcyi, mamy
wtedy: f(z) =0, f(22)=0; réwnanie (3) jest zatem wtedy spelnione.

Jezeli zas

Ok
r=-+ gﬂ, (% catkowite, 7 naturalne)

k-1
to 21::—!——2—3;--, gdzie wyktadnik k-1 znowu jest catkowity; w mysl de-
finicyi naszej funkcyi bedzie wiec:
f(x) =3z, f@lx)=23".2z,

skad znowu wynika wz6r (3).
Funkcya f(z) spelnia wigc réwnanie (3). Okazemy teraz, ze dla z;==0
jest ona nieciagta. W samej rzeczy, potézmy
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1
by = 37 b

bedzie, w my$! definicyi naszej funkcyi:

f(:cn) == B"xu =1 5
zatem
lim 2,=0, lim f(z)=1,

natomiast stale f(%)::() Funkeya /() posiada wiec dla x =0 niecia-
glos¢ 2-go rodzaju.
Wobec wzoru (3), mamy przy wszelkiem rzeczywistem h:
F@h)y—2f() =0,
a poniewaz f(0)==0, wiec mamy dla x,=0 przy wszelkiem %:
[y 20) — 2f (wo+ 1)+ [ () = 0,

skad wynika, ze granica (1) istnieje i jest réwna zeru.

Istnienie granicy (1) nie pociaga wigc za sobg cigglosci
funkcyi f(z) dla x=uz,.

Badana przez nas funkcya nie jest nawet ograniczona, gdyz np.

A2\
((5)=>.
przy wszelkiem naturalnem n.
3. Zauwazymy, ze moznaby nawet zbudowac¢ funkcye f(z), dla ki6rej
istnieje kazda z granic
Arf . ]
) @=2H4 @

pomimo ze sama funkcya nie jest ciggla dla @ ==x,. W samej rzeczy, okre-
$limy funkcye f(z) jak nastepuje:
Jezeli = jest liczbg formy ?w;y gdzie w jest liczbg wymierng =0, n—
liczbg naturalna, to
f@)y=eux,

f(z)y=0.

(Jasnem jest, wobec przestepnosci liczby e, ze zadna liczba rzeczywista rézna

w przeciwnym zas razie

- o . . . i LW
od zera nie daje si¢ dwoma réznemi sposobami przedstawi¢ w postaci o) -
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Powiadam, ze bedzie przy wszelkiem naturalnem p > 1:
(A F)omo=0, ®)

t. zn. przy wszelkiem rzeczywistem % i naturalnem p>1:

ren—E)r@-vn+.. .+ (P rm+- =0 ©

p

Ic) oznacza spolczynnik Newtonowski:

) p(pﬂ) (p—k+1)
k 1.

gdzie (

W samej rzeczy, jezeli I nie jest formy — (w wymierne =#0, n—

naturalne), to nie jest tez tej formy zadna ca}kow1ta wielokrotno$¢ liczby
i wowcezas, w my$l definicyi naszej funkcyi, kazdy ze sktadnikéw lewej strony
wzoru (6) jest zerem.

Zalézmy teraz, ze h —_~—i:;7, gdzie w jest wymierne ==0, n — natural-

kw __w

ne. Bedzie wiec przy wszelkiem naturalnem %, b= - = :, gdzie w;

jest znowut liczbg wyiaierng == 0, zatem, w mysl definicyi naszej funkcyi:
f(kh)y=e"kh, a ze oczywiscie f(0)= 10, wiec lewa strona wzoru (b) przyj-
muje teraz postac:

en[p—({) -0+ (50— 2] @

Powiadam, ze szereg, wypisany w nawiasie, jest zerem dla p>1. W sa-
mej rzeczy, mamy przy wszelkiem rzeczywistem « i naturalnem p:

(z—1)p=ur — (119) =1 (g) wr=— - (=1 (pf)—l) 2z~ (—1),
skad, biorac pochodne wzgledem = po obu stronach:
pl@-1pl=pgr!— (“1’) (p-1) a2 A (—1)p! (pfl);

zatem, kladgc x=1, otrzymujemy dla p>1:

0=p— (B} =0t - 7).
¢. b.d o

(5) ] O zwigzku miedzy istnieniem gramicy i t. d. 125

Wyrazenie (7) jest wiec zerem i wz6r (6) znown zachodzi. Udowodni-
lismy wigc wzér (5), skad wynika, ze dla 2, =0 istnieje kazda z granic (4)
i jest réwna zeru. Funkcya nasza jest atoli dla 2= 0 nieciagla, a nawet
w otoczeniu zera nie jest ograniczona, gdyz np.

(2=, ()=

4. Podane w poprzednich artykutach przykiady funkcyj nieciagtych,
dla ktérych istnieje granica (1), byty zarazem funkcyami, ki6re nie sg ograni-
czone w otoczeniu punktu x,. Zachodzi wobec tego pytanie, czy mozna zbu-
dowa¢ funkcye ograniczong, nieciagls dla danej wartodci & =u,, dla ktérej
istnieje granica (1)?

OdpowiedZ na to pytanie daje nastepujgce twierdzenie:

Jezeli dla danej funkcyi f(x), ograniczonej w otoczeniu punkiu z,
istnieje granica (1), to funkcya ta jest dla wartodei @, ciagta. Twierdzenie to
jest natychmiastowym wnioskiem z nastepujacego twierdzenia:

Jezeli funkcya f(x) jest ograniczona w otoczeniu punktu

o 1 jezeli )
lim (f (@ +2h) — 2f (@ +B)+ /() =0, ©)

to funkcya f(x) jest ciggta dla w=1u,.
Dowdd. Potézmy ) )
o F @+ 1) — [ (25) =9 (1) ©)
bedzie wigc
flag=-2R) — 27 (@ +0) 4 F (@) =9 (21) — 29 (B)
i waranek (8) daje: )
im (2 (27) — 20 (h) =0, (10)
zatem tei:
lim L/ ) — 2% (——” =0,
1m0 2

i [¢ (5] =22 (5] =o. "

tim [¢ (i) —22(5)| =0 |

Mnozac drugie z réwnan (11) przez 2, trzecie przez 2% ..., ostatnie
przez 21 i dodajac stronami, otrzymujemy przy wszelkiem naturalnem n:
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lim {u ) — Q"qz(k)] —o0,
t=0 ) n

zatem, dla . < 3,, gdzie &, oznacza liczbe dodatnig zalezng jedynie od 7:

‘P(f)'Q"tP(%)j <1. (12)

Z zatozenia, ze funkcya f(z) jest ograniczona w otoczeniu punktu a,,
wynika, ze istnieje takie §, >0 oraz takie M, iz dla |¢| < 5,:

[0 | < M,
lo(f) | <2M.

zatem, w mysl (9):

Bedzie wige, wobec (12), przy wszelkiem #, mniejszem bezwzglednie od ®

kazdej z liczb 8,1 8,:
[ty 2M-1
o <% (13)

Niech teraz e oznacza dowolng dang liczbg dodatnig. Obierzmy n tak
wielkie, izby byto

QM1
L, a9
i oznaczmy pizez ¢ niewigkszg z liczb —;i,“— i % .
Dla
o |h| <8 (15)
bedzie jednoczesnie
Op , g
]]z.]<2—n oraz ]/1|<2—:;
ktadac
t=2"h, (16)
bedziemy wiec mieli dla ¢ nieréwnosci
|t <&, oraz | 2] << 8,

ktére pociagajg za sobg nieréwnosé (13), czyli, wobec (16) i (14), nieréwnosé:
le@| <e. ' an

Dowiedlismy wigc, ze do kazdego dodatniego = mozna dobra¢ takie do-
datnie &, izby nieréwnos¢ (15) pociagata za soba nieréwnosé (17), czyli, wo-
bec (9), nieréwnosé

Lo 1-h) = [ (@) | <.
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Dowodzi to, ze funkcya f (%) jest ciagla dla x =z, c. b. d. o.
Ciekawem byloby wiedzie¢, czy dla funkcyi f(x), ograniczonej w oto-
czeniu punkiu x,, warunek

lim (A* 7 (2)smy, =0,
Ax=0

czyli warnnek

m (7 (o 3%) — 3 (@, +-20) - 37 (2 1) — £ (2,)] = 0
h=0

réwniez pociaga za sobg ciaglo$¢ funkcyi dla  =2,. Zagadnienie to uwa-
zam za bardzo trudne,

B. Wobec dowiedzionego w poprzednim artykule twierdzenia, ze ist-
nienie granicy (1) pociaga za sobg dla funkcyi ogramiczonej jej cigglosc
w punkcie z,, godnem uwagi jest, ze istnienie granicy

. Yy i
oy T @D =2 @)+ 7 1) )
h=0 15
nie pociaga za soba, nawet dla funkcyi ograniczonej, jej ciggtosci w punkcie
x,. Np. dla funkcyi, okreslonej przez warunki:

Fl@y=1, dla »>0,
fx)y=—1 dla a <0,
F0)=0,

dla @, =0 granica (18), jak fatwo widzie¢, istnieje i jest zerem, za$ sama
funkcya jest nieciggla dla £ =0, ale ograniczona dla wszystkich wartosci
rzeczywistych .

Istnienie granicy (18) nie pociaga wiec za sobg istnienia granicy (1); ale
i naodwrdt, gdyz np. dla funkeyi f(xj=w istnieje granica (1) dla x,=0,
ale nie istnieje granica (18). Zachodzi jednak

Twierdzenie. Jezeli dla danej funkcyi f(#) i danej warto-
§ci x=u, istniejg obie granice (1) i (18), to sa one sobie
réwne.
Dowdd. Zatézmy, ze dla danej funkevi f(z) i danej wartosci z, ist-
niejg obie granice (1) i (18) i polézmy:
F = 90) — QF (i, ——P) - 7 (z
lim &0712]%) 2f7_(-% [ 7") T 7('L">:A, 19)

h=0 n?

1 Jest to tak zwana uogdlniona druga pochodna (Schwarza).
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im | (o 4+ ) — 27; z(%) T @—h) B. (20)

Q=0

Wobec (19) mozemy tez napisac:

tim [ (@—2h) — 2,%% e A G Y @1)
za$, wobec (20): )
lim T T20) = 20 @)+ @—20) _ 5

=0 h*
Wobec (22) i (20) mamy:

fim | [ @0 20) 2 (&) 1 [ (% = 21)

h=0 h?

(22)

o | o . .
—9 G Zl;lé%) + 7% h’)} =28,
co mozemy tez napisa¢ w postaci:
fim [ Pl 20) = 37 (@ + 1) + /(&)
h==0 bk
| F(wy—2h) —2f (i, — h) 41 () __op
T

co, wobec (19) i (21) daje:
24A=2B,
skad 4 =B, c. b. d. o.

6. Opierajac si¢ na znanym pewniku Zermelo®, dowiédt G. Ha-
mel?, ze istniejg funkcye, nieciagte dla kazdej wartosci zmiennej, spelniaja-
ce réwnanie funkcyjne

Fat+n=r@-+7r@).
Dla kazdej takiej funkcyi bedzie przy wszelkiem « i wszelkiem A, jak
tatwo widzieé: .
@420 —2f(@-+n-+7@=0,
f{@—h) —2f (®) + f (x — 1) =0,

zatem granice (1) i (18) istniejg przy wszelkiem z i sa zerem.

jako tez:

‘) Pewnik ten brzmi: ,Dla kazdej mnogosci zbiordw %, nie posiadajgcych elemen-
téw wspdlnych, istnieje mnogod¢ M, zawierajaca po jednym i tylko jednym elemencie
z kazdego ze zbioréw Z< (Zob. Math. Ann. 59; p. 517 oraz 65, p. 266).

?) Math. Ann. 60, p. 459—462.

9) O zwiazku migdzy istnieniem gramicy. 1m0

Istnieja wiec funkcye wszedzie nieciagle, dla ktérych granice (1) i (18)
sg zerem przy wszelkiem .
Dla funkcyj Hamela bedzie tez przy wszelkiem z, &, k:

Fotkh)—flr-F)— @0+ F @) =0,
lim  lim fletbth)—F@+h —Fat+h i) 0

E=0 k=0 kh

zatem

przy wszelkiem rzeczywistem 2, pomimo ze pochodna f* () nie istnieje dla
zadnej wartosci .

Lwéw, w listopadzie 1913 r.

®
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