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’Cennoelektrgcznos’c’. Badania termoelektrycznych wlasnosci rody irydu
wykonane zostaly metoda, poprzednio zastosowana do metali alkalicznych.
gﬂq termoelektryczng mierzono w stosunku do miedzi i odnoszono nastepnie

o ofowin. Jeden kontakt utrzymywano przy 0° drugi zasg prz 0
—78%,3 i —186°. ¢ Py 100

Qtrzymalis’my na site termoelektryczng w stosunku do otowiy liczby na-
stepujace wyrazone w mikrovoltach:

Sita termoelektryczna

Temperatura e i,
rod — otéw  Iryd — oléw

od 0° do + 100° +219 4-237
od 0° do — 7893 — 168 — 195
od 0° do — 186¢ — 361 — 461

Widzimy,. ze krzy\ya zdolnosci termoelektrycznej rodu zbliza sig bardzo
znacznie dq linii ofowiu ponizej —80°. Zdolnosc termoelektryczna irydu
mato si¢ zmienia pomiedzy + 100° i — 186¢,

Pgrquzy ~+100° i —80° mozna wyrazi¢ zdolnos¢ termoelekiryczng
rodu i irydu przez wzory nastepujgce:

d
dla rodu di:f = 2,170,005 £,

ar

» irydu 7 =-2,44-—0,0014 ¢.

. Zdolnos’c’ termoelektryczna tych metali pomigdzy +-100° i — 1869 mo-
ze by¢ wyrazona tylko przez wzory drugiego stopnia.

icm®

STEFAN MAZURKIEWICZ.

0 punklack wielokrofnych krzywych wypetniajacych obszar phaski.

(Sur les points multiples des courbes qui remplissent une aire plane).

Zagadnienie, stanowigce przedmiot pracy niniejszej, zostalo mi zakomu-
nikowane przez prof. Sierpinskiego. W literaturze wystepuje ono po raz
pierwszy w pracy H. Lebesgue’ad, ktéry wyglosit twierdzenie nastepujgce:

1) kazda krzywa, wypetniajaca obszar n-wymiarowy, posiada punkty
wielokrotne rzedu conajmniej n--1, natomiast:

2) istniejg krzywe, wypelniajgce obszary n-wymiarowe i nie posiadajace
punktéw wielokrotnych rzedu wyzszego niz n- 1.

Twierdzenie to jest niewatpliwie prawdziwe, dowdd jednak podany przez
Lebesgue'a jest niezupelnie wystarczajacy 2.

§ 1 niniejszej pracy zawiera dowdd pierwszej czesci twierdzenia Le-
besgue’a dla n=2, t.j. dla obszaréw plaskich®. W § 2 podaje pewne
wnioski oraz uwagi, dotyczgce arytmetyzacyi continuéw plaskich nigdziege-
stych.

§ 1.

Niechaj bgdzie £ dowolna mnogos¢ domknieta, zawarta w odcinku 0-1.

) Sur la non-applicabilité de deux domaines appartenant respectivement i des es-
paces a n et n}p dimensions. Math. Ann. 70, p. 166—168.

%) Por. Brouwer, Math. Ann. 71, p. 305.

%) Dowéd ten podatem w swojej tezie doktorskiej (Lwéw 1913, niedruk). Druga
czg$¢ twierdzenia Lebesgue’a (réwniez dla n=2) udowodnit G. Polya (Bull. Acad. Crac.
Czerwiec 1913). Por. zresztg: Hilbert, Math. Ann. 38.
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Twierdzenie 1.

Zatoimy, ze krzywa ciggta:
w:fl (f,),
Yy =1

wypeinia obszar 4; powiadam, ze krzywa J posiada wsze-
dziegesta mnogo$¢ punktéw conajmniej potréjnych. Innemi
stowy, jezell punkt (x,, y,) zawarty jest w 4, wéwczas dla kazdego >0
znale$¢ mozna taki punkt (xy/, ¥,/), ze:

tEY 1)

_ Viwgg—a W - 90 == @

a réwnania:
xS =1 (), 5
Yo' =1 (%) ®

beda mialy przynajmniej trzy roine rozwigzania. (W dowodzie mozna sie
ograniczy¢ do punktéw (z,, 4,), lezacych wewnatrz 4).

Oznaczmy (dla h>0) odpowiednio przez E (4, h) i E, (fo, k) te
punkty mnogosci E, ktdre spetniajg nieréwnosci:

lt—ti=n, (4)
lt—1t | =&, ®)
a przez J (4, h), wzglednie J, (4,, h) krzywe:

wzglednie:

J(,, R): 2=h0, tCEQE, ) ®)
oy =10);

T, By h®, tC B, h). 1)
:f/=f;>(t)

I Zalézmy, ze (z,, ¥,) jest po;edynczym punktem krzywej J. Istnieje
wowczas jedna i tylko jedna wartos¢ #,, dla ktérej:

Ty = fl (to)v

8
Yo ==T12 (). ®

) ¢ C°E znaczy ze liczba ¢ nalezy do zbioru E.
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Mozna wyznaczy¢ h tak male, ze punkty krzywej J(Z,, h) bedg we-
wngtrz obszaru 4, przytem w odleglosci nie wigkszej niz e od (%, ¥o)-
Z drugiej strony, dla kazdego h zawiera J(#,, k) punkty wewngtrzne; ta-
kim punktem wewnetrznym jest mianowicie (x,, y,). Istotnie, w przeciwnym
razie krzywa J, (f,, h) zawierataby punkty dowolnie blizkie punktu (z,, ¥.)
a wigc (poniewaz jest to krzywa ciagta) i punkt (x,, ¥,), co jest niemozliwe,
o ile punkt ten jest pojedyficzym. ) '

Krzywa wiec J (f,, ») wypelnia pewien obszar B, zawarty wewnatrz 4.
Brzeg tego obszaru oznaczmy przez G. Punkty mnogosci Gy sq punktami
skupienia dla punktéw krzywych J(¢,, ) 1 J.(f,, B), leza wiec na obu
tych krzywych i sg, z wyjgtkiem moze punktéw:

(hte—"h), HE—0); i+, fHGEY ©)

punktami podwéjnemi dla J. Z drugiej strony znane twierdzenie
Phragmén'a orzeka, ze brzeg obszaru zawiera zawsze conti-
nuum?, Mozna tym sposobem znales¢ continuum O, zawarte w G i nie
zawierajgce punktéw (9).

Gdybysmy teraz udowodnilj, ze C, zawiera taki punkt (z,’, y,)), ktéry
jest przynajmniej podwéjnym juz dla J(¢,, k), wowczas bylibySmy u celn,
gdyz dla J punkt ten bytby conajmniej potréjnym, a dla % dostatecznie ma-
fego zachodzi¢ bedzie nieréwnosc¢ (2). Zalézmy, ze tak nie jest, i oznaczmy
przez F te punkty mnogosci E (4, ), w ktdrych J (¢,, 7) przechodzi przez
Cy. Fy jest mnogoscia domknieta, przytem nigdziegesta na E (£,, b)), tem-
bardziej wiec na odcinku (0-1), a wigc punktoksztaltng. Istnialoby tym
sposobem jedno-jednoznaczne odwzorowanie mnogosci punktoksztatt-
nej Fy na continuum ¢}, co jest niemozliwe. Zalozenie wigc, ze wszyst-
kie punkty C, sg pojedyficzemi dla J (¢,, %) i —co za tem idzie - tylko po-
dwéjnemi dla J, doprowadza nas do sprzecznosci, ¢. b. d. o.

II. Zatézmy teraz, ze (z,, y,) jest punktem podwéjnym krzywej J.
Niechaj bedzie: o
gy = [ (%) Yo = [ (Le);

T = f1 (%) . Yo =12 (t;)-
Rozpatrujemy dwie krzywe: J (¢,, k) i J (¢,, 1), zakladajac przytem:

(10)

1) O punktach tych moze by¢ mowa tylko o tyle, o ile &, A i f+h nalezg do E

?) Istnieja bardziej precyzyjne sformulowania tego twierdzenia; tu wystarcza podane
w tekécie (por. Janiszewski, Prace mat.-fiz. t. XXVI).

) Wynika to z zatozenia, ze punkty €, maja by¢ pojedyiczemi dla J (z,, A),
oraz z faktu, ze s3 one punktami skupienia punktéw nalezacych do B,, lecz nie do C,.
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B < Hl‘g"w . ~ an

Rozumujgc jak poprzednio, mozemy udowodni¢, ze jedna przynajmniej
z tych krzywych wypelnia pewien obszar, wewnatrz ktérego lezy punkt
(@, ¥o); poniewaz (a,, y,) jest dla obu tych krzywych punktem pojedyn-
czym, wigc zagadnienie sprowadza sie do poprzedniego.
~ Tym sposobem twierdzenie I jest udowodnione.

§ 2.
Twierdzenie 2.

Kazda krzywa Cantora, to znaczy kazde continuum pta-
skie nigdzieggste, mozna przedstawic przez krzywga ciagla:

©=f (),
J: tCE 03]
Z/:fz (é);

posiadajgcg conajwyzej punkty podwdjne (E oznacza mno-
gos¢ domknigta, zawartg w przedziale 0 << 1). )

Udowodnimy powyzsze twierdzenie przez podanie konstrukeyi krzywej.

Niech bgdzie C dana krzywa Cantora, K dowolny kwadrat, we-
wngtrz ktorego lezy (*. Dobieramy spoirzedne x, y tak, aby kwadrat 6w
miat wierzchotki: (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1).

Istnieje zbidr przeliczalny

Zyy Ly .oy @

zawarty wewngtrz odcinka 0 < < 1, wszedziegesty na tym odcinku i taki.
ze mnogosc punktéw wspélnych krzywej C i prostej

€T =1y 3)
jest punktoksztattna.
Istnienie'zbioru (2) jest wnioskiem z nastgpujacego twierdzenia:
Jezeli C jest krzywa Cantora, wowczas mnogosé prostych dowolnego
peku, majacych z krzywa C odcinek wspélny, jest zbiorem 1-gj kategoryi
(t. zn. sumg przeliczalnej mnogosci zbioréw domknietych nigdziegestych). U

) Por. Zoretti: Acta math. 36, p. 265—268. Zoretti udowadnia tylko szcze-
golny przypadek tego twierdzenia; nogélnienie nie wymaga jednak nowych metod i nie
przedstawia zadnych trudnosci.
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Oznaczmy rzut prostokatny zbioru punktéw wspélnych krzywej C
i prostej (3) na o8 Y przez P,. Suma wszystkich P, jest na odcinku
0 <y = 1 — pierwsze]j kategoryi, istnieje wigc zbiér przeliczalny

Yis Ugee o @

zawarty wewnatrz wspomnianego odcinka, wszedziegesty na nim i nie majacy

punktéw wspdlnych z mnogosciami P,. Niechaj bedzie ¥ zbiér punktéw

(@n, Ym), 7, m=1, 2... Zbidr ten nie ma punktéw wspélnych z krzywa C.
Uwazajmy teraz zmienne pomocnicze %, . Krzywa Peano®:

n_‘_-q)l(t): :
0=<t<1 (3)

V= !FZ (t)r

wypelniajaca kwadrat ¢): 0<u <1, 0=<v =1, posiada wewnatrz kwadratu
przeliczalng mnogo$¢ W punktéw wielokrotnych rzedu wyzszego niz 2.
Niechaj beda: ’

Uy, Up-.., (6)

Uy, Vg, ) Q)

odpowiednio zbiory odcietych i rzednych (kazda raz tylko liczona) punktéw
muogosci W. Pomiedzy « i w z jednej strony, a y i v z drugiej, mozna, na
podstawie znanych twierdzen, ustali¢c odpowiednio$¢ jedno-jednoznaczna:
z=xW), v=u@; O=su<l, 0<o<l
8)
y=y@, v=v(). O0=su=<l, 0<y<l,
w ktorej zbiorom (6) i (7) odpowiadaja zbioty (2) i (4), i odwrotnie. Wzory
(8) ustalajg zarazem odpowiednios¢ jedno-jednoznaczng migdzy kwadratami
K i¢. Mnogosci W odpowiada przytem pewna podmnogosé zbioru V.
Krzywa tedy: .
z=u(yH @) =7F,

y=yle: () =15 (&)

0<i=1 (9)

wypeinia kwadrat K. Jej punkty wielokrotne rzedu wyzszego niz 2 zawarte
sa w zbiorze V, a wigc lezg nazewnatrz C. Oznaczmy przez E mnogosé
wartosci ¢, dia ktérych krzywa (9) przechodzi przez €. Krzywa

) t zn. ta specyalna krzywa, wypetniajaca kwadrat, ktérej konstrukcye podat Peano.
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z=fi ),

| e (10)
y="r@

przedstawia continuum C 1 ma conajwyzej punkty podwdéjne. Te ostatnie
bedg zresztg wystepowaly zawsze, gdyz E jest mnogoscig punktoksztaltng,
Mozna twierdzenie II wypowiedzie¢ w innej nieco formie mianowicie:
Kazde continuum ptaskie, nigdziegeste, mozna dla kaz-
dego ¢>0 roztozy¢ na m; mnogosci domknigtych:

A, Ay A, -

tak aby $rednica kazdej mnogosdci (11) byta niewieksza niz ¢,
i aby nie byto punktéw wspoélnych wigcej niz dwu mnogo-
§ciom (1)1

Uogélniajac powyzsze rozwazania, dochodzimy do nastepujacej defi-
nicyi wymiaru dla dowolnych mnogoéci domknietych (zawar-
tych w n-wymiarowej przestrzeni liczbowej).

Dla danej mnogosci 4 (domknietej) rozpatrujemy zbmr wszystkich

“krzywych cigglych:
y m=rE, i=1,2...n t(E (12)

(E — mnogo$§¢ domknieta, liniowa, punktoksztattna), ktére przedsta-
wiajg 4. Oznaczmy zbidr ten przez Z(4).

Istnieje wéwczas jedna i tylko jedna liczba catkowita 4,
taka ze:

a) wszystkie krzywe zbioru Z(4d) majg punkty wielokrot-
nerzgdu przynajmniej d-4-1;

b) jedna przynajmniej krzywa zbioru Z(d) nie posiada
punktéw wielokrotnych rzedu wyzszego niz d-}1.

Liczbe d nazywamy wymiarem mnogosci 4.

Wymiar posiada wlasnoéci nastepujgce:

1) wymiar jest niezmiennikiem Analysis Situs;

2) mnogodci punktoksztattne maja wymiar d =0, i odwrotnie;

3) continua ptaskie majg wymiar d =1, lub d =2, zaleznie od tego
czy zawierajg, czy tez nie zawieraja punktow wewnetrznych;

4) jezeli ogélne twierdzenie Lebesgue’a jest prawdziwe, wdwczas
kostka n-wymiarowa ma wymiar d = n.

Oczywiscie, cheac uzasadnié podang definicye wymlaru nalezaloby wy-
kazaé, ze posiada ona jeszcze caly szereg innych wiasnosci.

"} Por. Lebesgue, L c.

icm
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T

Zaznaczg jeszcze, ze z twierdzenia I wynika, iz obszar domkniety
tréojwymiarowy (w zwyklem znaczeniu tego siowa) nie daje
si¢ w sposéb jedno-jednoznaczny i ciagly odwzorowad na
ptaszczyzinie.

Istotnie niechaj bedzie:

Ji ow=fi(), i=1,23 ((E (13)

dowolna krzywa ciggta, wypelniajaca kostke: 0 < oy <1 (=1, 2, 3).
Oznaczmy przez B, mnogos¢ tych wartosci ¢, dla ktérych:

fi(f) =1 14
Dla kazdego A, zawartego w przedziale 0-1, krzywa
S w=[i(2), i=1, 2,3 ICE (15)

wypelnia kwadrat, a wigc na mocy twierdzenia 1-go posiada punkty conaj-
mniej potrjne. Stad wynika, ze J posiada zawsze nieprzeliczalna
mnogo$¢ punktéw conajmniej potréjnych. Z drugiej strony mozna (przy
pomocy krzywej Peano np.) przedstawi¢ kazde continuum plaskie przez
krzywa:

J: zi=w; (£), t=1, 2 tCF (16)

ktdrej punkty wielokrotne rzedu wyzszego niz dwa stanowig mnogo§¢
przeliczalng. Gdyby kostka tréjwymiarowa byta réwnowazna w sensie
Analysis Situs continuum plaskiemu, to samo byloby mozliwe i dla niej,
w sprzecznosci z tem, co powyzej udowodniono.

RESUME.

Théoréme LD E désignant un ensemble linéaire fermé, toute courbe
continue:
= 1(t)

Yy =fy (%)

qui remplit un domaine plan y, posséde un ensemble parfait dense de points

) Ce théorme a été enoncé par M. Lebesgue—pour le cas général d’un domaine
& n dimensions (Math. Ann. 70).
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au moins triples. (La démonstration est basée sur le théoréme de M. Phrag-
mén).

Théoréme II. Toute ligne cantorienne plane peut étre représentée par
une courbe continue, définie sur un ensemble lineaire fermé, qui ne posséde
que de points simples ou doubles.

Ces théoremes conduisent 2 une definition de la dimension d’ un ensem-
ble fermé, qui pour le cas du plan coincide avec celle de M. Cantor: un
ensemble fermé est de dimension d (d = 0), s'il existe une courbe continue,
définie sur un ensemble linéaire, fermé et punctiforme, qui représente
I’ensemble donné et dont tous les points multiples sont d’ordre d-41 au
plus, tandis que toute courbe de la dite espéce posséde de points multiples
d'ordre d-+1 au moins.

W. SIERPINSKI

A2 70
O zwigzkn wmiedzy istnieniem gramicy lim A_T%U a ciggloscig

Ax=0

funkegi f (x).
A (@)

Sur la relation entre I’ existence de la limite lim - V) et la continuité de la fonction 7(x).
Ar=0 ’

1. Celem niniejszej pracy jest blizsze zbadanie zwiazku, jaki zachodzi
miedzy istnieniem dla danej funkcyi (zmiennej rzeczywistej) f(x) i danej

warto$ci x, granicy lim (Alz), czyli granicy

ar=n \AZ P

lim ]i(}*ﬁf’)’"Qh) - QIiJ(wtnf‘\'"Ii/)A”%‘f(mﬂ)j (1)
=0 B
a ciagtoscig funkeyi f(2) dla wartosci & =u; .

Pewne ciekawe twierdzenia, dotyczgce granicy (1), podat A. Harnack !.
Zawdzieczamy mu np. twierdzenie, ze jezeli istnieje pochodna f7 (z,), to ist-
nieje tez granica (1) i jest réwna f" (x,)®. Twierdzenie to, jak zauwazyt
Harnack, nie daje sie odwrdci¢. Np. dla funkcyi f(z), okreslonej przez
warunki:

7'(:c)=;c3sin%, dla £==0; F(0)=0,

) Die allgemeine Sitze iiber den Zusammenhang der Funktionen einer reellen Va-
riabelen mit ihren Ableitungen. - Math. Annalen 23 (1884), p. 224284, oraz: Elemente der
Diff. und Int. Rechn. Lipsk 1884.

?) Math, Annalen 23, p. 260, albo: E. Pascal: Eserzicii critici di calcolo diff. e int.
Milano 1809, p. 124 lub w przekladzie polskim, Warszawa 1909, p. 100.
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