KAZIMIERZ BARTEL.

O pilaskich utworach inwolucyj
stopnia czwartego, rodzaju zerowego.

Sur les courbes engendrées par les systémes de points et les faisceaux en involution de
g p Y p
quatritme ordre et d’espice nulle).

A. O inwolucyach stopnia czwartego V.

1. Proste, faczace odpowiednie punkty dowolnej inwolucyi na krzywej
jednobieznej, powtéczg krzywa, ktéra nazywa sie krzywa inwolucyjng
danej inwolucyi.

Inwolucye na krzywej jednobieznej mozna punkt po punkeie przenie$é
na inng krzywa jednobiezna, a zatem takze i na stozkows. Prostej, faczacej
dwa odpowiednie punkty inwolucyi na pierwszej krzywej, odpowie okreslona
prosta, Yaczgca dwa odpowiednie punkty na krzywej drugiej.

Rodzaj zatem krzywej inwolucyjnej pozostaje niezmieniony, bez wzgle-
du na krzywa jednobiezna, do ktdrej odnosi sie dana inwolucya. Tym ro-
dzajem krzywej inwolucyjnej wyrazamy rodzaj samej inwolucyi.

Gdy podstawg inwolucyi punktéw stopnia n-tego jest stozkowa—to krzy-
wa inwolucyjna jest (n — 1)-¢j klasy. Jezeli na stozkowe] znajduje sie inwo-

) Emil Weyr. Ueber Involutionen hoherer Grade. Journal f. d. reine und angew.
Math. Tom 27. Berlin 1870. Str. 285—292.

— Ueber Involutionen n-ten Grades und k-ter Stufe. Sitzb. d. k. Akad. d- Wissen-
schaften. Wien 1879.

— Ueber biquadratische Involutionen zweiter Stufe und ihre typischen Curven, eben-
da, Wien 1880. Str. 1007—1031.

— Ueber biquadratische Involutionen erster Stufe, ebenda, Wien 1881 Str. 300—320.

— Ueber Ausartungen biguadratischer Involutionen und... ebenda, Wien 1881.
Str. 808 —828. '
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Iucya stycznych stopnia n-tego, to krzywa inwolucyjna bedzie krzywa rzedu
(n— 1)-go. Gdy zadna para punktéw podwdéjnych inwolucyi nie nalezy do
jednej grupy, to krzywa nie ma zadnej stycznej podwdjnej.

Rodzaj ogdlnej inwolucyi stopnia n-tego na przekroju stozkowym bedzie

(n—2)(n—=3)y
2

Ogdlna zatem inwolucya stopnia czwartego jest rodzaju pierwszego:
Krzywa inwolucyjna takiej inwolucyi punktéw jest klasy trzeciej, bez‘ stycznej
podwéjnej. Krzywa inwolucyjna ogélnej inwolucyi stycznych, stopnia czwar-
tego, ktdrej podstawa jest stozkowa, jest krzywa rzedu trzeciego ogélna,
a wiec bez punkiu podwéjnego. Poniewaz inwolucya stopnia z-tego ma
2 (n — 1) elementéw podwoéjnych 2, wiec inwolucya stopnia czwartego ma
szes¢ elementéw podwoijnych, z ktérych jednak kazdy nalezy do innej grupy.

Jezeli para punktéw, wzglednie prostych podwdjnych, nalezy do jedn_e]
grupy, grupe tg tworzy, to prosta, iaczaca owe punkty podwojne, wzgl-e,dme:
punkt przeciecia sig stycznych podwéinych, beds elementami podwdéjnemi
krzywej inwolucyjnej, ktéra w tym przypadku bedzie krzywg rodzaju zerowe-
go. Inwolucya wiec stopnia czwartego, w kt6rej dwa elementy podwdjne two-
rzg grupe, jest inwolucya rodzaju zerowego.

Jezeli w inwolucyi stopnia czwartego wystepujg dwie pary elementow
podwdjnych, z ktérych kazda tworzy grupe—to krzywa inwolucyjna posiadac
bedzie dwa elementy podwéjne. Krzywa inwolucyjna rodzaju zerowego roz-
padnie sie w tym przypadku na stozkows i prosts, wzglednie punkt.

Zdarzy¢ sie w koricu moze, ze inwolucya stopnia czwartego posiada trzy
pary elementéw podwdijnych, z ktérych kazda tworzy grupg. Krzywa inwolu-
cyjna posiadaé bedzie trzy elementy podwdjne, sktada¢ sig zatem bedzie
z trzech prostych, wzglednie tyluz punktow.

2. W dalszym ciagu naszych rozwazan zajmowa¢ sie bedziemy wylacz-
nie inwolucya stopnia czwartego, rodzaju zerowego, z rozpadajgca sig krzywa
inwolucyjna.

Przyjmijmy w tym celu dowolna stozkowa K2, a dowolny punkt S uwa-
zajmy za $rodek inwolucyi punktéw stopnia drugiego na tej stozkowej. Kaz-
demu promieniowi a, B ..., przechodzacemu przez punkt S, odpowiada
para punktéw 4, 4,, B, B, szeregu inwolucyjnego, jako punktéw przecigcia
sie owego promienia z podstawa inwolucyl K2 Zaleznie od tego, czy z punk-

Y Herman Wiener. Ueber Involutionen auf ebenen Curven, Miinchen 1881
?) Ludwig Cremona. Einleitung in eine geometrische Theorie der cbenen Cur-
ven. Deutsch von Curtze, Greifswald 1865. Str. 28.
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tu § poprowadzi¢ mozna do K? dwie styczne rzeczywiste, urojone lub zle-
wajace sig, inwolucya punktéw bedzie hyperboliczna, eliptyczna lub parabo-
liczna.

Rzut szeregu inwolucyjnego o podstawie A2z dowolnego punktu W tej
podstawy, wyznacza pek inwolucyjny W (=g, o, By, 8, .0).

Przetnijmy pek inwolucyjny W (o, 2, & Bs, - . -) dowolng stozkowg (22—
to kazdej parze promieni g, 2, tego peku odpowiadac bedg na podstawie ("2
cztery punkty A, d,, 4, 4,, ktére tworza grupe punktéw szeregu inwolu-
cyjnego stopnia czwartego rodzaju zerowego I*, o krzywej inwolucyjnej roz-
padajacej sig na prosta i stozkowa. Promieniowi podwdjnemu w peku W od-
powiada para punktéw podwéjnych w szeregu inwolucyjnym na C2.

Z punktu W poprowadzi¢ jeszcze mozna dwie styczne do 2, ktérych
punkty stycznosci stanowia dwa punkty podwéjne naszej inwolucyi; inwolu-
cya ta posiada tedy szes$¢ elementéw podwdjnych. Elementy te mogg by¢
wszystkie rzeczywiste, wszystkie urojone, lub parami urojone.

a) Jezeli pek inwolucyjny W (2, ay, 8 By, ...) jest hyperboliczny, gdy
wierzcholek jego W lezy ,zewnatrz* (% a promienie podwdjne tego peku
przecinajg stozkowa ('? w punktach rzeczywistych, — to wszystkie elementy
szeregu inwolucyjnego stopnia czwartego na ('? sg rzeczywiste.

b) Jezeli jeden lub oba promienie podwdjne peku inwolucyjnego W nie
przecinajg stozkowej C'? w punktach rzeczywistych,—to przy zachowaniu po-
przedniego polozenia punktu W wzgledem ('*—jedna lub dwie pary elemen-
téw podwdéjnych inwolucyi stopnia czwartego beda urojone.

c) Jezeli pek inwolucyjny 7 jest eliptyczny, to inwolucya I* posiadaé
moze dwa elementy podwdéjne, gdy punkt W lezy ,zewnatrz® C2. Wystepu-
jace w tym przypadku elementy podwdéjne nalezg do dwdch réznych grup in-
wolucyi T4

d) Gdy pgk W jest eliptyczny, a z wierzcholka jego nie mozna popro-
wadzi¢ stycznych rzeczywistych do stozkowej C2, to wszystkie elementy po-
dwéijne inwolucyi I+ sg urojone.

e) Jezeli pek W bedzie pgkiem parabolicznym, to inwolucya na pod-
stawie ('* bedzie stopnia drugiego.

f) Jezeli jeden promiefi podwéjny peku inwolucyjnego W bedzie stycz-
ny do stozkowej (2, to 6w punkt stycznosci bedzie punktem poczwérnym I+
Précz punktu poczwdérnego posiada inwolucya stopnia czwartego jeszcze trzy
punkty podwéjne; dwa z nich beda punktami przeciecia sie drugiego promie-
nia podwojnego peku W z (% trzecim bedzie punkt stycznoéci drugiej pro-
stej, dajgcej sig¢ poprowadzi¢ z punktu W do (2.

Para z pierwszych wymienionych punktéw podwdéjnych nalezy do jednej
grupy elementéw i moze Dy¢ albo rzeczywista, albo urojona,—trzeci z wymie-
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nionych punktéw podwéjnych jest zawsze rzeczywisty. Punkt poczwérny sze-
regu inwolucyjnego [* liczy¢ nalezy za trzy elementy podwéjne.

g) Jezeli w koricu oba promienie podwéjne peku inwolucyinego W be-
da styczne do stozkowej C'% to ich punkty stycznosci beda punktami po-
dwojnemi inwolucyi I'* na podstawie C% Szereg inwolucyjny stopnia czwar-
tego z dwoma punktami podwéjnemi nie posiada zadnych elementéw podwéj-
nych, a w kazdej grupie punktéw jedna para jest urojona. Inwolucya taka
nazywa sig kotowg .

B. Jednokresine pegki i szeregi inwolucyjne stopnia czwar-
tego oraz ich uzupelnienie.

3) Obierzmy dwa dowolne peki inwolucyjne o wierzchotkach Wi W'—
kazdy, wyznaczony przez dwie pary promieni o, Oy, 1By 1 o/ya/, B Byl Przez
punkt W poprowadzimy stozkows K%, a punkty przeciecia si¢ elementow
peku W z ta stozkowg utworza na nim szereg inwolucyjny 4,4,, B By, ...
Podobnie punkty przeciecia sig stozkowej K,?, poprowadzone] przez wierz-
chotek W, utworza na niej szereg inwolucyjny o elementach 4" 4,7, B'By,..-

Proste 4;4;, =0 i §,B, =F przecinajg sie w punkcie S, srodku inwo-
lucyi na K.?; proste 44y =o' i B' B =p wyznaczajg punkt S’ jako
Srodek inwolucyi punktéw na stozkowej K,2. ‘

Przetnijmy peki inwolucyjne W, W’ dowolng stozkows C2, nie przecho-
dzgcq przez ich wierzchotki. Elementy peku W wyznaczajg na stozkowej O'2
dwie czw6rki grupy punktow: 4,, 4, 4y, 4,; B,, B,, By, B, inwolucyi I#
stopnia czwartego. Podobnie elementy peku W’ przecinaja stozkows (2
w dwéch grupach punktéw: 4, 4,, 4/, 4,'; By, By, By, B/, wyznaczaja-
cych inwolucye punktéw I,%

Zatézmy, ze peki S(a, B,...) 1 &/ (o', 8, ...) sq jednokreslne, to wtedy
kazdemu elementowi ¢ w peku S odpowie para promieni 7,7, w peku inwo-
lucyjnym W, grupa za$ czterech punkiéw w szeregtt inwolucyjnym 1,4 na C2.
Ale elementowi 7 odpowiada w peku 8 jeden jedyny element v/, ktéry wy-
znacza w peku inwolucyjnym W' parg promieni 1y, odpowiadajacych je-
dnokreslnie elementowi 7, v, w peku §. Promienie Y11’y Wyznaczaja na ('2
grupg punktéw szeregu inwolucyjnego I,%

Posrednictwo pekéw jednokreslnych S (& Bytyee) 1 8 (0, 8,7, - )
stwarza i ustala tym sposobem zalezno$¢ miedzy grupami punktéw dwéch in-
wolucyj stopnia czwartego I,* i I,* na podstawie C? tego rodzaju, Ze kazdej
czworce punktéw szeregu inwolucyjnego I;* odpowiada jedna jedyna grupa,

*1) Hermann Wiener. Ueber Involutionen auf ebenen Kurven, Miinchen 1881,
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zlozona z czterech punkiéw w szeregu inwolucyjnym I Szeregi inwolu-
cyjne I* i I,* sa jednokres$lne.

Peki S 1 §8', wyznaczone sq przez trzy pary promieni, ktére znowu wy-
znaczajg trzy czwérki promieni w pekach inwolucyjnych W i W7, ustalajgc
tym sposobem jednokresinos¢ tych pekéw. Trzy czworki promieni w pekach
W W' wyznaczaja tylez Gsemek punktéw jednokreslnych szeregéw inwolu-
cyjnych I,;* i 1,2 na (2

Jednokreslne peki inwolucyjne W i W' utworza krzywa rzedu czwarte-
go ('* z dwoma punktami podwdjnemi w wierzchotkach W i W' tych pe-
kéw. Krzywa ('* przetnie sie ze stozkowg C? w o$miu punktach, kt6re pa-
rami mogg by¢ urojone. Kazdy z tych punktéw jest punktem przeciecia sig
elementu peku W i odpowiadajacego mu promienia pgku W'. W kazdym
z tych punktéw schodzg sie po dwa odpowiednie punkty szeregéw inwolucyj-
nych I;* i L%, lezacych na wspélnej podstawie 2. Otrzymujemy tedy dwo-
iscie odpowiadajgce sobie prawa:

Dwa szeregi inwolucyjne punk-
tow stopnia czwartego rodzaju zero-
wego, lezace na przekroju stozko-
wym, majq o$m punktéw, w ktérych

Dwa peki inwolucyjne stycznych
stopnia czwartego rodzaju zerowe-
go, ktérych podstaws jest stozkowa,
majg o$m stycznych, w ktérych zle-
schodzg sie po dwa odpowiednie waja si¢ po dwie odpowiednie stycz-
punkty tych szeregéw. I ne tych pekéw.

Szeregi inwolucyjne I,* i I,%, rzucone z dowolnych punktéw 7'i T
stozkowej C'?, dajg dwa jednokreslne peki inwolucyjne stopnia czwartego ro-
dzaju zerowego:

T(a,a,asa,, bybybb,,..) AT (a, a, ag' a'y, b, b, by, ).

4. W poprzednim ustepie (8), przyjawszy dwa peki inwolucyjne, prze-
ciglismy kazdy z nich jedna stozkows i na kazdej z nich (K,? i K,?) otrzyma-
liSmy jeden szereg inwolucyjny stopnia drugiego. = Jednokreslnogé tych sze-
reg6éw ustalona byta przez jednokresinosé pekéw pomocniczych S i S".

Do tego samego wyniku dojdziemy, gdy peki Wi W' przetniemy jedng
stozkowa K2, na kiérej otrzymamy zlaczone dwa jednokresine szeregi inwo-
lucyjne stopnia drugiego, ztaczone ze sobg pekami jednokreslnemi § i §'.

5. Podobnie zamiast szeregdw inwolucyjnych jednokreslnych stopnia
czwartego, zlgczonych na wspélnej stozkowej (2, otrzymamy szeregi takie
na dwéch podstawach, gdy kazdy z pekéw inwolucyjnych W i W' przetnie-
my inng stozkows, np. (2 i (> Szereg inwolucyjny stopnia czwartego,
rzucony z dowolnego punktu T podstawy (7, tego szeregu, da pek inwolu-
cyjny promieni jednokreslny z pekiem, kt6ry otrzymamy, gdy szereg inwolu-
cyjny stopnia czwartego, lezacy na podstawie ¢'y% z jej dowolnego punktu 7T
rzucimy.
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6. Z powyzszych rozumowafi widoczne jest, ze tarcuch elementdw,
w ktérym ogniwami poczatkowemi sg peki S, 8', a konicowemi peki jedno-
kreslne inwolucyjne stopnia czwartego T' i T',—zachowujac zawsze staig
liczbe ogniw—przyja¢ moze forme czworakg. Wyrazimy to zapomoca naste-
pujacych schematéw:
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C. O utworach pekéw i szeregéw inwolucyjuych stopnia 4-go
w polozeniu ogélnem.

7. Celem wyznaczenia rzedu krzywej, utworzonej przez peki jedno-
kresne inwolucyjne stopnia czwartego 7, 7", przetnijmy te peki dowolng
prostg m, nie przechodzgeq przez ich wierzchotki. Przyjmijmy dowolng stoz-
kowg C* i z punktu P na niej lezacego rzuémy szeregi inwolucyjne, lezace
na podstawie m, na stozkows. Nastepnie znajdZzmy $rodki W i W’ inwolu-
cyj obut szeregéw inwolucyjnych stopnia czwartego, lezacych na (2, Punkty
Wi W' sa wierzchotkami jednokreslnych pekéw inwolucyjnych stopnia dru-
giego, ktérych odpowiednie promienie przetng sie¢ w punktach, lezacych na
pewnej krzywej. Wyznaczmy rzad tej krzywej. W tym celu przetnijmy peki
jednokreslne inwolucyjne stopnia drugiego dowolna prosta my, a szeregi in-
wolucyjne na proste] tej otrzymane rzuémy na stozkows €2 z dowolnego jej
punktu P,. ZnajdZmy teraz $rodki M i M' inwolucyj stopnia drugiego, ktére
lezg na (%, to punkty te beda wierzchotkami jednokreslnych pekéw promieni,
ktérych odpowiednie elementy przetng si¢ w punktach stozkowej C,2
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Stozkowe C* i (® przetna sie w czterech punktach, ktére, rzucone
z punktu P; na prosta #i,, wyznaczajg cztery punkty przecigcia sig prostej
z krzywa, wyznaczong przez peki W i W', kiéra tym sposobem jest krzywg
rzedu czwartego (4.

Krzywa ('* przetnie sig ze stozkowg ('? w os$miu punktach, ktére zno-
wu, rzucone z punktu P na prosta 2, daja o$m punktéw przeciecia sie tej pro-
stej z krzywa, utworzong przez peki jednokreslne inwolucyjne stopnia czwar-
tego 7'T’. Dochodzimy zatem do praw:

Utworem dwoch pekéw jedno- Utworem dwéch jednokresinych
kre§lnych inwolucyjnych promieni inwolucyjnych szeregéw punktéw
stopnia czwartego jest krzywa rzedu | stopnia czwartego jest krzywa klasy
6smego C%. (Rys. 1). | Osmej (5.

8. Promieniowi 7, w peku W, przechodzacemu przez wierzchotek 77,
odpowiada w peku W' para promieni =,'t,’. Promiefi 7, przecina podstawe
szeregu inwolucyjnego stopnia czwartego 4, 4, d,. .., précz w punkcie 77,
jeszcze w punkcie T5; promienie wiec 77" = ¢ i T T,=1, stanowia pare
promieni w pgku 7. Promienie 7" i =, przecinaja podstawe szeregit inwo-
lucyjnego L' 4, 47 4,, B/ B,... w punktach T, 7, T, Ty, ktére, pota-
czone z 7", dajg czwdrke promieni w tym peku. Promienie £ i 7, przetng sig
z czwérkg promieni ¢'%,' %' ¢, w pgku T w o$miu punktach, z ktdrych
cztery schodzg si¢ w punkcie 7' i ktéry wskutek tego jest punktem poczwér-
nym otrzymanej krzywej rzedu ésmego. W ten sam sposéb wykazaé mozna,
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2e punkt 7' jest réwniez punktem poczwdrnym krzywej C® Reasumujac,
powiemy:

Wierzchotki jednokresinych pe- | Podstawy jednokresinych szere-
kéw inwolucyjnych stopnia czwar- | g6w inwolucyjnych stopnia czwarte-

tego sg punktami poczwérnemikrzy- | go sa stycznemi poczwérnemi krzy-
wej O, przez peki te utworzonej. [ wej Cy, przez szeregi te utworzone;j.

Jezeli promienie szczeg6lne w obu jednokreslnych pekach 7'i T nie sa
elementami odpowiedniemi, to krzywa ('%, précz dwéch punktéw poczwor-
nych, nie posiada zadnych dalszych punktéw osobliwych, jest wiec rodzaju
dziewigtego. Zatem: ’

Krzywa rzedu 6smego z dwoma Krzywa klasy 6smej z dwiema
punktami poczwérnemi jest krzywa stycznemi poczwdrnemi jest krzywa
klasy trzydziestej drugiej, rodzaju | 1zedu trzydziestego drugiego, rodza-
dziewigtego o symbolu C'&,,. ) ju dziewiatego o symbolu C,%.

9. Rozpatrzmy rodzaje punktu poczwérnego. Elementowi, faczacemu
wierzchotki 7, 7" jednokreslnych pekéw inwolucyjnych tworzacych krzywa ¢ 8
uwazanemu za element jednego peku, odpowiada w peku drugim czwérka
promieni, ktdre sg stycznemi krzywej w jej punkcie poczwérnym. Zachodzic
tu moga nastgpujace przypadki:

a) Wszystkie cztery styczne w punkcie poczwérnym krzywej sa rzeczy-
wiste; punkt ten jest wiec wlas§ciwym punktem poczwdérnym krzywej, jest
ztaczeniem szeSciu punktéw podwéinych rzeczywistych.

7
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b) Wszystkie styczne sg rzeczywiste, dwie jednakowoz zlewajg sie, two-
rzac promiefi podwdéjny. W punkcie poczwornym znajduje sig¢ jeden punkt
zwrotu.

c) Wszystkie cztery styczne sg rzeczywiste — tworzq jednakowoz dwa
promienie podwéjne w odno$nym peku inwolucyjuym. Punkt poczwérny za-
wiera w sobie dwa punkty zwrotu. (Rys. 21 3).

d) Para stycznych jest rzeczywista, para urojona. Graficznie przedstawi
sig taki punkt poczwérny, jako punkt podwéjny. (Rys. 5).

e) Para stycznych jest rzeczywista, ale tworzy promien podwdjny —dru-
ga para jest urojona. Graficznie wyrazi sie taki punkt poczwérny, jako punkt
zwrotu.
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10. Promien, Iaczacy wierzcholki pekéw T, 7", jest w ogélnym przypad-
ku elementem pojedyficzym jednego lub drugiego peku. W szczegdlnosci
przyja¢ jednak mozna, ze promiet, tgczacy wierzchotki obu pekéw, jest ele-
mentem wielokrotnym jednego z nich. Zatézmy, ze:

I Promiesi taczacy wierzchotki jest elementem podwdj-
nym peku 7. (Rys. 4).

Wierzcholek peku 7' schodzi¢ sig bedzie w tym przypadku z punktem

podwéjnym szeregu inwolucyjnego 4, 4, 4, 4,, B, B, B, B,,.... na pod-
stawie C'%. Zauwazmy, ze gdyby promien T'T', jako element 7, byt promie-
niem pojedyficzym, to promienjowi temu odpowiedziatyby w peku T cztery
promienie styczne w punkcie poczwérnym T krzywej (%. Kazdy z tych
promieni stycznych przecina trzy dalsze elementy peku T w trzech punktach

naszej krzywej. Gdy prosta T T" stanie sie prostg podwéing w peku T, to
do kazdego punktu stycznosci czterech elementéw peku 77, odpowiadajacych
promieniowi 7' 7", przybywa jeszcze jeden punkt stycznodci, kazda z czterech
stycznych zawiera po trzy bezposrednio po sobie nastgpujace punkty krzywej,
ktdre tym sposobem stajg sig punktami przegiecia. Dochodzimy tedy do na-
stepujgcych biegunowo odpowiadajacych sobie praw:

Utworem dwéch jednokresinych Utworem dwéch jednokresinych
pekéw inwolucyjnych stopnia czwar- | Szeregéw  inwolucyjnych stopnia
tego, w takiem wzajemnem potoze- | czwartego, w takiem wzajemnem

e ©

icm
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niu, ze promien aczacy wierzchotki
tych pekéw jest elementem podwéj-
nym jednego z nich, jest krzywa ('
z dwoma punktami poczwérnemi.
Jeden z punktow poczwdrnych,

polozeniu, ze punkt przeciecia sie
podstaw tych szeregéw jest elemen-
tem podwdjnym jednej z nich, jest
krzywa C; z dwiema stycznemi po-
czwérnemi. Jedna ze stycznych po-
a mianowicie ten, ktéry nie jest czwornych, a mianowicie ta; ktéra
wierzchotkiem peku, do ktérego pro- nie jest podstawa szeregu, do kts-
miei podwéjny 7' T" nalezy, posia- | rego punkt podwéiny £¢# nalezy,
da cztery punkty, a wiec i tylez | posiada cztery styczne, a wiec i ty-
stycznych przegiecia. . lez punktéw przegiecia.

II. Promien tgczacy wierzchotki jest elementem po-
czwornym peku 7'

Punkt T" zejdzie si¢ z punktem poczwérnym szeregu inwolucyjnego

punktéw A 4, 1, I,.... na 0% Kazda z czterech stycznych w peku 77

odpowiadajacych promieniowi TT', zawiera piec¢ nastepujgcych bezposred-
nio po sobie punktéw krzywej C'%, jest wiec styczng przegigcia drugiego ro-
dzaju. Przy poczynionem zatozeniy:

Krzywa ('® posiada w punkcie Krzywa (y posiada na stycznej
poczwdrnym cztery styczne przegie- | poczwdrnej cztery punkty przegie-
cia drugiego rodzaju. | cia drugiego rodzaju.

11.  Wykazalismy, ze kazdy z dwéch jednokreslnych pekow inwolucyj-
nych stopnia czwartego posiada sze$¢ elementéw podwéjnych, ktére wyste-
puja parami, badZ jako elementy rzeczywiste, bads tez jako urojone. Roz-
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patrzmy zachodzace tu kombinacye i wplyw tych elementéw podwdjnych na
charakter krzywej C'3.

I. Wszystkie promienie podwéjne w obu pekach sg
urojone.

Oba peki inwolucyjne W i W' bedg w tym;przypadku eliptyczne, a ich
wierzchotki leze¢ beda ,wewnatrz* stozkowej C,% Kazdej czwdrce promieni
w jednym peku odpowie czwérka rzeczywistych promieni w pgku drugim,
i naodwrét. Promieniowi, faczacemu wierzchotki dwu pekéw, uwazanemu za
element jednego peku, odpowiadajg w drugim peku cztery promienie rzeczy-
wiste. W tym wigc przypadku:

posiada krzywa C'® w kazdym punk- posiada krzywa C; na kazdej stycz-
cie poczwdrnym cztery styczne rze- nej poczwornej cztery punkty stycz-
czywiste; przez kazdy z tych punk- noéci rzeczywiste; z kazda styczna
téw poczwérnych przechodzg cztery poczwdrng stykajg sie cztery gatezie
rzeczywiste galezie krzywej. rzeczywiste krzywej.

I. Pek T'(T") posiada jedng pare promieni podwdéjnych
rzeczywistych, dwie urojone; pek 7' (7) ma wszystkie pro-
mienie podwéjne urojone.

Promieniowi, ¥aczacemu wierzchotki dwu pekéw, uwazanemu za element
peka T'(T"), odpowiadajg w peku 7" (7') cztery promienie rzeczywiste; na-
tomiast promieniowi temu, uwazanemu za element peku 7" (7'), odpowiadajg
w peku 7'(7"): a) cztery promienie rzeczywiste, b) dwa promienie rzeczywi-
ste, dwa za$ urojone, c) cztery promienie urojone, d) dwa pojedyncze rze-
czywiste i jeden podwdjny, e) dwa promienie pojedyricze urojone i jeden rze-
czywisty promied podwéjny, f) dwa promienie podwéjne.

Otrzymana w tym przypadku krzywa C® posiada:

w punkcie poczwornym 1" (T') czte- | na stycznej poczwdrnej ¢' (¢) cztery
1y styczne rzeczywiste. Co do pun- l punkty stycznosci rzeczywiste. Co
ktu T'(7T") to w potozeniu a) prze- . do stycznej ¢ (¢'), to w potozeniu
chodza przezeni cztery galezie rzeczy- |  a) styka sig ona z czterema gatezia-
wiste; w b) dwie galezie rzeczywiste, | mi rzeczywistemi krzywej; w D)
dwie urojone; w c) cztery galgzie | z dwiema rzeczywistemi a z dwiema
urojone; w polozeniu d) posiada urojonemi; w c) z czterema galezia-
krzywa C® w punkcie poczwdérnym mi urojonemi; w potozeniu d) posia-
jeden punkt zwrotu i dwie styczne da krzywa (' w stycznej poczwornej
rzeczywiste; w potozeniu e) jeden jedne styczng przegiecia i dwa pun-
punkt zwrotu i dwie styczne urojone; kty stycznosci rzeczywiste; w potoze-
a w koticu w polozeniu f) dwa pun- niu e) jedne styczng przegiecia i dwa
kty zwrotu. urojone punkty stycznosci; w poto-
zeniu f) dwie styczne przegiccia.
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III: Pek T'(7") ma dwie pary promieni podwdjnych rzeczywistych, je-
dng urojong; pek 7" (7') ma natomiast wszystkie promienie podwdjne urojone.

’ Iv. I?Qk T(1") ma trzy pary promieni podwéjnych rzeczywistych; pek
T'(T) posiada trzy pary promieni podwéjnych urojonych.

W przypadku III i IV posiada | W przypadku III i IV posiada
krzywa ('8 cztery styczne rzeczywi- krizywa C cztery rzeczywiste pun-
ste w punkcie poczwérnym T(7"). kty stycznosci na stycznej poczwér-

nej ().

Codo p_unktupoczwémego Ty, Co do stycznej poczwérnej ¢ (z),
to wystapi on jak w przypadku IL i to wystapi ona jak w przypadku II.

V. PQI?'i inwolucyjne T'i 7" maja po jednej, dwie lub trzy
pary promieni podwéjnych rzeczywistych.

We wszystkich tych przypadkach | We wszystkich tych przypadkach
odm?sza sie do obu punkiéw po- | odnosza si¢ do obu stycznych po-
czwérnych uwagi, poczynione dla | czwérnych uwagi, poczynione dla
punktu 7 w ust. IL. i stycznej ¢ w ust. IL

D. Inne ,rodzaje* krzywych rzedu ésmego.

‘ 12. Zauwazylismy juz (str. 3), ze pek inwolucyjny stopnia czwartego
Posmda szes¢ promieni podwéjnych. W dwéch takich pekach—jesli sg tylko
jednokre$ine — promienie podwdjne moga odpowiadaé sobie wzajemnie —
a pugkt przeciecia si¢ promienia podwéjnego jednego peku z takimze pro-
mieniem peku drugiego jest punktem podwéjnym krzywej, przez peki utwo-
rzonej. Rozpatrzmy zachodzace tu przypadki:

L Przyjmijmy, ze stycznej p, poprowadzonej z wierzchotka W do pod-
§tawy szeregu inwolucyjnego I,*, odpowiada w pgku W' prosta p!, ktéra
jest styczng do podstawy szeregu inwolucyjnego I,*. Punkt stycznosci M, .
stycznej ., ktéry jest punktem podwéjnym szeregu inwolucyjnego 1,4, po%aij
czony z wierzchotkiem T, daje promier podwéjny my,» w peku inwolucyj-
I,‘Iym T(a,ayaya,, b, b, b, by,...). Promieniowi temu odpowiada w peku
T (0) @' @y @', b, b, by b, .. .) promien m'y 5, taczacy wierzcholek 7
z punktem stycznosci M'y s, stycznej p, poprowadzonej z punktu ¥’ do pod-
staw.y szeregu inwolucyjnego I,% Punkt przecigcia sig otrzymanej pary od-
powiadajacych sobie promieni podwéjnych bedzie punktem podwéjnym
kyzywej C'8, jako utworu dwéch jednokresinych pekéw inwolucyjnych stop-
nia czwartego.

Krzyvya rzedu dsmego z dwoma ; Krzywa klasy 6smej z dwiema
punktami poczwérnemi i jednym stycznemi poczwérnemi i jedng
punktem podwdéjnym jest krzywa | styczng podwdjnag jest rzedu trzy-
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dziestego, nalezy do krzywych ro-
dzaju ésmego, posiada 66 punktéw
zwrotu i 347 punktéw podwéjnych.

klasy trzydziestej, zatem nalezy do
krzywych rodzaju 6smego, posiada
66 punktow przegiecia i 347 stycz-
nych podwdéjnych. !

II. Przyjmijmy, ze i drugiej stycznej v, dajacej sie¢ poprowadzi¢ z pun-
ktu W do stozkowej C'2, V, odpowiada w peku W' prosta v/, styczna réwniez
do (1,>. Punkty stycznosci Ni» i Ny s’ owych stycznych sg punktami po-
dwéjnemi szeregéw inwolucyjnych stopnia czwartego na podstawie C,*ito
elementami, odpowiadajacemi sobie jednokreslnie. Punkt Ny ,, rzucony
z punktu 7' jako wierzchotka pgku inwolucyjnego stopnia czwartego, wyzna-
cza promiefi podwdjny #ys w tym peku; podobnie element peku 7', prze-
chodzacy przez punkt Ny o' bedzie promieniem podwojnym ' tego peku,
podporzadkowanym promieniowi podwéjnemu #712. Oba promienie podwéj-
ne przetng sig w punkcie jpodwéjnym naszej krzywej, ktéra tym sposobem,
précz dwoch punktéw poczwdrnych, posiadaé bedzie dwa punkty podwéijne.

Krzywa rzedu 6smego z dwoma ‘ Krzywa klasy 6ésmej z dwiema

i

punktami poczwérnemi i dwoma stycznemi poczwérnemi i dwiema
punktami podwdjnemi jest klasy ' stycznemi podwdjnemi jest rzedu
dwudziestej 6smej, nalezy do krzy- ‘ dwudziestego 6smego, nalezy do
wych rodzaju siédmego, posiada 60 . krzywej rodzaju siédmego, posiada
punktéw przegigcia i 284 styczme | 60 punktéw podwéjnych.
podwdjne. 1

L. Niechaj stycznej ¢, dajacej sie poprowadzi¢ z punktu S do stozko-
wej K%, odpowiada w pgku S’ prosta v/, przechodzaca przez W' i styczna
réwnocze$nie do C,%  Prostej e odpowie w peku inwolucyjnym W promien
podwdéjny ey, ktéry wyznaczy na podstawie C,* pare punktéw podwéinych
Ei 2 1 B4 szeregu inwolucyjnego.

Promienie e,,2, 65,4, rzucajgce te punkty podwéjne z wierzchotka 7, be-
da promieniami podwoéjnemi w peku inwolucyjnym stopnia czwartego dla
ktorego punkt T' jest wierzchotkiem. Tymeczasem punkt stycznoéci Ny o pro-
stej v ze stozkowg (%% potaczony z punktem 7", jest promieniem podwdj-
nym n1,s' W peka I (¢ @) @y’ @,',...). Punkty przeciecia sie promieni po-
dwéjnych ey, €4z promieniem ny.', sq réwniez punktami podwdjnemi na-
szej krzywe;j.

Przyjmijmy, ze réwnoczesnie stycznej ., poprowadzonej z punktu W
do stozkowej C,?, odpowiada w peku W' prosta ./, styczna do tejze samej
stozkowe] (ust, 12, I). W tym razie krzywa C'® posiada¢ bedzie trzy punkty
podwéijne.

1) Przez C;* nazywac bedziemy w dalszym ciagu wspélng podstawe szeregéw inwo-
lucyjnych T4 i Lt

icm®
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Krzywa klasy 6smej z dwiema
stycznemi poczwérnemi i trzema
stycznemi podwdjnemi jest rzedu
dwudziestego szdstego, nalezy do
wych rodzaju széstego, posiada 54 krzywych rodzaju széstego, posiada
punkty przegigcia i 240 stycznych | 54 punkty zwrotu i 240 punktéw po-
podwéjnych. | dwéjnych.

IV. Zalézmy, ze stycznej e, poprowadzonej z punkiu S do K,? odpo-
wiada w peku S’ promieni ¢, styczny do stozkowej K,2. Promieniom = i ¢
w jednokreslnych pekach S (=, §,¢,...) 1 8°(«, &, ¢,...) odpowiadajq promie-
nie podwoéjne =2 i €',2 W jednokreslnych quach inwolucyjnych W (e, o,
By Easene,..) 1 W (o) &y, B, By, e1,2), a tym znown— promienie podwdjne
1,2, €34 1 €49, €54 W pekach inwolucyjnych T (¢, a, @3 a4,... €12€4...)
i T a) a) a,... e1,2 €54...). Punkty przeciecia sie promieni podwdj-
nych ey, €34 z promieniami podwéjnemi €y, '3 4 beda punktami podwdj-
nemi krzywej ('8, utworzonej przez peki 7' i T". Krzywa ('8 posiada w tym
przypadku, précz dwdéch punktéw poczwérnych, jeszcze cztery punkty po-
dwéjne Dy, D,, Dy i D, (rys. 41 rys 6).

Utworem dwoch jednokreslnych Utworem dwoéch jednokresinych
pekdw inwolucyjnych stopnia czwar- | szeregéw  inwolucyjnych stopnia
tego w takiem wzajemnem potoze- czwartego w takiem wzajemnem po-
niu, ze parze promieni podwdjnych fozeniu, ze parze punktéw podwdj-
w jednym peku odpowiada para pro- nych w jednym szeregu odpowiada
mieni podwdéjnych w peku drugim, para punktéw podwéjnych w szere-
jest krzywa rzedu 6smego z dwoma gu drugim, jest krzywa klasy dsmej
punktami poczwdrmemi i czterema z dwiema stycznemi poczwdrnemi
punktami podwoéjnemi. Krzywa ta i czterema stycznemi podwdjnemi.
jest klasy dwudziestej czwartej, na- Krzywa ta jest rzgdu dwudziestego
lezy do krzywych rodzaju pigtego, | czwartego; nalezy do krzywych ro-
posiada 48 punktow przegiecia i 200 | dzaju piatego, posiada 48 punktéw
stycznych podwéjnych. zwrotu i 200 punktéw podwdjnych.

V. Zalozenie, uczynione w ustqple poprzednim, polaczmy z zalozeniem,
wyrazonem w ustepie I, to wéwczas inwolucye punktéw na stozkowej ('?
posiada¢ beda po trzy punkty podwdéjne; tylez promieni podwéjnych posiadaé
bedzie kazdysz pekéw inwolucyjnych 7' i T”. Pie¢ punktéw, ktére otrzyma-
my z przecigcia si¢ owych promieni podwéjnych, bedg punktami podwéjne-
mi krzywej, przez peki 7' i T" utworzonej. Zatem:

Jezeli tréjce punktéw podwdj-
nych w jednym szeregu inwolucyj-
nym odpowiada tréjka takichze pun-

Krzywa rzedu 6smego z dwoma
punktami poczwérnemi i trzema
punktami podwéjnemi jest klasy
dwudziestej széstej, nalezy do krzy-

Jezeli tréjce promieni podwdj-
nych w jednym peku inwolucyjnym
odpowiada tréjka takichze promieni

Prace fiz-mat, & XXVI. 10
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w peku drugim, to krzywa przez
peki te utworzona, jest krzywa rze-
du 6smego z dwoma punktami po-
czwornemi i pigcioma punktami po-
dwdjnemi. Krzywa ta jest klasy dwu-
dziestej drugiej, nalezy'do krzywych
rodzaju czwartego, posiada 42 pun-
kty przegiecia i 164 styczne po-
dwdéjne.

ktéw w szeregu drugim, to krzywa,
przez szeregi te utworzona, jest krzy-
wag klasy ésmej z dwiema stycznemi
poczwérnemi i piecioma stycznemi
podwdjnemi. Krzywa ta jest rzedu
dwudziestego drugiego, nalezy do
krzywych rodzaju czwartego, posia-
da 42 punkty zwrotu i 164 punkty
podwdjne.

VL Przyjmijmy dalej, ze stycznej e, poprowadzonej z punktu S do

stozkowe]j K2, odpowiada w peku S’ promiefi ¢, styczny do stozkowej K,2,
a nadto, ze stycznym p. i v, dajacym si¢ poprowadzic z punktu W do stozko-
wej (% odpowiadajg styczne ¢’ i v/, poprowadzone z punktu W' do C,2
Stycznej e odpowie w peku W promien podwéjny e,5, a temu w peku 7'
para promieni podwéjnych ey, es4; stycznej ¢ odpowie w peku F’ pro-
miedi podwéjny e'y5, kidremu znowu w peku 7" odpowiada para promieni
podwdjnych ey o, es4'. Stycznym p iv w peku T odpowiadajg promienie
podwéjne my,s 1 71,5 —za$ styczne p' i v dajg parg promieni podwojnych
My, s’ 1 92" wpeku 7. Promienie podwdjne ¢, s, es,4 przecinajg sie z pro-
mieniami podwojnemi e,s' i ¢34 w czterech punktach podwdéjnych krzywej,
utworzonej przez peki T'i 7", nastepnie promier podwéijny m,, s przetnie
promiefi m,2 réwniez w punkcie podwéjnym krzywej, a wreszcie przeciecie
si¢ promieni podwdjnych ny, i 7,9 bedzie sz0stym punktem podwdjnym
krzywej O Przy poczynionych zatozeniach dwa jednokreslne peki. wzgled-
nie szeregi inwolucyjne stopnia czwartego utworza:

dwiema

krzywa 1zedu Gsmego z dwoma
punktami poczwérnemi i szescioma
punktami podwéjnemi. Krzywa ta
jest klasy dwudziestej, nalezy do
krzywych rodzaju trzeciego, posiada
36 punktéw przeciecia i 132 styczne
podwéjne.

krzywa klasy Gsmej z
stycznemi poczwdrnemi i sze$cioma
stycznemi podwéjnemi. Krzywa ta
jest rzedu dwudziestego, nalezy do
krzywych rodzaju trzeciego, posiada
36 punktéw zwrotu i 132 punkty po-
dwdjne.

VI Niechaj w dalszym ciagu, stycznej e, poprowadzonej z punktu 8

do stozkowej K%, odpowiada w peku S’ promiefi &', styczny do stozko-
wej K,%. Niechaj nadto stycznej p, dajacej sie poprowadzi¢ z punktu W do
krzywej C,% odpowiada styczna p/, poprowadzona z punktu W’ do (2,
a w koncu niech réwnoczesnie drugiej stycznej v, poprowadzonej z punktu S
do K,* odpowiada w peku S’ prosta v/, przechodzgca przez punkt W' i sty-
kajaca sie réwnoczesnie z C,? w punkcie Ni». Prosta e, wyznacza w peku 7
parg promieni podwdjnych ers, es4, odpowiadajacych jednokresinie parze

icm®
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promieni podwéjnych e ., e3+, wyznaczonych przez styczna ='. Promienie
w i ' wyznaczaja w obu pekach réwniez pare promieni podwéjnych m,, ,
i 9m,s". Styczna ¢ wyznacza wreszcie pare promieni podwdéjnych fi,s, f54
w peku 7, a odpowiadajacy stycznej » promien + wyznacza w peku 7 pro-
miefl podwéjny 7 s

Przecigcie sig wszystkich tych odpowiadajacych sobie promieni podwdj-
nych da siedm punktéw podwdinych krzywej rzedu ésmego.
| Krzywa klasy 6smej z dwiema
stycznemi poczwérnemi i siedmio-
ma stycznemi podwéjnemi jest krzy-
wg rzgdu o$mnastego, nalezy do
krzywych rodzaju drugiego, posiada
30 punktéw zwrotu i 104 punkty po-
dwdjne.

Krzywa rzedu 6smego z dwoma
punktami poczwérnemi i siedmioma
punktami podwojnemi jest krzywa
klasy oSmnastej, nalezy do krzy-
wych rodzaju drugiego, posiada 30
punktéw przegiecia i 104 styczne
podwdjne.

VI  Zat6ézmy, ze stycznym =, 9, poprowadzonym z punktu S do stoz-
kowej K,*, odpowiadaja styczne ¢'i ¢ do stozkowej K2, z punktu S’ popro-
wadzone. Parze promieni = i 7 odpowiedza w peku inwolucyjnym W pro-
mienie podwojne 2, %1,.—a tym znowu w peku 7' czwérka promieni po-
dwéjnych ey, €34, fi,2, [as- !

|
|
1

Podobnie promieniom &' i %' odpowiadajg

w peku T promienie podwdjne e, ¢, kidre wyznaczaja w peku inwo-
lucyjnym 7" czwérke elementéw podwojnych e;s’ es s, fio fs+. Punkty
przeciecia sig par owych promieni podwdjnych beds punktami podwéjnemi
krzywej, jako utworu pekéw inwolucyjnych o wierzchotkach 7' i T". (Rys. 7).

Utworem dwéch jednokreslnych " Utworem dwdéch jednokreslnych
pekdw inwolucyjnych stopnia czwar- |  szeregéw  inwolucyjnych stopnia
tego w takiem wzajemnem poloze- | czwartego w takiem wzajemnem po-
niu, Zze dwom parom promieni po-  lozenin,- ze dwom parom punktéw
dwoéjnych w jednym peku odpowia- ‘ ¢ podwéjnych w jednym szeregu od-
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dajg dwie pary promieni podwdj-
nych w peku drugim, jest krzywa
rzedu 6smego z dwoma punktami
poczwérnemi i o$mioma punktami
podwéjnemi. Krzywa taka jest kla-
sy szesnastej, nalezy do krzywych
rodzaju pierwszego, posiada 24 pun-
kty przegiecia i 80 stycznych po-
dwéjnych.

powiadajg dwie pary punktéw po-
dwéjnych w szeregu drugim, jest
krzywa klasy 6smej z dwiema stycz-
nemi poczwérnemi i o§mioma stycz-
nemi podwéjnemi. Krzywa taka jest
rzedu szesnastego, nalezy do krzy-
wych rodzaju pierwszego, posiada
24 punkty zwrotu i 80 punktéw po-
dwéjnych.

IX. Niechaj précz odpowiedniosci stycznych e, 9, ¢, v' w pekach S

i 8, a wiec takze odpowiedniosci promieni podwoéjnych e, fis, €2, fi.o
w pekach inwolucyjnych W i W', zachodzi odpowiedniogé migdzy promie-
niami p. i p!, dajgcemi si¢ poprowadzi¢ z punktéw Wi W' do stozkowej C,2.

Pierwszy warunek daje osm punktéw podwéjnych omawianej krzywej
rzedu Gsmego, drugi wyznacza jeszeze jeden punkt podwdjny. Tym sposo-
bem -otrzymujemy:

Krzywg rzedu Gsmego z dwoma Krzywa klasy ésmej z dwiema

punktami poczwérnemi i dziewigcio- stycznemi poczwérnemi i dziewie-
ma punktami podwdjnemi. Krzywa cioma stycznemi podwéjnemi. Krzy-
ta jest klasy czternastej, nalezy do wa ta jest rzedu czternastego, nale-
krzywych rodzaju zerowego, czyli zy do krzywych rodzaju zerowego,
t. zw. krzywych jednobieznych, po- czyli t. zw. krzywych jednobieznych,
siada 18 punktéw przegiecia i 60 posiada 18 punktéw zwrotu i 60

stycznych podwdéjnych. punktéw podwdjnych,

X. Wszystkie omawiane dotad krzywe posiadaja dwa punkty poczwérne.
Przyjmijmy w dalszym ciggu naszego rozumowania, ze inwolucye 7'i T majg
elementy poczwérne; zatézmy w dalszym ciagu, ze elementowi poczwdrnemu
é1,2,3,4 peku T odpowiada element poczworny e, » 54 w peku T'. Punkt prze-
cigcia sig T tych promieni poczwérnych bedzie punktem poczwérnym krzy-

wej % (Rys. 8).

Utworem dwéch jednokreslnych
pekoéw inwolucyjnych stopnia czwar-
tego, w ktérych para promieni po-
czwornych odpowiada sobie, jest
krzywa rzedu 6smego z trzema pun-
ktami poczwérnemi.

Krzywa ta jest klasy dwudziestej,
nalezy do krzywych rodzaju trzecie-
g0, posiada 36 punktéw przegigcia
i 132 styczne podwéjne,

Utworem dwéch jednokreslnych
szeregéw  inwolucyjnych stopnia
czwartego, w ktérych para punktéw
poczwérnych odpowiada sobie, jest
krzywa klasy 6smej z trzema stycz-
nemi poczwérnemi.

Krzywa ta jest rzedu dwudzieste-
go, nalezy do krzywych rodzaju trze-
ciego, posiada 36 punktéw zwrotu
i 132 punkty podwéjne.
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XI. Niechaj précz pary elementéw poczwornych odpowiada sobie
w obu pekach para promieni podwéjnych (I),—to utworzona

przez peki T, T” krzywa (' posia- przez szeregi ¢, t' krzywa Cg posia-

da¢ bedzie trzy punkty poczwérne , dac bedzie trzy stycznf-_t poczwoérne
i jeden punkt podwdjmy. Jest to | i jedng styczna podwdjng. Jest ’_Lo
krzywa klasy o$mnastej rodzaju | krzywa rzedu osmnastego rodzaju

drugiego, posiada 30 punktéw prze- t drugiego, posiada 30 punktéw zwro-
giecia i 104 styczne podwéjne. tu i 104 punkty podwdjne.

XII.  Niechaj wzajemne potozenie jednokreslnych pekéw inwolucyjnych
T i T' bedzie tego rodzaju, ze elementowi poczwornemu i parze elementéw
podwéjnych (II) w jednym peku odpowiadajg odpowiednio element poczwor-
ny i para elementéw podwdjnych w pgku drugim. Otrzymamy w tym przy-
padku:
krzywa ('® z trzema punktami po- ] krzywa C; z trzema stycznemi po-
czwornemi i dwoma punktami po- | czwérnemi i dwiema stycznemi po-
dwéjnemi. Bedzie to krzywa klasy | dwdjnemi. Bedzie to krzywa rzedu
szesnastej rodzaju pierwszego, po- | szesnastego, rodzaju pierwszego, po-
siadajaca 24 punkty przegiecia i 80 f siadajaca 24 punkty zwrotu i 80 pun-
stycznych podwdjnych. ] | ktéw podwdéinych.

XII. Przyjmijmy wreszcie, ze elementowi poczwérnemu w jednym pe-
ku odpowiada taki sam element w pgku drugim, a nadto, ze zachodzi odpo-
wiednio$¢ migdzy elementami podwdéjnemi, oméwiona w ustepie 1II tej Czesci.
Otrzymamy -
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krzywa €% z trzema punktami po-
czwornemi i trzema punktami po-
dwdjnemi, a wigc krzywg klasy czter-
nastej, rodzaju zerowego, posiadaja-
ca 18 punktéw przegigcia i 60 stycz-
nych podwdjnych.

krzywg Cy z trzema stycznemi po-
czwornemi i trzema stycznemi po-
dwéjnemi, a wiec krzywg rzedu czter-
nastego, rodzaju zerowego, posiada-
jaca 18 punktéw zwrotu i 16 pun-
ktéw podwéjnych,

E. Krzywe rzgedu 6smego, rozpadajace sie na krzywe
rzedéw nizszych.

13. Promieniowi, laczacemu wierzchotki 7 i 7' jednokreslnych pekéw
inwolucyjnych stopnia czwartego, uwazanemu za element jednego z tych pe-
kéw, odpowiada czwérka promieni w peku drugim, ktérej zaden element nie
zlewa sig z promieniem 7' 7"

I Przyjmijmy potozenie pekéw 7' i 7' tego rodzaju, ze promienio-
wi T'T" jako elementowi peku 7' odpowiadaja cztery promienie w peku 77,
z ktorych jeden przechodzi przez wierzchotek 7. Takie potozenie jednokresl-
nych pekéw inwolucyjnych stopnia czwartego, w ktérem element jednego
peku zlewa sig z odpowiadajacym mu elementem w peku drugim, nazwiemy
polozeniem pétperspektywicznem pierwszego rodzaju

Konstrukeyjnie otrzymamy takie peki wéwczas, gdy promieniowi W' 7T
w peku inwolucyjnym W' odpowie jednokresinie promiefi W 7" w peku W.

Prosta T'T", w kt6rej schodzi si¢ para odpowiednich promieni dwoéch
jednokreslnych pekéw inwolucyjnych stopnia czwartego, stanowi czes¢ krzy-
wej rzgdu 6smego, jako utworu tych pekéw. Zatem:

Utworem dwéch jednokreslnych Utworem dwoéch jednokresinych
pekéw inwolucyjnych stopnia czwar- szeregéw inwolucyjnych stopnia
tego w potozeniu péiperspektywicz- czwartego w polozeniu pdiperspek-
nem rodzaju pierwszego jest krzywa tywicznem rodzaju pierwszego jest
rzedu o6smego, rozpadajgca sie na krzywa klasy 6smej, rozpadajgca sie
prostg i krzywa rzedu siédmego C7, na punkt i krzywa klasy siédmej C,,
ktéra w wierzchotkach 7' i 1" po- ktéra w podstawach ¢ i ¢’ posiada
siada punkty potrojne. Poniewaz styczne potréjne. Poniewaz styczna
punkt potréjny jest zespoleniem potréjna jest zespoleniem trzech
trzech punktéw podwdjnych, wiec stycznych podwdjnych, wiec krzy-
krzywa C7 jest klasy trzydziestej, wa O, jest rzedu trzydziestego, ro-
rodzaju dziewigtego. | dzaju dziewiatego.

Przy zachowaniu powyzej okreslonego potozenia pekéw T i T, przyjac
mozemy, ze w pekach tych zachodzi odpowiednios¢ miedzy elementami po-
dwéjnemi, oméwiona w Czgéci poprzedniej. Otrzymamy wigc krzywa (7

icm®
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z jednym, dwoma, trzema, czterema, piecioma, szeScioma, siedmioma, o$mio-
ma i dziewigecioma punktami podwdjnemi.

Jezeli zatozymy, ze promieniowi poczwérnemu w jednym peku odpowia-
da taki sam promien w peku drugim, to krzywa C7, précz dwéch punktow
podwéjnych, posiada jeden punkt poczwérny. Obok punktu poczwdérnego po-
siada¢ moze krzywa C7 z dwoma punktami potréjnemi jeszcze trzy punkty
podwdjne.

II. Przyjmijmy nastepnie, Ze element podwdjny jednego peku zlewa
sie z odpowiadajacym mu elementem podwéjnym w peku drugim. Takie po-
tozenie jednokreSlnych pekéw inwolucyjnych nazywac bedziemy potoze-
niem péiperspektywicznem rodzaju drugiego.

Prosta I'T", na ktorej przypada para odpowiednich promieni podwoj-
nych, stanowi czgs¢ krzywej rzedu &smego, utworzonej przez jednokreslne
peki inwolucyjne stopnia czwartego. Krzywa zatem C'# skiada¢ sie bedzie
z prostej podwéjnej T'T" i krzywej rzedu széstego C°, ktéra w wierzchol-
kach T'i 7" ma punkty podwdijne.

Utworem dwéch jednokresinych
pekéw inwolucyjnych stopnia czwar-
tego w polozeniu pétperspektywicz-
nem rodzaju drugiego jest krzywa
rzedu 6smego, rozpadajgca sig na
prosta podwéjng i krzywa rzedu szé-
stego (5. Jezeli co do wzajemnych
polozeti obu pgkéw nie poczynilismy
zadnych dalszych zatozen, to otrzy-
mana krzywa (% posiada w wierz-
chotkach I' i T' punkty podwdjne.

Utworem dwéch jednokreslnych
szeregow  inwolucyjnych stopnia
czwartego w potozeniu péiperspek-
tywicznem rodzaju drugiego jest
krzywa klasy 6smej, rozpadajgca sie
na punkt podwéjny i krzywa klasy
szostej Cy. Jezeli co do wzajemnych
potozeri obu szeregéw nie poczyni-
liSmy Zadnych dalszych zatozeri—to
otrzymana krzywa ('; posiada w pod-
stawach ¢ ¢ styczne podwdjne. Krzy-
Krzywa ta jest klasy dwudziestej wa ta jest rzedu dwudziestego sz6-
szdstej, rodzaju ésmego. | stego, rodzaju 6smego.

Jezeli w dalszym ciagu przyjmiemy, ze promien, wzglednie promienie
podwdjne w obu pgkach odpowiadajg sobie, to krzywa C°®, précz punktow
podwdjnych w wierzchotkach T i T’ pekéw inwolucyjnych, posiada dalsze
punkty podwdjne, ktérych liczba dochodzi¢ moze do dziesigciu. Wywolanie
dalszych punktéw podwoéjnych pociagnie za sobg rozpadniecie sie krzywej C'¢
na krzywe rzedéw nizszych.

Jezeli przyjmiemy, ze para promieni poczwdrnych w obu pekach odpo-
wiada sobie jednokreslnie, to punkt przecigcia sig tych promieni bedzie pun-
ktem poczwérnym krzywej C8.

Otrzymamy tym sposobem krzy-
wa rzedu széstego ¢ z dwoma pun-

Otrzymamy tym sposobem krzy-
w4 klasy szdstej C; z dwiema stycz-
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ktami podwéjnemi i jednym pun-
ktem poczwornym.

Krzywa ta jest klasy czternastej,
rodzaju drugiego.

nemi podwéjnemi i jedng styczng
poczworna.

Krzywa ta jest rzedu czternaste-
go, rodzaju drugiego.

Précz punktéw podwdjnych w wierzchotkach 7' i I" pekow inwolucyj-
nych i jednego punktu poczwdrnego, posiada¢ moze krzywa C°® jeszcze jeden
lub dwa dalsze punkty podwdéjne, jako punkty przeciecia si¢ odpowiadajacych
sobie promieni podwéjnych w obu pekach.

III. Niechaj dwie jednokreslne inwolucye stopnia czwartego rodzaju ze-
rowego posiadaja po jednym elemencie poczwérnym i niech elementy te zle-
waja sig. Polozenie, odpowiadajace temu zatozeniu, nazywaé bedziemy poto-
zeniem péiperspektywicznem rodzaju trzeciego. Element, w kté-
rym schodzi si¢ para odpowiednich elementéw poczwérnych obu jednokresl-
nych inwolucyj, stanowi czgs¢ kizywej, przez inwolucje te utworzonej. (Rys. 9).

Utworem dwdch jednokreslnych
pekdéw inwolucyjnych stopnia czwar-
tego w polozeniu poétperspektywicz-
nem rodzaju trzeciego jest krzywa
rzedu 6smego, rozpadajgca sie na
prostg poczwdrng, lgczgcg wierz-
chotki I'i T" pekow i krzywg rze-
du czwartego C+ Przez punkty T
i T nie przejdzie zadna galaz krzy-
wej C4, ktéra nie posiada wskutek
tego zadnych punktéw wielokrot-
nych, jest wigc ogéing krzywa rzedu
czwartego, zatem krzywa klasy dwu-
nastej a rodzaju trzeciego. '

Utworem dwdch jednokresinych
szeregéw inwolucyjnych stopnia
czwartego w potozeniu poéiperspek-
tywicznem rodzaju trzeciego jest
krzywa klasy Gsmej, rozpadajgca sie
na punkt poczwérny, jako punkt
przecigcia sie podstaw ¢ i £’ szere-
géw i krzywa klasy czwartej C,.
Styczne ¢ i ¢' nie bedg elementami
zadnej gatezi krzywej C,, ktéra nie
posiada wskutek tego zadnych stycz-
nych wielokrotnych, jest wiec ogdl-
ng krzywg klasy czwartej, zatem
krzywa rzedu dwunastego a rodzaju
trzeciego.
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Jezeli w dalszym ciggu przyjmiemy, ze jeden, dwa lub trzy promienie
podwdine w pekach T 1 T odpowiadaja sobie, to punkty przecigcia sig tych
promieni beda punktami podwéjnemi krzywej ("% W ten sposéb otrzymamy
krzywa rzedu czwartego z jednym (rys. 10), dwoma lub trzema punktami po-
dwdjnemi, ktéra wraz z prostg poczwérng T'T' daje krzywg C'*.

Gdy przyjmiemy dalsza odpowiednio$¢ elementéw podwéjnych w pe-
kach 77 i T, to i krzywa C'* rozpadnie sig réwniez najpierw na dwie stozko-
we, potem na dwie proste i stozkows, a w koricu na cztery proste, ktére ozna-
cza¢ beda krzywa rzedu czwartego z szecioma punktami podwoéjnemi.

F. O utworach: pekow i szeregéw inwolucyjnych, stopnia
czwartego, jednokreslnych z pekami i szeregami
inwolucyjnemi stopnia drugiego.

14. Przyjmijmy pek inwolucyjny stopnia czwartego, kiéry niechaj be-
dzie ogniwem korncowem nastepujgcego taficucha:
S(a’ ’! it ) XKlz (;AI *'12! Bl Bz: ) :\— IV (mla C"Za Sla {32: )
YA A, 44, BB, By By, ... ) AT (4 @y a5 0y, by by D50y, )
Obierzmy nastepnie pek inwolucyjny stopnia drugiego, jako ogniwo
konicowe w taficuchu:
ST B, )R K?E (A 4y, B By ) KW (' ag, BB 1 ).

Niechaj pek S (=, B, 7. ...) bedzie jednokresiny z pekiem S' (&, 8,7, .. .),
to wowczas kazdej parze oo, promieni pgku W' odpowiada czwdrka
@ty Gy @y &0y, promieni w pekuw:inwolucyjnym stopnia czwartego 7. Pek inwo-
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lucyjny stopnia drugiego W' jest jednokreslny z pekiem inwolucyjnym s S{e By, R CIN AN
stopnia czwartego T. ® I

Wyrazimy to w nastgpujacem schematycznem zestawieninu: A A

1 _ I
. oS"  K(4,4% B, B,,..) NK* (4, A", B'B,,...)
I I

A A
, I . If
W w W (0, 2, ﬁﬁ Byy ) AW (2 0y, ...

A A
2
€ I

I !

C2(Aydy 4y | £ By, ) AW (2 2 ﬁﬁ' Bay o)

T I
TGy Gy Qg Oy Dy by ) X W' (o) 0, B, B2

b

[}
.

16. Do dwoéch jednokreslnych pekow inwolucyjnych, z ktérych jeden
S@ 81 .. ) AS (o By 1) jest stopx.li:? .drugiego, d.rugi czwartego, dojdziemy:vprost z §chemat§\v (gst. 6,
I I str. 7'0), jesli ty1~ko za%qzymy, ze ]ed.en z pekéw W lub W' jest pekiem inwo-
i i lucyjnym stopnia drugiego, parabolicznym.

0 17. Kazda para o, 2,'... promieni peku T¥' przetnie sie z odpowie-
K2 (dy 4, By B,..) KKZZ (4 4, B/ B, ..) dnig czw6rkg @, @, a; @, promieni peku T w o$miu punktach; a miejscem
| geometrycznem tych punktéw bedzie krzywa, ktéra, jak to wynika wprost
A X z zasady odpowiedniosci (Korrespondenzprincip) Chasles’a®D, bedzie krzy-

i ‘“ wg rzedu szdstego. o
Wy, Biby,-.) A W' () oy, By By - . ) W celu wyznaczenia rzedu krzywej, otrzymanej jako miejsce geome-
I I trycgu.e punktéw pr%eciqcia sig par promieni o’ o)’; 3, [32' e Z o.dpowmfia]q-
i I cemi im czwoérkami @1 @y Q5 Gy, b0y 0,0y, ..., przetm]n_ly peki T, W d'ot
I I wolng prosta m, a przyjawszy stozkowg Cz,’ rzuémy na nig, z‘dowolnefgo jej
Cyz(;[l ZZLZ‘“ E: ) N W (o) o), By B, ) punktu P, szeregi otrzymane na prostej m. Srodek W szeregu inwolucyjnego
stopnia czwartego na podstawie C'? jest wierzchotkiem peku inwolucyjnego
x N stopnia drugiego, za$§ $rodek S' szeregu inwolucyjnego stopnia drugiego, le-
‘“ zacego na wspoblnej z poprzednim podstawie €2, jest wierzchotkiem zwyczaj-
Ty ayasa,,..) AW (o oy, B, Ba' .. ). nego peku promieni. Peki Wi S’ sg jednokreslne, w tem rozumieniu tego
stowa, ze kazdej parze promieni pierwszego z nich odpowiada jeden promieil
15.  Szeregi inwolucyjne punktéw stopnia drugiego: : :anléﬁlf‘;’dngﬁ; ;sls'ug}i‘;fg \sir;r;cilfgliliyivg peku 8’ odpowiada para pro-
K*(4,4,, By By... Y AK,* (4, 4y, BB, ..)), Przez punkty W i S’ poprowadZmy dowolna stozkowa C,2, znajdZmy
ktore obraliSmy na dwdch podstawach, ztaczy¢ mozna na jednej K2, a sche- Srodek § szeregu inwolucyjnego powstatego z praeciecia sig peku W ze stoz-

matyczne przedstawienie naszego lancucha bedzie nastepujace: o M. Chasles: Comnt das 18
) M. asles: Comptes rendus 1864.
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kowg (%2, za$ pek S' uwazajmy za pek inwolucyjny paraboliczny, ktérego
srodkiem bedzie dowolny punkt krzywej €2

Utworem jednokresinych pekéw W i8S’ jest krzywa rzedu trzeciego O3,
z punktem podwdéjnym w punkcie WV; krzywa ta przetnie stozkowg C2 w sze-

$ciu punktach, ktére, rzucone z punktu P na prosta m, wyznaczajg rzad bada-
nej krzywej.

Promieniowi, fgczacemu wierzchotki W' i T, uwazanemnu za element
peku W, odpowiadajg w peku T cztery promienie, przecinajace W' T czte-
rokrotnie w punkcie T, ktéry wskutek tego jest punktem po-

czwornym krzywej C% Zatem:

Utworem dwdch jednokreslnych | Utworem dwéch jednokresinych
pekéw inwolucyjnych, z ktdrych je- ( szeregéw inwolucyjnych, z ktérych
den jest stopnia drugiego, drugi f jeden jest stopnia drugiego, drugi
stopnia czwartego, jest krzywa rzg-  stopnia czwartego, jest krzywa kla-
du széstego ('° z punktem podwdj- \ sy széstej (; ze styczng podwdjng
nym w wierzchotku peku stopnia ' w podstawie szeregu stopnia drugie-
drugiego i z punktem poczwlérnym | go i ze styczng poczwérng w podsta-
w wierzchotku stopnia czwartego. wie szeregu stopnia czwartego. Krzy-
Krzywa ta wiec jest klasy szesnastej, wa ta jest wigc rzedu szesnastego,
rodzaju trzeciego. (Rys. 11). rodzaju trzeciego.

18. Elementy podwéjne, zaréwno w peku W, jak i T moga by¢ wszyst-
kie rzeczywiste lub tez parami urojone. W szczegélnosci przyjmijmy, ze:

Yy L,Wektor® rocznik 1, str. 411.
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L. W obu pekach wszystkie promienie podwdjne sg
urojone.

Kazdej parze elementéw w peku W' odpowie czwérka rzeczywistych
elementéw w peku 7, i naodwrét. Zatem takze promieniowi W' 7, uwazane-
mu za element peku 7', odpowie w peku 7' zawsze para promieni rzeczywi-
stych, podobnie jak promieniowi W' T, uwazanemu za element pgku W', od-
powie w peku T' czworka promieni rzeczywistych. W tym wige przypadku
bedzie: .
punkt ¥’ takim punktem podw6j- | prosta w' takg styczng podwéijna,
nym, przez ktéry przechodza dwie i z ktérg stykaja sig dwie rzeczywiste
rzeczywiste gatezie krzywej C'%, punkt | galezie krzywej (g, prosta zaé 7 wia-
zad T wlasciwym punktem poczwoér- | &ciwa styczng poczwdrna tej krzywej.
nym tej krzywej.

II. Pgk W’ jest pekiem hyperbolicznym, za§ w pgku 7 je-
dna para promieni podwdjunych jest rzeczywista, dwie za$
urojone.

Zaj$¢é tu moga nastepujace potozenia obu pekdw: a) promieniowi W' 7,
uwazanemu za element peku 7, odpowie w peku W' para promieni rzeczywi-
stych, albo b) para promieni urojonych, albo wreszcie c) promiefi podwdjny.

W polozeniu a) punkt podwdj- | W polozeniu a) styczna podwdj-
ny W' krzywej ¢ bedzie punktem na w' krzywej C; bedzie styczng po-
podwéjnym, przez ktéry przechodza dwéjna, z ktdra stykajq sig dwie rze-
dwie galezie rzeczywiste krzywej; czywiste gatezie krzywej; w poloze-
w potozeniu b) punkt W' bedzie niu b) styczna w' bedzie styczng od-
punktem podwéjnym odosobnio- osobniona, a w potozeniu c) stycz-
nym, a w polozeniu c) punkt W' na w' przejdzie na styczna przegiecia.
przejdzie na punkt zwrotu. ]

Rdéwnoczeénie promieniowi W'T, uwazanemu za element peku W', od-
powiadajg w peku T': a') cztery promienie rzeczywiste, b') dwa promienie
rzeczywiste, dwa urojone, c¢') cztery promienie urojone, d') dwa promienie
pojedyncze i jeden podwdjny i e') dwa promienie podwdjne.

W polozeniu a') krzywa C'® po- | W potozeniu a') krzywa C; po-
siada w punkcie poczwérnym T'czte- | siada na stycznej poczwdrnej ¢ czte-
1y styczne rzeczywiste; w polozemin | ry rzeczywiste punkty stycznosci;
b")—dwie styczne rzeczywiste a dwie w potozenin b")—dwa punkty stycz-

i
|
I
!

urojone, wskutek czego graficznie noéci rzeczywiste i dwa urojone—co
wyrazi sie ten punkt, jako punkt graficznie wyrazi sie tem, Ze styczna
podwdjny; w potozenin c')—cztery poczwérna przedstawi sig jako po-
styczne urojone, czyli punkt po- dwdjna; w polozeniu c’) — cztery
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czwérny jest punktem odosobmio- | punkty stycznosci urojone, zatem
nym. ' styczna poczwérna bedzie odosob-

Potozenie d') sprawia, ze krzy- | niona.
wa C% posiada w punkcie poczwér- ’ Potozenie d') sprawia, ze krzy-
nym jeden, a w pofozeniu ¢') dwa | wa C, posiada w stycznej poczwér-

punkty zwrotu. nej jedng, a w polozeniu e') dwie

styczne przegiecia.

A I?I. Pek W’ jest eliptyczny, pek T ma jedne pare pro-
mieni podwéjnych rzeczywistych, dwie pary promieni uro-
jonych.

Promieniowi, taczacemu wierzchotki obu pekéw, uwazanemu za element
pq%{u T, odpowie w. tym przypadku w peku W' para promieni rzeczywistych,
kt6ra ze wzgledu na charakter tego peku nie moze zigczy¢ sig w promieri po-
dwéjny. Zatem:
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wej ('¢ przechodzg dwie rzeczywiste
gatezie krzywej Co do punktu po-
czwérnego, to zachodzi¢ tu moga
wszystkie przypadki, wymienione
pod IL

Przez punkt podwéiny W' krzy- "
i
|

Styczna podwéjna w' krzywej ¢,
dotyka dwoch rzeczywistych gatezi
tej krzywej. Co do stycznej po-
czwornej, to zachodzg tu wszystkie
przypadki, wymienione pod II.

IV. Pek W' jest hyperboliczny; wszystkie promienie po-

dwéjne w peku T sg urojone.

podwdjny W' przejda dwie rzeczy- dwéjna ' dotyka czterech rzeczy-
wiste galezie krzywej C'°. wistych gatezi kizywej Co.

Punkt poczwérny, wzglednie styczna poczwdrna, wystapia jak w II.

VI Pek W' jest hyperboliczny, pgk T posiada wszyst-
kie trzy pary promieni podwéjnych rzeczywistych. ' ]

Do punktéw W' i T, wzglednie stycznych ' i ¢, odnosza sig uwagi,
poczynione w ust. IL

VII. Pek W' jest eliptyczny, pek T posiada wszystkie
pary promieni podwéjnych rzeczywistych.

Zachodzi tu ta sama liczba mozliwych przypadkéw, co w IIL

IX. Pek W' jest hyperboliczny, pek 7 posiada jeden pro-
mien poczwérny—a jeden, wzglednie trzy promienie podwéj-
ne rzeczywiste.

Punkty W' i T przyja¢ mogg charaktery, wymienione pod 1L

X. Pek W' jest eliptyczny, pek T posiada jeden promied poczwdrny—
a jeden, wzglednie trzy promienie podwoéjne rzeczywiste.

Punkt W', jak w I—punkt 7| jak w IL

19. W dotychczasowych rozwazaniach naszych, odnoszacych sie do
krzywej, utworzonej z dwdch jednokreslnych pekéw inwolucyjnych, z ktérych
jeden jest stopnia drugiego, drugi czwartego—przyjmowalismy, ze promie-
niom podwéjnym w jednym peku odpowiadajg promienie pojedyncze w peku
drugim.

Podobnie, jak w I, przez punkt ! Podobnie, jak w I, styczna po-
|

Punkt podwéjny W', podobnie | Stycznna podwéjna w', podobnie
jak w I, moze byé: a) wlasciwym | jak w I, moze by¢: a) wihasciwg
punktem podwdjnym, b) punktem | styczng podwdjng, b) styczng p0:
podwdjnym odosobnionym, c) pun- ‘ dwéjng odosobniong, c¢) styczna
ktem zwrotu, | przegiecia.

‘ I_\Iatomiast promieniowi W'T, uwazanemu za element peku W', odpo-
wiadajg w tym przypadku cztery promienie rzeczywiste—a wiec:

Przez punkt poczwérny 7' prze- Styczna poczwérna ¢ dotyka za-
chodzat. cztery rzeczywiste gatezie wsze czterech rzeczywistych galezi
krzywej ('8, krzywej Cy.

Y. F.’qk W' jest hyperboliczny, pek T posiada dwie pary
promieni podwéjnych rzeczywistych, jedne urojona.
Co do charakteru punktéw podwdjnego i poczwérnego, to powtdrzg sie
tutaj przypadki, wymienione pod II str. 93.
] YI. Pek W’ jest eliptyczny, pek ' posiada dwie pary pro-
mieni podwdjnych rzeczywistych, jedne urojona.

Potozenie pekéw W' T moze jednak by¢ takie, ze promieniowi podwdj-
nemu w peku W' odpowiada jeden, wzglednie dwa promienie podwdjne
w peku 7. Punkty przeciecia si¢ odpowiadajacych sobie promieni podwdj-
nych beda punktami podwéjnemi krzywej C°. W ten sposéb dochodzimy

do nastepujacych krzywych:

1. Jezeli potozenie pekéw W'i T
jest tego rodzaju, ze promieniowi
podwéjnemu w jednym odpowiada
promieri podwéjny w pekut drugim—
to krzywa otrzymana, rzedu szdste-
go, posiada jeden punkt poczwérny
i dwa punkty podwéjne. Krzywa ta
jest klasy 14-ej, rodzaju drugiego.

1. Gdy promieniowi podwdjne-
mu w peku W' odpowiadaja dwa pro-
mienie podwdjne w peku 7, to krzy-

I'. Jezeli poloZenie szeregéw '
it jest tego rodzaju, ze punktowi
podwéjnemu w jednym odpowiada
punkt podwdjny w szeregu drugim—
to otrzymana krzywa klasy szostej
posiada jedna styczng poczwodma
i dwie styczne podwéjne. Krzywa ta
jest rzedu 14-go, rodzaju drugiego.

II'. Gdy punktowi podwdéjnemu
w szeregu w’ odpowiadajg dwa pun-
kty podwéjne w szeregu £, to krzy-
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wa C° posiadaé bedzie précz pun-
ktu poczwérnego trzy punkty po-
dwéjne. Krzywa taka jest klasy dwu-
nastej, rodzaju pierwszego.

III. Gdy w koncu jednemu pro-
mieniowi podwdjnemu w peku W'
odpowie takiz promiefl w peku T,
drugiemu za$ promieniowi podwéj-
nemu para promieni podwdjnych
w peku 7, to otrzymamy krzywsg ('S,
ktéra, précz punktu poczwdérnego,
posiada cztery punkty podwdjne.
Jest to krzywa klasy dziesigtej ro-
dzaju zerowego, a wiec krzywa je-
dnobiezna.

wa (; posiadaé bedzie précz stycz-
nej poczwornej trzy styczne podwoéj-
ne. Krzywa taka jest rzedu dwuna-
stego, rodzaju pierwszego.

II. Gdy w koiticu jednemu pun-
ktowi podwoéjnemu w szeregu w’ od-
powie takiz punkt w szeregu #, dru-
glemu za$ punktowi podwdjnemu
para punktéw podwéjnych w szere-
gu £, to otrzymamy krzywa C, kté-
ra, précz stycznej poczwornej, posia-
da cztery styczne podwéjne. Jest to
krzywa rzedu dziesigtego rodzaju ze-
rowego, a wiec krzywa jednobiezna

20. W ustepie 10 (str. 76) zwréciliémy uwage na to, ze styczne w pun-
ktach wielokrotnych krzywej, moga by¢ stycznemi przegigcia, lub stycznemi
przegiecia. Odnosi sig to takze do omawianej tu krzywej. Powotujac sig na
rozumowania, zawarte w ustepie 10, powiemy wprost:

[. Gdy promien, laczacy wierz-
chotki, jest elementem podwdjnym
peku T to krzywa (', przez peki te
utworzona, posiada w punkcie po-
dwéjnym W' dwa punkty przegigcia.

II. Gdy promiei wspélny obu
pekéw jest elementem peku W', to
krzywa (¢ posiada w punkcie po-
czwoérnym cztery punkty przegiecia.

III. Gdy promiefi wspélny jest
elementem poczwornym peku 7, to
krzywa C*¢ posiada w punkcie po-
dwéjnym W' dwa punkty przegie-
cia drugiego rodzaju.

I'. Gdy punkt przecigcia sig pod-
staw jest elementem podwdjnym sze-
regu #, to krzywa C, przez szeregi
te utworzona, posiada na stycznej
podwdjnej dwie styczne przegigcia.

II'. Gdy punkt wspélny podstaw
w' 1t jest elementem podwdjnym
szeregu w', to krzywa (; posiada
w styczuej cztery styczne przegigcia.

III'. Gdy punkt wspélny jest ele-
mentem poczwornym szeregu Z, to
krzywa C; posiada w stycznej po-
dwdjnej w' dwie styczne przegigcia
rodzaju drugiego.

21. Wspomnie¢ nam wreszcie pozostaje o potozeniach péiperspekty-

wiczuych pekéw W' i T.

Z rozwazan ustepu 13 (str. 86) wynika wprost:

[. W polozeniu pdtperspekty-
wicznem rodzaju pierwszego krzy-
wa ('°, przez jednokresine peki W'T'
utworzona, rozpada sig na prosta

I. W polozeniu péiperspekty-
wicznem rodzaju pierwszego krzy-
wa (', przez jednokreslne szeregi
w', t, uiworzona rozpada sig na

icm®
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i krzywg (% posiadajacg w wierz-
chotku peku stopnia drugiego punkt
pojedyriczy—w wierzchotku za$ pe-
ku inwolucyjnego stopnia czwarte-
go T punkt potréjny. Jest to krzy-
wa klasy 14-ej, rodzaju trzeciego.

Précz punktu potréjnego, krzywa
ta posiadac jeszcze moze jeden, dwa
lub trzy punkty podwoine, ktére beg-
da punktami przecigcia si¢ promienti
podwdjnych, odpowiadajgcych sobie
w obu pekach.

Odpowiednio do tego zniZy sie
klasa i rodzaj krzywej.

II. W potozeniu péiperspekty-
wicznem rodzaju drugiego otrzyma-
my krzywa rzedu czwartego (4 z jed-
nym punktem podwdéjnym; to samo
polozenie pozwoli na otrzymanie
krzywej C'* z dwoma, a wreszcie
z trzema punktami podwdjnemi.

punkt i krzywg C;, posiadajacg
w podstawie szeregn stopnia drugie-
go styczng pojedyficza, w podstawie
za$ szeregu inwolucyjnego stopnia
czwartego ¢ styczng potréjng. Jest
to krzywa rzgdu 14-go, rodzaju trze-
ciego.

Précz stycznej potrdjnej, krzywa
ta posiadac jeszcze moze jedne, dwie
lub trzy styczne podwdjne, ktére be-
da prostemi, !aczacemi punkty po-
dwéjne, odpowiadajace sobie na obu
podstawach.

Odpowiednio do tego znizy sig
rzad i rodzaj krzywej.

II'.'W potozeniu pélperspekty-
wicznem rodzaju drugiego, otrzyma-
my krzywa klasy czwartej C, z jedna
styczng podwdjng; to samo polo-
zenie pozwoli na otrzymanie krzy-
wej C, z dwiema, a wreszcie i z trze-
ma stycznemi podwdjnemi.

G. Inwolucye stopnia czwartego jednokre$lne z pekami
i szeregami zwyczajnemi.

22. Przyjmijmy pek inwolucyjny stopnia czwartego rodzaju zerowego,
utworzony jak w ust. 14 (str. 89) wedtug schematu :

S (o B %) A K2 (A1 dyy By By,..) A W(oy 9, 8 Bys--2)

Ne2d, 4,4, 4, BB, B, B,,..) KT (a,a,0,a,, b, b, byb,,..)

i zwyczajny pek promieni S’ (o, /, ¢',...), kt6ry niechaj bedzie jednokrediny

z pekiem S(z, 8, 7,...).

Kazdemu promieniowi w peku S’ odpowie czworka promieni w peku 7.

pekiem promieni stopnia czwartego.

"Powiemy, ze pgk promieni S’ (o', §, 1'...) jest jednokresiny z inwolucyjnym

23. W celu wyznaczenia rzedu krzywej, utworzonej przez peki 7'i &', uwa-
zajmy pek S” (' ' 7...) za pek inwolucyjny paraboliczny, ktérego srodek M
obierzemy dowolnie na stozkowej, przechodzacej przez wierzchotek S’ Krzy-

Prace mat.-fiz.,, t. XXVL

11
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wa w tym przypadku, przez peki 7'i S’ utworzona, bedzie wedtug ust. 17 rzedu
széstego, jednak ztozona z prostej M S’ i z krzywej rzedu piatego €7, Przez
uwzglednienie jeszcze rozwazar w czesci C przeprowadzonych, dochodzimy

RESUME.

do nastepujacyvch dwoiscie odpowiadajacych sobie praw:

Rys 12

I. Krzywa, utworzona przez pe-
ki jednokreslne §' i T jest rzedu
piatego, posiadajacg w wierzchoiku
peku inwolucyjnego 1" punkt po-
czwérny; wierzchotek S’ peku pro-
mieni jest punktem pojedyrhiczym
krzywej. Krzywa ta jest klasy dsmej,
rodzaju zerowego. (Rys. 12).

Zaleznie od wzajemnego potoze-
nia obu pekéw, krzywa posiada¢ mo-
ze w punkcie poczwérnym cztery
styczne rzeczywiste, dwie rzeczywi-
ste a dwie urojone, cztery urojone,
jeden lub dwa punkta zwrotu.

II. W potozenin pélperspekty-
wiczniem, gdy zatem promien tgcza-
cy wierzchotki jest elementem odpo-
wiednim w obu pekach, krzywa ('3
rozpadnie sig¢ na prostg i krzywa rze-
du czwartego z punktem potréjnym
w wierzchotku peku inwolucyjnego
stopnia czwartego.

I'. Krzywa, utworzona przez sze-
regi jednokreslne ¢' i #, jest kla-
sy piatej i posiadajg w podstawie
szeregu inwolucyjnego f styczna po-
czwdrng; podstawa s’ szeregn pun-
ktéw jest styczng zwyczajng krzywej.
Krzywa ta jest rzedu dsmego, rodza-
ju zerowego.

Zaleznie od wzajemnego potoze-
nia obu szeregdw, krzywa posiadac
moze na stycznej poczwérnej cztery
punkty stycznosci rzeczywiste, dwa
rzeczywiste a dwa urojone, cztery
urojone, jedng lub dwie styczne prze-
gigcia.

II'. W polozeniu pétperspekty-
wicznem, gdy punkt przeciecia sie
podstaw jest elementem odpowied-
nim réwnoczesnie obu podstaw, krzy-
wa (; rozpadnie na punkt i krzy-
wa klasy czwartej ze styczng potréj-
ng w podstawie szeregu inwolucyj-
nego stopnia czwartego.

Si dans deux faisceaux en involution de quatriéme ordre et de I'espéce
nulle, les groupes d’éléments correspondent un & un, les faisceaux en involu-
tion sont homographiques et engendrent généralement une courbe d’ordre
huit avec deux points multiples d'ordre quatre. Lorsque les rayons multiples
de nos faisceaux en involution correspondent un & un, la courbe posséde en-
core plus de points multiples.

Dans la position demi-perspective de premiére espéce, les faisceaux
en involution engendrent une courbe de septiéme ordre, qui a deux points
multiples de troisiéme ordre; dans la position demi-perspective de seconde
espéce les faisceaux en involution produisent une courbe de sixiéme ordre,
qui a deux points doubles, et enfin deux faisceaux en involution de quatriéme
ordre, dans la position demi-perspective de troisiéme espece, engendrent
une courbe d'ordre quatre.

Etant donné un faiscean en involution de quatriéme ordre et de 'espéce
nulle, homographiques d'un faisceau en involution de seconde ordre, ou aura
une courbe d’ordre six, ayant un point multiple d’ordre quatre et un point
double.

Lorsque, & la place d'un faisceau en involution de seconde ordre, entre
un faisceau de droites, la courbe engendrée sera de cinquiéme ordre avec un
point multiple d’ordre quatre.
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