ZYGMUNT JANISZEWSKI.

0 rozcinaniu plaszczymy przez kontinua.

(Sur les coupures du plan faites par des continus).

WSTEP.

Pytania, ktére sobie mozemy postawi¢ przy badaniu danej figury geo-
metrycznej, sa dwojakiego rodzaju: jedne dotycza fignry samej w sobie,
drugie jej stosunku do reszty przestrzeni. Drugi rodzaj badafi jest
naturalnie zalezny od pierwszego.

Badaniom topologicznym pierwszego rodzaju poswiecitem mg prace, do-
ktorska V; badaniom drugiego rodzaju podwigcam prace niniejsza. Zajmuje
sie mianowicie w tej pracy dwoma pokrewnemi sobie pojgciami: ograni-
czenia i rozcigcia 2.

) Sur les continus irreductibles entre deux points. Thése, Paryz 1911
(wydrukowana takze w ,Journal de I'Ecole Polytechnique* (2) 16, 1912); bede ja cytowat
krétko : Thése.

%) Pojecie ograniczenia (frontiére) zostalo wprowadzone, o ile wiem, przez Jorda-
na (Cours d’Analyse t. I, wyd. 2). Jordan tez zajmowat si¢ rozcinaniem plaszczyzny
w swem slawnem twierdzeniu o linii zamknietej. Rozcinaniem plaszczyzny ogélnie (Gebiets-
teilung) zajmowal sig systematycznie Schoenflies (Bericht, t. II). Jednak dopiero Ma-
zurkiewicz pojecic rozclecia wyodrebnit i uczynit zefi metode badania przez okreslenie
go dla kontinuéw wogéle (a nie tylko dla plaszczyzny), oraz wprowadzenie pojecia
rozciecla nieprzywicdlnego,

Pojecie rozciecia Mazurkiewicza nabiera swego rzeczywistego znaczenia dopiero
przy badaniach wychodzgcych poza plaszczyzne, tak ze w pracy niniejszej pojecie to nie
wystepuje (przynajmniej jawnie): rozcinanie plaszezyzny jest tu rozumiane tak, jak u Schoen-
fliesa. Uwazalem jednak za stosowne wspomnie¢ o niem na tem miejscu, gdyz przeszio
roczna znajomo§¢ z ideami Mazurkiewicza (nie ogtoszonemi drukiem dotych-
czas) wptynela na méj sposéb ujmowania tych zagadnien.

I’{'ncn‘ mat.fiz, t. XXVI, 2
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Chcac, aby praca mogla by¢ czytana bez zadnego przygotowania, oraz
ze wzgledu na wprowadzenie niektorych termindw i pojgc nowych (lub w zmie-
nionej formie), poswiecam pierwsze dwa rozdzialy okredleniom i badaniom
przygotowawczyml. Zawierajg one w czgéci rzeczy znane, tylko ujete w formie,
ktéra wydawata mi si¢ najodpowiedniejsza dla mego celu.

Z tych tez wzgledéw nie cytuje nigdzie autoréw, u ktérych znajdujg sig
podawane tu twierdzenia, lub analogiczne do nich. Zaznaczg tylko, ze wiele
z nich, aczkolwiek inaczej udowodnionych, znajduje si¢ u Schoenfliesa
w ,Bericht iiber die Entwickelung der Lehre von den Punkt-
mannigfaltigkeiten“ t. II; oraz, ze metoda ,siatki* szeSciokatéw, ktérej
poéwiecitem rozdziat II, jest metodg C. Rungego, tylko ze Runge uzywa
kwadratéw zamiast sze$ciokatéw; wprowadzenie tych ostatnich upraszcza
nieco zastosowanie metody.

Okreslenia, podane w rozdziale I, zmienitem co do formy o tyle, ze, sto-
sownie do celu pracy na pierwszy plan wysunetem pojecie ograniczenia, oraz
o tyle jeszcze, ze staralem sig jak mozna najdtuzej by¢ zupetnie ogélnym: nie
wprowadzam tez zadnych zatozefi co do przestrzeni az do § 7, od ktérego po-
czawszy, ograniczam badania do ptaszczyzny euklidesowe;j.

W tego rodzaju badaniach bowiem wiasnosci topologiczne przestrzeni,
w ktérej figura jest rozpatrywana, graja role zasadniczs, i wiele twierdzert prze-
staje by¢ prawdziwemi przy przejsciu np. do przestrzeni tréjwymiarowej. Inne
wlasnodci przestrzeni (rzutowe i metryczne), rozumie sig, na prawdziwos¢ twier-
dzen wplywaé nie mogg; ze jednak wtasno$ci topologiczne prze-
strzeni sg zawarte w pewnikach, dotyczacych pojecia (nie to-
pologicznego) prostej, i poniewaz wystowienie dowoddéw jest prostsze
przy positkowaniu sie wiasno$ciami miarowemi (a te znéw sg najprostsze
w Geometryi euklidesowej), wigc dlatego takie przedstawienie rzeczy bylo
wskazane.

Rezultaty, bedace celem niniejszej pracy, zawierajg rozdziaty II i IV.
W szczegdlnosci ostatnie dwa twierdzenia, A i B, o ile wiem, przez nikogo
podane nie byty.

ROZDZIAL 1.

OkreSlenia, Wiadomos$ci wstepue.

§ 1. Kazda dana mnogos¢ R, jedli wogdle punkty zawiera (nie jest
prézna, nie jest zerem), a nie zawiera wszystkich punktéw przestrzeni,
dzieli przestrzeti na dwie czeSci: mnogos¢ punktéw nalezacych do 9K i mno-
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gos¢ punktéw do 9 nie nalezacych. Czyli, oznaczajac przez % mnogosc
wszystkich punktéw przestrzeni, przez 0 za§ mnogo$¢ prézna,

T = O - (B — M) .

Mnogo$¢ 5 — 91U nazywamy wzupelnieniem danej mnogosci o). Gdy
M =0, M = 3,
wzor ten przedstawia podzial prawdziwy przestrzeni na dwie rézne od zera
muogosci; wzdr jest jednak oczywiscie prawdziwy zawsze.

Podziat ten posiada wtasnosé, ze zaden punkt nie nalezy do obu czesci:

mnogos¢ punktdw wspélnych mnogoscei M 1 & — M jest prozna:
M X (5 — M) = 0.

§ 2. Oznaczmy wzajemna odlegto§¢ dwu dowolnych punktéw 4
i B przestrzeni przez p (4, B). Wiemy, ze jestto liczba dodatnia (rze-
czywista, skoficzona, rézna od zera). Mozemy jednak rozszerzy¢ zastosowa-
nie tego pojgcia i méwic o odleglosci punktu od samego siebie, nadajgc jej
wtedy —1 tylko wtedy—wartosé zero. p(d,-B) jest to wiec funkcya dwéch
punktéw o nastepujgcych wiasnosciach:

o(4, B) >0, gdy 4= B;
pld, H)=0.

Ten sam symbol odlegtosci bedziemy stosowali i do mnogosci, rozumie-
jac przez odlegtos¢ dwdch mnogosci dolny kres odlegiosci par
punktéw, z ktérych jeden punkt nalezy do jednej, a drugi do drugiej mno-
godci, t. j. |

6 (8, ) = min ¢ (4, B),
Aca B8

Mamy wigc zawsze p (4, &) >0,
oraz o (4, &) =0,
gdy ax &=0.

Koto o $rodku 4 i promieniu a, t. j. mnogosé wszystkich punktéw, kté-
rych odlegtosé od punktu A jest réwna @ lub mniejsza® od @, oznaczam
przez & (4, a).

) Okre$lenia $ciste wszystkich uzywanych znakéw znajdujg sie na koficu rozprawy.
?) Znak ( czytaj: ,jest zawarte®.
3 Mo6wimy tu o kole, niec o okregu kofa,
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To znaczy, ze wzory
S (G4, a)

i p(S, 4) <a

sq réwnowazne, t. j. dla kazdego punktu S albo oba prawdziwe, albo oba fat-
szywe. Stad mozemy wyciagnac zwiezte okreslenie kota w jednym wzorze:

S (d, a) =18l 0 <as

ktory sig czyta tak: koto jest to mnogos¢ wszystkich punktéw S, ktére spel-
niajg warunek:
p(S, 4) < a.

Z okreslenia kota wynika bezposrednio
&4, a) ) &(4, b,
gdy a > b.

oznaczali N
@, a)={S, s aq <a>

t. j. mnogoé¢ punktéw S, spetniajacych nieréwnosc

P8, <a.
Mamy tu podobniez:
€& a)) &40
dla a > 0.

§ 3. Powré¢my do podziahi przestrzeni na rézne rodzaje punktéw
wzgledem danej mnogodci 9. Mozemy teraz uskutecznié podziat subtelniej-
szy, a mianowicie rozdzieli¢ punkty przestrzeni na trzy rodzaje: wewnetr z-
ne, zewnetrzne i ograniczenia danej mnogosci.

Punktem wewnetranym dla mnogosci 9% nazywamy kazdy punkt P,
dla ktérego mozna znalesc takie (dostatecznie mate) a, ze
S (P, ) CoX,
gdzie a> 0.
Punkt wewngtrzny musi wiec zawsze nalezeé do 9R.

Punktem zewngtrenym dla mnogosci 9 nazywamy kazdy punkt P, dla
ktérego mozna znale$é takie a, ze

Symbol kota okreslimy jeszcze nieco szerzej, a mianowicie bedziemy

icm®
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S(P,a) X M=20
(czyli &(P,a) (B — M),
gdzie a > 0.

Punkt zewnetrzny nigdy nie moze naleze¢ do mnogosci, t. j. nalezy do
jej uzupetnienia.

Punkty, ktére nie sg ani wewnetrznemi, ani zewnetrznemi, nazywamy
punktami ograniczenia. Punkt ograniczenia jest to wiec taki punkt, ze w kaz-
dem kole, zakreSlonem okoto niego, znajdujg si¢ punkty nalezgce i pun-
kty nie nalezace do danej mnogos$ci. Sam punkt ograniczenia moze do
niej naleze¢ lub nie nalezed.

Mnogos§¢ wszystkich punktéw ograniczenia danej mnogosci 91T (bez
wzgledu na to, czy ktéry z nich nalezy, czy tez nie nalezy do 9IU) nazywamy
ograniczeniem mnogosci 91 i oznaczamy przez symbol F (9W).

Rozktad przestrzeni na te trzy mnogosci punktéw wewnetrznych, ze-
wngtrznych i ograniczenia przedstawia sig tak:

%= (I — F(M)) 4 (B — M — §F(9Q)) - § (2N),
gdzie zadne dwa z tych sktadnikéw mmnogosci % nie majg ze sobg punktow
wspolnych. Jednak nie wszystkie te skladniki muszg rzeczywiscie istnied.
Moze byé
M — F (9K) = 0,
t . AN [ F (O,
czyli mnogos¢ 9N moze nie posiada¢ punktdw wewnetrznych?d.

Mnogo$¢ 98 nazywa sig domknietq, gdy wszystkie punkty ograniczenia

naleza do niej, t. j. gdy
oM F(9W)

Bedziemy nazywali domknieciem mnogodci dodanie do niej jej ograni-
czenia i sume te oznaczal bedziemy przez kreske pozioma nad symbolem
oznaczajgcym mnogosé, L. j.

M | F () = 9,
Dla mnogosci domknietej mamy oczywiscie
oM = O,

§ 4. Nazywamy mnogos¢ spding, gdy sie nie da rozlozy¢ na dwie

mnogo$ci nie prézne, nie posiadajagce po domknigciu punktéw wspél-

") Taka mnogo$¢ w terminologii Schoenfliesa nazywa sig nigdzie nie gestq.
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nych. Mnogo$¢ O hedzie przeciwnie niespdéjng, gdy mozna znalesé ta- -
kie 9L, i 9, ze ‘

@ml $ 0’ ®m2 $ Os

o, - OIT, = 9N,

O, X M, =

Mnogoé¢ domknieta i spojng nazywamy konginuum.

Pojeciem posredniem migdzy mnogoscigq spojng a kontinuum jest semi-
Tontinuum: jest to taka mnogos¢, ze kazde dwa jej punkty dadzq sie pola-
czy¢ kontinuum w niej zawartem.

Semikontinuum jest oczywiscie spéjne. Przypusémy bowiem, Ze dane
semikontinuum § jest niespojne, t. j. ze istniejq takie §, i §,, ze

@ 8,50, 8,30,

(b) S =8 -5,

© § XS, =0.

Biorac, co jest mozliwe ze wzgledu na (a), dwa punkty
(d) 8 (8,

(e - 8, (8,

oraz faczac je kontinuum &, t. j.

® Y8+ S,

® I *CS,

otrzymujemy rozktad kontinuum & na dwie mnogosci (mnozac tozsamo$é (b)
obustronnie przez & i pamigtajac, ze ze wzglgdu na (g) mamy
S X & = d),
bez punktéw wspolnych, a mianowicie
(h) W= (KX 8) 4 (K x 8,).
Zwazywszy, iz

XS (Hx§ (=12),

oraz, z okre§lenia kontinuum,
K=,

zastosujmy do iloczynu obu sktadnikéw, na kidresmy roztozyli & (wzér (h)),
wzor (c)
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X)X (X 8) (@ X 5) % (X §) (T x5 =0,
czyli

@) (X §) X (A X §,) = 0.
Wreszcie, wedtug (d) i (f)

M H X8 =0,

a wedtug (e) i (f)

(k) Hx$ " 8=0

Wzory (h), (i), () i (k) oznaczaja, ze ot jest niespdjne, co jest w sprzecz-
nosci z okresleniem mnogosci o, jako kontinuum. Wiec kazde semikontinuum
jest spéjne.

§ 5. Punktem odosobnionym mnogodci O nazywamy taki jej punkt P, ze
@ ET=P)x P =0,

gdzie O S P
Kazdy punkt mnogosci 9T nie odosobniony wzgledem 9K, nazywamy
punktem skupienia mnogosci 91T; symbolicznie wiec punkt skupienia okre-
§la sie wzorem
M —PP
(gdzie wzdr ten jest negacya wzoru (a) i zawiera warunek 9% 5 P).

Mnogo$é wszystkich punktéw skupienia 9% nazywamy pochodng mno-
gosci @ | oznaczamy przez W', Z okreslenia punktu skupienia wynika, ze
M — LAY,

a wiee M = M |- o,
Wzér (a) mozemy napisac:
{9 — P)+ F(9R — P)| X P =0,

co oczywiscie jest réwnowazne dwoém tozsamosciom

L —P) X P=0,

FER—P) X P=0,
z ktérych pierwsza mowi, ze punkt P nie jest wewnetrzny dla mnogosci
9K — P (bo musiatby naleze¢ do niej, gdyby byl wewnetrzny); a druga, ze
P nie jest punktem ograniczenia dla 9% — P; P jest wiec zewnetrzny, t. j.
istnieje takie a, ze
(®) (P, a) X (oM — P) =0,

1) Punkt nazywamy odosobnionym, chotby 9T — P = 0, t. j. nawet gdy oW skia-

da sig tylko z jednego punktu P. -~
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Odwrotnie, jesli zachodzi wzér (b), t.j. punkt P jest zewngttzny dla
M — P, to mozemy rozumowanie powyzsze przebiedz w kierunku odwrot-
nym i otrzymamy wzér (a), jako wynik wzoru (b). Wiec wzory (a) i (b) sa
réwnowazne 1 wzér (b) mozemy przyja¢ za okreslenie punktu odosobnione-
go; w stowach tak ono brzmi:

Punktem odosobnionym danej mnogosci nazywamy taki jej
punkt, z ktérego mozna opisa¢ koto dostatecznie mate, aby nie zawieralo,
précz punktu rozpatrywanego, zadnych innych punktéw mnogosci.

Punktem skupienia wigc danej mnogosci nazywamy taki punkt P
(nalezacy do niej, lub nie nalezgcy), Ze w kazdem kole o $rodku P ist-
nieja punkty danej mnogosci, rézne od P.

Wynika stad, ze jezeli dla danego ciggu punktéw

A Ay, day o
zachodzi wzdr
lim p (4, 4,) =0,
n=00

to 4 jest punktem skupienia tego ciagu; gdy A jest jedynym punktem sku-
pienia ciggu uwazanego, bedziemy-go nazywali punktem granicznym ciagu
i oznaczali symbolicznie:
lim 4, = A.
Teraz mozemy podaé parg wzoréw, dotyczacych odleglosci punktu, lub
mnogosci, od mnogosci.
Wedtug okreslenia punktu zewnetrznego, jego odleglosé od mnogosci
uwazanej jest wigksza od zera. Odwrotnie, gdy
b (P, ) > 0,
to oczywiscie & (P, a) x 9 = 0]
gdzie a < p (P, ON),
czyli punkt P jest zewnetrzny dla 9%,
. Sjtad wynika, ze punkty wewngtrzne i ograniczenia kazdej mnogosci,
znajdujg si¢ w odleglosci zero od niej, i odwrotnie, t. j. wzory
P (o
i i p(P, M) =0
sq réwnowazne D,
§ 6 Z okreglenia granicy, zupetnie symetrycznego wzgledem mnogosci
danej i jej uzupeienia, wynika
m F(ON) = F (3 — oM,

s

'} Moznaby wiec podac takie okreslenie: S = IPlemap=o0- cayli M= G(OK, 0)
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___Wygodnie jest mie¢ ograniczenie § (9K), wyrazone przez mnogosci O%
i % — 9. Osiggamy to, positkujac si¢ wzorem (1). Mamy mianowicie obok
wzort

M 4 F (M) = 9K,
wzor

(@

MY 4 F O =5 — I,

Pomnézmy je stronami; otrzymamy:

M X (T — D) - (K (M) X [(3 — M) + M 4 F(M)]) =M X (5 —99M);
Zwazywszy, e M X (5 — M) = 0.

oraz SO 4 M | F(OW) =S

’

otrzymujemy szukane wyrazenie na ograniczenie:

@ F (M) = I  (F — BN,

Twierdzenie I. Ograniczenie mnogos$ci domknigtej jest
mnogos$cig bez punktéow wewnetrznych, t. j. gdy
(a) D) F D),
to F@® CRED).
Rzeczywiscie, gdyby mnogo$é¢ ¥ (9) zawierala punkt wewnetrzny? P

t. j. gdyb
R 3@ S (P a)

przy o dostatecznie matem, to z (a) wynikloby

D) &(Pa)
i punkt P bylby wew:nqtrzny dla @, a wiec nie bytby punktem ograni-
czenia, whrew zatozeniu.

Uwaga. Nie dodajgc zadnych zalozen co do przestrzeni, mozemy je-
szcze wypowiedzieé¢ o ograniczeniu tylko tyle:

gdy D=F®),
toi F®) =33,

oraz, gdy DY F (D),

1y Wewnetrzny wzgledem siebie, nie za$ wzgledem 9, bo to jest wykluczone przez
okresienie ograniczenia.

3
Prace fiz-mat, t. XXVI,
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to (czego dowodzimy, domykajac najprzéd obustronnie wzér powyZszy)
D) FEE
Potrzebng nam bedzie jeszcze nastgpujgca wiasnos$¢ ograniczenia, ktéra

nie zaklada zadnych specyalnych wiasnosci przestrzeni.
Dla dowolnych dwéch mnogodci 4iB zachodzi wzor

®) FE+®) CFE) + 3,
Ze wzoru (2) mamy bowiem:

(8 FE+B)=E+ & X(T—@F )= (@+8)xE— @,

Lecz 5 — (9 F8)=(5— 9 —8=(3—d) X (©—8),
awige?: I (A H)=[T—DHx E—H| (E_axF_H)

Podstawiajac to we wzér (a), otrzymujemy:
FE+® (@ +H X E— 8 xE—H),

roztwierajgc pierwszy nawias i stosujac wzér (2) do @ i do &,

REA+®) C[F @) X E—B)] 4[5 @) X (53— 9),
skad, stosujac do prawej strony dwa razy wzér

M X O C o,

otrzymujemy wzér (3).

§ 7. Dotychczas nie zrobilismy zadnego zalozenia co do wlasno-
Sci przestrzeni, précz tego, ze kazdej parze punktéw odpowiada pewna
liczba dodatnia, ktdrg nazwalismy odlegtoscia. By si¢ posuwac da-
lej, trzeba przyjmowac coraz to nowe zatozenia. Nie cheac wdawaé sig tu jed-
nak w analize, jakie zalozenia specyalne sa konieczne i dostateczne dla 16z-
nych twierdzeni tego paragrafu, zakladamy odrazu, ze przestrzeri nasza jest
plaszczyzna euklidesows ®, i poprzestajemy na podaniu potrzebnych nam
twierdzefl, opuszczajac dowody, jako ogélnie znane 4.

) Lecz nie mozemy twierdzi¢, ze ¥ (9) ) § (FM)!
% Jest to wzér de Morgana z Logiki.
%) Zauwazymy tylko, Ze podane w tym paragrafie wzory sg prawdziwe dla kazdej

przestrzeni, bedacej klasg (E) Frécheta ntompacte® i sp6jng (por. Sur quelques points du
calcul fonctionnel. Theése, Paris 1906, lub Rend. cire. Pal.); por. Thése, Note I.

%) Por. Thése, oraz Jordan, Cours d’Analyse t. I, wydanie 2-gie lub 3-e,

an

®
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L ¥ 0 (4, B)+p(4 0)>p(B0),
skad wynika ciggto §¢ funkcyi odieglosci, t.j. gdy
lim B, = B,
to lim p (4, Ba) = p (4, B);

stad zas wynika:

(6)

p (fl, SB) =p (Ei: :’JT)

Il Dla danych dwéch mnogosci 4 i B istniejg takie punkty 4 i B, ze

4 ‘: Tq’y B C ?B_,
i p(4d, B) =p (g, &),

Stad bezposrednio wynika, ze gdy

#)

(a)
(b)
(©
(d)
(®
()
(®

(h)

ﬂ_x B = 0,
to p (4, &) > 0.

Mozemy teraz wogélni¢ wzér (4):
P4, B) 4 p(d, € > p (5 D
Rzeczywiscie mamy:
o ("11 éE‘) = (Ay B))

gdzie
B( &
i o (4, &) =p ("J; Cy,
gdzie
C (¢
oraz '
i P8 =0p (B, )
gdzie B
B (%,
G (G

Ze wzoru (4) mamy
e, B) - p (4, C) > p (B, O).
Ze wzordw za$ (b), (d), (e), (6) i z okreslenia odlegtosci dwdoch mnogosei

jako dolnego kresu odleglosci zawartych w nich punktéw, wynika

(®

4 (D, C‘) > p (Dy, ("1)‘

1) Lecz nie: p(&, B) +¢(, Q)= @B, @)!
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Ze wzoréw (h) i (i) wynika
g (Aa B) "{“ p (A> (") > p (Bla (Vl\)
skad, podstawiajac za wyrazy tej nieréwnosci ich wartosci, otrzymane ze wzo-
16w (a), (c) i (e), otrzymujemy szukany wzdr (4).
§ 8. Przypominamy jeszcze nastepujgce wilasnosci ograniczenia
mnogosci :

1) Gdy M0 i O =,

to & (9) =£ 0.
2) Ograniczenie jest mnogos§cia domknigta:
T (90) ) F(F (90)).
. 3) Kontinuum, tgczace punkt danej mnogodci z punktem
Jejuzupeinienia, zawieraipunktograniczenia danej mnogoséci.

Wreszcie cytujemy tu nastepujace twierdzenie, ktGre ciggle bedzie nam
potrzebne:

4) Semikontinuum, ztozone ze wseystkich tych punktéw
dal}ego kontinuum € posiadajacego punkty wspdlne z mno-
goscia domknigta 9, ktére dadzag sie potaczy¢ z danym na
€ — 9D punktem 4 przez kontinua, zawarte w @ — 9, posiada
po domknigcin punkty wspélne z DU,

Do oznaczenia takiego semikontinuum uzywam symbolu

@g (A) e — ®)’
ktory sig czyta: semikontinuum (¢ oznacza kontinuum, a ¢’—semikontinuum)
nasycone (co oznaczu s u dohu, od francuskiego ,saturé“), zawierajace 4 i za-
warte w € — 9. Takie semikontinuum zawsze istnieje, gdy € jest kontinuum
D mnogodcia domkniets, a 4 zawarte w € — ; mamy bowiem: ’

Gi(d, @ — D) = M (64, e — DY),

gfizie ‘:\R oznacza sumg rozciagniets na wszystkie kontinua (A, € — D), ta-
k}e za$ kontmua. istnieja. W rzeczy samej: poniewaz 4 jest punktem uzupet-
nienia domknigtej mnogosci D, wiec

P, D) >0
i (i, M 5—9,
wiee  S(4, tp(4, D)X CC—9D

5

) N y . 1 I (str. 45) 3

Por. These, Cllap 1 § 1I (str. 45) oraz n a notg: Démonstration d'une propriéte des
continus irreductibles entre deux points (Bulletin de I'Académie des sciences de Cra ovie
Novembre 1912)~ ( ’
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Pierwsza cze$é tego wzoru musi zawieraé kontinuum, zawierajace
punkt 49, To kontinuum, zawarte w C-— 9 wedtug ostatniego wzoru,
jest wiec:

G (4, - D).

Wreszcie wiadomo, ze kazda pochodna, 91/, i mnogos¢ po domknigciu,
9, sg w plaszczyznie mnogosciami domknigtemi:
stad wigc wynika:

Mnogo$¢ spéjna,a w szczegdlnosci semikontinuum, dajg
po domknigciu kontinuum.

Ta whasnoéé mnogosci 9 pozwoli nam udowodnié jedne wiasnosc jej
ograniczenia:

N ® Q) ¢ F (M)
Mamy bowiem:
FEN) = M X (B — M) = M X (B — M)

Za$ F(9R) = oM X (3 — W)
Poniewaz oczywiscie
B — 9O (B — 9K,
wiec (domykajac obustronnie)

Mnozac obustronnie ostatni wz6r przez 9K, otrzymujemy po lewej stro-
nie § (9R), po prawej za§ § (9K), a wiec wzor (7).

ROZDZIAL L
O wielokatach aproksymacyjnych.

§ 1. Wszystkie mnogosci, ktére odtad bedziemy rozpatrywali, znajduja
sie w skoriczonosci, t. j. mozna znales¢ takie kolo, w kidrem one sg zawarte.

7 twierdzenn Geometryi elementarnej bedziemy sig tu opierali w szcze-
gdlnosei na nastgpujgcem:

Wielokat (nie przecinajacy samego siebie) rozcina pta-
szczyzng na dwie cze$ci; t. . ze wszystkie punkty ptaszczyzny, nie na-

1y Poréw. Thése, Ch. 1 § V, th. IV (str. 22).
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lezgce do danego wielokgta — nazwijmy go II'D —dadzg sie podzieli¢ na dwa
zbiory takie, ze dwa punkty, nalezace do jednego zbioru, dadzg sie potgczyé
linig tamana , nie posiadajaca punktéw wspolnych z II'; za§ dwa punkty, na-
lezace do réznych zbioréw, takg linig potaczy¢ sie nie dadza.

Poniewaz oczywiscie kazde dwa punkty, wzicte dostatecznie daleko, da-
dza sig potaczy¢ linig nie przecinajgca II, wiec wszystkie bedg nalezaty do
jednego i tego samego z dwu poszczegdlnych zbioréw. Nazwijmy go czescig
plaszczyzny, lezaca po stronie zewnetrznej wielokata 77, albo krdcej:
lezacg zewnatrz II. Drugi zbi6r, pozostaly, bedzie lezat w skoficzonosci;
nazywamy go czeScig plaszczyzny, lezaca po stronie wewnetrznej wielo-
kata 7, lub krécej: wnetrzem wielokata I7.

_ Dia oznaczenia tych mnogosci bedziemy sig postugiwali symbolami:
W (1) dla wnetrza wielokata IT { 3= (IT)—dla strony zewnetrzne] wielokata 7,

Wogéle przez symbol
984 (9W)

pqdziemy oznaczali mnogo$¢ punktéw uzupelnienia danej mnogosei 91T, da-
jacych sig potaczy¢ z danym punktem A tegoz uzupelnienia przez kontinuum
bez punktéw wspélnych z 91¢; t. j.

W (IM) = @) (4, S — o).

_ Wskaznik co oznacza, ze 4 jest wzigte dostatecznie daleko, poza grani-
cami ‘wykonywanych konstrukcyj; poniewaz dla wielokatéw oprécz 28ee (II)
1'stn1e]ety1ko jedno semikontinuum 84 (II), wiec jest ono jednoznacznie okre-
s_l\one (prz.ez to, ze nie jest W (II)); mozemy oznaczad je poprostu przez
B (1), nie wymieniajac zadnego zawartego w nim punktu. Mnogo$¢ punktéw
w?e‘t_rza wielokata I/ wraz z punktami samego wielokata I7 (z ktéra bedziemy
1n1e11‘ czgscief do czynienia®) otrzymamy, domykajac wnetrze wielokata I7;
bedzie wiec ona przedstawiona przez symbol

W (I7) = & (IT) + I1.

grecid ') Bedziemy stale oznaczali linie, zlozone z odcinkéw prostych, przez wielkie litery
reckie.

'") Jak si¢ przekonamy w koficu § 3, warunek, aby linja taczqca byla tamana, nie jest
ograniczeniem; moglibySmy powiedzie: ,dadza sig polgczy¢ kontinuum¢, t. j. istnieje kon-
tinuum, zawierajace oba punkty, bez punktéw wspdlnych z I7.

3? Poniewaz okreslenie stowami mnogosci @(IJ’) jest diugie, bedziemy tam, gdzie
flastgpu]qce wzory mysl dostatecznie objasnia, nazywali ja poprostu wnetrzem, tak samo,
jak i mnogos¢ 9§ (IT); gdzie bedzie za§ potrzebne wyrazenie Sciste, tam bedziemy ja nazy-
waé: wnetrzem w szerszem znaczeniu !

icm®
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Opicramy sie przytem na twierdzeniu b, ze I/ jest ograniczeniem
jednej i drugiej z dwdch czedci swego nzupetnienia:

§ (W (1)) = X (W () = IT.

Bedzie nam potrzebne nastgpujace

Twierdzenie II. Je$li punkt 4 1 wielokat I, lezg po rdénych
stronach wielokata IT,, to II, i 4 lezg po jedne/ stronie wielo-
kata II,.

Polgczmy punkt 4 odcinkiem prostej z najblizszym do niego punktem P,
na I, ; odcinek 4P; nie zawiera wiec précz P, zadnego punktu wielokata I7;.
Wedtug zatozen twierdzenia, AP, musi przecia¢ I7, przynajmniej w jednym
punkcie, P,. Odcinek AP,, bedacy czescig odcinka AP, nie zawiera zade-
go punktu wielokata I7;; t. j. punkt P,— a wiec i cate II,—lezy po tej samej
stronie wielokata I7,, co i 4, co nalezato udowodnic.

Biorac A dostatecznie daleko, otrzymujemy

Whniosek. Jezeli 7T, lezy po stronie wewnetrane/ wielokata II,,
to II, lezy po stronie zewngirzne/ wielokata II;.

Uwaga. Gdy 4 i I7; leza po jedne]j stronje wielokata II,, to stad
nic o potozeniu 4 i 11, wzgledem I, wywnioskowac nie mozna.

§ 2. Pokryjmy plaszczyzng réwremi foremnemi szosciokatami o boku @
tak, aby kazdy punkt ptaszczyzny, nie lezacy na zadnym szesciokacie, lezat
wewnatrz jednego i tylko jednego z nich. Wiadomo, 2ze to uczyni¢ mozna:
kazdego boku pierwszego zbudowanego szesciokata uzywamy za podstawe
do zbudowania nowego szesciokata; boki tych nowych szedciokatéw, o ile nie
sg juz wspélne dwom zbudowanym szesciokatom, stuzg nam znowu za pod-
stawy do budowy dalszych szesciokatéw i t. d.

Tak zbudowang linie bedziemy nazywali siatka szedciokatow
o boku a i oznaczali przez X,. .

Zauwazmy, ze dwa szeSciokaty siatki albo nie majg wcale
punktéw wspélnych, albo majg wspdlny jeden bok.

Punkty siatki, lezace wewnatrz bokéw szesciokatow, nalezg do dwéch,
a punkty bedace wierzchotkami—do trzech szesciokatéw. Te ostatnie tylko
sa punktami rozgatezienia rzedu 3 (t. j. sq one wspélnemi koficami trzech
odcinkéw, nie majacych wigcej punktéw wspélnych); punkty siatki, lezace we-
wnatrz odcinkéw, sq zwyktemi (t. j. rzedu dwa) 2.

Twierdzenie III. Ograniczenie mnogodci wszystkich pun-
ktéw lezacych we wnetrzach (w szerszem znaczeniu) danych

1y P. Schoenflies, Bericht, t. II, Kap. IV.
%) Por. Thése, Chap. IV § L
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n szesciokatéw siatki sktada sig ze skoficzonej (< n) licz-
by wielokatow, zawartych wsiatce, bez punktéw wspél-
nych.

Oznaczmy te mnogos¢ przez 4.

Ograniczenie mnogosci & musi by¢, wedtug wzoru (3) rozdziatu I, za-
warte w sumie ograniczeni wnetrz szesciokatéw, z ktérych punktow sig sktada,
t. j. w sumie samych szesciokatéw siatki:

&(@) C Z.

Mnogos¢ ¥ (&) wige jest linig tamana, sktadajgcq sie ze skoriczonej licz-
by (< 6 n) odcinkéw prostych. Pozostaje nam dowiesc, Ze te odcinki tworzg
wielokaty. Wystarczy do tego udowodni¢, ze wszystkie punkty § (&) sg zwy-
kie (t. j. rzedu 2). Jest to widoczne dla tych punktéw § (&), ktore lezg we-
wnatrz bokéw szedciokatéw. Punkty, bedgce wierzchotkami (t. j. punkty roz-
galezienia siatki rzedu trzeciego), naleza do trzech szesciokatéw; jezeli wiec
taki punkt nalezy do ograniczenia mnogosci &, to muszg w jego sasiedztwie
znajdowac sig¢ wnegtrza szeSciokatéw, nalezgce i nie nalezace do &.
Wiec wngtrze jednego z trzech szesciokatéw, zawierajacych dany punkt siatki
rzedu trzeciego, musi naleze¢ do &, a jednego—nie nalezeé; trzeci moze na-
leze¢, lub nie—zawsze dwa wnetrza nalezg do jednej, a trzecie nalezy do
drugiej mnogosci. Stad wniosek, ze jeden z trzech odcinkéw siatki, wycho-
dzgcych z rozpatrywanego punktu rozgatezienia, rozgranicza dwa szeciokaty,
nalezace do jednej i tej samej mnogosci (& lub jej uzupetnienia) i wobec
tego nie nalezy do ograniczenia &; nalezg za$ do niej dwa pozostale od-
cinki siatki, wychodzace z rozpatrywanego punktu; jest wigc on punktem
zwyklym dla § ().

Ograniczenie mnogosci & moze sig rozpas¢ na skoficzang tylko liczbe
kontinuéw bez punktdw wspdlnych; mniejszg w kazdym razie, niz
liczba skiadajgcych ja odcinkéw. Kazde za$ kontinuum, skladajace sie z sa-
mych punktéw zwyklych, jest linig zwyktg zamknigta ), A ze kontinua, skia-
dajace § (%), sq liniami famanemi, wiec sq wielokgtami (nie przecinajacemi
siebie samych); ¢. n. u.

Twierdzenie IV. W$réd wielokgtow, stanowiacych ogra-
niczenie spdjne/ mnogosci punkiéw &, wypelniajacej wnetrza
(w szerszem znaczeniu) skoriczonej liczby sze§ciokatéw siat-
ki,jeden jestzewngirany (t. j. taki, ze & lezy pojegowewnetrz-
nej stronie); wszystkie pozostate leza wewngirz niego, a na-
zewnqglrz siebie.

') Por. These. Ch. 1V. th. VIL
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Niech bedzie
F() = I, - 11, + ...+ I,

gdzie II oznacza wielokat. Kazdy z tych wielokatéw rozcina plaszczyzng na
dwie czedci; &, bedac kontinuum, moze naleze¢ tylko do jednej z tych czesci
(po domkniecin). A wiec do jednej z nich tylko moze réwniez naleze¢ i & (&),
czyli wszystkie pozostate wielokaty IT lezq po jednej stronie rozpatrywanego.
Jezeli wiec istniejg na ¥ (&) dwa wielokaty I7;1 II;, z ktérych je-
den, np. II; lezy wewnatrz drugiego,
W () o 11,

to wszystkie pozostate na § (&) wielokgty lezg wewnatrz I7;, a ze-
wngtrz If;, czyli moze istnie¢ na § (@) tylko jeden wielokat, wewngtrz
ktérego lezy inny wielokat ograniczenia &. Pozostaje nam tylko ndowodnic,
ze taki jeden wielokat rzeczywiscie istnieje. To jednak bedziemy mogli usku-
teczni¢ po udowodnieniu nastepujacego lemmatu:

Lemmat. Jezeli zbior wielokgtow, zawartych w siatce

m, I,,.... I,

rozcina ptaszczyzne migdzy dwoma punktami M i N, to istnie-
je wsrod nich jeden przynajmniej, ktéry czyni toz samo (to
znaczy, ze M i N lezg po réznych jego stronach).

Wéréd danego zbioru wielokqtéw musi istnieé zbiér, rozcinajacy pta-
szczyzue miedzy M i N i skladajgcy sie z najmniejszej liczby D wielokatow.
Liczbe wielokgtéw tego zbioru oznaczmy przez k. Lemmat nasz orzeka, ze
powinno byc¢

=1

Przypudémy, ze & jest wieksze od jednosci. Niech bedg
I, I, .... I,

Pu s
te k wielokatéw. Wedlug znaczenia liczby %, zbior k — 1 pierwszych wielo-
katéw tego ciagu,

,, I, ... I, _,,
nie rozcina ptaszczyzny miedzy punktami M i N. Mozna wigc znale§¢ kon-
tinuum <, o wtasno$ciach

@ &) M+ N
(b) XX ([ Ty I ) =0,

') Jest to zasada indukcji zupelnej; moze by¢ zbiér ten identyczny z danym.

Prace mat.-fiz., t. XXVI. 4


GUEST


3 __ Zygumunt Janiszewski (18)

Z tejze samej przyczyny oba punkty M i N lezg po jednej stronie wielo-
kata IT,, — inaczej II,, rozcinaloby plaszczyzne miedzy M i N i k byloby
réwie 1. Mamy jednak
© & X I, =0,

co wynika stad, ze & posiada punkty wspélne z sumg k wielokatéw I7,,, (po-
niewaz wedtug zalozenia suma ta rozcina plaszczyzne miedzy punktami M
i N, ktére kontinuum <f tgczy (a), a nie posiada zadnego punktu wspélnego
zsumg k— 1 pierwszych z nich, (b)).
Niech bedzie # liczba, spetniajaca nieréwnosci
r < 14 (Ma Hpk)a

r < g (N, II,)
(&) i

gdzie a oznacza dtugos¢ boku szeSciokatéw rozpatrywanej siatki.

Weimy wewngtrz II,, punkt P izbudujmy wielokat II, podobny do
"IT,,, o bokach réwnclegtych do bokéw wielokata IT,, i o Srodku podobien-
stwa P tak, aby odlegtos¢ najdalszego punktu wielokata I7, od wielokata 17,
byta nie wigksza od »; wreszcie budujemy I/, po tej stronie wielokata /7
po ktérej lezg punkty M i N.

Tak skonstruowane II, nie posiada punktéw wspéluych z zadnym z &
rozpatrywanych wielokatéw I7,,.

(@ I, X My =0

o
7 PR

PR

(G=12...k),

(co wynika z nieréwnosci (d)), oraz rozcina ptaszezyzne miedzy IT, a M - N.
Kontinuum & musi wiec, ze wzgledu na wzory (a) i (c), przecinaé I7,:
® & x I, == 0.
Rozpatrzmy mnogosé
9, = GF (M, & — I7)) -+ I, 4 CF (I, & — I1,).

_ Powiadam: i, jest kontinuum, aczacem punkty M i N, bez punktéw

wspolnych z mnogoscig
Iy 411+ 1L,

co przeczy zatozeniu.

Y) Albo po prostu mnogosé
9 — W (1) + Mo,
t j. sume wielokata IT, z ta czeécig kontinuum ¢, ktéra lezy po tej stronie wielokata 11,
co punkty M i N; nie udowodnifem jednak tutaj, ze ta mnogo$¢ jest kontinuum, a dowdd
opiera si¢ na rozumowaniu, podanem w tekscie.

icm®
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Rzeczywiscie:

Po pierwsze, &, jest kontinuum, gdyz wszystkie trzy jego sktadniki sg
kontinuami, oraz pierwszy i ostatni skiadnik, ze wzgledu na zwigzek '(f), po-
siadajq punkty wspélne z /1, (p. str. 22, 41); wiec otrzymana suma musi by¢
kontinuum b,

Powtdre, &, zawiera 4/ i N, bo pierwszy jego skiadnik zawiera punkt M,
a ostatni—punkt N.

Po trzecie, o, nie posiada zadnego punktu wspclnego ani z 11, wedtug
konstrukeyi kazdego z jego sktadnikéw; ani tez z mnogoscia

f[p‘_!'ﬂu;‘*‘ et + Up

k—17

gdyz mamy dy A I,

a ani K, ani II, nie posiadajg z nia punktéw wspdlnych (wedtug wzoréw
(b) 1 ().

Niemozliwe wigc jest, by % byto wieksze od 1, co udowadnia nasz
lemmat.

Teraz mozemy przystapi¢ do dowodu ostatniej czesci twierdzenia v,
mianowicie, ze na § (&) istnieje wielokat zewnegtrzny, we wnetrzu
ktérego leza punkty mnogosci &,

Wezmy punkt dostatecznie daleki, D, i punkt .{ wewnetrzny mnogosci &.
Wedtug wiasnosci ograniczenia, & (&) rozcina plaszezyzng miedzy 4 i D. A wiec
musi istnie¢, wedtug poprzedzajacego lemmatu, przynajmniej jeden wsréd
wielokatéw skiadajacych § (), ktéry tez rozcina plaszczyzne miedzy 41 D.
Oczywiscie punkt 1) bedzie lezat po stronie zewnetrznej tego wielokata
(wediug obioru punktu D i okreslenia strony zewnetrznej wielokata). Punkt 4
wigc musi leze¢ po stronie wewngtrzne] tego wielokata; a wicc po jego stromie
wewngtrznej lezg wszystkie punkty wewnetrzne & i wszystkie pozostate wie-
lokaty ograniczenia €, ¢. n. u.

Zauwazmy jeszcze, ze dla dwoch jakichkolwiek wielokatGw siatki bez
punktéw wspélnych, I7, i II,,

o+ 11, (X%

i I, x IT, =

<o

6T, 1) > a.

Rzeczywiscie, zekreslmy z dowolnego punktu P na II, koto o promie-
niu @. Jezeli P nie jest punktem rozgatezienia siatki, to kolo zakreslone prze-
tnie tylko cztery odcinki, sgsiednie odcinkowi, na ktérym lezy punkt P. Otoz

®) mamy

) P. These, chap. I, § I, XIV (str. 14).
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zaden z tych czterech odcinkdw nie moze oczywiscie naleze¢ do I7,, a wiec
i zaden punkt wewngtrz kota lub na jego okregu. Pozostaje przypadek, gdy P
jest punktem rozgalezienia siatki; wiedy koto powyzsze przechodzi przez ko-
niec dalszych odcinkow, ktéry moze naleze¢ do II,. I w tym wigc przypadku
wewnatrz zakreslonego kola zadnego punktu wielokata I/, niema, a moze by¢
tylko na okregu tego kota. Nierédwno$¢ (8) jest wiec udowodniona.

§ 3. Dla danej mnogosci 91 budujemy wielokaty aproksymujace w na-
stepujacy sposob:

Sporzadzamy siatke I, szesciokqtéw o boku a. Szesciokaty, po kié-
rych stronie wewnetrznej leza punkty mnogosci 91, oraz szesciokaty, sgsiadu-
jace z niemi (t. j. majace z niemi bok wspélny), nazywamy szesciokatami. na-
lezgcemi do 9%, Mnogo$¢ punktéw, lezacych we wnetrzach szesciokatéw
nalezgcych do 91 i na nich, bedziemy oznaczali przez P (9, a) 1.

Zbiorem wielokatéw, aproksymujgcych dang mnogo$é 91, bedzie

& (P (9, @)).

Z okreslenia mnogosci ¥ (9%, a) wynikajg bezposrednio nastepujace jej
wlasnosci:

D (9 PO ) =P, a)+ P (9, a);
2) (10) P (OT X 9, a) D (I, @) X D (9, 0);

(tozsamo$¢ moze tu nie zachodzié, bo wnetrze jednego szesciokata moze za-
wieraC i punkty mnogosci 9% i punkty mnogosci ©¢, choé mnogosci 9 i O
moga weale nie posiada¢ punktdéw wspélnych).

3) Gdy mnogos¢ 9 jest spéjna, to i mnogosé B (W, a) jest spojna,
a wiec kontinuum, bo P (9, a) jest wedtug okreslenia domkniete.

4) Mnogos¢ F (P (9T, a)) sktada sie, wedtug twierdzenia [l paragrafu
poprzedzajacego, ze skoriczonej liczby wielokatow

SO )y =10, + I, +....1,,
gdzie, wedtug wzoru (8),
v UL, ) > a.

Twierdzenie V. Odleglos¢ dowolnego punktu wielokata
aproksymujacego mnogosé 9 od tej mnogosci jest zawarta
w granicach a i 4a, t. j. dla

F CF (PO a)

1n mamy a<Lp(F, M) < 4a.

') Mnogos¢ ) (OR, @) nie jest wprawdzie zdeterminowana przez same O | w: za-
lezy jeszeze od sfatki, kiéra przy danem & moze by¢ jeszeze rozmaicie zbudowana. Jednak

mozemy te mnogo$¢ uwaza¢ za okreslona, poniewaz nigdy nie bedziemy mieli do czynienia
2 dwiema siatkami o jednakowej diugosci boku.

icm®
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Niech bedzie F' punkt ograniczenia mnogosci (9%, @) ; musi on leze¢ na
jakims$ szedciokacie siatki nalezacym do 91t; nazwijmy ten szesciokat & 1.
@ znajduje sig w nastepujacym stosunku z mnogoscia 91t:

D (a) W (D) X M = 0.

Inaczej bowiem wszystkie szesciokaty siatki sasiednie z & nalezatyby
do 9 (wedlug okreslenia szesciokatéw ,nalezacych* do danej mnogosci);
wiec wszystkie punkty & bylyby wewnetrznemi dla mmogosci P (9%, a)
i punkt F' nie lezatby na granicy tej ostatniej, whrew zatozeniu.

2) Wsrdd szesciokat6w siatki, sasiadujacych z @, musi istniec jeden &,
taki, ze
() T (@) X M ==0;

w przeciwnym razie bowiem @, w ktérego wnetrzu niema punktéw 91T, we-
dtug (a), nie bytby szesciokatem, nalezacym do 91,

Teraz mozemy znales¢ najwiekszg i najmniejszq mozliwg odleglosé pun-
ktow, zawartych w § (P (9%, «)), od mnogosci 9I.

Niech bedg d;, ds, 4y A, 4;, d; kolejne wierzchotki szesciokata @,
oraz By, By, By, By, B;, By §rodki jego bokéw, a mianowicie B, srodek boku
4,4, it d. Oznaczenia te obieramy tak, zeby punkt F" lezat na odcinku 4, B,.

Gdy F jest rézne od d;, szesciokaty, w ktérych wnetrzach (w szerszem
znaczeniu) lezg punkty mnogosci OR, mogg mie z @ wspdlny tylko jeden
z bokéw Ay d,, A, A;, 45 4. Gdyby bowiem ktéry z nich miat wspéiny z &
bok A, 4y lub g4y, nie méwige juz o boku A; 4,. to szesciokat, posiada-
jacy wspolnie z @ bok A, 4, bylby sasiednim wzgledem szesciokata, zawie-
rajacego we wrgtrzu punkty mnogosci 91 czyli sam nalezatby do 9. A wiec
bok 4, 4,, bedac wspbélnym dwdém szesciokgtom nalezacym do 9K, sktadatby
si¢ caly—z wyjatkiem moze jednego z koficéw, A, lub A,—z punktéw we-
wnetrznych mnogosei ¥ (91, @). To jest jednak sprzeczne z zatozeniem, we-
dtug ktérego na boku .4, 4, lezy punkt F, rézny od 4, i 4, i nalezacy do

_ ograniczenia mnogosci ¥ (9%, a).

Gdy F jest identyczne z 4,, to szesciokaty, zawierajace we wnetrzu
punkty 91, mogg mie¢ wspélny z & jeszcze bok 4, A, (oczywiscie zad zaden
z bokéw A, A, 1 A, ).

Szukajmy teraz na tych trzech, wzglednie czterech, sze$ciokatach », mo-
gacych zawiera¢ we wngtrzu punkty 9’ i posiadajacych jeden bok wspélny

) W razie gdyby punkt F byl punktem rozgatezienia siatki, moglyby istnie¢ dwa
takie szedciokaty; przez & oznaczamy wtedy jeden z nich.

*) Punkt tak najblizszy, jak i najdalszy, mnogosci 9% (&) od mnogosci, nie posia-
dajgcej z nia punktéw wspélnych, musi, jak wiademo, leze¢ na ograniczeniu pierwszej
mnogosci, to jest na &,.
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z @, punktu najblizszego od odcinka 4, B, wzglednie od punktu A ;
w ten sposdéb znajdziemy kres dolay dla ¢ (F, ). Tym punktem bedzie
punkt dg?. Jego odleglos¢ od A, By, t.j. od punktu -, jest réwna diugo-
§ci boku szedciokata, t. j. a.

Azeby nastepnie znales¢ kres gorny dla p (F, 9R), szukamy pary pun-
ktow najbardziej od siebie odleglych, z ktérych jeden lezatby na jednym
z wyzej rozpatrywanych trzech (wzglednie czterech) szesciokatéw, sasiadujg-
cych z @, adrugi na 4, B,.

Takg parg punktéw bedzie: punkt A, i wierzcholek sgsiedniego szescio-
kata, lezacy na przedluzeniu odcinka A, B, (lub, co na jedno wychodzi, wierz-
chotek na przediuzeniu odcinka A, B,), wspélny koniec bokéw réwnolegtych
do 4y 4, i 4, 4, Nazwijmy ten punkt 4,". Mamy

Pl ) =Vo (4, LY Fp(dy AP =)o+ 2V30p =V DB. 0 < 4a.
Poniewaz

Ay, do) <o (F, 9R) g (dyy 4y),
<p

wigc a<Lp(F, M) < 4a, c. n. u.

Stad wynika bezposrednio, ze
<p (B (PO, @), o) < 4a,

ten wzér jednak mniej méwi niz poprzedni.

Gdy pozostawimy punktowi F szersze pole zmienno$ci, rozumiejac go
jako dowolny punkt mnogosci ¥ (2R, @), to otrzymamy, co jest odrazu
widoczne, ten sam kres gérny na jego odlegto§é od 9. Wiec
(12) p(P,9M) < 4a

dla P PN, a);
(dolnym kresem odleglosci p (P, 9R) jest oczywiscie zawsze zero).

Gdy, przeciwnie, zamiast punktu F we wzorze (11), bedziemy rozpatry-
wali dowolny punkt mnogoéci uzupelniajacej poprzednia, t. j. mnogosci
5 — P (9%, a), to kres dolny na jego odleglosé od 91T pozostanie ten
sam. Niech bedzie bowiem

Z, % — D (9, a)

i punkt M, 9,

") Punkt 4; nie moze wprawdzie sam nalezeé do AT, lecz moze by¢ punktem sku-

pienia mnogoscl O, gdy OIU jest niedomkniete.

.33) O rozcinanin plaszezyzny praez kontimea. 83

ten punkt, dla ktérego o (Zy, M)
(gdzie I jest punktem W) osigga wartosé najmniejsza, t. j.
0 (Zy, My) = p (%, O).
Potagczmy M, z Z, odcinkiem prostej, M, Z,. Ten odcinek przetnie
5 (¥ (81, @), bo M, jest punktem wewnetrznyni, a Z, punktem zewnetrznym
dla mnogosci 1 (91X, @) (p. Rozdziall, § 8§, 3)).
Mamy wiec
MyZy X & (2 (IR, a)) >
p (Mo Zy) > p (Moa Fo)§
lecz wedtug wzoru (11) mamy:

skad oczywiscie

p My, Fo) > a,
wiec
‘ b My 2Z) > a
Ostatecznie zatem

(13) LR, Z) >0
dla Z (% — (9%, a);
(gbrnego kresu p (91, Z) oczywiscie nie posiada, t. j. jest nim oo).

Poniewaz tu mamy do czynienia z kresem d olnym, wiec rezultat otrzy-
many mozemy napisac¢ prosciej:

(13" p (9, B — N (O, @) > a
Kazdy wigc punkt, znajdujacy si¢ w odleglosci od 9 mniejszej niz e,
nalezy do mnogosci ¥ (91T, @), co mozemy napisaé
{13a) P, a) ) & (M, a).
Wz6r (12) mozemy tez napisac analogicznie w formie
(12a) PO, @) ( EET, 4a).

§ 4. Gdy mamy dwie mnogosci 9 i €%, o odleglosci wzajemnej wigk-
szej od zera, to, biorgc
a < hp (9, 9N,
otrzymujemy:
40 >p (I, FOER, ) >a
oraz (p. wzor (4)

p (T, F) > p (90, 9) —p (90, F) > 5o — 4a = a,
gdzie F R (Mo, @),

wigc i min g (9T, F) =p (90, § (I OX, @))) > a.
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Streszczajac te dwie nierdwnosci w jedne, otrzymujemy
(14) P (49, K (N (9, 1)) > a.
dia a < tp (N, 9.
Czesto bedzie nam potrzebny wzér innej postaci, mniej méwiacy:
(14a) ' e (Y (9, a), 97) > a.
Otrzymujemy go, udowadniajgc przez rozumowanie identyczne z uzy-
tym wyzej, ze
PEL P >a
dla P (@R, g),
skad wynika wzér (14 a).

. Jezeli chcemy otoczyé obie mnogosci 9 i ¢ aproksymujacemi je
wielokatami, tak, aby te wielokaty nie posiadaly punktéw wspélnych, to
trzeba wzigé

o < tp (9%, O0).
Wtedy mnogosci ¥ (9, @) i 9 (9%, a) nie maja punktéw wspdlaych, gdyz
PO P> p (O, OL) — o (I, P) > 80— 40 = 4a,
gdzie P (9K, g).
Z drugiej za$ strony wiemy, ze
P @9 <da
dla @ (¥ @ a).

Stad wynika, ze zaden punkt () nie moze by¢ identyczny zadnemu
punktowi P, czyli

15) PO, @) X V(T a) =0
dla a < 1p (9N, O,
§ 5. Z nieréwnodci (12) wynika bezposrednio
D (1P, a)}) C DD,
a>0

) Przez D oznaczamy mnogosé punkiéw, wspélnych wszystkim mnogo$ciom, zawar-
tym w nawiasie ( ), wiec w danym razie wszystkim mnogosciom ) (91T, a).

(25) O rozcinaniu_plaszezyzny przez kontinua. 8
a ze ze wzorl P (97, @) ) O,
wynika DDER, @)f) ) O,
mamy wiec ostatecznie o
(16) D (PO, a)}) = .
Z nieréwnodci (12) i (13") wynika jeszcze wzér
D (T, @) ) W[,
an b ( ,a)).l( Gy
Mamy bowiem: p (% — P (9, @), O) > a,
jest za$ p (P, O) < 4% —a
dla PCY (;m %)

Z poréwnania tych dwdch nieréwnoéci otrzymujemy, ze zaden punkt P

mnogosci P (BIE, %L\) nie moze naleze¢ do mnogodci & — ¥ (9K, a), t. j.

P (@11, Z) X (B— % (K, @) = 0,
czyli ostatecznie
a
D o1, = N (O
']"( ,4)(}( » @) C. 1. 1.

§ 6. Przez roecinanie plaszczyzny przez mnogos¢ domknietg @
miedey dwiema mnogoseiams O 1 O, bez punktéw wspblnych z D, rozumie-
my, ze zadnego punktu mnogo$ci 9K nie mozna polgczy¢ z zadnym punktem
mnogosci O przez kontinuum bez punktéw wspdlnych z D. Wiec D rozcina
plaszczyzne miedzy M i N, gdy przy

235O,
oraz D X (O 4 9) = 0,
dla kazdego kontinuum &, takiego, ze
Hx oM=0
i g X M=0,

mamy dx D=E0.

Wyrazenie: © rozcina ptaszczyzne oznacza, Ze istnieje para punktéw M
i N, nie nalezacych do 9, miedzy kt6éremi D rozcina plaszczyzng. Fakt wigc

Prace fiz-mat, t. XXVL 5
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26

rozcinania plaszezyzny przez © (migdzy M i N) mozna wyrazi¢ symbolicznie
przez wzor

(18) W (D) X N =0,
nie rozcinania za$ przez
(187 W (D) = & — D,

Twierdzenie VI. Warunkiem koniecznym i dostatecznym,
aby dana domknigta mnogo$¢ D nie rozcinale ptaszczyzny
jest, by

(19) MW (1D, 0)|) = 5 — 2

gdy P{%—9

Dostateczno$¢ tego warunku jest oczywista, gdyz z wzoru (19) wynika
wz6r (18/). Pozostaje nam udowodni¢ jego koniecznosé.

Niech bowiem 9 nie rozcina plaszezyzny. Wtedy mozna znale§é dla
dwéch dowolnych punktéw M i N, zawartych w uzupetnienin 9, kontinuum
Iaczace je i nie posiadajgce punktéw wspdélnych z 9. Niech bedzie € takie
kontinuum:

@ e) M+ N
i Cx D=0

Odlegtos¢ wzajemna tych dwéch mnogosci @ 1 @, jako domknigtych
i bez punktéw wspélnych, jest wigksza od zera (Rozdziat I, § 7, II). Mozemy
wiec znale$¢ liczbe @, spelniajaca nieréwnosc:

@ <4p(®9)
Wedtug wzoru (14a)
(b) V(0 X e=0.

Wzory (a) i (b) w potaczeniu wyrazajg (zauwazmy, ze P (9, @) jest za-
wsze mnogoécia domknieta), iz mnogosé P (D, @) nie rozcina plaszczyzny
miedzy punktami M i N. Poniewaz jednak punkty M i N sg dowolnemi
punktami uzupelnienia mnogosci ®, wigc mozemy wypowiedzie¢ otrzymany
rezultat w ten sposéb: dla kazdej pary punktéw uzupetnienia danej mnogo-
$ci 9, nie rozcinajacej plaszczyzny, mozna znalesé takie a, ze mnogosc P (9, «)
nie rozcina ptaszczyzny miedzy temi dwoma punktami.

Rozwazajmy teraz mnogos$¢

AP (D@, @) = 2W,.

) Przez 2} oznaczamy sume wszystkich mnogo$ci zawartych w nawiasie ( ), w da-
nym przypadka wszystkich 932 (D, «), gdzie « jest zmienna, D i P state.

(27) O rozcinanin plaszczyzny przez kontinua, 37

Muogo$¢ ta zawiera wedhig swego okreslenia wszystkie punkty, ktére mozna
polaczy¢ z P przez kontinuum bez punktéw wspélaych z P (), @). Poniewaz,
wedtug powyzszego, dla kazdego punktu Z mnogosci S — ® mozna znalesé
takie «, ze (9, @) nie rozcina P od Z, wiec dla dostatecznie malego
mnogos¢ 0, bedzie zawierata dowolnie z géry oznaczony punkt Z na % — 9.

Zwr6émy sie teraz do mnogosci wszystkich punktéw, zawartych w mno-
gosciach 90,, zbudowanych dla wszystkich dodatnich a.

Ze wzgleduy, ze

jest tez oczywiscie (wediug okredlenia sumy)

© MWWy 5—9,
Z drugiej strony mamy

(d) MWy S —9.

WeZzmy bowiem dowolny punkt Z, mnogosci & —@. Dla tego punktu
istnieje takie a,, ze
Wa, 3 Zy,
a wigc tembardziej
MW (IWa) O Zys

poniewaz za$ Z, jest dowolnym punktem mnogosci S — 9, wiec wzér (d) jest
udowodniony. .

taczac wzory (c) i (d) razem. otrzymujemy
MW =5—9. c.m. u.

Uwaga. Pomimo, ze dla kazdych dwoch punkiéw mnogosci & — D
mozna znales¢, gdy 2 nie rozcina plaszezyzny, takie a, ze 1 (D, @) nie roz-
cina ptaszczyzny miedzy temi punktami, to jednak mnogos¢ P (D, ¢) moze
rozcina¢ plaszczyzne (rozumie sig, miedzy innemi punktami uzupeinienia
mnogodci D, niz dwa obrane), i to kazde (D, a), dla ¢ dowolnie
matego.

Jako przyktad takiej mnogosci domknietej ® nie rozcinajacej ptaszczyzny,
ze jej odpowiadajaca mnogos¢ P (D, «), dla kazdego @, rozcina plaszczyzne,
moze stuzy¢ kontinuum, zbudowane w sposéb nastepujacy 1:

Bierzemy nieskornczony cigg okregdw kot dotykajagcych sie

Qle--y

. i
;‘J\D, o,

") Dla prostszego opisu wprowadzamy osi spélrzednych prostokatne.
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. . . o L 1 1 )
ktérych §rodkami sg odpowiednio punkty osi z-6w: (1,0), (2—, ), ...(25, 0), .
. . s .11 1
a promienie maja odpowiednio dtugos¢ B g g gy

PoprowadZmy z punktu (0, 0) dwa promienie, przechodzace odpowied-

nio przez punkty (1 é,' ! ) i (1 ! —SJ-S) Kontinuum szukane 9 sklada

EXIRANER
sig z czesci okregéw kot zbudowanego ciggu, lezacych nazewnatrz (po obu
11 1 1 - s
stronach) kata (15’ QZL) ©, 0) (lg, _521')’ oraz z tych czesci odcinkdéw

0, 0) (1 %, 514) i(0,0) (1 l, —%), ktére leza nazewnatrz wszystkich két.
Oczywiste jest, ze tak otrzymane kontinuum 9® plaszczyzny nie rozcina.
O tem za$, ze rozcina plaszczyzne kazde P (9, @), przekonywa nas nastepu-
jace rozwazanie:

Dla kazdego o mniejszego od % mozna znale$¢ takie n, ze

1 1
@ gig >4 > gy

t. j. takie, ze &, jest ostatniem kotem w zbudowanym ciagu, ktérego promiesi
jest wigkszy od 4 a. Niech bedzie @ dowolny punkt lezacy na jednym z dwéch
tukéw rozpatrywanego kota, ktére leza wewnatrz kata utworzonego przez dwa
rozpatrywane promienie, wychodzace z (0, 0) (t. j. z tukéw, ktére nie nalezg
do mnogosci D). Oczywista jest nieréwnosé:

. .1 1
D) e
®) P@D) < g gy
Po poréwnaniu wzoru (b) z drugg czeécig nieréwnosci (a), otrzymujemy
p (D) <a,
czyli
Q@ CE® ),
a wigc wedtug wzoru (12a)
Q@ C¥ A a).

Ostatecznie, poniewaz pozostate punkty &, naleza do 9, a wiec tem-
bardziej do § (9, @), mamy
HE, (PO, o).

Srodek tego kota, t. j- punkt ('21'"" O), oznaczmy przez 0,. Odleglos¢ je-

go od &, jest réwna promieniowi kota, t. j.

icm

(29) O rozcinaniu plaszczyzny przez Kontinua, 39
1
g (K, 0,) = TR

wige wedtug (a)
g (K,, 0.) > 4a.

Wewnatrz rozpatrywanego kota niema punktéw mnogosci ®. Wszystkie
s 1
zatem punkty 9, nie nalezace do &,, sg odlegte od O, wigcej niz na T
wigc p (D, 00 = p (K, On)
i p(D,0) > 4a;
O X & 4a) =0.
Poréwnywajac ten wzdr z wzorem (13a), otrzymujemy
O X PR, a)=0.

Poniewaz &, rozcina plaszczyzne migdzy punktem dostatecznie. dale-
kim D, a punktem O,, wiec musi tez rozcina¢ plaszczyzne miqdzy_tem (.iWO-
ma punktami, ktérych nie zawiera, i mnogos¢ domknieta ¥ (D, @), zawiera-
jaca K, c.n. ou. )

Tworzgc mnogo$¢ ® z samych tylko powyzej okreslonych tukéw
ko6t (t. j. nie dolgczajac do nich odcinkéw dwdéch promieni wychodzqg:ych
z punktu (0, 0)), otrzymamy mnogos$é niespdéjng o tej samej wiasnosci.

§ 7. Twierdzenie VII. Jezeli istnieje kontinuum &, zawier’a—
jace dwa dane punkty 4 i B, nie posiadajgce punktc’)\x_r wspol-
nych z dang mnogo$ciag domknigta 9, to istnieje i linia tama-
na 4BY bez punktéw wspélnych z D

Poniewaz mamy

P, &) >0,

wiec mozemy znalesc takie o, ze

LoD H) > a.
Tworzymy siatke szeSciokata o boku @ i rozwazamy mnogosc
b e,
Poniewaz H ) 4+ B,

") Przez wyrazenie: linia famana 4B rozumiemy linie
AB = AM, + M, M; ...+ Mn—1 Mn—+ Mu B,
gdzie AM,, M; Mi+1, Mn B oznaczaja odcinki, z ktérych kazdy posiada z sgsiednim po jed-
nym koficu wspéinym, za$ poza tem zadnych punktéw wspélnych z zadnym odcinkiem.
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wiec takze
V(@) ) A4 B;
poniewaz <& jest kontinuum, wigc i P (K, @) jest kontinuum.

Poprowadzmy odcinek prostej 4B; bedzie on albo caty nalezat do mno-
gosci B (o, @), albo bedzie posiadat z mnogoscia § (W (K, a)) punkty wspol-
ne, ktérych mnogosé¢ jest oczywiscie domknieta (jako cze$c wspdlna dwéch
mnogosci domknigtych).

Postepujemy teraz tak: bierzemy pierwszy, liczac od .4, punkt przeciecia
odcinka 4B z § (3 (X, @)). Nazwijmy go P;. Nazwijmy II, ten wielokat
nalezacy do % (¥ (%, @)). na ktérym lezy punkt P,. Nazwijmy punkt prze-
cigcia sig wielokgta II; z 4 B, najdalej lezacy od 4, przez (), V. Zastapmy
odcinek P, (),, zawarty w odcinku 4B przez jedng z dwéch linij tamanych
P, @)y, na ktére punkty P, i ¢, dzielg II. Linia P;(), nie przecina ani AP,,
ani (), B;, bo wszystkie punkty wspélne odcinka 4 B z II, lezg na P,Q,, cze-
$ci odrzuconej odcinka AB.

Przez P, oznaczamy pierwszy od ¢); na odcinku ¢, B punkt wspdlny
z §(V (&, a)); wielokat zas, na ktérym lezy P,, oznaczamy przez II,. W taki
sam sposo6b, jak @, wyznaczamy @), potem Py i ¢ it.d., az dojdziemy do ta-
kiego punktu ¢, ze ), B nie zawiera (procz ¢),) zadnych punktéw wspélnych
z § (P (X, a)). Szukang linig tamang 4 B bedzie linia:

AP+ Py A QP+ Py PuQu -+ Qu B,

gdzie linie 4P, )y Py, Gy Py...0n-1Pn, & B sa odzinkami zawartemi w 4B
1w P (K a),zad Py Q)y, PyQ,...PuQn s to linie tamane, zawarte w § (3 (K, a)).
Linia ta wiec nie moze posiada¢ punktéw wspélnych z 9.

ROZDZIAL il

O ograniczeniu kontinuum.

§ 1. Przypomnijmy tutaj najpierw podane w Rozdziale I wiasnosci ogra-
niczenia, stosujac je odrazu do kontinuéw. Oznaczajac wiec kontinuum
przez €, mamy

1) Ograniczenie kontinuum istnieje:

(20) 5@ =E0.

Y Punkt ¢, moze by¢ identyczny z P,, jezeli II, posiada tylko jeden punkt wspdl-
ny z AB. Wtedy przez lini¢ lamana P, ¢, rozumiemy punkt P,.
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2) Ograniczenie kontinuum jest domknigte:

@n §() D (R @),
co mozemy napisa¢ jeszcze w formie:
21 F(@) (K@)l

3) Ograniczenie kontinuum nie posiada punktéw wewnetrznych:
(22) Fe) OB (3.
Wzory (21) i (22) mozemy potaczyé w jeden, mianowicie:
T8 =K (F@)HN. .
Twierdzenie VIII. Ograniczenie kontinuum nie zawiera
punktéw odosobnionych?.
(23) X&) C(EE).
[Wzory (21') 1 (23) mozna polaczy¢ w jeden, mianowicie
(€)= (FQ),
to znaczy: ograniczenie kontinuum jest mnogo$ciag doskonatal
Wezmy dowolny punkt F' na ograniczeniu danego kontinuum
FO®@);
ndowodnimy, ze jest on punktem skupienia punktéw F (C), t.j. ze w kole
o dowolnie malym promieniu @ i o $rodku F' znajduje sig punkt, nalezacy
do & (&), rézny od F.
Rzeczywiscie, poniewaz F' nalezy do ograniczenia, mozna znale$¢ pun-
kty C i Z takie, ze

(a) EF, a)xXeD) C(
(b) EF,a) X E—8 ) Z

') Na fem koficza sie wilasnoSci ograniczenia, prawdziwe dla kazdej klasy (&) Fré-
cheta, compacte 1 spojnej. Twierdzenia nastepujgce, jakkolwiek prawdziwe dla ogélniej-
szych przestrzeni, niz plaszczyzna, wymagaja juz zalozen bardziej specyalnych.

?) Twierdzenie to jest przypadkiem szczegélnym ogolniejszego twierdzenia Mazur-
kiewicza (ktére autor wraz z cleganckim dowodem opartym na wprowadzonym przez sig
pojeciu rozciecia nieprzywiedlnego zakomunikowal mi ustnie w r. 1911);: my otrzymamy tu
to twierdzenie na innej drodze, jako wniosek z ogélniejszego jeszcze twierdzenia, do ktdre-
go dowodu jest nam jednak potrzebny podany wyzej przypadek specyalny twierdzenia Ma-
zurkiewicza.
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Wezmy teraz liczbe b, czynigeg zado$¢ nieréwnosciom
b <p(F 0),
b < p(lF,2).
Mamy oczywiscie b<a
i S0 X (C+2)=0.
Oznaczmy ;mnogo$¢ punktéw, zawartych w pierscieniu, otrzymanym

z wigkszego kota po odjeciu punktéw wewnetrznych mniejszego kota, przez (),

Z obioru C, Zib wynika
© Q) C+tz
@ QX F=0.

Mnogoéc ¢ jest kontinuum; wiec z wzoréw (a), (b) i (c) wynika, we-
dtug wiadomego twierdzenia (Rozdziat I, § 8, 3)),
(e) @XTE® ) F,.

Z wzoréw (d) i (e) wynika, ze

F,==F.
Wiec ostatecznie otrzymali§my
&F,q)—F ) F,

dla kazdego a >0,
czyli F' jest punktem skupienia punktéw F,, nalezacych do % (®):
FC(3(©—FY, c.omou

Jako szczegblny przypadek tego twierdzenia, kiéry jedynie bedzie nam
potrzebny, zanotujmy:

Wniosek: Ograniczenie kontinuum nie moze redukowac
sie do jednego punktu.

Twierdzenie IX. Ograniczenie kazdego nasyconego semi-
kontinuum uzupetnienia danego kontinuum € jest podmno-
go$cig ograniczenia tego kontinuum:

B (B7(©) (F(©),
gdzie Z(5—an,

) Wiemy (Rozdziat I, § 8), ze takie semikontinuum nasycone istnicje dla kazdego
punktu uzupetnienia danego kontinuum. .

(B3 O rozcinaniu plaszezyzny przez kontinua. 43

Przypusémy bowiem, ze punkt F na § nie jest zawarty w ¥ (©),
(a) F(WI(@) —F(©) > F

Poniewaz § (€) jest mnogoscia domknigty i nie zawiera F, wiec mozna
uczyni¢ zados¢ nieréwnosci:
(b) a <p(F, %))

Rozwazajmy kolo & (F, a); poniewaz F' jest, wedtug wzoru (a), pun-
ktem ograniczenia mnogosei 387 (), wiec ¥

© € (F, @) X W) =0.
Poniewaz, wedtug (b),
E(F,0) X 5(® =0,
a € (F, @) jestkontinuum i zawiera punkty, nie nalezace do € (wzér (c)),
wiec
(@ EF,a) X e=0.

Wedtug okreslenia mnogosci 937 (€), wzory (c) i (d) znacza, ze
€ (F, a) ( W),

co jest miedorzecznoscia, bo znaczy, ze punkt F jest wewnetrzny dla
mnogosci W (@), gdy tymczasem wedtug zalozenia F jest jej punktem ogra-
niczenia.

§ 2. Twierdzenie X. Ograniczenie kazdego nasyconego se-
mikontinuum uzupetnienia danego kontinuum C, t.j. mnogosci

61(Z B —0) = W@
) ()7

gdzie Z(5—¢

jest kontinuum.

Aby udowodni¢, ze jaka$ mnogosé jest kontinuum, trzeba dowiesé, ze
jest ona:

1) domknieta,

2) spdjna,

3) nie redukuje si¢ do jednego punktu.

O mmnogosci § (2W?(€)) wiemy (21), ze jest domknigta, nastepnie, po-
niewaz (Rozdz. I, § 8 (7)).

F (W) D F (W),

') Punkt bowiem F' albo sam nalezy do mnogosci /% (@), albo, jezeli I nie nalezy
do niej, to jest jej punktem skupienia, w kazdym razie & (¥, a) zawiera przynajmniej je-
den punkt mnogosci §3Z (@).

Prace mat-fiz., t. XXVI. 6
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a mnogo$¢ WZ(Q) jest kontinuum (Rozdz. I, § 8), na mocy tedy wniosku
z twierdzenia VIII § (W#(€)), a wiec i & (W%(€)) nie redukuje sie do jed-
nego punktu Y.

Wobec tego warunki 1) i 3) s3 spehione dla § (27(®)) i pozostaje
nam udowodni¢ 2), t. j. sp6jnosc¢ rozpatrywanej mnogosci.

Przypusémy, Ze jest ona niesp6jna:

(@) 5 (WH(Q)) =75, + 5,
gdzie F X & =0.

Rozwazajmy mnogos¢ B
P Eya) =8,
gdzie 4 <ip(,5,).
Mnogoéc & (8,), jak wiemy, sktada sie:
1) ze skoriczonej liczby wielokatow (tw. III);
2) nie posiada punktéw wspélnych ani z F,, ani z F, (wzor (14)):
(b) (@) X (5,4 5) =0;
3) rozcina ptaszczyzne miedzy kazda parg ~punl«x’[d\kf, z ktérych jeden na-
lezy do ¥, a drugi do &, (Rozdz. I, § 8, 3)).
Weimy taka pare punktéw:
(© Fy (8,
(@ 7, (5,

Wedtug lemmatu Rozdz. II § 2, musi istnie¢ na § (8,) przynajmniej je-
den wielokat taki, ze F, i F, lezg po jego réznych stronach. Niech bedzie @
takim wielokatem:

(&) D C TG,
gdzie (p. wzdr (18))
(f) Wh (D) X Fy = 0.

Wedtug okreslenia mnogosci domknigtej, oraz wzoréw (a), (c) i (d) mamy
B ) Fy+ F,,

) Nie mozna stad jednak wnioskowaé, ze F (3%%(@)) nie posiada punktéw odosob-
nionych (cho¢ w tym szezegdlnym przypadku jest to prawdziwe, co wynika z udowodnionej
nizej jej spéjnosci). Ograniczenie bowiem semikontinuum naogét moze zawieraé
punkty odosobnione (ap. koo z odjetym $rodkiem, bedgc semikontinuum, ma punkt
ograniczenia odosobniony, a mianowicie §rodek); nie moze tylko redukowaé sie do
punktu, jako zawierajace ograniczenie kontinuum. Zauwazmy jeszcze, ze dla otrzymania te-
go rezultatu nie mozna stosowaé twierdzenia VIII do F (@), chot F (IBZ(R)) jest jej cze-
scig, gdyz § (8% (@)) nie musi by¢ czedcia odosobniona mnogodci § (@).
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a ze ¥4(@) jest kontinuum, a @ rozcina plaszczyzne miedzy Fy + F,
(p. wzér (), wigc
() W) x ¢==0.

Lecz z drugiej strony, wedtug wzoréw (a), (b) i (c), mamy
(h) F(WE) x ©=0.

Jezeli za§ @ posiada punkty wspélne z kontinuum, bedace sumag roz-
patrywanego semikontinuum i jego ograniczenia, a nie posiada punktéw
wspdlnych z tem ograniczeniem, to musi posiada¢ punkty wspélne z pierw-
szym skladnikiem semikontinuum.

Czyli, odejmujgc od (g) wzor (h):

[T(©) — 5 (V@) X D=0,
tembardziej wiec

@ 22(@) X D=0,
Z wzoréw (i) i (h) wyptywa
@ WHE) D &,

bo gdyby @ zawieralo punkt nie nalezacy do mnogosci 2% (&), to musiatoby
posiada¢ i punkt ograniczenia tej mnogosci, czemu przeczy wzér (h).
Z drugiej strony wiemy (twierdzenie IX), ze
F(S) D F(WHe),
a wigc, poniewaz (7, jako kontinuum, zawiera swe ograniczenie
&0 R (W)
wigc z wzorow (a), (c) i (d) wynika
&) € B+ 5.
Poniewaz @ rozcina plaszezyzng migdzy punktami F; i F, (wzér (),
a kontinuum & faczy te punkty (wzdr (k)), przeto
e X D=0,
wiec, z wzoru (j): € x W2(&) == 0,
co jest niedorzeczno$cia. Zalozenie wiec niespéjnosci ¥ (287(€)) jest
niemozliwe; c. n. u.
Teraz mozemy z tatwoscig okresli¢, jaki jest ogdlny ksztatt ograniczenia
dowolnego kontinuum.
§ 3. Twierdzenie XI. Ograniczenie kazdego kontinuum

sktada sig¢ albo ze skorficzonej liczby kontinudéw, bedgcych
ograniczeniami nasyconych semikontinuéwuzupetnienia, al-
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bo z nieskoficzonej, przeliczalnej liczby takich kontinudw
iich punktéw skupienia.

Najpierw udowodnimy, ze, jezeli jaki punkt ograniczenia danego konti-
nuum € nie nalezy do ograniczenia zadnego z semikontinuéw %% (@), to jest
punktem skupienia sumy ograniczeri tych semikontinuéw, t. j. piszac to
krétko w formie symbolicznej:

B (@) = MUF(WH(@)}),

gdzie Z przebiega wszystkie puukty uzupetnienia €.

Niech bowiem bedzie
(@) I CF (@) — M (IS (V@)
W kazdem kole, o dowolnie matym promieniu, o $rodku F musi istnie¢ punkt
uzupeinienia mnogosci €, gdyz F jest punktem ograniczenia mnogosci €

Punkt Z, nalezgc do uzupelnienia €, jest zarazem zewngtrzny dla @, bo
punkty ograniczenia € sg zawarte w €. Utwérzmy semikontinuum 8% (@) i po-
prowadZmy odcinek prostej, tgczacy F z Z.: FZ.. Wedtug zalozenia (a)
F ( F(€), mamy wiec

(b) F X %% (€ = 0;
wedtug tegoz zatozenia (a),
(©) F x 5 (8% (©) = 0.

Wzory (b) i (c) znaczg, ze F jest punktem zewngtrznym dla 3% (@)
a, ze Z. jest punktem wewnetrznym tej mnogosci, mamy wiec wzor

FZ. X % (W% (@) ) F,,
p(F, F.) < p(F, 2.

przyczem musi by¢

A ze Z. ( & (F, %),
tj. b (F, Z) <=,
wige p(F, F) <e
Poniewaz zas$ ¢ jest dowolnie male, przeto
lil_lé F.=F,
gdzie F. EE T (W% (@),
a Z. ( & —C; c.n. .

Ze liczba r6znych mnogosci § (W% (@)) moze byé tylko przeli-
czalna, wynika stad, iz kazdej z nich odpowiada jedna (przynajmniej) mno-

icm®
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gos¢ W(€), te za$ nie majg ze soba punktéw wspdinych i kazda z nich za-
wiera koto & (Z, { a), gdzie zaktadamy:

a=0p(Z % (V2 ®)) >0,
liczba za$ kot takich moze by¢ na ptaszczyznie tylko przeliczalna.

Pozostaje nam tylko jeszcze wykazad, ze jezeli istniejg na F (€) punkty,
nie nalezace do zadnego kontinuum F (237 () ), to tych ostatnich kontinuéw
jest nieskoriczenie wiele. Gdyby liczba ich byta tylko skoficzona, to z nie-
skoniczonego ciggu punktéw F. (kidrego F jest punktem skupienia) nie-
skoficzenie wiele punktéw znajdowatoby sie na jednem z tych kontinudw,
niech bedzie na kontinuum

3 (84 (Q)) = 5,.

Ta nieskoriczono§¢ punkiéw na tem kontinuum §, musi mie¢ punkt
skupienia (twierdzenie Bolzano-Weierstrassa), a nie moze mie¢ innego
punktu skupienia, anizeli F, ho jest podmnogoscia ciggu, posiadajgcego F'
jako jedyny punkt skupienia; wreszcie ten ich punkt skupienia musi leze¢
na &, gdyz wszystkie one lezana &,, a &, jest mnogoscig domknieta. A wigc
F musiatoby leze¢ na &, wbrew zatozeniu. Punkty przeto, nie nalezace do zad-
nego kontinuum % (W% (€)), mogg istnie¢ tylko wtedy, gdy tych ostatnich
jest nieskonczenie wiele.

Z twierdzenia tego wynika odrazu twierdzenie Mazurkiewicza,
brzmiace tak: 4 )

Twierdzenie XII. Mnogos$é punktéw ograniczenia konti-
nuum, wspdélnych z mnogoscig punktéw wewnetrznych do-
wolnego kota, nie moze byé punktowa V.

Kazdy bowiem punkt F' ograniczenia kontinuum § (@), jesli sam nie
lezy na kontinuum, nalezacem do § (@), jest punktem skupienia punktéw
lezgcych na kontinuach, zawartych w § (2). Jakiekolwiek wiec koto bedzie
zawierato F, jako punkt wewnetrzny, to bedzie réwniez zawierato jako punkt
wewnetrzny punkt lezacy na kontinuum, zawartem w §(€). Stad wynika
(p- Thése, Ch. [, th. IV, str. 22), ze kolo to bedzie zawieralo kontinuum, za-
warte w § (C) i zfozone z punktéw wewnetrznych kota; a wigc mnogosé pun-
ktéw wspélnych ¥ (€) z mnogoscig punkiéw wewnetrznych kota nie jest
punktowa.

Uwaga. O wlasnodciach ograniczenia kontinuum fatwo sobie wyrobié
fatszywe wyobrazenie, wyczytujac w podanem wyzej twierdzeniu X1 to, czego
ono wcale nie glosi. Dlatego robimy tu trzy uwagi:

") Punktows nazywamy mnogos¢, nie zawierajaca zadnego kontinuum.


GUEST


48 Zygmunt Janiszewski. (38)

1) Punkty ograniczenia % (®), nie zawarte w zadnem z kontinuéw
F (W4 (€)), moga lecz nie muszg nie leze¢ na zadnem kontinuum, za-
wartem w & (€). Innemi stowy, mnogo$é

F(&) — MOFWHE)L)

moze zawiera¢ kontinua i to w iloSci nieprzeliczalnej.
2) Dla dwéch réznych semikontinuéw 8% (€) i 8% (€), gdzie wiec

W2 (@) X W (€) = 0,

ograniczenia ich mogg posiada¢ punkty wspolne, moze nawet jedna byé cal-
kowicie zawarta w drugiej, lub mogg by¢ identyczne. Liczba wigc réz-
nych cze$ci, na ktére dane kontinuum rozcina plaszczyzne,
jestrownaliczbie lub wicksza od liczbyréznychichograniczen.
W szczegdlnosci: ograniczenie kontinuum, nie rozcinajgcego pta-
szczyzny, jest samo kontinuum.

3) Gdy istnieje nieskoriczenie wiele réznych ograniczen § (Z4(€)), to
moga, lecz nie muszg, istnie¢ na § (€) punkty, nie nalezace do zadnej
z nich, t. j. i w przypadku, gdy mnogosci § (¥87(@)) jest nieskoriczenie wiele
(gdy jest ich liczba skoticzona, to to zachodzi zawsze) moze byé:

B (9 — MIF (W @)} =0.

W takim preypadku mnogosci § (187 (@)) skupiajg sie do swych wias-
nych punktéw.

ROZDZIAL V.

O rozcinaniu ptaszczyzny.

§ 1. Twierdzenie 4. Suma dwdch kontinuéw, z ktérych za-
dne nie rozcina ptaszczyzny i ktérych mnogos$¢ punktdw
wspdlnych jest spdjna 1ub prdéne, nie rozcing ptaszczyzay.

Niech bedzie A i B dowolna para punktéw uzupeinienia sumy danych
kontinuéw, €, i @,

(a) 4+B (35— (& + &)

mamy udowodnié, ze istnieje kontinuum AB bez punktéw wspdlnych
z € €, W tym celu poprowadZzmy dwie linie tamane (4B), i (4.B),:

(b) (4B); X & =0,
© (4B), X € =0,
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€0 mozna zrobi¢ ze wzgledu, ze ani &, ani €, nie rozcina plaszczyzny (por.
!ZW. VII). Mozna oczywiscie zawsze tak wybra¢ (4.B); i (AB),, by nie mialy
innych punktéw wspélnych précz 4 i B,

(d (4B, X (4B); = 4 L B.

) Z (b) i (c), mnozac te wzory obustronnie plerwszy przez ©,, drugi przez @
i dodajac, otrzymujemy: '
® (€ X &) X [(4B), + (4B),] = 0.

- Mnogosé (4B); - (AB), jest to, wobec wiasnogci (d) sktadajacych ja 1i-
nij %amanyfch, wielokat. Nie posiada on, wedtug (e), punktéw wspoliych
z mnog9§c1q €, X @, Poniewaz za$ ta jest spdéjna — a tembardziej, gdy
Jest prézna—jedna z mogosci: W ((4B); -+ (4B),) i W ((4B), + (.H})Q)
nie zawiera punktéw €; X €,. Niech bedzie .’

8§ = WP ((4B), + (4B),
ta mnogoscia; t. j. Y(AB) A (B,),

(f? §F X (& X &) =0.
Wezmy liczbe a, spelniajaca nieréwnosci

(@) a<3}p (S XS, (4B),),

(h) a<ip(E X858 X8,

? utwérzmy siatkg szesciokatéw %,. Mnogosé punktéw wspélnych mnogosci §
1 mnogosci
) Q=N X 8 a)

sktada si¢ ze skorczonej liczby wnetrz wielokgtéw (ztozonych z czesci linij
(‘%I'%)li 3(9)) i, ewentualnie, linij tamanych. Te ostatnie, jesli wogéle ist-
nieja, muszg naleze¢ do (4B); X § (&), czyli sg czesciami linii (4.B),, na kto-
r'yf:h nie lezy zaden punkt ©,; mozemy je wiec traktowac na réwni z temi cze-
Sciami linii (4B),, ktére nie sg zawarte w Q. Rozpatrujemy wiec

9 V@) + V(@) + ...+ B (p,) = @ X8 =3 (@),
gdzie oczywiscie -
(9] P+ Dy 0, ((AB [T (Q) ¥ 9],

_ Oznac%my przez Ry pierwszy, liczac od 4, punkt na (4B),, nalezacy do
]ednego z wielobokéw @; V; oznaczmy wskaznik tego wielokata przez %,; ma-
my wiec '

') B, moze nie istnie¢; wiedy (4B), jest juz szukanem (§ (A4 -+ B, % —{(C,+C)).
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0 (4R, ( (4B)
(m) (AR, X @; =0 NN
() (dR,), X Dy, = B,.

Oznaczmy nastepnie przez S; ostatni na (AB), punkt, nalezacy do @,:
(0) (8, B)y C (4B),
(») (Sy B); X &, = 8-

Jest widoczne: 1) ze jedna z dwu linij B,8, na wielokacie @, nie posia-
da, précz B, 1 8y, zadnych punktéw wspélnych z (4B),; oznaczajac ja przez
(B,S,), mamy,

@ (B8 C B X (F(Q) X 8);
2) ze
(r) ((AR1)1+ (Sl —B)1) X W (@k‘) = RI + Sl:
oraz (z wzoréw (g), (1), (m), (n), (i), ze
) (AR), X (2 — ® (&) = 0.

W linii (AB); zastepujemy jej cze$¢, zawartg miedzy punktami R, i S;,
przez (B;S)o; otrzymujemy linig .
AR, + (BySy)o+ (S;Bjy.
Z (8, B); postepujemy w ten sam sposob, jakeSmy postapili z (4B);;
znajdujemy wiec dwa punkty, B, i 5,, takie, ze

Y] (8, By); C (8; B,
(m) (S;By)y X & =10 ik, k,,
(@) (8; By)y X P1, = By;
(0" (8, By C (81B)y,
®) {(8eB); X Pr, = 5,.
Przez linie famang (R, S,), taka, ze
@ C(ByS)e ) B X (B(®) X 8),

zastepujemy cze$é (S, B),, zawarta migdzy punktami R, i S,; otrzymujemy
wigc linie tamang
(AR;) X (BrSpe 4 (S1 Bl 4 By Syl + (S: B)s -
Z wzoréw (m') 1 (n') jest widoczne, ze
) (8 By X (8 —F (@) =0.

icm
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Postepujgc w ten sposob dalej, musimy dojs¢, ze wzgledu na to, Ze liczba
wielokatow @; jest skoficzona, do takiego punkiu S,, (m < n), ze (S, B), nie
zawiera, précz S,, zadnego punktu nalezacego do @, ~ @, + ...+ Pu:

(1m0 (SuB), T (Sw—1B)y { (dB)y,
(mim) (8uB); X @& =0 1=k Fon
(n™) (SmB) X By, = .
skad

(stm™) (SuB), X (8 —&(9)) =0.

Udowodnimy, ze otrzymana linia tamana

(AB), = (A By 4 (R, 8y (S, Ba)y + (B Sado+- . . - ~+ (8. B),
jest szukana. Rzeczywiscie, mamy, wedtug wzoréw (q), (q')
(t) B 8o + (BeSadot - -+ (BuSdy (8 (®) X 8,

wiec, zwazywszy, ze (p. wzofy (), () i (14))

[F(®) X 81X (&4 C)=F (@) X[E x )+ x )] =0,
otrzymujemy

(u) [(Rlsl)o + (R2 Sz)o + .. (RmSM)DJ X (& "IL ‘32) = 0.
Z drugiej strony, wediug (1), (1), ... (™),

] (AR, +(SiB) 4+ - .. + (SuB)y (4B

Stad wynika najpierw (p. wzér (b))

(w) [(AR) + S B+ .. .-+ (8mB), ] X € =0;

ze wzgledu za$, iz 4By, (8,

mamy

= [AR) + (S, B+ v+ (S Byl X (8, — 8) = 0.

Pozostaje udowodnié tylko, ze lewa strona wzoru (v) nie posiada réw-
niez punktéw wspélnych z €, X 8. W tym celu zauwazmy, ze wedtug wzo-
16w (s), (s7), ... (s™)

AR+ (Si By 4+ oo+ (SaB) ] X [@—F (@] =0,
czyli, poniewaz oczywiscie
e —F@ ) exs,
otrzymujemy
(2] [AR) + (8B + -+ (EuBi] X (&, X 8) = 0.
Dodajac wzory (w), (x) i (y), znajdujeny
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(@ [(ARB) + S B+ oo (SuB)] X (& + &) =0;
dodajac zas (z) do (u), otrzymujemy ostatecznie
(dBig X (& + &,) = 0, C. 1. u.

§ 2. Lemmat 1. Gdy mnogo$§¢ punktéw wspdélnych dwéch
kontinudw, wypelniajgcych skoficzong liczbg wnetrz (w szer-
szem znaczeniu) szesciokatédwsiatki, jest niesp6jna, to suma
tych kontinudw rozcina ptaszczyzne.

Oznaczmy dane kontinua przez ©, i @,, a przez 8 -8, ich czes¢
wspoélng; mamy wigc

@1E;§(I’1)—|—§§(T2\, T +§§(I1p)

i e=BA) V@ 4.+ T,
gdzie I' i A oznaczajq szesciokaty; oraz

(a) QIXG2581+&2~
(b) g1 X ,}‘;2 =0.

(Mnogosci 8, i &, skiadajg si¢ z wnetrz szesciokatéw i oddzielnych
bokéw).

Wezmy E, 8

i E, (&,

oraz na €, lini¢ tamana E, E,:
(c) EE, Ce¢.

Pierwszy od E, na E K, punkt, nalezacy do 8,, nazwijmy F, (moze
on by¢ identyczny z E,)

@) B\ F,—F, CEiE,—¢&, i F, (8,
przez Fy za$ oznaczymy ostatni (liczac od E;) punkt &, lezacy na E, Fy,
(&) i RF,—F (EF,—& 1 F (8.
Mamy wigc linig tamana FF, o wiasnodciach (p. wzory (c), (d), (e)):
® RF, (¢,
® FyFy X & =T (t = 1,2
Wezmy teraz punkt
() G, (Fiy—F—F (¢—¢g

(p- wzory (), (g), (a)), oraz ten wielokat na § (&,), ktéry odcina € od pun
ktéw wewngtrznych @,, t.j.
) T4 (8,) = .

(43) O rozcinaniu plaszczyzny przez kontinna. 53

Oczywiscie
(]) W (&) FLFg'_Fl-Fﬂs
{bo, wedtug (h),
FiFy— F— Fy = (6°(Cy, € — &)), = (C(C,, 2 — &))g;

wedhig okreslenia za$

]

(S,

62 (Cx » 5 — Gz):

czyli, jako mnasycone, zawiera wszystkie inne G¢ (C;, & — @,), wiec
i FyF, — F, — F,); zatem wedtug (i) i(j)

() @ B+ Fy;
ze wzoru za$ (k), poréwnywajac go z (i), otrzy mujemy:
1) X F\F,=F 4+ F,.

Linia @ 4 F, F, oczywiscie (p. wzory (j)i (1)) rozcina 3% (C). Azeby
udowodni¢, ze &, -+ C,, zawierajgce & - F, F,, rozcina plaszczyzne, wystar-
czy wykaza¢, ze % (8,) zawiera w obu czesciach, na ktdre zostaje rozcigte
(t. j. ograniczonych wielokatami F, F, + (F,Fy), i F\F, + (F,F,),), punkty
uzupetnienia mnogosci €, 4+ &,. Otéz mamy (p. wzory (i), (m))

(F1F2)i €& (=12

~

skad wynika, wedtug wzoréw (a), (b} i (g),
(FyFy)i — & = (F Foli — (8, + 8,) == 0

(inaczej bowiem kontinuum (F, F,); byloby zawarte w &, - &, i faczyloby
punkt Fy, nalezacy do &, z punktem F,, nalezgcym do &, (p. wzor (g)), co
jest w sprzecznosci z zatozeniem (b)).
Niech bedzie
(m) P; ( (F,F,); — ©,.
Ze wzoréw (i) i (m) wynika
P; X,
gdzie %, oznacza dang siatke szesciokqtéw. Punkt P; musi wiec leze¢ na bo-
ku jakiego$ szesciokata V. Oznaczmy ten bok przez E;S;
RS > P,

') W przypadku, gdyby P; bylo punktem rozgalezienia siatki, a wigc nalezato do
trzech bokéw szeSciokatéw, to bierzemy jeden z pomiedzy tych dwoéch, kidre nalezg do .


GUEST


54 Zygmunt Janiszewski. 44

oraz przez Ay, 1 A; te dwa szesciokaty siatki, dla ktérych R;S; jest bokiem, t. j.

Aki X A= RB;S:.

Jeden z tych szesciokatéw musi naleze¢ do zbioru: A, 4,,...4,, t. ].

'533— (Ak,) C @'21

bo B:Si (2 =%%(8);
drugi za$ z tegoz powodu nie moze by¢ zawarty w @,:
(0) W(A) X C=0,

a mianowicie
(p) W (A { WE(Cy).

Z drugiej strony, z (n) wynika
P % @1 = 0,
a wiec tak samo
(RiS,-vRi—Si) X @'1 =0

i (B () + 8B (A)) X & = 0;
poréwnywajac ten wzor z (0), otrzymujemy:
(@) WA) X (+8)=0 @=12).

Wzory (p) i (q) wykazujg, ze mnogosci 28 (A,) 1 W (A,) sa szukanemi
czedciami W (€), zawartemi w uzupeknieniu @, -- ,. Miedzy kazdym pun-
ktem jednej z nich a kazdym punktem drugiej, mnogos¢ @ -+ F, F,, a wiec
tembardziej G, 4+ ©,, rozcina plaszczyzne; ¢. n. u.

Lemmat 2. Jezeli kazda mnogo$¢ 4, danego ciagu nieskoi-
czonego

&, 8, ..., ...

rozcina ptaszczyzne migedzy dwoma danemi punktami M i N,
to i ich mnogos¢ skupienial &, jezeli nie zawiera ani M,
ani N, rozcina pltaszczyzne miedzy niemi.
Mamy wiec nastepujace zatozenia:
MA4N(%2—4,

idla dowolnego kontinuum o, gdzie

(n=0,1,2..)

') Mnogodcig skupienia danego ciggu mnogosci nazywamy mnogo$é wszystkich pun-
kiéw skupienia takich ciggéw punkiéw, w kiérych zadne dwa punkty nie naleza do jednej
i tej samej mnogosci; por. These, Ch. I, § IV.

icm®
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& M4N,
manty

(a) & xa ) 4a n=1,2.0;

nalezy udowodnié, ze ten ostatni wzér zachodzi i dla n=0.
Niech bedzie 4, punktem skupienia ciggu punktéw 4, d,,..., Ay
1im p (d,, 4,) = 0.

Poniewaz :1,, ( a‘en

wiec, wedtug okreslenia mnogosci skupienia,
(b) 4, C &,
Z drugiej za$ strony z (a) wynika
43111 'T &

a ze & jest, jako kontinuum, domknigte, wigc i punkt skupienia pun-
ktéw 4, nalezy do &, czyli
(© 4, &

Mnozgc stronami wzory (b) 1 (c), otrzymujemy
Ay 8y X K, c.n. u.

§ 3. Twierdzenie B. Suma dwéch kontinudw, ktérych mno-
go$¢ punktéw wspolnych jest niespdina, rozcing ptaszczyzne.

Oznaczmy te dwa kontinua, mna kiére si¢ rozktada dane kontinuum,
przez €, i €,; mamy

(b) 8, X &, = 0.

Y

Mamy wykaza¢ istnienie takich dwdch punktéw M i N, migdzy ktéremi
@, -+ €, rozcina plaszczyzne. Dowdd ten przeprowadzamy, opierajgc sig na
prawdziwosci analogicznego twierdzenia dla mnogosci, bedacych suma wnetrz
szeSciokatéw siatki (lemmat 1); jest to ogélna metoda dla twierdzen tego
dziatu. Jednak tu zastosowanie tej metody jest o tyle bardziej zlozone, Ze,
pomijajac potrzebe podwdjnej aproksymacyi, by otrzymac mrnogosci, czynigce
w pozadany spos6b zado$¢ warunkom lemmatu, nie wystarcza jednorazowe
powolanie sig na ten lemmat, lecz trzeba to uczyni¢ dla nieskonczonego ciagu
przyblizen i przej$é¢ do granicy (positkujac si¢ lemmatem 2).
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Wezmy (p. wzor (b))
o < %P (é"l) ‘52)3
wtedy, wedtug (15,
(© DB, a) X PGy, @) =0.

Mnogosé P (@, @) X P (Cy, @) zawiera mnogos¢ (p. wzory (a), ).
(d) \l‘ (8’17 a) + %) (@2; a’) = 5.1) (@1 X G’ﬁ) a’))

lecz nie musi by¢ z nig identyczna (p. Rozdz. II, (10)). Moglaby wiec byc:
spéjna. Musimy przeto znale§¢ lepsza aproksymacye, by mddz zastosowac
lemmat 1. Niech bedzie

(&) : CF =0 — P& X GC,a)
) i QF =P X &, a).

Mnogosci €% 1 &% nie posiadajg punktéw wspolnych; rzeczywiscie
® EF X &* (& X &
oraz CF X [D(E XC,a)—FT(P(E X&,a)] =0, (4=1,2)
wiec tembardziej (p. Rozdz. II, tw. V)

CF X (€ X C)=0 (1=12)

© i (@F X &%) X (& X &) = 0;
porownywajac (f) z (g) (mnozac obie strony (f) przez €* X &%), otrzymujemy
(h) CF X & = (.

Wezmy liczbe 8, czyniaca zadosé trzem nieréwnosciom (co jest mozliwe
wedtug (h) 1 (c)):

. [43
(I) b < 21-’,
@ b < e (&5 &%

(k) i O <o (P (&, @) P (&, a)

i utwérzmy nows siatke szesciokatéw X,. Mnogosci ¥ (&, 0) i V(&,, b) po-
siadajg potrzebne nam wiasnosci, a mianowicie

0] P&, 0} X P (€, D) = I, 4- 1,
(m) gdzie: ;X K, = 0,
() %, 76,220, H, ) E,=0.

Mamy bowiem [(e) i (¢), (d), (9)]
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P(C, b) = P(&F b 4 DS X D&, a),d)
F DX DBy, @), D) (=12
a wigc, zwazywszy, ze (wedtug (10))
DX D&, a), ) TP (R (B, a), b), (6, k=1,2)
PG 0) TWEF 0P (P&, @),0) F P (P&, ), ) (=12
Pomnézmy stronami te wzory dla ¢ = 1 i i = 2, pamietajac, ze we-

diug (15) i (j)

oraz, wedtug (15) i (k)

mamy

P (S5 0) X P (&% 0) =0,

(& PG, a,0) X PP G, a),b)=0;
otrzymamy:
©) D@, 0 X P (&, 0) CIPEFD) X D(NE,a),b)]

TIPEH0) X P (P (8, 0),0)] + [V (&%) X D (P (&, a), b))
TP 50 X P (P&, @), )]+ P (P (8, ), 8) + P (V(8,, @), b)
CRP G, @), 0)+P (P&, a),0).

Wprowadzmy oznaczenia
)] [P (@, 0) X P, 0)] X PG, a,b) =1 (t=1,2)

Z wzoru (o) wnioskujemy prawdziwos¢ wzoru (1), zas z wzoréw &) i(p)
prawdziwos¢ wzoru (m); wreszcie, poniewaz

PG, @00 V&, a0 ) § (i =1,2),
a PELO)XP©, D) 5¢XC =488,

wiec z wzorn (p) wynika wzér (n).
Z wzoréw (1), (m) i (n) wynika wedtug lemmatu 1, ze mnogos¢

=900, 0+ P (&, 0)

dla kazdego 0, spetniajacego nieréwnosci (i), (j) i (k), rozcina ptaszczyzne.
Poniewaz jest to mnogos¢, wypelniajaca skoriczong liczbe wnetrz szesciokatow
siatki ¥,, i, przeto, nie moze rozcina¢ plaszczyzny ani migdzy dwoma pun-
ktami wnetrza jednego szesciokata, ani miedzy dwoma punktami lezacemi oba
dowolnie daleko; wigc liczba czesci, na kidre mnogo$é 8 rozcina ptaszczyzie,

jest skonficzona; niech bedzie ich p.
§ - WE(8) |- WH(8) ...+ W (8) = &,

WezZmy teraz ciag liczb b,, okreslony tak:
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b ’bn41#2
b1:4_7--"bn—"r'_4n7""

Kazda z tych liczb by, bedac mniejsza od b, musi s'peh'lia‘c’ nieréwnosci (i),
(j), (k); wiec wszystko, cosmy powiedzieli o &, stosuje sig i do

8= P (@1 » bn) + D (Gw ]
przyczem, wedtug wzoru (17),

m=12,..)

8§ 8, ) S dla 5> 0.

Mnogosci 9, mogg rozcinaé ptaszczyzng miqdz;{ takiemi punktan.u, ledf}i
ktéremi $ nie rozcina plaszezyzny, lecz oczywiécze o tyle tylko, o 1}7e te ga teo
73 do 8. Jezeli wiec ograniczymy sig do punktéw, ‘z'awartych W — i\Ia-
miedzy temi punktami zadne . nie moze wprowadzi¢ no.wych' mf«ch'@ v
tomiast moze sie liczba rozcie¢ zmniejszy¢. U(_flo’wodn}my,. ze 3 — 9 nie
przestanie by¢ rozciets, t. j. ze liczba r'ozcu;c moze sig CO nNajwyze]
zmniejszy¢ do 2, dla n nieskoniczenie wzrastajgcego.
Rozpatrzmy

Lﬁ011 = ’l\“’u’ (Sn) '+' 5-‘3]& (é?n) + et + Q\*‘Vﬂp ((S“);

mamy & —8 (W, 58,
Czyli 3 ) % — W, ) g\"n»

gdzie % — 0, jest mnogoscia, wypetniajaca skoniczong 1.iczbq wne;trz' (w szer-
szym znaczeniu) szeciokatéw siatki 3, . Te Wi (8,) nie musza byé wszyst-
kie miedzy sobg rézne; niech bedzie

av, = Wh(S,) + Wi, (8.,) + sl _1" \E‘qu (gn) >

gdzie ¢ < p. Mamy udowodni¢, Ze ¢ > 2.
Gdyby dla pewnego = byto ¢ =1, t. ].
WIL(S,) = W,,

to mnogo$¢ domknieta & — 20, nie rozcinataby p}‘aszczyzny, bp‘ jej uzuPe}—
nienie, 90,, jest semikontinuum (wedtug okreslenia sym'bolu ). To jest
jednak niemozliwe, bo mnogos¢ & — a0, spetnia Warufllfl lem'matu 1. ’

Rzeczywiscie, mnogos¢ te, ztozong z wnetrz szestlzxoka,to.w s} t.)qku b,:,
mozna przedstawi¢ jako sume dwdch takichze munogosci, a mlanowxcle zali-
czajac do jednej wszystkie wnetrza szesciokgtéw (z porqu,vjy‘ zawaftych
w S — 0,), posiadajace punkty wspélne z P (& g b), ado Eir{uglq——g\os_laﬂd)a-
jace punkty wspélne z P (&, b). Oznaczmy te dwie mnogosci przez % 1°%;
A S a0, = W, + W,

(q) @1 X Wz ) ‘].5 {:@17 bn) b \;\ (@2’ 7)"\’

icm

G O rozinaniu plaszczyzny przez kontinua. 59

gdyz'{l‘(eg, br) jest zawarte w T — A, { w P (%, D), a O, skladajace sig
z takich samych szesciokatow, co i 1 (¢, b,), zawiera whasnie wszystkie
te, ktdre sg zawarte w = — W, i w V&, ). Wreszcie, wediug okreslenia,

X ARG, B) X DS, b, b)),
wiec, z wzoru (o) wynika
() XN CRP(P(8,a),0),8,) + DD (D (8, a), b), b)) =S, +8,,
(przez 9, i &, oznaczamy odpowiednio skladniki sumy po prawej stronie).
Jezeli dla jakiego$ m liczba ¢ stala sie réwna 1, t. j. S — 90, nie rozcina pta-
szczyzny, to nie bedzie réwniez rozcinata ptaszczyzny i 5 — 2,4, (i > 0),
gdyz liczba ¢ moze sig, jake$my wyzej zauwazyli—przy wzrastajacem n—tyl-

~ ko zmniejsza¢, lecz nie zwiekszaé. Mozemy wiec wziaé w naszym wzorze n

dowolnie wielkie; wybieramy je tak, aby

b .
=0 <2p (P (N8, @), ), D (P, a), D)),

co zrobi¢ mozna, wedlug (k'). Wiec (p. wzér (15))

(s) 8 X 8, =0
Zauwazymy teraz, ze
® S 3 & i=192
i ze, wedtug dwdch ostatnich wzoréw,
(1) S X & =0 gdy i==Fk (4, k=1.2).
Wedtug (q) i (a) mamy

M N i

1 X a8 &y

Mnozgc ten wzér obustronnie raz przez §,, drugiraz przez §,, i stosu-
jac wzory (1) i (u), otrzymujemy:

(v) WKW, XS 8, =0,
(W) WX W, X8, ) 8,0

Mnogosci po lewych stronach tych nieréwnosci sg oczywiscie domknie-
te, jako iloczynmy mnogosci domknietych. Mnozac teraz obustronnie (r) przez
™, x N, otrzymujemy

(x) WX W,y = (X W, X6 4 (T, XM, X 6.
Wreszcie ze wzgledu na (s)
2] () X X 8) X (VX Wy X 8 = 0.

Wzory (v), (w), (%) i (y) wskazuja, ze ¥, X @, jest mnogoscia nie-
spdjna. A wige ™, L, t j. 5 -9, rozcina plaszczyzne i nasze zato-

Prace fizemat, t. XXVI 8
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zenie jest niemozliwe. Wiec ¢ > 2, czyli istnieja dla kazdego n przynaj-
mniej dwa rézne semikontinua Vi (3,):

av, ) W (E,) - W (S,) n=12...)
Istnieja zatem dwa state punkty, M i N, migdzy ktéremi kazde §, rozcina
plaszczyzne. Mozemy zatem zastosowac tu lemmat 2. Wiemy (p. wzér (16)),
ze mnogoscig skupienia mnogosci §,, t. j. (p. wzér (9)) mnogosci Y (€, + &,, by)
jest mnogo§¢ @, -+ ¢, A wigc @, 4@, rozcina ptaszczyzng, c. n u.

Objadnienie znakdw.

1) d= @$  oznacza: mmnogodci & 1 B s3 identyczne (L. j. skladaja sie z tych samych
punktéw).

2) — mnogosei € 1 & nie sg identyczne.

3 — mnogo$é & zawiera wszystkie punkty mrogosci 8.

4 — mnogos¢, ztozong z punktéw mnogo$ci @ i mnogosci &R.

5) — mnogo$¢, ztozong z tych punktéw mnogodci &, ktére nie naleza
do &.

g dAx B — mnogos$¢ punktéw wspélnych mnogosciom & i &.

7 0 - (we wzorach ze znakami =, $, ( ) mnogos¢ prézna, t. j. nie
zawierajgea zadnego punktu.

8) Z — mnogos$¢ wszystkich punktéw rozpatrywanej przestrzeni (od § 7
Rozdz. I—euklidesowej plaszczyzny).

9 & — mnogo$¢ & po domkniecin, t. j. mnogo$¢ punktéw & i punktéw
skupienia &.

10) el — mnogo$¢ mnogosci &, kidre spelniajg pewien warunek .

11) M(1edn) — sumg mnogoscei &, speiajacych warunek .

12) D( §.hY — mnogos$¢ punktéw wspélnych wszystkim mnogosciom &, spet-

’ niajacym warunek A.
13) F() — ograniczenie mnogos$ci &.
4 @ ;

14) Q‘s(a" &) - kont}num.n } (lub punkt) zawierajace & i zawarte w $B.

15) (4, ®) — semikontinuum

16) G54, B) — (5 (8, @) nasycone (t. j. maksymalne).

17 G (4, &) _ (3° (&, ) nasycone.

18) ©(4,q) — mnogoé¢ punktdw o odleglosci od & nie wiekszej niz . W szcze-
gblnodei & (4, @) oznacza koto o $rodke 4 i promieniu c.

19) D (& a) — mnogos¢ punkiéw, lezacych po stronie wewnetrznej tych szescio-

katéw siatki o boku @, lub na nich, ktére albo zawieraja we
wnetrzu (w szerszem znaczeniu) punkiy &, albo z takiemi szescio-
katami sasiaduja.

20) W) — mnogo$¢ wszystkich punktéw, dajacych sie polaczyé z punktem 4
zapomocg kontinuum bez punktéw wspélnych z & (waczajac w to
ipunkt A) € j W4 (&) = ¢ (4, T — ).
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2 S = F(BD).
29) p(4, B) oznacza: odleglos¢ miedzy punkiami 4 i B;

o (S, 8B — odlegtos¢ miedzy mnogoseiami & i &, t. j najmniejszg liczbe, nie
mniejszg od odleglosci zadnej pary punktéw, z ktérych jeden na-
lezy do &, a drugi do $B.

Litery wielkie zwykte uzywane sa wylacznie dla oznaczenia punktéw; litery
wielkie rondo—dla oznaczenia mnogosci punktéw; wielkie litery greckie —dla ozna-
czenia linij famanych; litery mate lacifskie od i do ¢--dla oznaczenia liczb catkowitych.

RESUME.

Ce Mémoire traite de deux notions: fronéiére et coupure. En me bor-
nant & une portion finie du plan euclidien, jexpose dans le cha-
pitre HI les propriétés de la frontiére d’un continu, et dans le chapitre IV je
donne la condition nécessaire et suffisante pour que la somme de
deux continus, dont aucun ne coupe le plan, soit une coupure
du plan. Cette condition est que I'ensemble de points com-
muns de ces deux continus ne soit pas bien enchainé (ni vide).

Le chapitre I est consacré aux définitions; dans le chapitre II j’expose
les propriétés des polygones approximatifs, construits d’aprés la méthode de
M. C. Runge, modifiée en tant que je divise le plan en hexagones (au lieu
de le diviser en carrés), ce qui simplifie un peu I'exposition. Dans § 6 je donne
la définition de la coupure. L’ensemble fermé  coupe le plan entre
deux ensembles 9 et 9%, 'l n'a aucun point commun avec 9K - 9
et si tout continu <f ayant des points communs avec 9K et avec ¢ a aussi de

-points communs avec D. L’ensemble coupe le plan (ou est une coupure)

s'il existe deux points, entre lesquels il coupe le plan. La formule (18) ex-
prime que D coupe le plan, la formule (18" — qu'il ne le coupe pas; th. VI
donne une condition (19), nécessaire et suffisante pour que I'ensemble (D) ne
coupe pas le plan D,

') Pour les notations je renvoie & ma These (Paris, 1911, reimprimée dans le Journal
de PEc. Polyt. (2) 16, 1912) ou & ma Note au Bull. de I'Ac. des Sciences de Cracovie (No-
vembre 1912) (la dernitre page). Les notations nouvelles sont: Les majuscules grecques
désignent les lignes polygonales; 2, désigne un réseau d’hexagones de coté @. & désigne
I'ensemble de tous les points du plan.

(87 (8, B) désigne un semicontinu (ou point) contenant @ et contenu dans &;
semicontinu (d’aprés Cantor) c'est un ensemble & tel que pour deux points arbitraires M
et N de § il existe un (§ (4 + B, 8). (5 (&4, $) désigne un (§° (&, $B) saturé (v. ma
Thése, p. 7—8).
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Dans le chapitre lII sont rassemblées les propriétés de la frontiere d'un
continu (v. les formules (20) jusqu’a (23)). Je démontre (th. IX) que la fron-
trigre d'un W/(€) (ot € désigne un continu et Z un point extérieur au @) est
contenue dans la frontiére de &; qu’elle est un continu (th. X); que tout point de
la frontiére d’un continu &, ou appartient 2 un conting % (38%(€)), ou est un
point limite de ces continus (th. XI); et que (th. XII, de M. Mazurkiewicz)
l'ensemble des points de § (@) intérieurs & un cercle quelconque n’est pas
punctiforme (c'est-a-dire tel qu'il ne contient aucun continu) .

(Chap. IV. § 1) Théoréme A. La somme de deux continus (€, et &),
dont aucun ne coupe le plan et dont 'ensemble des points communs est bien
enchainé ou vide, ne coupe pas le plan.

Il nous faut démontrer qu’étant donné deux points arbitraires 4 et B de
'ensemble complémentaire de €, 4 &, on peut trouver un arc simple (4B),
sans points communs avec @ 4 &,. Pour cela nous joignons 4 et B par
deux lignes polygonales, (4B); et (.1B),, sans points communs respective-
ment avec @, et &, L’une des deux parties, en lesquelles le plan est coupé par
le polygone (B),~}- (4 B),, ne contient évidemment pas de points de e X e,
Nous la désignons par &. Dans cette partie du plan on peut mener un (A DBy,
sans points communs avec &, 4 @,, en combinant (4B avec § (D (&,, @),
ol ¢ est plus petit que la distance de €, x & a (&, X &) 4 (4B,

(§ 2) Lemme 1. Silensemble des points communs de deux continus
(€, et @,) remplissant un nombre fini d’intérieurs des hexagones (I} et A; re-
spectivement) du réseau, n'est pas bien enchainé, la somme de ces deux con-
tinus coupe le plan.

La démonstration procéde de fagon suivante: nous trouvons une ligne
(B4 F, Fy, v. (I et (1)) qui est contenue dans €, 4- @, et qui coupe le
plan; aprés nous démontrons que dans chacune des deux parties, en lesquels

WA (A) = (4, & —d); en particulier, si I'ensemble donné est un polygone
{, 38 (1) et W= (L) désignent Pensemble de points intérieurs, resp. extérieurs, au I7.
FL@) = F (134 (@)

A (M, @) désigne 'ensemble de points contenus dans deux genres des superficies
des hexagones d'un réseau X, donné, & savoir: 1) cenx qui contiennent les points de 9T ;
2) ceux qui ont un coté commun avec ceux du premier genre. Clest la frontiére de cet en-
semble, F () (M, @j), qui forme I'ensemble de polygones approximatils de 9.

Je crois, qu'en connaissant ces symboles et avec les explications du texte frangais, le
lecteur, s'il voudrait connaitre les démonstrations, pourra les lire dans le Mémoire polonais,
sans lire le texte de la langue ordinaire, car tous les pas du raisonnement sont formulés
dans la langue de symboles.

") On trouvera quelques théorémes analogues i ceux du chapitre II et III dans le
tome I du bien connu Bericht de M. Schoenilies.
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cette ligne coupe Pintérieur de &, il existe des points de 'ensemble complé-
mentaire, de &, —+ &, (2 savoir: les intérienrs des hexagones A, et A,). C'est
entre ces points que @, + &, coupe le plan.

. Lemme 2. Si chaque ensemble &, d’'une suite donnée a, a,...,
coupe le plan entre deux points donnés M et N, leur ensemble d’ac-
cumulation ! < coupe le plan entre M et N, §'il ne contient aucun de ces
deux points.

(§ 3) Theoréme B. La somme de deux continus (&, et &, dont l'en-
semble de points communs n’est pas bien enchainé (ni vide) coupe le plan.

Nous approximons I'ensemble €, X &, de telle facon que les poly-
gones approximant les deux parties &, et 8, de <y X &, n'ont pas de points
communs [(c)]. En extrayant (&, x €y, ) de & et de &, et fermant les
restes, nous obtenons deux ensembles fermés &% et €,* sans points com-
muns [(h)]. Maintenant nous approximons € &, de telle fagon que la
somme ¥ (&, & — P (&, ) (que nous désignons par 8) remplisse les con-
ditions du lemme 1 [(1), (m), (m)] et, par conséquent, coupe le plan.

. b
En prenant une suite des nombres b, — e (n=1,2...) nous recevons

des approximations 1 (€, 4 &, 8,) (que nous désignons par 8,) qui tous
coupent le plan au moins entre deux points fixes, M et N, dou il s'ensuit
d’aprés le lemme 2, que leur partie commune (qui est leur ensemble d’accu-

. mulation), c'est-a-dire €, -+ &,, coupe le plan.

Il nous reste de démontrer l'existence de tels points M et N, entre les-
quels tous les &, coupent le plan,

Nous envisageons toutes les régions 8% (%) =1, 2,...p), en lesquels
le plan est coupé par 8. Aprés je démontre que, parmi les p régions 38%:(8,),
il y ent a, pour chaque %, au moins deux qui ne sont pas identiques. En effet,
la supposition que pour un 7 elles se confondent toutes dans une setule,
WH(8,) — ce qui revient 2 dire que S — W¥ (3,) ne coupe pas le plan —est
impossible, car ® — % (8,) peut &tre présenté comme la somme de deux
continus (% et ®,) remplissant les conditions du lemme 1 [(), (W), (x), (N];
ces deux continus, %, et ,, sont formés par les intérieurs des hexagones du
résean I, , ayant des points communs respectivement avec i (&, d) et
P (8, 0).  Ainsi le théoréme B se trouve demontré.

) V. ma Thése, Ch. I, § IV (p. 15).
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