L. LICHTENSTEIN.

Uber eine Anwendung der Theorie quadratischer
Formen mit unendlichvielen Variabeln auf ein
Randwertproblem der Potentialtheorie.

O pewnem zastosowaniu teoryi form kwadratowych nieskoficzenie wielu zmiennych do
teoryi potencyatu.

In seiner finften Mitteilung zur Theorie der linearen Integralgleichun-
gen” und nachdriicklicher noch in der Arbeit, Wesen und Ziele einer
Analysis der unendlichvielen unabhingigen Variabeln® hat
Herr Hilbert die Aufgabe gestellt, die Methode der unendlichvielen Varia-
beln direkt, d. h. ohne Vermittlung der linearen Integralgleichungen in die
Theorie der gewhnlichen und partiellen Differentialgleichungen einzufithren.
In einer vor kurzem erschienenen grosseren Arbeit 3 habe ich unter wesentlicher
Benutzung der Hilbert'schen Fundamentalsitze iiber die Hauptachsentrans-

formation vollstetiger quadratischer Formen mit unendlichvielen Variabeln

) Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei-
chungen. finfte Mitteilung, Gottinger Nachrichten, 1906, S. 439480 insb. S. 439.

2) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, B. 27, 1909, S. 59—-74.

9 Zur Analysis der unendlichvielen Variabeln. L Entwicklungs-
sitze der Theorie gewohnlicher linearer Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, B. 38, 1914

Vgl. ferner meine Noten in den Comptes rendus, B. 157, 1913, S.629—632 und 1508 —1511
sowie die Arbeiten, Uber einige Existenzprobleme der Variatiosrechnung.
Methode der unendlichvielen Variabeln, Journal fir Mathematik, B. 145, 1914,
S.24 u, f. und ,Uber dielntegration der Differentialgleichung du=ke" auf
geschlossenen Flichen. Methode der unendlichvielen Variabeln, Acta
Matfematica, 1914, in denen die Methode unendlichvieler Variabeln auf eifige Existenzpro-
bleme der Variationsrechnung und der Theorie automorpher Funktionen angewandt wird.
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eine Reilie neuer Sitze iber die Entwicklung willkitrlicher Funktionen in
Reihen, die nach den Sturm-Liouville'schen Fundamentalfunktionen fort-
schreiten, abgeleitet. In der vorliegenden Arbeit wird die Methode unendlich-
vieler Variabeln auf das folgende Randwertproblem der Potentialtheorie an-
gewandt.

Wir beziehen die Punkte einer Ebene bald auf die kartesischen Koordi-
naten £ und 7, bald auf die Polarkoordinaten

PR &
Y-, § == arc cos : == arc sin »;1

#re

=1

Es sei S der Finheitskreis, T das von ihm begrenzte endliche Gebiet,
1(s), k(s) und R (s) gewisse auf § erklarte abteilungsweise stetige Fun-
ktionen.

Es wird nun diejenige in T und auf § stetige, in T regu-
lire Potentialfunktion w (¢, g)=u(r, s) gesucht, die auf § der
Bedingung

U u—ku=h
37._1—

geniigt, unter X einen reellen Parameter verstanden.

Die analoge Aufgabe fiir ein einfach zusammenhangendes von einer all-
gemeineren Kurve begrenzies Gebiet lasst sich durch eine konforme Abbil-
dung auf die vorerwéhnte zurfickfiihren.

Bekanntlich lasst sich das vorliegende Problem auf die Aufldsung einer
lincaren Integralgleichung zuriickfithren. Ist das Vorzeichen der Funktion
L (s) beliebig, so gelangt man, wenn beispielsweise I(s) =0 vorausgesetzt
wird, zu einer polaren Integralgleichung. Man erhilt so Sitze iiber die Ent-
wicklung willkitrlicher, gewissen Bedingungen genfigender Funktionen auf §
nach den Eigenfunktionen der Integralgleichung.

Weiterreichende Sitze ergibt, wie wir sehen werden, eine direkte An-
wendung der Methode unendlichvieler Variabeln. Als Beispiel sei auf dieser
Stelle nur der folgende Satz erwahnt:

Es sei f(s) eine auf S erklirte stetige Funktion:

Y

1.0 o
F&)eo 3 fisinds ¥, fl cos is,

die so beschaffen ist, dass die Reihe

1o..en

PRGNS

i
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konvergiert. Essei (&, n) diejenige in T und auf § stetige, in T regu-
lare Potentialfunktion, die auf S den Wert f(s) hat. Die zuletzi hingeschrie-
bene Reihe konvergiert, wenn das Integral

(T1ELT+ 2]

T

existiert. Es seien *,(e=1, 2, ...) die Eigenwerte des Problems,
7, (8) (=1, 2, ...) die den Gleichungen

2z

[romera= 1.
§ L

[t®nen@as=0  @=xp
[}

gemiss normierten Figenfunktionen. FEs sei endlich g, (¢, ) diejenige in
T und auf S stetige, in 7' regulire Potentiatfunktion, die auf S gleich ¢.(s)
ist. Es wird angenommen, dass I(s)=0 ist, % (s) hochstens in einer Menge
von Punkten vom Masse Null verschwindet und

an

‘[k(s)dsxlﬂ

a

ist. Dann gilt die Entwicklung

9

= . 1.2z Dy
P )= [ FE@ as= 3 32 [ 16 76 3 () ds

Ofk(s)dsf. * 8

Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert fiir alle (§, 1)
in jedem ganz im Innern von T gelegenen Gebiete unbedingt
und gleichmissig.

Ist auf S durchweg % (s) > 0, so gilt diese Entwicklung sogar filr alle
auf § stetigen Funktionen 7(s). Der Beweis lasst sich unter Zuhilfenahme
der Theorie linearer Integralgleichungen unschwer fithren. In dem hier vor-
ausgesetzten allgemeineren Falle ist der Beweis weniger naheliegend.

In shnlicher Weise lassen sich analoge Betrachtungen im Raume
durchfithren. Dort leistet die Theorie linearer Integralgleichungen weniger als
in der Ebene. Der Vorteil einer direkten Anwendung der Methode unendlich-
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vieler Variabeln ist dem entsprechend grdsser. Ich beabsichtige auf diesen Ge-
genstand an einer anderen Stelle ausfiihrlicher einzugehen.

§ 1.

Essei ' ein von einer stetig gekriimmten, doppelpunktlosen, geschlosse-
nen Kurve & begrenztes einfach zusammenhdngendes, endliches Gebiet in
der Ebene der Variabeln & und /. Es mogen s’ die Bogenlinge der Kurve

E/ und o, die Ableitung in der Richtung der Innennormale bezeichnen. Sind
(l) EI — &I (s!) s T" e T" (S/)

die Gleichungen der Kurve ¥’, so wird iiberdies der Einfachheit halber vor-
ausgesetzt, dass die Funktionen &' (s") und + () auch noch stetige Ablei-
tungen dritter Ordnung haben. Es seien schliesslich %’ (s), I (s') und I/ ()
gewisse auf ¥/ erklirte abteilungsweise stetige Funktionen, % ein reeller Pa-
rameter. Wir stellen uns die Aufgabe, diejenige beschrankte, in &
reguldre Losung o' (&,4/) der Differentialgleichung

2/ R4
@ 3&/2 + T‘iz =0
zu bestimmen, die auf ¥ der Bedingung
31! ('
®) P @)k (] ) = 1)

gentigt. Der Wert der Funktion o/ (&, /) und deren Normalableitung im
Punkte ' auf S’ ist hierbei mit ' (¢/) und -11—(-—) bezeichnet.
Es sei
U =& 4 iv
C=itin=CtE =8, 1) +iqE, 1)

eine analytische Funktion, durch deren Vermittlung das Gebiet ®' auf die
Flache T des Einheitskreises S in der Ebene der Variabeln & und 7 kon-
form abgebildet werden kann. Wir fiithren die Polarkoordinaten

und

S £ N
“) r=VE L, § = arc cos — == arc sin 2

<~

ein; s ist also die in der positiven Richtung von dem Punkte (1,0) aus ge-
messene Bogenlange des Kreises S.

6] Uber eine Anwendung der Theorie quadratischer Formen u. s. w 223

dt a2t
Nach bekannten Sitzen sind die Ableitungen ;;7:, und df’z in T und
auf § stetig; ;El7,l ist daselbst von Null verschieden?. Setzt man
) d Q X
u (‘i,! Q’) =u (ga l]) 4 w (8’) =u ‘S) 3 i (’5 ) = =k (S) 3

®)

(s 'd;"l(s), — () Z‘—ms)

und beachtet, dass L ‘
au' (s . Bu{g) 4t
an 2y d¥

ist, so kann man die soeben genannte Aufgabe durch die folgende ihr dqui-
valente ersetzen:

Es ist diejenige beschrankte, in T reguldre LOsung
w(&, n)=u(r, s) der Differentialgleichung

(®)
zu bestimmen, die auf S der Bedingung

du (s)

(O] 1) mk @] u(s) =h(s)

geniigt. Hierin sind k(s), 1(s), b (s) gewisse abteilungweise stetige, den
Beziehungen

) Is-L2m)=1(s), k(s+2m)=k(s), h(s+2m)=h()

geniigende Funktionen.?
Es sei v(s) eine beliebige nebst ihrer Ableitung auf S stetige Funktion,

©) v(s-+27) =v1s).

") Vgl A Korn, Sur les équations de I'élasticité, Annales de I'Ecole Nor-
male, 1907, S. 9-75, insb. S. 25; L. Lichtenstein, Zur Theorie der linearen par-
tiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung des clliptischen Ty-
pus, Math. Annalen 67, 1909, S. 559—575, insh. S. 561 — 563. (r )

. S

?) Es wird hierbei vorausgesetzt, dass die partielle Ablextung beschrankt
s)

ist und sich ihrem Grenzwerte %’;._ in jedem die Unsteﬁgke:tspunkte der Funktionen

1(8), k(8), & (%) nicht enthaltenden Teile von S gleichmissig nghert.
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Wir setzen in der Bezeichnungsweise des Herrn Hurwitz

1.7 0..e2

(10) u (s)m}: @; sin is 4 2 xz/ cos is.

Die formell hingeschriebene Reihe (10) braucht natiirlich nicht zu kon-
vergieren. Dagegen ist gewiss die unendliche Reihe

1 co

(1 2 @l

konvergent. Wie sich bald zeigen wird, ist fiberdies

1.. ] =)

(12) izl ? iy
konvergent. Da v (s) stetige Ableitung hat, so ist die Reihe

1.. c0 0., e
(13) v(s) = E y; sinis -+ 2 yi cos ¢s
gleichmassig konvergent. Die Summe

1_n

S g Zﬁw

i

(14)

konvergiert.

Es seien u (&, n) =wu(r, s) und v (&, n)=v(r, s) diejenigen be-
schrankten, in T reguldren Potentialfunktionen, die auf 8 die Werte w (s)
und v (s) annehmen. Nach bekannten Satzen ist fiir alle r < 1

1., oo

0.. o0
w(r, §) = 2 riz; sin 45 Z rix cos 48,
- -
(15) '
1..cc 0.. oo
v(r, §) = Z riy; sin is- E riy! cos is.
@ i

Aus (7) folgt fiir alle v (s)

Iz

(16) ‘”a”(S) l(s)—}—)Jc(s)}u(s)]v(s)ds:f‘h(s)'u(s)ds.

6
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Es ist nun fiir alle » < 1

(1';') ,’%,_)_: E iri—! (z; sin i8 -+ @/ cos is),

2z ) 1. cs
(18) ] w(r, 8) i%’—s—) ds == V it e+,
daher (i N N i
(19) Z i (@l < f“u r, 9 2100 g
und hieraus fiir + =1

l..m 2%
(20) Z (x4 xf?) < ’1; ) / u () aé%(f-)— ds.
i ¢

Die unendliche Reihe .
(1) E i (zd +x'?)

ist nach (20) augenscheinlich konvergent. Dem Abel'schen Satze gemiss
ist also

2z

(22) jz()ifﬂ‘l)dszwz @+ o).

In dhnlicher Weise findet man die Beziehung
2= 1.. 20 1.. @5
’ X . s -
(23) / v (s) W—Z;f) as=r 2 i(@ptay) =5 2 (LYt X ¥)),
0 i i
©4) Xi=Vim, X=Vial; Li=Vig, YW=Viy/! (=1 2,.)
Es ist nun weiter, wenn man X,/ =z, ¥,/ =y, setzt und der Ein-

7 T F
fachheit halber unter %’;, ;—': fiir =0 die Werte X/, Y, versteht,
Z z

2
(25) ° /k(s) w(s) v(s) ds = K (X, ),

0
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KX, V)=K (X, )+ K&, I+ E(X, V) +E(X, 1),

l..co 2w

K, (X, Y):—-i— Z A%l% }k(s) sin is sinjsds,
$.d [

I 1 V 1

K, (X, I)_:— 2y k(s) sinés cosjsds,

e
(26)
K, (X, Y)ﬂ—f1 PR /L(s) cosissingjsds,

L YT
TE; =0. z:ﬁ, ]-/
J=1..ec

0. e
vy
K, (X, Y):'—i EIX’“I /L(b cosis cosjsds.

Ich behaupte, K(X, Y) ist eine vollstetige. symmetrische
Bilinearform der unendlichvielen Variabeln X;, ¥; (=1, 2,..),
X/ Y (¢=0, 1,..). Zum Beweise betrachten wir z. B. die Form K, (X, Y).

Es ist
1.

K (X, Y)_i 2 ;X‘I fk(s)smw sinjsds

1o 2%
.o X
:E 2 All /k (s) sin*isds + Y :’f__l; jk(s) sings sin jsds

i ": .-l V
) ’
—E—}_ E VX_%,T: [l»(s) sinissinjsds =K' + K" + K,/
0

'l'<]'

Da die unendliche Reihe

laoew

1
daed g2

9n )
( {k (s) sin® s ds)
i [3
konvergiert, so ist K;' gewiss vollstetig.
Es ist ferner, sofern 7 < ¢ ist,

1 1

<
Vi "1j

H
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daher fiir alle

an

2=z
> (I—lll-]— /ﬁk(S) sin és sinjs ds| <y 2—( [R(s) sin is sinjs ds}2

i=l.p § Py }L/ P
i<i i<i
1.p 1 L.op 2=z 1.
1
*E 5 E(./L(s) sinis smju[g) 37 E [i;(q)xmzs sm}sd’s)
J i
(@8) .

1 . TS T
—?E /[()smjsz[
7
Die Summe der Quadrate der Koeffizienten der Form K,” konvergiert,
mithin ist K" vollstetig. Ebenso iiberzeugt man sich, dass K,"”", daherauch
die Form &, (X. Y) vollstetig ist. In ahnlicher Weise lasst sich zeigen, dass
jede der Formen K,, K,, K,, somit endlich auch die Form K (X, ¥) voll-
stetig ist.
In ganz dhnlicher Weise erhilt man
) 2z
(29) — [ e@vE ds=L(x, V),
¢

LE V) =L, V) + L, V)+ L (X, ¥)+ L(X, 1),

L (X, Y'):—i W éé}? /l(s) sinissinjsds,
= B
b

(30) fl(s) sinis cosjsds,

l(s) cosissinjsds,

i (Z(S) cosis cosjsds.

Die symmetrische Bilinearform L (X, Y) isl vollstetig.
Prace mat-fiz., t. XXVI, 24
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Endlich ist . .
2% L I
—} [h(s)v(s)ds:%» 2 VTJ [h(s) sinis ds
"6 TR
(31) 0. ¢ 2z
1 9 ¥ . ,
+—= > = [h(s) cosisds=H(Y).
R

Da die unendliche Reihe

l..c3 2z

Z —;—(Q[h (s)sin s ds)2+0§ 31.— ( f;z (s)cosis c[s)2

¢

£ 7 0..cc

gli ( f;z(s) sin 4s rls)z—i—z ( f}i(s) cosisds )2
ig i

augenscheintich konvergiert, so ist auch die Linearform H (Y) vollstetig.
Aus (16), (23), (25) und (29) ergibt sich nunmehr die Beziehung

l..co 0..00

) 3 KT+ WV —LE V)X V)X =H().

Sie gilt zungchst fir alle ¥;(j=1, 2,..), ¥/ (=0, 1,..), die einer
nebst ihrer Ableitung stetigen, der Beziehung v (s 27) = v (s) geniigenden
Funktion entspringen, also insbesondere bei beliebigem ¢ fiir die Wertsy-
steme
Yi=1,

Y/ =0@=+9,

Y;=0(j==1), Y/ =0(=0,1,.),

Y,=0(=1,2.), =1

Hieraus folgt aber (32) leicht fiir alle ¥;, ¥/ mit konvergenter Quadrat-
summe.

§ 2.

Die sich aus (32) ergebenden unendlichvielen Gleichungen mit unend-
lichvielen Unbekannten gehéren dem von Herrn Hilbert am Schluss sei-
ner vierten Mitteilung ifiber die linearen Integralgleichungen behandelten
Typus an. D

Yy Vgl D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen, Vierte Mitteilung, Gottinger Nachrichten 1906, S. 157227, insb. S. 218 u. if,
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Es sei.eu X (@=1,2,.) X (=0, 1,.) die Losungen dieser Glei-
chungen mit konvergenter Quadratsumme oder ein System eben solcher L§-
sungen der zugehdrigen homogenen Gleichungen. Wir beweisen, dass die
unendliche Reihe
1o 0..00
E iXe E iXe

i i

(33)

konvergiert.
Wir nehmen Y;(j=1,2,.), ¥/ (=0,1,.
dass X7 (Y2 -+ ¥/%) konvergiert, setzen
Y; Yy
—Z=H;, ZL=H/(j=12,..
Vj i vy i (J ),

-) willkiirlich, jedoch so an,

Y, =H,

und fassen den Ausdruck

(34) —L(X, Y)—-2E(X, V) — XV, = T(X, T)

zunichst rein formell als eine quadratische Form I (X, H) der Variabeln
X, X/, Hy, H/ anf.? Man iiberzeugt sich nun rasch, dass I(X, H)
beschrankt ist.

Betrachten wir etwa den n-ten Abschnitt der Form & (X, H)=K (X, Y)
und setzen

l..n 0..n
iy — S X X e
(35) wn (x) = ‘,1_4 Vi sinis—4 Z Ve cos s,
Ln 0.
(36) 1 (s) = Z H;sinjs-+ 2 H/ cosjs.
Wir finden ' '
G KE D=6 D=1 [£6 w01 6 ds

0

daher der Schwarz’schen Ungleichheit zufolge

(38) (T, B = Max [ (9) [ [ @ ds [ 1) (9 d.

) Unter X;(i=1, 2,..), X/ (=0, 1,..) werden also jeizt zunichst nicht die soe-
ben gefundenen Losungen, sondern willkiirliche variable Grossen mit konvergenter Qua-
dratsumme verstanden.
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12

Nimmt man

1..n 0..n ln 0..n
(39) 3 oxed Y Xe=1, X HAA D =1
H 3 7 J
an, so erhilt man
2% lon
Wy [EoEras=r(28, 4+ X W+ H) S 2w,
o i
2n 1.n 1
]WWwﬁ=ﬂHW+27@ﬁmﬂ
0 i
(41)

l.n

<= [> X4 D (5 + XJZ)] <2z

Aus (38), (40) und (41) folgt nunmehr

(42) % (X, H)2 < 4 Max [k (s)].
Die Form & (X, H) ist beschrankt. In dhnlicher Weise iiberzengt man
sich iiberhaupt, dass auch T (X, H} beschrinkt ist.

Betrachten wir jetzt I(X, H) — H(Y) als eine lineare Form
der Variabeln H;, H/V. Die Koeffizienten von H;(j=1, 2,..), H,
H! (=1, 2,..) sind, wie aus (32) und (34) folgt, entsprechend gleich
—Vix;, —X/, —VjX{. Da die betrachtete Linearform beschrinkt ist, so
ist nach bekannten Satzen die Summe der Quadrate dieser Koeffizienten, d. h.

l..co 1.0

1. 1o
Xo'2+2 ‘,;X‘_z_{_z T;Ximzxum—l‘E Pl +2 Q20

wie behauptet konvergent.
Die unendliche Reihe

1

oo
Z s sin s
i

0..00

(43) Z z cosis

') Wihrend soeben X, X beliebige Variabeln mit konvergenter Quadratsumme
waren, sind jetzt X,, X/ die vorhin gefundenen Losungen der aus (32) enispringenden
unendlichvielen linearen Gleichungen.
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konvergiert unbedingt und gleichmissig. Wir setzen

1..ez 0..co
(44) u(s) = Z x; sinés -+ 2 i cosis.
Die Funktion w (s) ist stetig und geniigt der Beziehung
(45) u (s 27) =wu(s).

Wir haben bisjetzt angenommen, dass die Funktionen 1(s), k(s), & (5)
abteilungsweise stetig sind. Dariiber hinaus mégen sie jetzt stetig sein und
abteilungsweise stetige Ableitung haben. Wir beweisen, das die unend-
liche Reihe

1.0
Z il ($‘2 + Z‘IZ)
konvergiert. '
Wir nehmen die Variabeln H;, H; willkiirlich, jedoch so an, dass die
unendliche Reihe
1.0

E i (H? + H/?)
konvergiert, setzen o

H;
7

1
) Limv, G=1,2,.), Y/ =H/=U, %:Lf;(;al,z..)

und betrachten

(47) I H)=3E, 1)

zunichst sein formell als eine lineare Form der Variabeln U;, Uy."? Diese
Form ist beschrdankt.
Betrachten wir etwa den n-ten Abschnitt der Form

(48) 8% (X, U)= &, (X, H) =K, (X, 7)
und setzen
0..co 0.0 X!
w(s) =2 i cos is = 2 17% cos Zs,
(49) O..m Q0..m XI
w (s) = 2 2! cos 1§ = Z ﬁ cosis,

%) Vgl die Fussnote S. 230.
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l.n
(50) ) (s) = D, U/ sinjs.
Wir finden '
v
% (X, Ml =’}é‘;=()Z: %;TI/? / k(s) cosis cosjsds
j=0..n 0
(1)
LN X 1 atw (s)
= U/ Z ﬁ/ k(s)cosis ds—}——ﬁ—fk(s) w (s) —7?ds=Pl+Pz,
+ 0 0
2
P,=tim L [k@uwm ) L0645
M==CI 6
Tapm o
—— lim f k@)@ 0 200 gy tim L f DES) g (5) o (5) dis
m=cs T ds
(52)
1 dw (s) 1 [Fdk(s)
. wim (s (S
=‘,l‘i“m?ﬁf k@) —g5— ds —‘rrf g5 Ewds.
Es sei ‘

1 o

(53) X.JH—.S‘ § (X X/ = g/

2 (g2 =,
a

unter ¢, wie spater unter ¢,, ¢,..
Wir nehmen ferner

1. e
(54) O 2 (U T =1

an und erhalten zunichst

einen gewissen positiven Wert verstanden.

0.0 2= 0uen

21 ‘;—;joflc (s) cos is ds‘ s‘ X2 ( fk (s) cos zsds)

(59)
1 .cQ 2r
é:Z x/ f[k(s)]zdsaz,
daher
(56) |Py]< e,

(15) Uber eine Anwendung der Theorie quadratischer Formen u. s. w. 233

Es ist weiter »
‘ k (S) \ < C-L 1

0..05 lo:ew T..om

1 [ W M b §
FICIEDAEIESEE Y ‘i‘ el = ey 2 ma
€ i i

und fiir alle m \ .
1 [ (du™ ()P S
L =S e
0
daher
d’ 2% 1 2= I . ()
(1) w™ (s
L {k (8) L™ (8) ——— w (8) ds l<c2 — f(u”’ &y ds.— [( e )

1

1..m

02
<e6f Z U* < o0l =¢
i
und

o=
67 im L (k@
[m=o: T

dw™ (s |
) ——-(-fsi—)ds‘;gcs.
0

Wir finden schliesslich der Schwarz'schen Ungleichheit gemass

“ds

[dk(s), < e, il f gt aES) o (s) w(s)ds
8 |

2=
=L [ @)ds
)

< V ‘/2,-[:(“)(8) d’,g——VQCﬁc»,(V Ulz) <V265'3”‘—683
il

7

Jl*-*

T

daher endlich fiir alle 7
(59) R (X, U] < c-

Die Form &%, ist beschrénkt. In analoger Weise iiberzeugt man sicl,
dass die Linearform & (X, U) beschrankt ist. Aus (39) folgt, dass die Koeffi-

zienten der Glieder U;, U/ (=1, 2,.) entsprechend den Wert j Vi X;
iV X (j=1,2,..) haben. Daraus folgt aber, dass die unendliche Reihe

1..00 .oz

(60) 3, (X = Wit @+ al?)

i {
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konvergiert. Die Funktion
1.co G..o0
(61) u(s) = :2 x; sinis 4 E z/ cos is
i b3

hat eine stetige Ableitung erster Ordnung. Die unendliche Reihe

1..c0 1..c0

du (s) Z . P
s T 4 i%; COS 18— Z i/ sings

i i

(62)

konvergiert unbedingt und in gleichem Grade. U

Fiir diejenige in T' reguldre Potentialfunktion, die auf S den Wert u (s) -
annimmt, erhdlt man den Ausdruck
(63)
Offenbar ist

1..c0 0.. 05
w(r, s):E rix; sin is—i—Z i cosis.
i i

1., co
B (7
(64) ,ﬂ_(l’vi) = 2 17t (w; sin és -z cos 78).

ar

i

Die Reihe (64) konvergiert unbedingt und gleichmassig fiir alle (r, s)
in T und auf S. Insbesondere ist

l..co

2 i (x;sin ¢85 - cos ¢s).

i

AU (8
(65) OB
Die unendliche Reihe (65) konvergiert fiir alle s unbedingt und gleich-
missig. Aus der Gleichung (32) folgt jetzt, wie man sich leicht itberzeugt,
entweder )
du (s )
(66) R ORI PIDENG!

oder, falls die zu (32) gehdrige homogene Beziehung besteht,

1

(67) ;f) —[1(8) AR ()] w () =O0.

Die Funktion u (r, s) ist eine Losung des eingangs gestellten Problems.

1y Die Funktion # (s) hat eine quadratisch integrierbare Ableitung zweiter Ordnung.
Doch wird diese Eigenschaft, weiche den Lebesgue'schen Integralbegriff voraussetzt, im
folgenden nicht gebraucht.

an 235
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§ 3.

Lassen wir jetzt die zusatzliche Annahme, dass I(s), k(s) und % (s)
stetig sind und abteilungsweise stetige Ableitung haben, wieder fallen. Wic
zuerst sollen 1 (s), & (s), h(s) lediglich abteilungsweise stetige Funktionen
darstellen. Dass die Potentialfunktion (63) auch jetzt noch eine Losung un-
seres Randwertproblems ist, fiberzeugt man sich etwa wie folgt

Es mogen zunichst die aus (32) entspringenden nichthomogenen line-
aren Gleichungen stets auflosbar sein. Es sei (¢, 7) irgendein Punkt in T
und GU (&, q; @, ¥) diejenige, ausser in (¢, %), in T und auf § stetige, in
T' regulire Potentialfunktion, die sich in der Umgebung von (5, ) wie

— L log {(m — £+ (y — 1)*{ -+ reg. Potentialiunktion

verhilt und auf S den Bedingungen \

;;G“(E,n; si=—1, .[GH(E,’II; 8)ds=0
geniigt. ¥ ’
ES SEi 1..c lo.e
(68) QU(E, 7; s):E 2 sinis+§; g/ cosis.
Die unendliche Reihe 1”; '

E N )

bl

1T . . . .
G stetig ist, sicher konvergent. Um so mehr ist auch die Reihe

ist, da s

L.eo
Z i (82 + §/%) konvergent.

Wir setzen
0.0

L e
i ()= X, @isinis - 3, #f cos is,
i i

9 - .

2w (E’ 11) = " (1" S) = E rig; sin is + E yia cos ’L.S,
]

b

1y Zur Vereinfachung ist fiir GU(E, n; @, y), wenn (@, y) den Punkt s auf S be-
zeichnet, QU (§, n; s) gesetzt worden.


GUEST


236 L. Lichtenstein. (18)

1..n l..n
(70) GUE, 1 )= D, Bisinis + ) B/ cos s,
fiithren in der Formel (32)

Vi=Vig (i=1,.. n), Y/=Vip/ (i=0,..n)
(1)
Y,=0, Y/=0(@>mn)
ein und erhalten

2r . 2z
F e 920D as— L (Lo +rr@6l 6 9 uds

0

0
(72)

= / G, q; 8) h(s) ds.
0

Setzt man in der Green’schen Formel
2w

@ [[wsv—vivyasay=[ (v v
xTr A N

Q

ay

fiir U und V entsprechend G (¢, v; 2, y) und o™ (x, y) ein, so erhilt
man in bekannter Weise

1 3 ER
(74) 5 [ GV 5 8) —

[l

2z

() (g 1

5 as—un e — 5 [w 9 ds
0

und aus (72) und (74) fir n=o00

5

A 7])=21—ﬂ { u(s) ds—}——zl? {‘[l(s)_}_)‘]ﬁ(s)] H(E, 1; 8) 1 (s) ds
(75) ’ ’

9=

+‘2IT=_/.GH(F” 15 8) b (s) ds.

0
Den bekanmten Sitzen der Potentialtheorie zufolge ist die partielle Ab-
. 3
leitung 5 (r,s) beschrinkt und konvergiert in jedem die Unstetigkeits-

punkte der Funktionen I(s), k(s), 2(s) nichtenthaltenden Teile von § gleich-
missig gegen k

(19) Uber eine Anwendung der Theorie quadratischer Formen u. s. . 237

76) U )k ] () R (6)-

¥y

Wiren die zu (32) gehorigen homogenen Gleichungen durc_h von N}ﬂl
verschiedene Werte der Unbekannten 16sbar, so hatten wir in gleicher Weise
am Rande

) =)+ O

erhalten. ' i
Wie behauptet ist also (r, §) auch jetzt noch eine Losung unseres
Randwertproblems. Im Gegensaiz zu dem vorhin betrachteten besonderen

. duis) . g
Falle wird jetzt im allgemeinen die Ableitung —d—;——) nicht existieren.

Es ist einleuchtend, dass unser Verfahren alle den ein_gangs gestellten
Bedingungen geniigenden Losungen des Randwertproblems liefert.

§ 4.
Wir wenden uns jetzt der Bestimmung der Eigenwerte
zu und nehmen zur Vereinfachung

(78) 1(s) =0,
mithin die Randbedingung

du )
(79) 57-—)\k (syu(s)=20

an. Die Beziehung (32) geht jetzt iiber in

1.2

(80) S (T X V) 2K @& D) =0,
100 2=
T A A
KX, ¥Y)=- 2 Wﬁ l{k(s) sin 45 sings ds
i j 8
1 LY (g i e cos i
(81) +— 2 V—i:]—’.;_."k(s) sin is cosjs ds
Pl ;
j=0..c0

= 0..c0 27

. 1 XY (s . P
% (s) cosgssinjs ds—|~; 2 Vﬁ% /h(s,\ cosis cosj s ds.
i 4

Lo Y L
- ?.;S‘-{(Va v J 0./

0.
F=l.on
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Setzt man insbesondere
Y/)=1, Y=Y/= i=12.),

so erhilt man, sofern X ==0 ist,

ooon 2 [
. 1 Arl N R . ‘ o >y
(82) ‘;‘-‘EV{ {Ic(s)smzsds+— S‘%/k(s)coswds:—o
i ¢
d. h.

0=

(83) [ % (s) u (s) ds = 0.
Es sei zunidchst
84) [#) ds = k=0

0

vorausgesetzt. Dann folgt aus (82)

1..co 2
_ ~ 1 X = 1o - on
g5) Tr—— LSV Lo LS xy
(85) o T Z ﬁ,fk (s) sings ds— i 2 7 [Ic (s) cosisds,
daher ° ‘ g

1..00
(86) E(XY—{-X’Y’)-—)\K(X Y)=0,
IL.D: 2n
g 1
KX, Y) =~1c—§ i/Z—j (X,-Yjéfk (s)sinissinjsds

k(s)cosissingsds

.
—— e
Bl

+ X 77 [ k(5) sin s cosjs ds + X/ 7,
(87)

0

2z 1.0 2z

+Xi'Y'l/k3 oS 48 COS 7 d)— 1 L(
10‘ () jsds —~ 2 Vs 0‘/k(s)smzsds

l..os 25

Lxr [ s . 1 - L. r
T ‘;,fk (s) cos 7'3015) Z 7 (Yj flc (s) singjs ds4-¥/ [k (s) cosjs ds).
i ¢ 4 /

et Die symmetrische Bilinearform K (X, ¥) ist, wie man leicht sieht, voll-
stetig. ’

238 L. Lichtenstein, (20)
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Es sei ), ein Eigenwert und

(88) B X A Vi X = Le(X)

die zugehorige normierte Eigenform der quadratischen Form KE(X, X).
Wir setzen

9n

1..00 2
89) la= —-71% }; ]—/lfz ( Of i (s) smzsds«}—l’”[k(s) cosisdsj,
loce
(90) e (8) = Voat 2 ;1—7 (lisin i - sz cos 1),
L.es
(91) te(r, 8) =Vou ; % (Lie Sin 48 V2 COS 25).
Alsdann ist fiir alle o i
(92) I‘/’c (8) Ua(s) ds =0
und '
(93) Bt _ hole () e (8) =0-

Ist k(s) hochstens in einer Menge von Punkten vom Mas-
se Null gleich Null, so ist die quadratische Form K (X, X) ab-
geschlossemn.

Es sei namlich
1..00

(9% M(Z)y= E - Zi - mil Z)

eine beschrankte Linearform und es sei fiir alle Z;, 2/ (i=1,2,..) mit kon-
vergenter Quadratsumme

(95) £z, )M(.)=0.

Wir schreiben . on

VLZ ( fk(s) sin s ds - mi ch (s) cos s ds),

-

'[\4'3

(96) my! = — %

0
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loeo l..co ‘
(97) w* (8) NE % sin is— E f'_-, cosis,
i i
l..oc 0..00 ,
(98) u (s) N‘S ;—n]—‘ sin s+ ‘Z ;—7/% CoSiS.

Die Funktio'nen w*(s) und p (s) sind nebst ihren Quadraten im Le-
besgue'schen Sinne integrierbar. Die Beziehungen (95), (96) und (97) er-
geben

2 9n

(99) { w¥(s)ds=0, / k@) n(s)ds=0, [k () w* () 1. () ds = 0.

0 i

Es sei jetzt w, (s) irgendeine auf § regulidr analytische Funktion und es sei
aligemein

D

{ Wy (s) ds = ¢.

0
Setzt man voriibergehend

(100) w(s) = w, (8) — 2] -,
T
so findet man
(101) /w (s)ds =0,
daher ’
2z
(102) [Eis)yw() e ds =0,

folglich wegen (99) auch
(103) [E©w, () 1@ ds = 0.
]

Da Wy (§) im iibrigen willkiirlich ist, so muss, wie sich ohne wesentliche
Schwierigkeiten zeigen lasst, ausser hochstens in einer gewissen Nullmenge
2l

(104) E()p(s) =0

sein. Ist nunmehr \zvie vorausgesetzt  (s) hochstens in einer Nullmenge
gleich Null. so muss in einer Punktmenge vom Masse eins

icm

(23) Uber eine Anwendung der fIfl_}eorie quadratischer Formen u. s. w. 241

(105) , b()=0
sein. Dann ist aber
m=0@G=1,2.), mi=0 ({=0, 1,..).

Die Form K (X, X) ist abgeschlossen, Es gibt also sicher unendlich-

viele Eigenwerte 1,0, Insbesondere ist K(X, X) abgeschlossen,
wenn k(s) in dem Intervalle (0, 27) nur eine endliche An-

zahl Zeichenwechsel hat.

Wir werden jetzt direkt zeigen, dass es, wie auch k(s) beschaffen
sei, insbesondere z B. auch dann, wenn k(s) streckenweise
verschwindet, unendlichviele Eigenwerte gibt.

Bekanntlich ist identisch

(106) (X, Y) :;— S LX) LT).

. Es seien u(s) und v (s) beliebige auf S nebst ihrer Ableitung erster
Ordnung stetige, den Beziehungen

E‘R /%—
(107) /u (9ds=0, [v(®ds=0
[} Y
geniigende Funktionen:
l..0c Y %,X,
wis) = ¥ “Zsini A cosi
(108) u(s) = ‘,:J v sinis -+ ‘f = cosis,
1..00 1., YI
Y,‘ .. Py PR
(109) v(s) = Z Vi sinis + Z Vs cosis.?

1 Vgl D. Hilbert, Grundziige einer algemeinen Theorie der linearen

Integralgleichungen, Vierte Mitteilung, Gottinger Nachrichten, 1906, S. 157—227.
100 1

%) Offenbar sind die unendlichen Reihen Z i (X2 X" und E (YA Y

i i
konvergent. Fiir die Giiltigkeit der Formeln (110) und (111) geniigt es ii'bn'gefxs, wenn .u )
und v (s) stetig sind und den Beziehungen (107) geniigen, wenn iiberdies die unendlichen

Lo 1..00

Reihen Z (X24-X% und Z (¥, +Y konvergierei.

i i
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Die Formel (106) ergibt /k ) [ (P ds — 7} ( [A © (S)ds)z
LU 7
Q

2z 9 &
1 / k@) u(s)yv(s)ds — —— flc (s)u(s)ds / Ik(s)v(s)ds {17 ’ 2z
o 6
(110) ‘ ( ( (8) u(s) 2. (s) dS)

1§ 1 [ Bu(s o (s) i

R Tm/ 3 40 ds/ 3y V() ds Es mdge k(s) in (0, 2z) positive Werte annehmen; insbe-

‘ v i sondere sei k(s) in dem Intervalle 0 < @ <s < b < 2= positiv. Wir be-

. 2 weisen, dass es unendlichviele positive Eigenwerte gibt.
=$‘; l\j f]c () 2 (8) 1ta (5) ds/k ()0 (5) e (5) ds ) Es seien im Qegensgtz hier;u Xi, lz,: .. hy die einzig‘en positi\{en
=, s Eigenwerte. Es sei u(s) irgendeine nebst ihrer ersten Ableitung stetige

Funktion, die in den Intervallen

und speziell fiir =12 0=s<ao und b=s<2z

1 A 10 2= B verschwindet und den Beziehungen
— I E(s) [u ()P ds — s l / L (s) 1 (s) d.s} 2z 2z
(111) é P ) {[u(s)]zds>0, ’u(s)ds_o [k(s)u(s) ds=0,
2n i i
2 118
E [): ( / (s) 2 () 14 (8) ds). (118) 2z
, {k(s) w(s)e.(8)ds=0 (a=1,..m)
Aus der Beziehung 0
(112) Lo( ) Lo() =1 geniigt. Dies fiihrt aber auf einen Widerspruch, indem alsdann in (117) sich
folgt wegen (22) und (88) linker Hand ein positiver Wert, rechter Hand ein negativer Wert oder Null
- ergibt.

(113) 1 3“ (S) Ua(8) ds = 1, In ahnlicher Weise iiberzeugt man sich, dass es unendlichviele ne-

ﬂ_ “ - gative Eigenwerte gibt, wenn Z(s) in (0, 27) negative Werte
somit nach (93) ! ) annimmt. Nimmt k(s) schliesslich Wer<te beiderlei Vor?ei—

1 2= chen an, so gibt es unendlichviele positive und unendlich-
(114) — [)wk (8) [ua ()2 ds=1. ) viele negative Eigenwerte.
Wir setzen ’ § 5.
(115) Dy (S) = 2, (5) I Pal Um zu Entwicklungssatzen zu gelangen, gehen wir von der Identitit

1, =23

und erhalten nach (110) und (114) 2 XY+ s‘ XY = L (X) L, (Y)

2=z i

19

(116) (%6 [z P ds = 1=, (119) b 1em .

& 0y

._E (E (l,-gX,--—}—l;,’X;’)) ( 2 Vit L Y'))

Prace mat.-fiz,, t. XXVI. 25
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aus. Dabei wird die Form K (X, X) als abgeschlossen vorausgesetzt

Es sei (&, 4) irgendein Punkt im Innern von T und G, 7; z, ¢)
diejenige in T, ausser in (§, 1), reguldre Potentialfunktion, die sich im Puk-
te (§, 1) wie
(120) — 1log{(w — £)* -+ (y — m)?} - reguldre Potentialfunktion

verhilt und auf S den Bedingungen

2k (S)

(121) %@II=~—;—H@H=— f@ﬂ(& 7 8) k(s) ds =0

genfigt. Zur Vereinfachung ist hierbei fiir & (&, u; z, y), wenn (%, y)
den Punkt s bezeichnet, G (¢, +4; s) gesetzt worden. Die Bestimmung der
Funktion ®" bietet keine Schwierigkeiten. In bekannter Weise findet man
das Reziprozititsgesetz
(122) OUE,, 15 &y M) =G (¢, M5 &0 ).

Wir schreiben

[ O E, 1; 2, y)=—1logile—E’+W—0*+9" G, 15 2, ¥),

(123) 0..00
l gt €, 7; s)ﬂz g,smzs—j—y g/ cosis,

l..00 0..02

GU(E, 1; s)=zg.-sinz's—]— 2 g/ cosis.

Die Funktion o (¢, 1; «, ) ist eine in T reguldre Potentialfunktion.
Die unendliche Reihe

i..o0

Sigeran

gt s . s s .
ist, da—gg;r augenscheinlich abteilungsweise stetig ist, gewiss konvergent.

1.

Also ist auch die Reihe Z i (g2 -+ ¢/? konvergent.

Es sei f(s) eine auf S stetige Funktion. Wir schreiben mit Herrn
Hurwitz

1..00 0..co
(124) f&) oo D\ fisinis 4 ) f/ cosis
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und nehmen an, dass die unendliche Reihe

1..c0

(125) Z i(f2 -+ f77)

konvergiert.
Wir setzen

(126) X;=Vig:, X/ = Vigl; Yi=Vif, Y =Vify (=12,.)
und erhalten nach (23), wenn wir zur Abkiirzung

l..n 1]

(127) fo(s) _V fisings & V f/ cosis,

i

oo

[
(128) fE 9=7(, S)=2r”fisinis—f—27‘f/ cosis,

12

on 0..m

(129)  f(E, ) =f(r, §) = r’f, sin 28 }—S‘ rifi cosis

i

schreiben,
l.=»
Z (XY, + X/ ¥/) = lim S’ i(fegs + 17 9)
(130)
= lim - f(»ﬂ(g 9 28 g,

Setzt man in der Green’schen Formel

(131) f [UAV—VAU]dmdy_” ”_prig]d
J:

fir U und V entsprechend G (£, q; z, y) und 7 (z, y) ein, so erhdlt man
in bekannter Weise

9n

(8L [, 159 0@ as—om, p— 2 106 k) as.

0

Es ist nun augenscheinlich
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l..n 2%

I1m {f*’” s)k(s)ds-‘hm [E fi {k(s) sinés ds

0..m 2w 1.

(133) +2 ! {k(s} cos isds] = 2 i fk (s)sinéisds
i hy Y

0..co

s‘ i Ik(s) coszsds-—ff(s)k(s)ds

sowie in jedem ganz im Innern von T' gelegenen Gebiete gleichméssig

(134) li:m @ (r, 8)=fr(r, s),

daher mit Riicksicht auf (130), (132) und (133)

1..00

S AR =216 0~ ¢ [k(s)f(s)ds
(135) 2
=27 (r, 33—725—0 (56 7@ as.
/

Ferner ist, wenn wir mit %, (€, 1) = %.(r, s) und ¢, (§, 1) = 9. (7, )
diejenigen in 7' reguldren Potentialfunktionen bezeichnen, die auf § die Wer-
te u, () und ¢, (s) annehmen,

1..c0 ‘l.

Z(Zifo'H’mX-’)’é / G E, 1; 9) ua(s) ds

(136) 22
=2u*E, ) — kz f“u(s)k(s)ds*_“Qu“(fr’ 5)
9

und wegen (115)

Tl..00

(137) S e Xt 1)) -2]/ el

é

Desgleichen ist

(29) Uber eine Anwendung der Theorie quadratischer Formen u. s. w. 247

1..08 1 2
2 WY 1Tl = f/ Fo e g

§

(138)

2z

’L (8) 7 (3) pa(8) ds.

=2 [k @ w9 ds—

Val

Aus (119), (135), (137) und (138) ergibt sich jetzt

2z

e (7, 8) fiws)f(S) < (5) ds.
§

(139) £r, ) -5 [E@F@as =3

o |

Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert fiir alle
(r,s) in einem beliebigen ganz im Innern von 7 gelegenen
abgeschlossenen Gebiete T% unbedingt und gleichmissig.
In der Tat ist zun#chst fiir alle

10) S LE@IL1) =D L@r S L.
‘ m>p. i a>p a>p.
Es ist ferner

D LX) = ) L@ =X, X)

a>p.

(141)

92n

J O“(E 13 8) hE, m; 7, 8)ds,

0

— fim L
r=1 T
unter h (&, 1; 7, s) die in T reguldre Potentialfunktion

0..c0

l..00
(142) hE, s 7, 8)= E rig;sinis 4 2 rig/ cos is

verstanden V. Fiir alle (¢, n) in T* ist G" ¢, 1; s) stetig; 5 h &, 57,8
ist fiir alle (¢, ) in 7% und alle (7, s) in T—T* beschrankt. Daher ist

3 Wie iiblich bezeichnet 7 (€, «; s) den Wert der Funktion 7 &, m; 7,8 im
Punkte s auf S. Es ist ferner

a . 8
ar PG s):r]f:ni a7 B 7y )
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(X, X) < ¢4
Da nun die unendliche Reihe

DL (P = (T, ¥)

konvergiert, so konvergiert in der Tat (139) fiir alle (¢, ) in T#* unbedingt
und in gleichem Grade

Wir haben so den folgenden Satz gewonnen:
Es sei f(s) irgendeine auf S stetige Funktion:

1..00 0..c0

GRS Z fisinis 4 2 f{ cosis

(143)

und es sei bekannt, dass die unendliche Reihe
1..00
(144) i1
konvergiert. Es sei '
1..00 0..c0
(145)

fr, s)=2 rif; sinis—{-Z rifi cosis

§

diejenige in Tregulédre Potentialfunktion, die auf S den Wert
f(s) annimmt.

Ist & (s) hochstens in einer gewissen Nullmenge gleich
Null, so gilt die Entwicklung

27 1..c0
1) 70, 9= B F@ds X 2
0 o
[ o

] % (r, s)ék{k(s)f(s) v (S)ds.

Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert in jedem
ganz im Innern von T gelegenen Gebiete unbedingt und in
gleichem Grade.

§ 6.

Es sei s* irgendein fester, s ein variabler Punkt auf S. FEs sei # (, ¥)

diejenige in T und auf S stetige, in T reguldre Potentialfunktion, die den
Bedingungen

(31) Uber eine Anwendung der Theorie quadratischer Formen u. s. w. 249
ot ”
(147) _f'fl =25h() 6", 5), [ E(i(ds=0
¢
geniigt. Hierbei ist wie iiblich mit # (s) der Wert von #(z, y) auf S be-
zeichnet. Setzt man in der Green’schen Formel (131) fir U und V ent-

sprechend ¢ (x, %) und GY (&, 4; @, y) ein, so findet man
2‘1:
£E, = / GUE, 1; 5 k(5 6T (s%, 5) ds,

¢

(148)

daher )

(149)  (s) = / ‘GU(s, 3 k) O (s §) ds — / "G (s, 5) k5 GU G, ) ds.
[ 0

Setzt man

-

oo

=Y

.0

t(s)mz Y;sinZs - Z 7i’ cos s,

i 3

(150)

so ist, da fiir alle s* auf S eine Ungleichheit

2z

‘ 5 1
(151) U 1(s) 520, 8) ds <oy
0

besteht, die unendliche Reihe

-

..00

S sty

konvergent. Fiir alle s* auf § ist ferner

1..00

E 511 <6y

i

(152)

Nunmehr fithren wir in der Formel

1..e2

(X, V)=, La(X) L (T)

a

(153)

fir X;, X/; Yi, Y/ entsprechend Vv, Vir/; Vifi, Vif! ein und er-
halten
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lL..n 2%
T aaw
(X, ¥) =lim Ei(mi-pf.w,.f):li_m /z() 210G) g
2— 27 _ " ~
_hm @‘1(8 s)h(s)[ [@” (s, 9) %TLS) ds] ds
(154)

9

= 11m @” GADY (E){ 2™ (5) — kz [f(”) 8) & (s) a’s} ds
“4 )

=2 (61, k@) 7() a5,

oder, wenn wir

(155)

setzen,

(156)

(157)

F(s%) = [ G (s%, )k (5)f () ds

(X, Y)=2F(s%).

Wir erhalten nun ferner

1..00 i..00 2w
2
La(X)=E Xilia”l‘E Xilliu’—_-% {7(3)—7%@ ds
i i I3

—J@o“(s* ) [j@“(s s) )ds] k(s) ds.

oder wegen

2w 2
(159 [6G,9 81;;(3) ds:).mff-b'n(s—, 8) 16(8) 2 (5) s = 2 s (5)
[

‘ (159)

und

4

2%

Le (X)——H/@)H(s* ) E(8) ue(s) ds = uu(s)

[

(33) Uber eine AnwendungAgg Theorie quadratischer Formen u. s w. 251

1..00 .o

Le (Y)—E L ¥ Q‘ Vio T =lim l fo1 () St cl(.l(?) is

" (160)

2_

—ff(s) EG) s E) ds = o ©) { l(\)"(s 87 k@ds|d

——2 {F(s ) ke (s) u(s) ds.

Aus (153), (156), (159) und (160) erhalten wir schliesslich nach einer leichten
Umrechnung

1..00

F(s%) = Z = s (s%) / F$) k() us)ds

T

(161)

1

=Z *)/F(s)k@)%(s)d*

i
] a|

2%

Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert unbe-
dingt und gleichmassig. In der Tat ist fiir alle p
Ao o [ 2

26 [FORE o) ds| = 3} (L) ()P

a>p ¢ Sy

2

(162) gE[L OF QL (NP = (X, X) D) L0)P

l1>v- >

—~2i(‘ra2+‘h’2 D L(DP < ey 2 [L(T)P.

a>p a>p
1..00

Da nun die Reihe Z [L«(Y)]? konvergiert, so konvergiert (161) wie behaup-

tet unbedingt und gleichmassig.
Die Entwicklung (161) gilt fiir alle Funktionen F(s), die
sich in der Form


GUEST


252 L. Llchtemtem (34)

(163) F(s¥)= [ G (s*, 8) T (5) 7 () ds

darstellen lassen. Hierin bezeichnet f(s) eine beliebige ste-
tige Funktion: ‘

1..c0 0.. 00
f(s)mZ f,~sinz’s+2 fi cos is,

die so beschaffen ist, dass

lace

D i)

konvergiert. Aus (163) folgt mit Riicksicht auf (121) insbesondere
(164) [F(s)k(s)ds:O.
d

Dieses Resultat geht iiber die Ergebnisse der Theorie der polaren Integral-
gleichungen hinaus. Diese liefert Entwicklungssitze fiir Funktionen, die in
bekannter Weise eine Integraldarstellung mit Hilfe eines gewissen iterierten
Kernes gestatten.

§ 7.

Wir haben bisjetzt vorausgesetzt, dass % (s) héchstens in einer Null-

menge verschwindet. Die Form K (X, X) war alsdann abgeschlossen. Es
moge jetzt im Gegensatz hierzu, um nur den einfachsten Fall herauszugreifen,
k(s) in einer endlichen Anzahl von Intervallen a,/a.”, a,/a,.... a, a,"
identisch gleich Null sein, im Innern der iibrigen Intervalle &,/8,”,... b,'b,"
aber hochstens in einer Nullmenge verschwinden. Es sei

. 1..c0 1o
(165) Mo(X) = Y maXe 4 D mad X

eine Linearform, so dass fiir alle Z; (i ==1, 2,..) mit konvergenter Quadrat-
sumime

(166) ’ K(Z, ) M.(.)=0
wird, Wir setzen

icm°

(35) Uber eine An\vre_xldrllr‘xgkdﬁr;l‘ljinie qnadratischer Formen u. s. w. 253
1 l..ca 2z 2z
1 i 8
(167)  mpd = ——— z 7 (mm / k(s)sinisds 4 m./ [ k(s)cosisds],
ko &=y P §
(168) 0*‘(5)032Asm zs—l—v ——cos is,
1..00
(169) Mg (8) oo 2 "f_ sings -{— V cos 1s.
= Vi Vi

Die Funktionen w*(s) und m,(s) sind nebst ihren Quadraten im Lebes-
gueschen Sinne integrierbar. Die Beziehungen (166), (167), (168) ergeben
2%
(170) [w*(s)ds=o,
]
2n ?m
(171) [lc(s) My (s)ds =0, /k(s) w*(s) ma(s) ds=0.
b b

Wie in § 4 fiberzeugt man sich, dass die Beziehungen (171) auch dann

gelten, wenn die Gleichung (170) nicht erfiillt ist. Aus (171) folgt nun, da

k(s) in al/a!’ (t=1,.. p) verschwindet, dass im Innern der Intervalle
b/ b/ (1=1,.. p), ausser hochstens in einer Menge vom Masse Null,

(172) m,(s) =0

ist.

Unser Randwertproblem lautet jetzt so. Es ist diejenige in T und
auf S stetige, in T reguldre Potentialfunktion u (2, %) zu be-

stimmen, die auf S in den Intervallen afa/’(Z=1,.., p) der Be-
ziehung

(173) 2%

W= I,

in den Intervallen &/0/' (i=1,.., p) hingegen der Beziehung

(174) L

geniigt.
Das vollstandige normierte Orthogonalsystem der Eigenformen L, (X) des
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Kernes K (X, X) ist jetzt nicht mehr abgeschlossen. Wir ergénzen es zu
einem abgeschlossenen durch die Linearformen

(175) M (X)) (e=1, 2,..).
Die Identitat (119) ist jetzt durch die Formel

1..00
(176) (X, V)= D Le(X) Lo(¥) 4+ 2, Mo (X) Ma(Y)
zu ersetzen. ‘ )
Es sei f(s) eine auf S stetige Funktion:

1. 0..cc

177) 7(s) coz fisinis —!—Z fi cosis

i i
und es sei wie in § 6 vorausgesetzt, dass die unendliche Reihe

l.o0

(78 PRI

i

konvergiert. Es bezeichne wieder

l..os

0..00
(179) fr, s)=2 rf; sinis—}—zﬂf,f cos is

[}

diejenige in T reguldre Potentialfunktion, die auf S gleich f(s) wird. Es

sei ferner bekannt, dass im Innern gewisser Intervalle ¢/¢/ (i=1,... p),
1.p

die b/b/" (i=1,.. p) ganz in ihrem Innern enthalten (2 (el !’ — b/ b

i

kann dabei beliebig klein sein),

.2 af
’l}zni 3_7 f(S, 7') - 877’
.. af (s, r) . . . oot
existiert und o7 sich seinem Grenzwerte gleichmissig nahert.

. . oef. . .
Die Funktion % ist alsdann in ¢/¢/”’ (¢ ==1,.. p) stetig.

Dies tritt z. B. ein, wenn f(s) in ¢/c/’ stetige, der Holder'schen Be-
dingung geniigende Ableitung hat

(37) ‘Ufg_eli eine Anwendung der Theorie quadratischer Formen u. s. w 255

l%f(s—}—&)«—j—sf(s)]<cm§’-, 0<h<l.

!

In allen Punkten der Intervalle 4/0// (i=1...p) soll endlich ﬂ =0 sein.

2r
Wir bezeichnen zur Vereinfachung die Gesamtheit der Intervalle &, 8/ mit B,
die der Intervalle ¢ @/’ mit A. Es seien did/’' beliebig gewahlte in ¢/c¢/”
enthaltene, ihrerseits &¢/5/' ganz in ihrem Innern enthaltende Intervalle d/d".
Die Gesamtheit der Intervalle d;d/’ heisse D. Es sei endlich

E=A44+B—D.

Wir gewinnen offenbar wieder den Entwicklungssatz (139), wenn wir
in (176) fir X;, X¢, ¥i, ¥/ entsprechend Vigs, Vigd, Vifi, Vif{ setzen,
falls fiir alle «

1..00
(180) M. (Y) = 2, Vi (s it mad £7) =0
ist.
Augenscheinlich ist .
(181) M.(Y)=lim Z VT (i it mad 1)

Wir fithren jetzt die in 7T regulare Potentialfunktion

1.0 0..

-
: g

(e — oi Mai g5 ¢ E i Mai osis

(182) m, (1, 8) = Z 1'72 sin 48+ : Vs s

ein. Nach bekannten Sutzen ist me (7, 8) auf S, ausser hochstens in einer
Nullmenge, gleich m.(s)?. Fir (181) konnen wir auch schreiben

In
(183) ME(Y):}igjma(r, s)%f(r, s) ds
. 0

oder 5 ) 3 i
M. (Y)=lim fma(r,s) 5,78 d3+}1:n}Efma(7’, )z 8)ds
B

(184) .

’ i i i T

- lim [ m, (r, s)af;f(r, 9) ds =lim I'4-lim - lim I,
D—B

1)’ Vgl. Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor, Acta Ma-
thematica, 1906, Bd. 30, S. 335—400.
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vorausgesetzt, dass die drei Grenzwerte existieren. Zuné&chst ist
2z

ass) 1< [l o ds [ (o 1) as <en (2 rer 9 as,
¢ e ' i
(186) lim 17 = ¢ ”/B(af(s)) ds<e,

unter ¢ eine beliebig kleine positive Zahl verstanden, sofern die
Gesamtlange von D—DB hinreichend klein ist. Es ist ferner

2 .
(187) lim I' = [775(8)3—70 ds==0.
r=1 . r
B
Schliesslich ist
i im [ Pl of (7,
(188) lim I'" = lim / Lnléc.s) (1—7‘) __fa%{;‘) ds.

r=1 r=1_
E
Nach bekannten Sitzen ist, da f(s) auf S stetig ist,
2
(189) lim (1—r) 2208 _ g
r=1 ar

und zwar ist der Grenzilbergang gleichmissig. Es ist ferner, da, wie man
leicht sieht, in 4
lim m, (r, 8) =10

r=1

ist, folglich in E

2ma(s)
3y
gewiss existiert und stetig ist,’
(190) lim ﬁ’ff%s—) <o
Daher ist auch ‘
(191) 1‘1m1 I =0.

Aus den zuletzt durchgefithrten Betrachtungen folgt, wie man leicht sieht,
(192) M (Y)=0.

Unter den vorhin ausfithrlich angegebenen Bedingungen gilt also wieder die

Entwicklung (139). Sie konvergiert offenbar fiir alle (2, y) in jedem ganz im
Innern von T gelegenen Gebiete unbedingt und gleichmissig. Unsere Vor-
aussetzungen liessen sich ibrigens noch verschirfen, doch wollen wir uns
nicht langer dabei aufhalten.

In ahnlicher Weise lasst sich auch der in § 6 abgeleitete Entwicklungs-
satz auf den Fall ausdehnen, wenn % (s) in einer endlichen Anzahl von Inter-
vallen identisch verschwindet.

(39) Uber eine Anwendung der Theorie quadratischer Formen u. s. w.

§ 8.
Wir haben bisjetzt .
(193) 1(s) =0, f].:(s)ds#()
vorausgesetzt. Ist ’

(194) I(s) =0, [k,(s)ds=o,

so bediirfen unsere Entwicklungen verschiedener Modifikationen.
gnfigen uns mit einigen Andeutungen.
Aus den Formeln

l..c0

(195) D Vi X T — AKX, T) =0,

@2 2n

1
KX, Y):%S‘ {k(s) sinissingsds

Vszé

o—l co
j=0..c0

2z
I'
+ Z 'fk(s) sinés cosjsds
0

(196)

++ 2]
T /
W i=0. DUL

j=l..00

0..00
1 X/Y;
T Z Vilj

2%
/k(s) cosissinjsds
&

folgt, wenn wir
(197) Y/ =1, V,i=Y'=0(0{=1 2,..)
setzen, sofern A ==0 ist,

1 =]

(198) [k(s) s1msds—§—2 fk(s) cosisds=0.
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(41) Qber eine Anwendung der Theorie quadratischer Formen u. s. w. 258
Die Fourier'schen Koeffizienten der Funktion % (s) sind gewiss nicht
samtlich gleich Null. Es sei etwa Man erhilt so
27 2.. 00 1.,z
klsz(s)sinsds:h(). (203) EX:YLTS‘.X’IZ +P(X,Y)— 28X, ¥)=0.
¢ i i
Aus (198) folgt i Hierin ist
1 ’2S:~X 2z loes X 2a l 9.
o i Ai S 1
(199) X=—7 | //»(s) sinés ds -+ 5‘ i [e(s) cosis as. Per, = { E ]x ‘ F(s) sin is ds
i & 1 ;
¢ U
Legt man jetzt den bisher der einzigen Voraussetzung, dass 1..c b 2= 2=
e (204) +Z o [ cos is as 1{2 ;o [k sinisds
Yo+ vy § 0
T3, . 1
Y‘ A0 / ‘s ds
konvergieren soll, unterworfenen Grossen ¥j, Y/ die weitere Einschrankung, ]_‘—‘ Vi, k(s) cos 15 “8p

dass b

l.es

& (X, Y) ist eine vollstetige, symmetrische Bilinearform der Variabeln
(200) Z }’”(3) Smﬂdb"‘"z [1,;(3) cosjsds =0 Xi=2,3..) X/(=1,2.) Vi(i=23,.), ¥/(i=1,2,..). Setzt
i marn in (195)
= T=0(i==2,3,... VT=0(@\=0.1,...
sein soll, auf, so erhdlt man aus (195), (198) und (200) =l B=00=23,.), 1W=00=01..),
so erhélt man nach einer einfachen Umrechnung

l..00

1..00
(201) 2% Yt X X ¥ —E (X, ¥) =0,

., X 1 “ R
pliuied SR
X =k 7 = Ik(s sinissinsds

1.. o
X, Y; 205
=K (X, Y):ZV Vi {k(s)smzssmjs ds (205) S 2
i — V A
- i V ’L(s)coszssmsds
YA a "
ViV j t(s) sin is cos s ds Sind aus (203) die Werte X;(i=2,3,..), X/ (i=1, 2,..) ermittelt, so
(202) liefern (119) und (205) die zugehdrigen Werte von X, und X"
2x Wir setzen jetzt voriibergehend
Z [k(s) cosissingsds 2.0 1.
T (206) $' XYt Y N X v/ L P V) =Q(X, T). ¢
1.. oc
— |k . :
+ V Vi f (£) cosds cos s ds Fiir alle der Gleichung
2..c2
Hierin sind fiir X, und ¥, ihre Werte aus (195) und (200) einzusetzen. (207) 2 XP 2 XP=1

i i

Prace mat-fiz., t. XXVI. 25%%
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geniigenden Werte der Variabeln ist offenbar

(208) YE, X)=1.

Einem bekannten Satze des Herrn Toeplitz zufolge kann man ¢) (X, )
durch eine orthogonale Transformation

2..03 1.2z 2..00 1..c0

= E e +E Xl Y= E rii Vit E Y, (=23,
(209) ! ! !
2..00

1..00 2..02 1..co

X =D e 2 dnuk, W= a4 Vit 2 0 (=1.2.)
7 7 7 7

in die Form
2.

DB AiNE

1..co

210) PP

transformieren.” Durch dieselbe Substitution geht & (X, ¥) in eine voll-

stetige symmetrische Bilinearform & (X, Y) iiber. Fiir (203) erhalten wir die
Formel

1..00

(211) N VD X TR, 7) =0,

deren weitere Behandlung keine Schwierigkeiten bietet. 2

§o.
Wir haben bis jetzt I(s)=0 vorausgesetzt. Diese Annahme lassen wir
jetzt fallen und betrachten die allgemeinere Beziehung

1..00 1o
@12 DXLVt 3 XV —L(X,¥)—AK(X, ¥)=0.

. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns dabei auf den Fall, dass
I(s) durchweg negativ ist und dem absoluten Betrage nach eine positive Zahl

) Vgl O.Toeplitz, Uber die Jacobische Transjormation quadrati-
scher Formen mit unendlichvielen Variabeln. Gottinger Nachrichten, 1907.

) Vgl meine eingangs zitierte Palermo Arbeit, wo im II Kapitel analoge Betrach-
tungen durchgefithrt worden sind.

43)  Uber cine Anwendung der Theorie quadratischer Formen u. s. w. 261

'iibersteigt.' In Formeln:

(213) L(s) < —¢,5 < 0.
Wird jetzt
1..c0 i..00
@14 E XY+ XY — L(X, ¥)=R(X, T)

gesetzt, so ist fiir alle der Beziehung

l..eo 0.0

DX Y xr=1

i i

(215)

geniigenden Werte der Variabeln X; (i=1,2,.), X/ (=0, 1,..)
(216) R(X, X) > e

In der Tat ist, wenn wir

1..n I..n

. 7!
17) ) (s):E ;1' sin is—}—z ]—’7 cos is
setzen, ' ) ' .
(X Xl = —+ [U e @P ds > e [0 (5)] ds
l;' "7
(218)
1..n 1
= 615'{Xu’2+ Z T(Xi2+Xi’2)}s
daher
S 1.0 ) \
— LX) 2o [T 3 (I
)
. 1 c 9 - 17
(219) R(Y, X)z 0 X4 2 (1 4+ %) et X0
Ist ¢;, die kleinere der beiden Zahlen ¢;; und 1, so ist
1..00
(220) R(X, X)> ¢ {Xo'“rz (XFJr_Xz-"’)} .

i

Also ist fiir alle der Beziehung (215) geniigenden Werte der Variabeln
wie behauptet
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(221) R(X, X)> ¢y

Dem vorhin zitierten Satze des Hermn Toeplitz zufolge kann man eine
orthogonale Transformation

Lo.ce Q..ca 1..20 0..¢co
X‘=Z ELini—}*Z w'i; X/, YEZE Wi Y;—Q—Z Wi T (=1, 2,..),
(229) !

i i J

I..oo 0.,.00 1..co 0..co
X=X Xk 2 X V= D T T =0, 1,..)

J 4 J 7

angeben, so dass

T..e2 O..co
—~ o %' T
(223) R(X,7)= 2 X1+ Z vy,
(224) EX, V)=K(X,T)

wird. K (X, T) ist eine vollstetige, symmetrische Bilinearform. . Fiir (214)
tritt jetzt die Beziehung

(215) (X, V)= 2E@X, 7)=0

ein, deren weitere Behandlung keine Schwierigkeiten bietet.V

Es sei zum Schiuss bemerkt, dass sich diese Betrachtungen leicht weiter
fortspinnen lassen. Die Voraussetzung (213) lisst sich ohne Schwierigkeiten
durch eine weiterreichende ersetzen. )

') Vgl. meine Palermo Arbeit, in der analoge Betrachtungen wiederholt vorkommen.
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