STEFAN MAZURKIEWICZ.
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0 zwigzkn miedzy istmieniem granicy lim —=—~ 4 ciggloscig
Ap==0 Az

funkepi S (x).

A’ f{x
Sur la relation entre I’ existence de la limite lim _ii;z(:T) et la continuité de la fonction f(x).
Az=0

W pracy: ,O zwigzku migdzy istnieniem granicy lim é:SIfJ(ETxl a cigglo-
Az=0
Scig funkeyi f ()¢ " udowodnit P. Sierpinski, ze dla funkceyj ogramniczo-
nych w otoczeniu punktu , warunek

lim (A2 f (@)=, =0
Az=0

pociaga za soba ciaglos¢ funkeyi f(z) w punkcie z,, i postawit analogiczne
zagadnienie dla A® f(z), t. zn. zagadnienie nastgpujace:

Czy istniejg funkcye, ograniczone w otoczeniu punktu
z,%, nieciggle w tym punkcie i czynigce zado§¢ warunkowi:

(1) lim (A3 7 ())smsz, =07
. dz=0
Przyktad ponizej podany wykazuje, ze funkcye takie istniejg. Niechaj
bedzie o najmniejsze dodatnie rozwigzanie réwnania: .
- 1
(2) sin o =" -

) Prace mat-fiz. t. 26, str. 127.

2) Istnienie funkcyj nieograniczonych, niecigglych dla =, i spelniajacych waru-
nek (1) zostalo udowodnione 1. c.
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Ktadziemy:
(«) dlaliczb = ksztaltn 2.3 (k=0, =1...., n=0, &=1...)

f (@) = cos rxk-[—‘i%’f n);
(B) dla pozostatych:
f(x) =0;

f (z) jest funkcyg ograniczong. Dalej, poniewaz o« nie jest catkowitg wielo-
krotnoscig liczby 2=, wiec np. ciag:

(3) {f(—zl;)}:{cos(——]ca)}:icos(ka)} T k=1,2...

bedzie rozbiezny, a wiec w punkcie =0 funkcya f(x) jest nieciagta.
Tem niemniej warunek (1) jest spetniony dla x,=0. Zachodzi nawet réw-
nosé
@ A7 @))o=0=0
dla wszelkich Awx.

Istotnie, jezeli # nie jest ksztattu 2¢.3* (k, n=0, =1, +=2..)
wowczas

fAx) = f(2A%) = f(B4Azx) =0
a stad i z réwnosci

©®) f0)=0

wynika (4). Jezeli za§ Ay =2*.3", wéwczas:

® QA f (w))x_.o—cos[k a+(n+1)°‘T”]_3cosl(k+1) atn 2" ]

i wobec (2):
@ (8% F (@))emo = 0;
warunek (4) zachodzi wigc dla wszystkich Az, c. b. d. o.

Yy Poshigujemy sig znanym wzorem Rachunku réznicowego:
A cos [k.a-b]=2sin CL— . cos lka+b+ah+ l

(h — oznacza roznice zmiennej niezaleznej k); por. np. Encycl. des sc. math. I, 21, § 5.
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Podnbniez z atwoscia sprawdzi¢ mozna, ze funkcya, okreslona przez

wWZOry: = 1
f(x) = cos (k—i—m‘i—?l)f’“}"n‘;‘}’ sinf = 15>

dla liczb ksztattu 2%.3».5% (k, m, n=20, =1, £2...), oraz

f@)=20

dla pozostatych x rzeczywistych, jest ograniczona, nieciagta w punkcie z==0

i spetnia warunek: )
@ f()e=0= 0.
Wreszcie funkcya

: . 1
@)= cos [(e+-204m) 50’y | sy =1p

dla o =2t.30.5».7 (k, 1, m, n=0, =1, +2...);
fa)=0
dla pozostatych x, — jest ograniczona, nieciggta w punkcie £ =0 i spetnia
warunek
(A7 f @)emo=0.
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