JAN KROO.

Zasady Mechaniki statystyczoe;j.

(Principes de la Mécanique statistique).

W STEP.

Zadanie Miechaniki statystyczmej. Przeglad tresd. Rozwazajmy uklad
mechaniczny, ktérego stan dynamiczny jest jednoznacznie okredlony w kaz-
dej chwili przez parametry @,, @,, ..., .. Skoro z biegiem czasu ¢ zmie-
nia sie stan dynamiczny, t. z.

=1, (1), l 0

Tn =, (), l
F=7r,...., )
bedzie zmienna w czasie. Zalézmy, ze obserwacyi podlega tylko przecigtna

w. czasie:
F_ Jrat
T="Tat

funkcya postaci

Uwzgledniajac, ze .
dr,=uw,.dt,

dx, =ux,.dt,
tudziez ktadac
dst=dz?+....+dz.?,
= fo 4 22,
otrzymujemy
ds=uwvdt,

Prace mat.fiz.,, 1. XXV. 5
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tak iz )
B fr- - ds
e )
S ds

Aby obliczy¢ obie calki liniowe we wzorze (2), musimy znac¢ krzywa,
wzdtuz ktérej nalezy je rozciggna¢, zatem zna¢ musimy funkcye czasu (1).
Droga ta nie prowadzi do celu. W istocie problemat catkowania réwnan Me-
chaniki jest dotychczas nierozwiazany: wiadomo$ci nasze o catkach réwnan
rézniczkowych ograniczaja sie, wogéle méwiac, wytacznie do znajomosci catki
energii

e=e(Zy, To,--v-y Ln).

Innych calek nie znamy; wiemy tylko, ze ich charakter matematyczny
jest nadzwyczaj skomplikowany. Wyptywa stad wniosek, ze trudnosci omi-
niemy jedynie przy pomocy specyalnie dobranej hypotezy. Uprzedzajac wy-
niki nastepnych artykutéw, zaznaczamy, ze pewne zaltozenie, ktére wprowa-
dzamy w § 6 (albo tez hypoteza ergodyczna), pozwala nam podstawiac zamiast
catek liniowych, zachodzacych w (2), analogiczne catki powierzchniowe, roz-
ciagniete na powierzchni energetycznej w przestrzeni n-wymiarowej ,,..., x.

E Xy, eey ) =¢",

gdzie ¢¥ oznacza warto$¢ energii uktadu danego. Mamy zatem

o
f:j 1 ’ (3)
_'[?.do
lub tez, ktadac
1
R e @
5=[F.clo
zwigzek ) -
: f=/f.a.do

WyobraZmy sobie teraz zbiér uktadéw dynamicznych, identycznych
z ukladem danym, tylko pod wzgledem stanu dynamicznego réznych (t.z. pod
wzgledem przypadajacego im ciggu wartosci 2, ..., z,), zbiér, w ktérym
z ggstodcia (4) reprezentowane sg wszystkie stany dynamiczne, odpowiadajace
energii e*.  Z wytuszczonego powyzej punktu widzenia wynika, ze przecietne

e ©
icm
@
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w zbiorze tym —t. z. zbiorze cza sowym — sg identyczne z przecigtnemi
<€zasowemi. Rozumiejac przez zbiér wirtualny dowolny zbiér ukladéw dy-
namicznych, identycznych i niezaleznych od siebie, powiadamy, ze zbidr cza-
sowy jest specyalnym, przez gestos¢ (4) wyznaczonym, przypadkiem zbioréw
wirtualaych.

Te gataz Mechaniki, ktora bada w zbiorze wirtualnym dowolne, wy-
szezegOlnione grupy ukiadéw, jako takie, nazywamy Mechanika
statystyczna?. Badania statystyczne powstaly w dziedzinie nauki, ktérej
celem jest wytldmaczenie zjawisk termodynamicznych na gruncie
Mechaniki klasycznej. Stosowane zrazu do zbioru czgsteczek gazu,
a wigc do ukladu molekularnego, w Mechanice statystycznej znalazly
ogolne metody, wazne dla ukladéw struktury dowoln ej.

Mechanike statystyczna mozna uzasadnié¢ w dwojaki sposéb: al-
bo formalnie, albo tez na gruncie fizycznie jasnego pojecia zbioru cza-
sowego. Drogg pierwszg poszedt Gibbs, podajac w swem klasycznem dziele
aksyomatyzacyg metod statystycznych w Fizyce. Teorya Gib-
bsa?®, matematycznie nader prosta, napotyka na wielkie logiczne trudnosci.
Druga droga, wiasciwa teoryi P. Hertza® prowadzi, poprzez wielkie trud-
nosci matematyczne, do konsekwentnej budowy logicznej.

W wyktadzie niniejszym uwzglednimy obie teorye, teorye Hertza
z pewng modylfikacya, nie naruszajgca jednak ani metod, ani rezultatow a do-
tyczaca tylko jej podstaw, mianowicie uzasadnienia t. z. z bioru mikroka-
nonicznego. Okazemy w rozdziale drugim, ze, z pewnego punkiu widze-
nia, uzasadnienia tego mozna dokona¢ bez pomocy hypotezy ergodycznej.

W rozdziale trzecim i czwartym oméwimy zasady statystyczno-mecha-
nicznej teoryi zjawisk stacyonarnych termodynamicznych. Teorya
ta okresla na podtozu pojecia zbioru czasowego temperature i entro pie
z punktu widzenia Dynamiki ogélnej. Podamy obie drogi, ktére mamy do
dyspozycyi, metodg zbioréw mikrokanonicznych, tudzez metode zbio-
réw kanonicznych.

W rozdziale czwartym, zawierajacym teorye ukladéw molekular-
nych, zajmiemy si¢ specyalnemi rozwazaniami, ktdrych srodkiem ciezkosci
jest funkcya rozdziatu. Wiadomo, jak mozolna, pod wzgledem matema-
tycznym i logicznym, jest klasyczna droga analizy spotkan w kinetycznej

) W odréznieniu od Mechaniki klasycznej, kiéra bada uklady indywidualne.

?) J. W. Gibbs, Elementary Principles of Statistical Mechanics. New. York, 1902,

%) P. Hertz: Uber die mechanischen Grundlagen der Thermodynamik. Anm. der
Phys. 33. 1910.

Uber die kanonische Gesamtheit. Koninklijke Akad. v. Wet. te Amsterdam, 1911.

Uber die statistische Mechanik der Raumgesamtheit und die Wahrscheinlichkeit der
Komplexion. Gott. Nachr. 1913.
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teoryi gazéw. W dziedzinie Mechaniki statystycznej trudnosci te usuwa pew-
na zasada waryacyjna.

Na koniec podaliémy szkic teoryi zbioréw wirtualnych niestacyo-
narnych. Jest to jeden z najciekawszych rozdziatéw Mechaniki statystycz-
nej, chociaz stanowi li tylko formalng analogie do zjawisk nieodwracalnych
termodynamicznych. Zwiazek migdzy zbiorem niestacyonarnym a uktadem
niestacyonarnym jest jeszcze zgota niewyswietlony.

ROZDZIAL L

Zbiory Nechaniki statystycznej.

§ 1. Zatoiemia dynamiczne. Pojecia zasadmicze.? W Mechanice staty-
stycznej zajmujemy si¢ badaniem uktadéw dynamicznych, konserwatyw-
nych, ktérych prawa ruchu zawarte sg w réwnaniach Hamiltona. Ozna-
czamy przez n liczbe stopni swobody danego uktadu, przez

Qiy Qos v oo - s Gn (5)

Pis Dayeco- - » D ©®
nogolnione momenty, a przez
e=¢(Gy, - Qu> Dir--+r Pn) M
calkowity energie ukladu; réwnania te przybierajg wowczas postac nastgpu-
jaca:

api _ Be
dat - aq,', I

i=1,...., n. 8
da o I 8
at +8_pi’

gdzie ¢ ozmacza czas.
Wiadomo, ze z réwnan (8) otrzymujemy uklad t. z. catek pierw-
szych w nastepujacej postaci:

1) Por. takze W. Natanson, Zasady tecryi promieniowania. § 28—31. Prace mat.-
fiz. XXV, 1913.
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B (Q1 PERERE > .pn) =0,
P1(@rseenn ) Dn) = Cy, l
don—2 (s .- -, Pu) = Cyp—s, l
Donet (G vy D) — = Cop1,

gdzie by, ..., b,—1 Oznaczajg funkcye zmiennych (5)i (6) a C, C, ..., Con—
state dowolne.

Rozwazajac kilka ukladéw dynamicznych, powiadamy, ze sg identycz-
nego mechanizmu, jezeli odnosne energie (7), jako funkcye zmiennych
(5) i (6), sa pomigdzy sobg identyczne.

Uktady identycznego mechanizmu ulegaja wediug (8) identycznym pra-
wom ruchu.

Energia = zalezy w ogdlnosci takze od pewnych, t. z. zewnegtrznych
parametré6w d&,,....., &, ktérych zmiennos¢ jest zupeinie dowolna;
uwzglednienie takich parametréw jest termodynamicznie wazne. W przypadku
uktadéw identycznego mechanizmu nalezy sobie wyobrazi¢, ze parametry a
maja oznaczone wartosci, réwne dla wszystkich uktadéw. Stosownie do tego,
co whasnie powiedziano, napiszemy

e=e (g, oy Pusy yeenny @) (10)

Ciag wartesei (5) i(6) nazywamy fazg ruchu danego uktadu. Faze
mozemy w przestrzeni 27n-wymiarowej przedstawic¢ jako punkt o spéirzednych.
(5)1(6). Ruchowi ukladu danego odpowiada w przestrzeni faz ruch punktu
obrazowego, ktory zakredla t.z. krzywg faz.

Z teoryi réwnan rézniczkowych wiadomo, ze uklad catek ukladu (8)
otrzymujemy, obliczajac z (9) ¢ i p jako funkcye czasu:

6.=aqC, C,....;, Coni11), |

(11
pﬂzi)n(c’ 01’”'"0211—1‘_[_0' ,
WoprowadZmy wartosci poczatkowe dla =0
2:"=¢,(C, Cy,..., Can),
(12)

P2 =p.(C, Cys. .., Ganl)-

Obliczajac z (12) state C, tudziez wstawiajac je do (11), otrzymujemy
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n=a00 &% - 2" ]
Pa=pu(t, g% o, )

Ciag (13) wyznaczony jest jednoznacznie przez ciag wartosci po-
czatkowych g, ..., p.%. Przez kazdy punkt w przestrzeni faz przechodzi
jedna i tylko jedna krzywa faz.

W przestrzeni faz przedstawia

=(q,, ..., Pa) = const.

przestrzend (2n—1)-wymiarowa; powiemy krétko: powierzchnig energe-
tyczng. Poniewaz z pojecia catek pierwszych wynika, ze krzywe faz lezg
w catej rozciggtosci na powierzchniach energetycznych, przeto punkt obrazo-
wy, przedstawiajacy faze uktadu izolowanego, t. j. pozostawionego samemu
sobie, pozostaje na tej samej powierzchni energetycznej. Pod wplywem dzia-
fari zewnetrznych przesuna¢ sie moze z jednej powierzchni na druga (ukiad
nieizolowany). Trzeci rodzaj zmian faz otrzymujemy, zmieniajac para-
metry, a wiec odksztalcajac powierzchnie energetyczne (10) i tem samem
uprzystepniajac dla punktn obrazowego coraz to nowe rozciagtosci faz.

§ 2. Zbiory statystyczne i wirtnalne. Zbidr statystyczny faz, tudziez
zbiér wirtualny uktadu indywidualnego, stanowia podstawowe pojgcia Me-
chaniki statystycznej. Przez zbiér statystyczny nalezy rozumie¢, w ogé-
le méwigc, dowolng mnogosé faz, w ktérych uktad indywidualny mdgiby
sig znajdowaé. - Mnogo§¢ takq wyznacza tak zwana gegstos¢ faz

P=p 1,y Prsees Pa)e (13)
. fpdg,...dp.
f@f q---dp

Catka

oznacza przeto liczbe faz, zawartych w granicach rozciagtosci faz (g).

W przestrzeni faz zbiér statystyczny mozemy obrazowo przedstawié, ja-
ko plyn spoczywajgacy, rozmieszczony z gestodcig (13).

Przez zbidér wirtualny .rozumiemy zbiorowisko uktadéw (znajduja-
cych si¢ wréznych fazach) mechanizmu identycznego zmechanizmem danego
uktadu. Skoro z biegiem czasu zmienia sig faza kazdego uktadu, przeto zmie-
ni sie w ogdlnosci liczba uktadéw, zawartych w danej rozciggtodci faz. Zatem
gestos¢ zbioru wirtualnego zalezy explicite od czasu #:

P:P(Qlw-wpmt)' (14)'

e ©

icm
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Méwimy, ze zbiér wirtualny znajduje sie w réwnowadze staty-
stycznej, jezeli warunek

>

!

e
7= 0 (15)
jest w kazdej chwili spelniony. Zbiér wirtualny przedstawiamy obrazowo
w przestrzeni faz, jako plyn poruszajacy sie, ktérego rozktad predkosci,
w kazdej chwili, okreslony jest przez uklad réwnan (8).

Réznica miedzy pojeciem zbioréw statystycznych a wirtualnych jest wi-
doczna. Zespoly pierwsze sg natury statycznej, zespoly drugie przedsta-
wiaja uktad poruszajgcych sic nktadéw dynamicznych. Jasng jest rze-
czg, ze zbiory wirtualne danego uktadu, znajdujace sig w réwnowadze staty-
stycznej, mozna uwaza¢ formalnie za zbiory statystyczne. Jednak zbiory sta-
tystyczne nie zawsze mogg by¢ nwazane za zbiory wirtualne.

Zespol faz, przez kiére dany ukiad mechaniczny przebiega w czasie, t. z.
zbidr czasowy, jest specyalnym zbiorem statystycznym. Wdalszym ciggu
wyktadu okazemy, ze zbidr taki moze by¢ formalnie uwazany za zbi6r wirtu-
alny, znajdujacy si¢ w réwnowadze statystycznej. Podkredli¢ nalezy wreszcie
r6znice, zachodzaca miedzy zbiorami wirtualnymi a zbiorami kinetycznej
teoryi gaz6w (zbiory czasteczek). Podczas gdy ostatnie istniejg realnie
w przestrzeni i oddziatywaja wzajemnie (zbiory przestrzenne), drugie sa
zbiorami ukladéw izolowanych, sg tylko pomyslane, przedstawiajg
pewng konstrukcye matematyczna.

Metody Mechaniki statystycznej odnosza sie do zbioréw, skiadajgcych
sie z uktadéw, mechanizmu identycznego z mechanizmem dowolnego ukladu,
stosujg sie zatem tak do uktadéw molekularnych, jakotez i ciggtych.

§ 3. Catki niezmienme. Powiedzielismy juz, ze zmienno$¢ gestosci zbio-
ru wirtnalnego w czasie okre$lona jest uktadem réwnan (8). Azeby wyprowa-
dzi¢ réwnanie rozniczkowe dla tej gestosci, wypada nam zaja¢ sig pojeciem
catek niezmiennych.

1) Niechaj

F=F(q,-- s V)

oznacza funkcye jednoznaczng fazy i czasu, niechaj dalej ciag

Qryeenen- s Pn (16)
oznacza faze dowolna, natomiast

PP . o an

niechaj oznacza faze, ktéra powstata na mocy ruchu, wyrazonego ukiadem
réwnari (8) po uptywie dowolnego czasu ¢ z fazy (16). Zaleznos¢ wzajemna
ciagéw (16) i (17) wyraza sie zatem wedtug (13) jak nastepuje:
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W'=q' 150 Pa)s l
(18)
orzyczem o =pd @t iy Do), [
G0, gy Pa) =44, l

- (19)

_ P’ (05 @1 -s Pu) = Pa- [

"~ Rozumiejac przez g’ rozciggtosé, obejmujacy wszystkie fazy (17), ktdre
Zp:vg:}ziy po uptywie czasu ¢ z faz (16), objetych rozciagloscia ¢, powiadamy,
f.(:q).fF(ql...p,,, t)dg,...dp. (20)

jest niezmiennikiem, jezeli dla kazdego ¢ i czasu ¢ zachodzi réwnosé-
L(.g).j F(Ggseees Puy 0) A, ... dp":f;”.’).fF(ql’,..‘,pn’, ?) dql’ dp~'. (20
Piszgc, z uzyciem wzoréw (18) '

Flg's....pd, 9=F(@/ ¢, ¢,...),.. Y=g+, pu, 1), (21)
tudziez wprowadzajac jakébian '

'D (41,9 cery p,n) —
. Dg,,.... po) — - (22)
otrzymujemy

' ) .
f‘(s;').fF(ql, aond, Ddgy ... dpn':_[.(;ﬂ,fd>(q1,..., Du, ). A dgy...dp,.
A wigc wedtug (20') mamy
./@.’fF(ql,..., Py 0) dgy.. d]),,:f(:g).j'é (q,..0)Adg,..dp,.
Jezeli réwnos¢ ta ma by¢ spelniona dla kazdego ¢ i #, wéwczas z uwagi
na to, ze strona lewa jest od ¢ niezalezna, bedzie

2.4

a2t 0

dla kazdego g, .., pa, t.
Uwzgledniajac (21), mozemy warunek ten przepisa¢ w postaci

L 9A |, (3F dgy’ aF dp/
F.22 (Hix_  2F dpy oF
5t T gy at T Ty @ Tt =0 @)
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Rozwinmy (18) na szereg potegowy czasu. Otrzymamy wéwczasz uwzgle-
dnieniem uktadu (19) i réwnari (8)

)
o' =q AN ST
1 1“|_3]Jl T

de
Dd =P — S [ ST
A wiec wyznaczuik (22) przyjmie postac
2 e L. ;
A—1 s 1 ——— N 2.
A=1+ (Sqlapl LT o)t ,{)z -

Poniewaz sp6iczynnik przy ¢ réwna sie 0, przeto mamy -
2
(ﬁ)i:‘ 0.

Z (23) wynika zatem dla czasu £=0 1 kazdego ¢y, ..., Pn

2F . 2F dq, 2F dp,
it T g, it Cep, dt + 0 (24)

Poczatek czasu ¢ w rachunku naszym jest zupelnie dowolnie wybrany.
Zwiazek (24) jest wige tozsamoscia dla gy,.-.Pu, t, innemi stowy jest
téwnaniem rozniczkowem, ktdre spetnia F, jezeli (20) jest catkg niezmienna.

Skoro F (gy,----» Pus 1) =1 jest catka réwnania (24), przeto

S- - [dg,....dp. (25)
1y
jest calka niezmienna.
2) Rozwazajmy uktad funkcyj

U P A R (26)

’«!‘21;—4 (Q1 BRI pn) - '!JZn—l N

w ktérym funkcye wypisane sg identyczne z funkcyami uktadu (9).
Uktad (26) wyraza przeksztalcenie przestrzeni 2-p-wymiarowej gp mna
przestrzel 2 n-wymiarowg e¢. Kazdemu punktowi jednej przestrzeni odpo-
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wiada jeden punkt przestrzeni drugiej. Poniewaz z definicyi catek pierwszych
wynika, ze

dq’?::—?zo (26")

przeto punkt obrazowy danego uktadu dynamicznego (poruszajgcego sie we-
diug (8)) w przestrzeni e¢ z biegiem czasu zakresla prosta réwnolegly do osi
dn,—1 z predkoscig 1.

Pytamy o warunek konieczny i dostateczny, aby catka

f‘u;]'fF(Ev 1!11,..., dﬂn—]) di‘»-d']bg,,_l

byta niezmienna. Stosujac rozwazania poprz i e
‘ edzajace
(24), ze musi by¢ bop jace, znajdujemy wedtug

3F | 2F de oF
a‘t"{“é‘**——{— ——__;d%”—l:o
& dt 3‘12211—1 at ’
t. z. wedtug (26)
o7, oF _
9 1 Bgn1 0. @n)

Poniewaz F =1 jest calkq tego réwnania, przeto
/()/dE . ..d'.!azn_l
jest catka niezmienna. g

Obliczajac z (26) ¢, p jako funkcye zmiennych &, 9, znajdlijemy

Gy d) =gy,
(28)

Dues oo} =py

Przejdzmy od zmiennych ¢, p do zmiennych ¢, $. Mamy wéwczas

dq... =
gdzie % Gp.=Ade... Adap1y (28’)
D(qy, ... 0a)
A= MU "5 .
D, ..y by =40, da)

an Zasady Mechaniki statystycznej. 65

Calka (25) jest niezmienna. Wedtug (28') jest wigc rowniez
f...fAdrE... ddﬂgnﬁ_l

niezmiennikiem, t. z. A spelnia réwnanie (27), a poniewaz nie zawiera czasu £
explicite, przeto mamy

34
24 A.—— =0.
2 Qa1
Zatem
A=A(e,..., Y2n-2) (29)

3) Inng catka niezmienng, ktdra wystapi w dalszych rozwazaniach,
znajdziemy w sposéb nastgpujacy.
Wyobrazmy sobie w przestrzeni faz jednoparametrowy uktad powierzch-
ni energetycznych
S (7 , D) = const.,
tudziez uktad linij ortogonalnych tegoz ukladu. Na obszar g dla calki (25)
obierzmy zawarto$¢ cylindra, kiérego podstawy o i 0’ lezg na powierzchniach

e(qys- - o Pa) =5,
e(gre . Pa) =T AT,

przyczem =* oznacza dowolng wartos¢ energii, a pobocznice tworza ortogo-
nalne. Oznaczajac przez do element powierzchniowy na powierzchni ener-
getycznej, a przez dv element dtugosci liczony na normalnej, piszemy (25)

w postaci
[..[do.av. (30)
@

Dzielac te catke niezmienng przez stala Ae* i przechodzac do granicy
lim Ae* =0, otrzymujemy catke niezmienng

il
IS ao @ (31)

Celem obliczenia pochodnej pod tg catka, zwazmy, ze

de __ 2 2¢q e 3p,
=g 3 T Ta e T
Obliczmy wstawy katéw, ktére normalna do powierzchni energetycznej za-
wiera z osiami ¢y,..-.-- s Pn-
Wynoszg one

g, de ap;
cos (va) =5, =050 cos p) =2 =0,
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przyczem stala O obliczamy z zwigzku

= = e e )
A EVE AV |
A LY TR} (31

gdzie v oznacza predkos¢ (punktu obrazowego w przestrzeni faz), kidrej skta-
dowe dane s3 przez ukiad (8). Catke niezmienng (31) mozemy zatem przepi-
sa¢ w postaci

. 1
do. > .
o 20 T

(317

Niechaj teraz f oznacza funkcye jednoznaczng i ciagty zmiennych q, p icza-
su ¢. Pytamy, w jakich warunkach catka

.. ffdo
o I (32)
jest niezmiennikiem. Dzielac (32) przez (31") oraz kfadac

rdvl=e, (33)

przechodzimy do granicy lim (o) =0. Mamy wéwczas

Jf.do

lim =0
fm.do

Jezeli zatem catka (32) jest niezmiennikiem, wtedy

Do dw 0 dg, v dp
i S 4 ¥ 741 T 1 —_ \
Dr =3¢ 2, dt+”"+3p1 dt-—]—..._o. (34)

Warunek ten jest takze dostateczny.

S 4 Réwnowaga statystyczna. Wezmy pod uwage pewng grupe ukla-
déw zbioru wirtualnego, ktérego gestos¢ jest (14) i przypusémy, ze fazy ich
zgwarte w chwili # wewnatrz rozcigglosci (9), w momencie # objete sq roz:
ciggloscig (¢'). Dla kazdego g, £, i /, mamy wowczas

I

(g)./p (@ ---pat)dg,...dp.=[. .rg.l{fp(ql'...p,,' ydg,...dp,).

Zatem catka
./('g;_f(’ (91 -pat) dgy .. dpa

icm®
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jest niezmiennikiem. Wnosimy stad, wediug rozwazai poprzedzajacego S,
e gesto$é faz p spetnia réwnania rézniczkowe (24). Jezeli zatem zbidr wir-
tualny znajduje sie w réwnowadze statystycznej, wowczas gestosc
tego zbioru spelnia, wedtug (15) i (8), réwnanie czastkowe

op de dp 2= =
i e—m e — ... =0. 35
a% 31)1_‘— Ip; 2qy ( )

Catka ogélna réwnania tego jest funkcya dowolng 2n—1 pierwszych
funkeyj uktadu (9):

P=p s Qs D1 ) =D b1y oy D202)3 (35"
wiec, w szczeglnosci, gestosé faz, bedaca funkcya dowolng energii
v=D(), (35")

znajduje sie w rownowadze statystycznej.

Znaczenie praktyczne moga mie¢ jednak tylko zbiory wirtualne, rozmie-
szczone z gestoscia (35, gdyz energia jest w ogéinosci jedyng znang catka
pierwszg réwnan kanonicznych.

Dotychczas rozwazali$my zbiory wirtualne ukladéw o » stopniach swo-
body, rozmieszczone w przestrzeni 2n-wymiarowej. Przechodzimy teraz do
zbioréw wirtualnych, rozmieszczonych w przestrzeni 2n—1-wymiarowej, mia-
nowicie na powierzchni energetycznej danej

e (Gys - D) = €*.
Oznaczajac przez do element powierzchniowy na powierzchni =¥, a przez
5{Gqs- - Pu,y B)-dO

liczbe ukladéw, ktorych fazy leza wewnatrz rozciaglosci do, bierzemy pod
uwage pewna grupe uktadéw, ktérych fazy w chwili dowolnej 2 lezg wewnatrz
rozciaglosci 0. Przypusémy, ze rozciaglos¢ of obejmuje fazy te w chwili ¢
Dla kazdego 0, ¢ i # mamy wowczas

[5(g ...pat)do=[f5(g/...0/¢)do,
{01 (")

innemi stowy R

Sa(@y, ... ) do

(o)
jest catks niezmienna. Z rozwazadl § 3-go wynika zatem, Ze 5. |2]| spetnia
réwnanie rézniczkowe (34). Jezeli ograniczymy sig do przypadku réwnowagi
statystycznej, réwnanie to, wedtug (8), przybierze postac nastepujgca
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5. 1o 2=

R Py

5. |v| 2=

ap, g

....... oo =0. (36)
Poniewaz catka ogélna réwnania tego ma postaé (85"), przeto, uwzgled-
niajac okolicznodé, ze energia ¢ jest dana, mamy

s Dlb ), 36)
o
przyczem D oznacza funkcye dowolna.
Widoczng jest rzeczg, ze, z wzgleddow juz wspomnianych, znaczenie
praktyczne ma tylko funkcya
_ const.

R

ROZDZIAL 1L

Zbibr czasowy.

§ 5. Zbiér czasowy a hypoteza ergoduczma. Zbiér czasowy sia-
wia P. Hertz na czele Mechaniki statystycznej. Znaczenie fizyczne pojecia
tego uzasadnione jest tem, ze szybkozmienne wielkosci fizyczne podlegajg ob-
serwacyi tylko jako przecietne w czasie.

Zatézmy, ze faza danego ukladu, ktérego réwnania ruchu podane s
przez uktad kanoniczny (8), pozostaje we wnetrzu pewnej skoficzonej rozcia-
gtosci faz.  Dla uktadéw, spelniajgcych to zatozenie, udowodnit Poincaré?,
e faza, raz przyjeta, w og6lnosci powraca nieskonczenie wiele razy, z dowol-
nie wielkiem przyblizeniem (quasiperyodycznos$é). Przypadki, w kts-
rych quasiperyodyczno$é nie zachodzi, sa mozliwe jednak w stosunku do przy-
padkéw wpierw wspommnianych nadzwyczaj nieliczne. Wiemy pozatem, ze,
w ogoélnodci, catki réwnan kanonicznych, wedtug znanego twierdzenia, ktére
réwniez zawdzigczamy Poincarému, z wyjatkiem catki energii, sg matema-
tycznie bardzo skomplikowane. Z uwag tych wyplywa, ze przebieg krzy-
wych faz jest nadzwyczaj skomplikowany. Owéz hypoteza ergodycz-
na zaklada, ze krzywa faz zapetnia calg powierzchnig energetyczna, innemi
stowy, ze uktad dynamiczny przebiega wczesniej czy pézniej przez kazda faze
lezgcg na powierzchni energetyczne;.

) H.Poincaré, Acta mathematica, 13, 1890.

(15) Zasady Mechaniki statystycznej. 69

Przypusémy, ze, w przeciagu czasu bardzo duzego T, wzigliSmy pod
uwage faze danego ukladu N razy i ze znalezli$my jg w n przypadkach we-
wnatrz elementu do. Kladziemy wéwczas

im = , 37)
lim -5, =06(g,---, Pu) dO, (3
e (7
oznaczajac przez ¢, ..., P» spotrzedne srodka elementu do. Niechaj do’

oznacza teraz obszar na powierzchni e, obejmujacy wszystkie fazy, ktére
o pewien czas ¢ przedtem, zanim weszty do tego obszarq, byly w do. Pol—
niewaz, wedtng definicyi, kazda faza byla w do tyle tazy, ile razy byta w do',

rzeto ,
P 6(gy-..pn). d0=0(gy ..., pJ).do’,

J5(gy - pa) do

jest niezmiennikiem. Wediug definicyi jest jednak s explicite od,c?asu nie-
zalezna, spelnia przeto réwnanie rézniczkowe (36), t. z. wedtug (36') jest

D (.- '1‘52'1—22‘

fod

innemi stowy catka

Wartosci 2n—1 pierwszych catek ukfadu (9) wyznaczaja z uwagi na 1n
krzywa faz. D jest wigc stalg dla kazdej krzywej. 'Wed}ug hypotezy ergo-
dycznej powierzchnie energetyczng zapehia tylko jedna krzywa. Zatem D

jest na calej powierzchni stata:
__ const.

A

Z (37) wynika, ze
~ LS do
1_—!,Jdo:cons ST

Eliminujac C, otrzymujemy .

5(qys - Pu) = _E'(%;L.Z;Jpn) ’ (38)

T (g p)

Zbidr, kt6rego gestos¢ dana jest przez (38), nazywa Qibbs zb?oreln
mikrokanonicznym. Hypoteza ergodyczna prowadzi wiec do wniosku.
7e zbi6r czasowy jest zbiorem mikrokanonicznym.

§ 6. Odmiemne zaloiemie. Hypoteza ergodyczna, na _ktéfej. opieraja
sie rozwazania paragrafu poprzedzajacego, spotyka sig z cigzkimi zarzuta-
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mi?. Przedewszystkiem zachodzi watpliwos$¢, czy mozna jg pogodzi¢ z ukta-
dem réwnari kanonicznych. Matematycznemu zrozumieniu i poglebieniu jej
staje na przeszkodzie nasza nieznajomo$¢ calek réwnan kanonicznych, réz-
nych od catki energii.

Z tych uwag wynika, ze pozadang byloby rzeczg hypoteze ergodyczna
zastapic innem zalozeniem, fizycznie zrozumialem a matematycznie tatwem.
Chcielibysmy okaza¢, ze mozliwo$¢ taka istnieje.

Niechaj uktad dynamiczny, ktérego energia wynosi ¥, przebiega krzy-
wa faz (8). Niechaj dalej

' f:f(%w":pn)

oznacza dowolng funkcye fazy.
. Zaktadamy popierwsze, Ze, o ile mamy na uwadze stan stacyo-
narny, obserwacyi podlega przecietna w czasie

rdt
ry (3
= az
(&)

(39)

przyczem catki rozciagnigte sa wzdtuz odnosnej krzywej faz (9).

II. Powtére zaktadamy, ze réznorodno$é faz, przez kiére przebiega
kazda poszczegdlna kizywa S, jest tak bogata, iz stan widoczny jest
niezalezny od tego, przez ktérg kizywg uktad wiagnie przebiega, innemi
sfowy, ze jest niezalezny od stalych (C,, C,, ..., Con—s wuktadzie (9)), ktére
wyznaczajg krzywa faz na powierzchni e*,

Z zatozenia Il wynika, ze

F=T7). (39"

Mnozac obie strony réwnosci (39) przez

Ade qu, e Clq)g,ﬂ_g,

przyczem A oznacza funkcye (29), tudziez catkujac miedzy powierzchniami
energetycznemi e* — Ae* a ¥ 4-Ae¥, otrzymujemy

Stds sddet
:[J;&;f FE) e dpusdi = (... [fAde...dis,s dt,

Jednak wedhug (26") jest
at = dd&n——l
a wedlug (28') jest
dv=dg,..dp,=Ade..d,_

") L. Ornstein, Some remarks on the mechanical foundation of thermodynamics.
Kon. Akad. v. Wetensch. te Amsterdam, 1911.
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Zatem Shas A
STEdv=/ffdv. (39"
-4 At

Ktadac podobnie jak w (30)
dv=do d‘l,

mozemy (39") przepisa¢ w postaci

*+ A A

(i @Y o . dy

/f(°)As*d0“ ]7_\ zdo
g—Ag r—A

do
Eff 1 v |

f 7o (40)
et

t. z. wedtug (38) przecietna w zbiorze mikrokanonicznym:

_fr'—*_/,cr.f.dﬂ .

Z obecnego punktu widzenia znaczenie zbioru mikrokanonicznego nalezy
zmodyfikowa¢: nie jest to juz zbiér faz, przez kidre przebiega uktad indywi-
dualny. Jest on jednak réwnowazny zbiorowi czasowemu o tyle, ze wy-
ptywaja z niego przecigtne wartosci identyczne z przecigtnemi czasowe-
mi. Dia teoryi statystyczno-mechanicznej podstaw Termodynamiki jest rze-
czg obojetng, czy obieramy punkt widzenia hypotezy ergodycznej, czy tez
stanowisko, wytuszczone w niniejszym paragrafie. Istotnie, teorya ta opiera
sig wylacznie na zwigzkach miedzy wartosciami przecietnemi.

Wywody powyzsze uzupetniamy kilku dorywczemi uwagami. Zastrze-
zenie, posiulujace w naszem zalozeniu I stan stacyonarny, jest istotne.
Dla stanéw niestacyonarnych nalezaloby bowiem wielkos¢ dostrzegalna
zdefiniowa¢ odmiennie, niz zwigzkiem (39). Przecigtna dostrzegalna wy-
razataby sige w tym przypadku przez

Af fat
> f e
f= /—ﬁ ) (407)
A
przyczem calki rozciggajq sig wzdiuz przedziatu czasu A¢, fizycznie nieskoni-
czonostkowego, t. z. obejmujacego wielka réznorodnosé faz, jednak dosta-

Prace mat.-fiz,, t. XXV. 6
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tecznie matego, izby wielkosci dostrzegalne zmienialy sie o ilosci fizycznie
nieskoriczenie mate. Scisle rzecz biorac, nalezatoby podobnie okresli¢ prze-
cietng w przypadku standéw stacyonarnych. Skoro jednak z definicyi
stacyonarnosci wynika, Ze f dla réznych A# jest to samo, przeto na jedno
wychodzi, czy w przypadku rozwazanym piszemy f w postaci (39), czy tez (407).

Postepujac w naszych powyzszych wywodach przy przejsciu od wzoru
(39) do (40) tak, jak gdyby ogélnie obowigzywatl zwigzek (39) a nie (40'), za-
kiadamy milczaco, ze przebiegi krzywych faz, ktérym odpowiada stan stacyo-
narny widoczny, przewazajg olbrzymio nad przebiegami niestacyonarnymi,
podobnie jak np. quasiperyodyczne krzywe faz przewazajg olbrzymio nad
niequasiperyodycznemi.

Gestos¢ (38) mozemy wyrazi¢ w innej postaci. W tym celu
wprowadzamy objetos¢ rozciggtosci faz, zawartej wewnatrz powierzchni ener-
getycznej danej e, jako funkcye wielkoSci e:

f.<.=.‘/'dq1 e Ape =T (o). (41)
Objetos¢, zawarta migdzy powierzchniami e i ¢4~ Ae, wynosi
etAsg
avE) =/f..fdodv.

Dzielac réwnanie to obustronnie przez Ae i przechodzac do granicy
lim Ae =0, otrzymujemy wedtug (30)

avi(e
w=270 g de “2)
Z uwagi na (42), piszemy (38) w postaci
—_ 1 1 '
e vl (42

Zbi6r mikrokanoniczny mozna takze interpretowac w sposéb na-
stepujacy.

Uwazajmy zbi6r statystyczny, zapelniajacy objetos¢ A ¥ miedzy po-
wierzchniami energetycznemi

g ¥ = — Ae®, Ez*zs*’—}—ﬁgﬁ’ s

z gestoscig jednostajng

Ay ©
Zbior ten jest w granicy

{19 Zasady Mechaniki statystycznej. 73

lim As* = (43)
zbiorem czasowyni.

W istocie: liczba faz owego zbioru przestrzennego wewnatrz cylindra (g),
ktérego podstawy do i do' leza na powierzchniach & is,%, a pobocznica
stoi ortogonalnie do powierzchni energetycznych, wynosi, jezeli do oznacza
element powierzchniowy, a dv element diugosci, liczony prostopadle do po-
wierzchni energetycznej,

e 1 dy

dvdo= 0

L
AT
Przechodzac do granicy (43), otrzymujemy wedlug (42) i (31) istotnie
gestosc (42).
§ 7. Sumkcge V' (z) i  (z) dla gazu idealnego. W przypadku gazu ide-
alnego kfadziemy energig potencyalng ¢, =0, a energig kinetyczng

_m
-2

'[vlv«

I
®

12 r2 g
f t+ lz R =3

LN .
T T o T 3

przyczem m oznacza mase czasteczki, N liczbe czasteczek, s, g}., #&; pred-
kos¢ i-tej czasteczki, a = energig catkowits. .
Obliczajac catke (41), zwazy¢ nalezy, ze kazda tréjka parametrdw ta-
kich, jak @, ==¢,, ¥ = ¢, #; = g3, ograniczona jest do wngtrza objgtosci v
gazu. Mamy zatem, jezeli n =3 N oznacza liczbg stopni swobody gazu,

V(e):f.é;qul o dgedp, . ...dp,,='v§f.<.;f dp;-.dp..  (44)

Catka ostatnia oznacza wedlug (43) objetosé¢ kuli n-wymiarowej o promienin
R=1V32me. Objetos¢ ta wynosi, jak wiadomo

z
2

—=
I (177)

Lecz skoro n jest liczba ogromna, mozemy, stosujac wzér Stirlinga,
napisaé

Bn. (45)

D145 ) =Vn=(g5)- (46)

Stosownie do (44), (45) i (46), otrzymujemy zatem, kiadac


GUEST


74 Jan Kroo. Qo

n

_lﬁ_ 4rcem)§‘
T Van\ o n
i
V(E)=C.e2, 47
Z (47) wynika : v
arv n Z_1
w (g) = a5 =0C. 0y €2 . (48,)

ROZDZIAL 1L

Metoda zbioréw mikrokanonicznych.

§ 8. Temperatura. Oznaczmy przez e, energie kinetyczng uktadu,
ktérego energia catkowita wynosi *. Poniewaz energia potencyalna e, nie
zalezy od impulséw p, a ¢, jest formg kwadratowa zmiennych p, przeto mamy

n

1 de

i=1

Przecigtna energii kinetycznej w czasie dana jest zatem wedtug (38)
i (49), po wprowadzeniu oznaczenia '

do de
yi:[e o 50
I [v] P ap; (60)
przez wzor
- 11w
= e DT (50')
i=1
Wedtug (29)—(30) mamy jednak
de
@: | v | cos (vps).

Wynika stad dla (50)
Y; :[dop,- cos (vp1).

Stosujac twierdzenie Gaussa, otrzymujemy

Y; :_/‘<.‘:f divp: dg,...dpa.
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Jednak
div pi=1,
zatem R
Y I/ / dg, . dp.=T (). (61

Z (50') i (b1) wynika

=5 (52)
gdzie ;
T _TE) 5
EYC) e (@ log I’(e)) ©9

Wzorem (52) (przypominajacym zwiazek, znany z teoryi kinetycznej ga-
z6w, miedzy temperatura a $rednia wartoscig energii kinetycznej) okreslamy,
na razie formalnie, temperature. W dalszym ciagu wyktadu okaze sig,
ze do tego jestesmy uprawnieni. W istocie udowodnimy nastgpujace trzy
twierdzenia dla 7.

1) W stanie stacyonarnym temperatury uktadéw cieplnie sprzgzonych
sg sobie réwne.

2) Zetknigcie cieplne dwéch ciat o wspélnej temperaturze nie zmienia
réwnowagi cieplnej.

3) Prawdopodobne temperatury dwéch cial, cieplnie rozigczonych, sa
réwne wspélnej temperaturze, panujacej przed rozdziatem.

Twierdzenie 1 udowodnimy ogdlnie, oba nastgpne w pewnych zaloze-
niach.

§ 9. Pojecie kontakin cieplnego. Musimy przedewszystkiem mechanicz-
nie poja¢ kontakt cieplny.

Przypusémy, ze sprzegamy cieplnie dwa uklady Ui U, Niechaj ¢; iz,
oznaczaja energig ukiadéw skiadowych. Owez kontakt cieplny wyrazamy
mechanicznie, piszac dla energii uktadu catkowitego

(1i 1) @ @
=5 (g D) F 2 (25 D) : (54)

Ze wzoru (54) wypada dla energii kinetycznej uktadéw skladowych
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de (1)
%1:2 Tm Pl

i=1 api
(55}
m\ Qe
2= Z Pyne) 7
i=1 i
Z (52) wynika zatem 5
9 -
,,;1' Ep1 Tia gp2 = nzll_’ﬁz =1, (56)
przyczem
_ 70 »
T= POR (56"

Zwigzek (56) wyraza twierdzenie 1 w paragrafie poprzedzajgcym.

§ 10. Wzory pomocnicze. 19). Przypus$émy, ze uktad dany sktada sig
z dwéch uktadéw U, i U,. Oznaczajgc przez skazniki 1, 2, wzgl. 12 nalez-
nos¢ do uktadéw sktadowych, wzgl. do ukfadu catkowego, tudziez piszac
krétko ¢, p;, oraz q,, p, dla faz ukladéw skladowych, mamy wedtug (41)

Va@=/ ./ dgdp dg,dp,, (87)
przyczem
e==g -} g
oznacza energig uktadu catkowitego
Calke (57) przeksztatcimy na catke liniows.

Poniewaz objgtos¢ rozciagtosci faz wewnatrz powierzchni energetycznej
e, = o, W przestrzeni faz uktadu U, wynosi

Vi) =4;f dgdp, ,
przeto mamy ) -
Vi(e)dgs dp, =d g, dp, 4 Jdg dp,.

Catkujac w tym wzorze wedtug g,, p, miedzy powierzchniami energe-
tycznemi s, =& —o, & - Agy=¢—a— do, otrizymujemy wedlug (40")

g—a—da s—o—da
JSaa0ap, [fdq dp, =7V, () [ [dq,dp, =T, ()0, (c— =) do.

Catkujac ostatni wzdr wzgledem o od 0 do e, otrzymujemy catke szu-
kana w postaci

Vi @)=/ V(@) 0, (¢ —2) da. (58)

(23) Zasady Mechaniki statystycznej. o T
Potézmy ) Va6
Vl &) €y 59
(;1"(;1}‘—-111(51)5 o, (5,) =T, (). (59)

Mozemy woéweczas (58) napisaé¢ w postaci
. 5
T O=/1, (@) g dx.

Skazniki 1 i 2 sg w tym wzorze réwnouprawnione. Mamy zatem réwniez

Tu@=/T, (P d=. (60)

Wprowadzmy teraz do catki (58), zamiast zmiennej «, zmienng o* =s— 2.
Piszac o zamiast o¥, otrzymujemy wedtug (59):

Fa@=f T oy @aa=[T, ) P da. O
Z wzoréw (60) i (61)wynika:

Fa@= @ 6= i gl ¢ 6D
fadee L) To() =7 (), (63)
Ty () + T, (5_5}_)_-_ o 63"
EIACE A ©%)

przepisujemy (62) w postaci .
T @) =/1T6)¢ () de. 64)

929). Dobijerzmy dla kazdego uktadu stata dowolng w okresleniu energii

tak, aby réwnanie

Y V(0)y=0 (65)
byto spelnione. Rézniczkujac wzér (61) wzgledem e i uwzgledniajac (65),
otrzymujemy

o () = L2

a wiec wediug (59)

jml (e—a) 0, (a) da, (66)

0@ =/ T2 6= T2 @ 7= 7,

lub wreszcie wedlug (63)
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do

oy, (2) =0./§f () T =) T, (66")

3%. Niechaj F'(a) oznacza funkcye jednoznaczng i ciagla zmiennej o,
W przedziale O...e, zalezng pozatem jeszcze od parametréw pewnych p.
Przypusémy, ze funkcya ta ma jedno maximum M w punkcie 0< o, < ¢:

F (am) =M.
Powiadamy wowczas, ze maximum M jest strome, jezeli

lim F(2)
p=cs M
réwna, dla «==a,, jednosci, wynosi zero dla « == a,,.

Oznaczmy przez ¢ (o) funkeye jednoznaczng i ciagla zmiennej o, przez
F(2) funkcye, ktéra w punkcie o, ma maximum strome. Woéwczas

[P@)eE) da
lim - e
PEE [ F(a)de

= (o) - (67)

4%).  Zwazmy, ze funkcya (63), wedtug definicyi stale dodatnia, réwna
sig, wedtug (65), 0 dla o =0 i e=-=. Przedziat 0....¢ zawiera wiec przy-
najmniej jedno maximum. :

Dla gazéw idealnych f(2) ma jedno maximum M strome.

W istocie wedtug (63) i (47) mamy

My e

F@=006—a"a". (68)
Poniewaz
ar(®)
5 =o 69
przeto elementarny rachunek daje wzér
o _m,

= (70)

E— oy O

z ktérego obliczamy a,,.

Ktadac %2- =X, widzimy, ze
1

(25) Zasady Mechaniki statystycznej. 7
7 () T
- o . S— o o 2
tim L = im [(2=2) (2]
jest w istocie w przedziale 0....: dla a==a, r6wna O, gdy n, in, zda-

zajg do oo, a L pozostaje liczbg stalg skoriczona.
Zatem dla gazéw idealnych, mozemy napisaé, wedlug (67), z bledem ma-
lejacym, gdy n, i n, rosna,
ST e as
[f@da
[§)

= o (%m).

Z uwzglednieniem wzoru tego przepisujemy (64) w postaci
Vs (8) = 8 (), ff () d=. (1)
Podobnie znajdujemy wedtug (66'):

1 H )
b (6) = ot _ (79
12 (5) T4 (et} T5 (%) Jff(a’ d= 72)

5%). Wartod¢ na =, oblicza sie w przypadku ogdlnym z warunku
ary _
as) =
Wedtug (63) mamy
Ty (=) 5 (o) == 0y (5 — o) T (2m) - 73

Zatem 4, spelnia, z uwagi na (59), zwigzek
Ty (s — ) = T (). (73
Z (71). (63'), (72) 1 (73) wynika wigc, ze
. T ()
T () =222 —
e®=0, @

6°). ZauwazyliSmy juz w § 6, ze zbidr mikrokanoniczny mozna inter-
pretowa¢ jako przypadek graniczny zbioru przestrzennego, zapetniajacego ob-
jetos¢ AT, miedzy powierzchniamienergetycznemi e—Ade i e|-A= z gesto-

I Ge—om)+ T, (om) = Ty —om) =T, (o). (74)

1
Scig jednostajng 1T
12
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Zapytajmy o liczbg faz tego zbioru, w ktérych faza ukladu U, lezy
w przedziale
Gy Qs+ 4Aq,
Dy DaH APy

Oznaczajac przez o energie ukladu U, w fazie ¢,p,, znajdujemy dla niej
wyrazenie

z—outdse
1 A
AT dgy dp, /[ ag; Apy,
2 emamAz
t. z. wedtug (41) ( )
1 V,e—eo
iy dy, dp, R P Ae,

lub, przechodzac do granicy Ae =20 i uwzgledniajac (42),

o (t—a)
2 dg, dp,. 75
PO ds &P, (75)
79. Ze wzoru (75) obliczy¢ mozemy liczbe faz zbioru czasowego, w kté-
rych energia o ukladu U, lezy w przedziale a....o - d«. Wynosi ona
cx—(i_—dja

o, (:—2)

I 55 aades
Uwzgledniajac (42), otrzymujemy zatem

0, (o) 0, (s—a) do.
oy, (¢) ’
§ 1. Réwnowaga temperatur- Twierdzenie 2 paragrafu 8 wynika na-
tychmiast ze wzoréw § 10. W istocie, jezeli temperatury obu ciat, poczat-
kowo izolowanych, s sobie réwne, t.z. jezeli energie ich ey =¢—¢, i ¢,
spetniaja rownanie

(76)

Ty(e—e) =Ty () = T, (76)

wowczas zaktadajac, ze réwnanie funkcyjne (73') ma rozwigzanie jednoznacz-
ne, tudziez poréwnywajac zwigzek ten ze zwigzkiem (76), widzimy, ze e;=u,,
ze zatem wedlug (74) T\, =T

Twierdzenie 3 § 7 ma inng nature.

Zatézmy, ze rozdziat ukladu U na uktady sktadowe U, i U, nastepuje
nagle i ze uktady skiadowe po rozdziale zachowuja energie ¢, ie,, przypa-
dajace na nie whasnie w chwili rozdziatu. Wéwczas kazda para wartosci e, .
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czyniaca zadosyé warunkowi e; -5, =¢, jest mozliwa. Wartosci te zalezne
sa od chwili, w ktorej nastgpuje rozdzial; mozliwe s zatem rézne pary ten-
peratur.

Whnosimy stad, ze mowa moze by¢ tylko o prawdopodobieristwie
kazdego poszczegélnego rozdziatu.

Przypusémy, ze. rozdzial nastepuje w dowolnej chwili i ze kazdy moment
czasu jest réwnie mozliwy. Przez prawdopodobienstwo danego rozdziatu
bedziemy woéwczas rozumieli stosunek liczby momentéw czasu, w ktérych za-
chodzi uwazany rozklad, do liczby wszystkich mozliwych momentéw (innemi
stowy stosunek liczby faz zbioru czasowego, sprzyjajacych badanemu rozdzia-
towi, do liczby wszystkich faz), a wiec przez wartos¢ prawdopodobng dane]
funkcyi przecigtng wartodé w zbiorze mikrokanonicznym. Wiemy jednak, ze
w zbiorze mikrokanonicznym, liczba faz ukfadu catkowitego U, w ktorych
energia ukladu U, lezy w przedziale o ... a—de, dana jest przez wzor (76),
a zatem prawdopodobna energia =, ukladu U, wynosi, wedtug tego, co wha-
$nie powiedziano

- : w, (2) v, (e — @)
€, __6 { o - —7;)—1;1—(—53 L qa,

lub tez, z uwagi na (59), (63) i (66'),

fa re de
S D) T () an

l\;“
I

G .
[ et ®

Przy uzyciu wzoréw (47), (48) i (59) mozna fatwo sprawdzi¢, ze dla ga-
26w idealnych funkcya
A Q)
Ti(e—a) Ty (=)
ma dla o« =a,, strome maximum. Z (67) wynika zatem, ze z bledem maleja-

cym, gdy 7, i n, zdazajado oo, a g"? pozostaje liczba skoficzong (por. § 10, 4%),
1

napisa¢ mozemy (77) w postaci
€y == B -

Prawdopodobna energia uktadu U; wynosi wigc

slzs——ezzs-—am.
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Widoczna stad jest rzecza, ze prawdopodobne energie spetniajg zwigzek
(7%, innemi stowy, ze prawdopodobne temperatury uktadéw sktadowych po
rozdziale sg réwne temperaturze pierwotnej uktadu catkowitego.

Zauwazmy, ze nalezatoby blizej zbada¢ mechanizm kontaktu i rozdziatu
cieplnego, aby z twierdzenia wiadnie wypowiedzianego wyrugowa¢ pojecie
prawdopodobiernstwa.

W rozwazaniach uzyliémy formul uproszczonych, wyprowadzonych
w § 10 z zatozenia stromego maximum dla f (). Czy zatozenie to pozostaje
wazne w ogdlnym przypadku, nie wiemy, gdyz wiadomosci nasze o wewngtrz-
nym mechanizmie cial materyalnych sq nadzwyczaj szczuple. Z rachunku
wynika jednak, ze dla dowodu twierdzen 2)i3) w § 8 znajomo$¢ mecha-
nizmu jest zbyteczna, ze wynikajg one juz ze znajomosci pewnego jakoscio-
wego przebiegu pewnych funkceyj charakterystycznych.

§ 12. Cntropia. Wspomnieli$émy juz o zmianach, polegajacych na prze-
sunieciu punktu obrazowego w przestrzeni faz z jednej powierzchni energe-
tycznej do drugiej. Zmiany tego rodzaju uskuteczniamy dzialaniem pewnych
uktadéw zewngtrznych, ktére przejsciowo taczymy z ukladem danym. Dobie-
rajgc je odpowiednio i abstrahujac od dich, mozemy méwié o przemianach,
dokonanych bez zmiany mechanizmu w sposéb ciggly.

Wyobrazmy sobie, ze wartos$¢ energii ¢ danego uktadu ulegta zmianie
przy statych zewnetrznych parametrach . Z wzoru (53) wynika wéwczas

@) =T.dlog V. (79)

Przechodzgc teraz do badania zmian mechanizmu, zaktadamy, ze ukfad
dany ma energie e. Punkt obrazowy przebiega wdwczas powierzchnig ener-
getyczng

¢ (@ys- - Dy @) =¢. (80)

Ograniczamy sig przytem do jednego parametru zewngtrznego. Przy-
pusémy, ze w pewnej chwili, w ktérej faza danego uktadu jest ¢% ...., .0,

zmieniamy wplywem dziatani zewnetrznych nagle parametry wewngtrzne i ze-
wngtrzne o wielkosci 8¢,°% .., 0¢,°% ¢a, a energie o 4s. Mamy podéwczas

se= () p0r -+ (o) apet 4 (55 20 = Gt [T 20, 8D

‘Wykonywajac nieskoficzenie matg zmiane de energii ¢ za posrednictwem N
zmian elementarnych de, otrzymujemy, sumujac (81):

2w
E(vl}Ba
o

2
ds:(de)d—i————»g‘—;ﬂ«-.du. :

icm
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Zatézmy, ze poszczegdlne da sg sobie rowne. Woweczas kiadac

do=13ta=Nia,
- s (gvr)
sy _ = \ed), -
= 82)
mamy wedtug (79): 3
de=T.dlog V-5 . da. (83)

W definicyi wartosci éredniej (82) zachodzg fazy ¢, p° potozone na
rozmaitych powierzchniach energetycznych. Popelniamy jednak nieskor-
czenie maly blad rzedu drugiego, przyjmujac, ze fazy owe potozone sg na po-
wierzchni (80); zakiadajac dalej, ze zachodzg one, w sumie po prawej stromie
réwnosci (82), z czestoscia, z ki6ra reprezentowane sg w zbiorze czasowym,
napisa¢ mozemy wedtug (40):

?e do
g Jdaa v
50T do
5‘/’»717

Zwiazek (83) przypomina postaé pierwszej zasady termodyna-
micznej dla przemian odwracalnych. W Mechanice zatem statystycznej
entropie okreslamy jak nastepuje

S (e) = log ¥ (g) + const. . (84)

§ 13. Przemiang nieodwracalne. Przypusc¢my, ze temperatury uk1ad(?w
U, i U, sq nierdwne, a wiec, ze energie ich ¢, &, czynig zado$¢ warunkowi

T (o) # Ta (o) - (85)
Sprzegajac oba uklady cieplnie, kladziemy wedtug § 9 dla energii ukia-
du catkowitego
=g, | &y.

Zakladamy, Ze po pewnym czasie nastgpi stan stacyonarny, w ktérym
temperatura uktadu catkowitego wynosi T. Przeprowadzmy rozkiad uktadu
catkowitego na uktady sk}adowe Wedtug rozwazari § 11 energie prawdo-
podobne ¢ =@, i s,==e—a,, przypadajace ukladom skladowym, spel-
niajg zwigzek (73')

Funkcya (63) ma jednak wedfug § 10, 4° maximum w punkcie an. Wy-
nika stad, z uwagi na (73'), (85), (85'), nier6wnos¢
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[ (;1) Vs (gz) >T16) Vi(e)s

log 7, () -Flog T3 (2;) > log 7y (&) ++1log V7, (=a)-

Oznaczajac wiec przez S laczng entropie uktadéw U, i U, przed sprzeg-
nieciem cieplnem, przez 8’ prawdopodobng entropig po rozdziale ciepl-
nym, otrzymujemy nieréwnosc

lub tez

8 > 8.

Blizsza analiza mechanizmu kontaktu cieplnego, tudziez rozdziatu, usu-
netaby z twierdzenia wypowiedzianego pojecie prawdopodobieristwa.

ROZDZIAL 1V,

Metoda zbioréw kanonicznych.

§ 14. Zbior kanoniczng. Istniejg dwie drogi, ktéremi wprowadzi¢ mo-
zna do Mechaniki statystycznej tak zwane zbiory kanoniczne. Uzyjemy prze-
wszystkiem metody bardziej formalnej; w paragrafie nastepnym zajmiemy
sie druga bardziej fizyczna, nawigzujaca do pojecia zbioru czasowego.

Uklad dany nazywaé bedziemy uktadem rzeczywistym, dla odréznienia
go od innych uktadéw, tylko pomys$lanych, ktére wezmiemy pod uwage.

Niechaj energia ukladu realnego wynosi s*. Owd6z zbidr kanoniczny
stuzy do wprowadzenia pewnej funkcyi

8= (), (36)

w ktérej rozpoznamy péiniej temperaturg. Identycznosc tej nowo wpro-
wadzonej temperatury z temperaturg dawng 7' okazemy ponizej.

Funkeyg (86) okreslamy w sposéb nastepujacy. Po pierwsze wpro-
wadzamy zbi6r wirtualny (t. j. wielka liczbe N ukfadéw, mechanizmu iden-
tycznego z mechanizmem uktadu rzeczywistego), wyznaczony przez gestosé faz

b—elg, e Py

P=N.¢e % 87)

gdzie ¢ i % oznaczajg dwie state. Zbi6r taki Gibbs nazywa zbiorem ka-
nonicznym. Poniewaz wedtug definicyi

N=/[..fPdqg,..dp.,
zatem wedtug (87) = '
. B
¢

l=/..feV dg,..dp.=A[..[¢ ® dg,..dp,, A=6" (88)
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(88) wyraza zwigzek miedzy stalemi ¢ i &. Zbioréw kanonicznych jest
wiec oct.
Powtére zadamy, aby warto$é energii najczestsze] e, réwnata sie

energii danej uktadu rzeczywistego:
e = &%, (89)

Warunek ten wybiera jeden okreslony zbiér z ukfadu jednoparametro-
wego zbioréw kanonicznych. A zatem, jezeli dany jest mechanizm ukiadu
rzeczywistego, t. z. funkcya

SN (77PN Du)y

wowczas wzory (88) i (89) daja dwa zwiazki funkeyjne migdzy ¢, ¥, ¥, z kt6-
rych obliczy¢ mozemy funkcyg (86).

W powyzszem pojmowanitt zbiér kanoniczny, jako taki, jest konstrukeya
czysto matematyczna, pozbawions zgola interpretacyi fizycznej: uktady,
wehodzace w skiad tego zbioru, nie majg zadnego zwigzku z rzeczywistoscia.
Powiemy, Zze wyraza on tylko pewien sposéb matematyczny wprowa-
dzenia pewnej funkcyl waznej fizycznie.

§ 15. Obliczenie funkcyi ¥ =& (=*). Celem obliczenia temperatury, za-
pytajmy o liczbe uktadéw zbioru kanonicznego, kitdérych energia e zawarta
jest w przedziale e...e--de. Liczba ta—nazwijmy ja N.g (). de—wy-
nosi wedtug (87}, (41) 1 (42)

tdz Y=z AT
f.._/’Ne " dg,..dp.=Ne b~ de=Nen()ds.

Wiec
=9

g () = e-‘T. o(=). (90)

Szukajac teraz energii najczestszej e,, t. j. energii, dla kiérej g (c) ma
by¢ maximum, ktadziemy

{;E (e?“La - (E)) };:EMO-

Z uwagi na (89) mamy zatem )
5= 26 ©1)
o (%)
Pytamy teraz, czy zachodzi toZsamos$¢ nowookreslonej temperatury & z tem
peraturg T, wprowadzong w § 8.
Azeby na to pytanie odpowiedzie¢, rézniczkujemy (53):

‘((ZT?“ = %ﬁ (» 77— T';)) .
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Mamy zatem, ze wzgledu na wzér (42), (91) i (53),

ar V o 1
73~=1~— OT.TD'—].—*T.K}

Y — (92)

Rozumiejac przez e, energie kinetyczna i stosujac (52), przepisujemy
(92) w postaci

. T . T
_dTdsy | 2ds
dg; de n de
W zatozeniu, ze
dey
de

dla kazdego » pozostaje ponizej pewnej granicy, otrzymujermty

lim & =1T.
Zatem dla ciat stalych i gazowych, dla ktérych n jest liczbg ogromna,
praktycznie niema réznicy miedzy obiema definicyami temperatur.

§ 16. Zbiér kanoniczny, jako zbiér czasowy. W poprzedzajacym para-
grafie wprowadzilismy zbiér kanoniczny drogg formalng. Rozwazmy te-
raz, czy zbiory te mozna wyprowadzi¢ z pewnych fizycznie jasnych za-
tozefi.

Niechaj dany ukfad U o n stopniach swobody znajduje sig’w pota-
czeniu cieplnem z uktadem U’ o ' stopniach swobody. Okazemy, ze (dla
gazow idealnych) w granicy

lim o =0, (93)

zbiér faz, przez kidre w czasie przebiega uktad U (wzglednie, z punktu wi-
dzenia wytuszczonego w § 7, zbidr faz, ktéry daje przecigine identyczne
z przecigtnemi czasowemi), jest zbiorem kanonicznym.

Zauwazmy, ze dla czasteczki (uktad U) gazu (uktad U') z twierdzenia
powyzszego otrzymujemy zbiér kanomiczny jako czasowy. Jednak w kine-
tycznej teoryi gazéw utozsamia sig zbi6r czasowy ze zbiorem przestrzennym.
Zatem w przypadku rozwazanym wynika rozktad Maxwellowski dla czaste-
czek gazu.

(33) Zasady Mechaniki statystycznej. 87

Przechodzac do dowodu powyzszego twierdzenia, szukamy wyrazenia
dla liczby tych faz ukladu catkowitego U~ U’ (w zbiorze czasowym), w kio-
rych faza uktadu U lezy pomigdzy granicami

Qrr-v--s Pn
g+ dgy, .-

Liczba ta— oznaczymy jg przez Pdg, .. dp.— wynosi wediug § 10, 6°):

<y Pu - APn-
Q’ g )
Pdg,... dp.— "sg@'@ dq, ... dpa, (94)

przyczem e oznacza energie ukladu catkowitego, « energig ukladu U, odpo-
wiadajaca fazie g,,.....- , Pn, @ pochodng funkcyi

VE) =/ .[da.-dp.day...dp.
wzgledem argumentu, wreszcie o' pochodng funkeyi
vEN=/. Sdg ... dpd

Natomiast liczba faz uktadu catkowitego (U—-U') (w zbiorze czaso-

wym), w ktérych energia ukladu U zawarta jest w przedziale o....0--da,
wynosi wedlug § 10, 7°%
PR o
g@da=[ TPy .. ap.=""C S %%-‘1@ do. (95)

Zatézmy teraz, ze licznik (95)
o' (z — 2) o () (95")

ma jedno strome maximum, powiedzmy w punkcie . (por. § 10, 3°) i 4%).
Zatozenie to jest zgodne z prawda w przypadku gazéw idealnych.
Poniewaz z zalozenia maximum w miejscu o,, wynika, ze

{-d%{cu’ (e—2) @ (2) Hﬂjui)

zatem . .
— o (2—2n) © (2m) + 0 (e—0om) © (2m) =0. (96)
Ograniczajac sie do matych a— «,,, mozemy uzy¢ rozwinigcia
o (s —a) = o (53— tm) — (2~ %m))
= o' (e — &) — (%— %) o (e—9m).

Prace mat.-fiz., t. XXV.
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Wiec wedtug (94)
P=

o' (e — d,,N,) | o (e—aw) |

am T T ez

lub tez, z uwagi na (96),

=) [ o,y @ ()
P==gm U'"CT™aGl ©7)
Kiadac zatem stosownie do (89) i (91):
00 — 9 (a) (98)

® (an)

i uwzgledniajac, ze (97) wazne jest tylko dia matych o— a,, mozemy wzor
ten przepisal w postaci |
_ 208 py)

Les

P(g...., pn)= Ae LN (99)

przyczem wprowadzili§my statg
_ 9 e—am) 5 100
“1'—“’9(5')"6 (100)

Waznosé¢ wzort (98) musimy oczywiscie ograniczy¢ réwniez do prze-
dzialu matych a—ua,,. Reszta przedziatu fizycznie nie jest wazna, gdyz dla o
rézniacych sig znacznie od a., funkcya (95) jest, wedtug zalozenia stromego
maximum dla (95'), nieznacznie rézna od zera, t. z., liczba faz uktadu catko-
witego, w ktérych a znacznie rézni si¢ od o, jest nadzwyczaj mata.

Zbiér (99) jest na razie dwuparametrowy, zalezny od ¢id, t z. quasi-
kanoniczny, gdyz postal funkcyjna ggstosci (99) przypomina gestos¢ zbioru
kanonicznego. Bylby kanoniczny, gdyby byt jednoparametrowy i gdyby statg
A okreslat zwiazek postaci (88).

§ 12. (Cigq dalszy. W dalszych rozwazaniach ograniczamy sig do
przypadku gazéw idealnych. Udowodnimy, e, w granicy (93), para-
metr ¢ wypada, ze zbiér jest jednoparametrowy. Okaze si¢ przytem, iz 4
spelnia zwiazek (88). Zbidr rozwazany jest wiec w granicy kanoniczny.

Statag 4 obliczamy wedtug wzoru (100). Z uwagi na (98) i (48) wynika
przedewszystkiem, pomijajac 2 wzgledem 7,

2
& = Om, (101)

Oznaczajac przez Ci C' dwie state, mamy, wedtug (48)

(39) Zasady Mechaniki statystycznej.- 89
1o
o' () = (]’.% g2 l, ]
(102)
Zatem wediug § 10, 2%
: [ 2y
9(5):/&1(@) o' (z—a)da=CC' QZ" ’ a?  (e—a)>  da. (103)

§ o

Stosujac wzor Stirlinga, napisa¢ mozemy

e 2 . —— et
.5 5=1 Iz s & |2
1 =d[ 2 (e—d) du= g {i;?,;’) , (104)
gdzie
L= 105
n a8 ( )
Poniewaz za$ z (96), (102) i (105) wynika, ze
e Oy |
[ (109)
przeto przepisujemy (104) w postaci
Lk
Y= 1;7; Sy, C ,
=Tire  © (107)
p2
A wiec z uwagi na (101), (102), (103) i (107) otrzymujemy wedtug (100):
(12 1 e fema i
=0 e R G )
lub tez z uwagi na (106)
1 2 1 = 1{e\2
A== T Fe (T) ”
Przechodzac do granicy (93), mamy wedlug (105)
2 1 (e
4.0= = (77_»m ) . (108)

Obliczmy z drugiej strony catke
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2(qys -y Pp)

J=[..fde % dg;... dpx (109)
rozciagnieta do calej przestrzeni faz:

o % dV ()
J:Of;ie R P do.

Z (42) 1 (102) wynika
J:;’I:AC/G g”-’;l—lda' (110)
Q0

Jednak liczba n jest ogromna. Stosujac przeto wzoér Stirlinga, otrzy-
mujemy

noo#

Jetart=Vus (&) " 111y
Ze wzoréw (101) i (108) —(111) wyptywa
S fAe Vdg, .. dp.=1 (112).

Widzimy wiec, ze, gdy przechodzimy do granicy (93), z lewej strony
réwnosci (100) wypadajg funkcye, odnoszace sig do uktadu U': statg 4 wy-
znacza bowiem zwigzek (112), w ktérym zachodzg wyltacznie funkcye wiasci-
we uktadowi UJ. Wzdér (99) facznie z zwiazkiem (112) okredla zbidr kano-
niczny.

§ 18. Cmtropia. Potézmy
n=— " (113)

oznaczajac kreskg poziomg wartosci przecietne w zbiorze kanonicznym, wy-
prowadzamy z (113) natychmiast
e= ¥4 (114)
Rézniczkujgc wzor ten, znajdujemy
de=%dn+qd¥+do. (115
Z drugiej strony, rozniczkujac zwiazek (88), wazny dla kazdego 7'i 4,
mamy

b—s — de
gl b=t gy

1
) &ﬁdal,.. dql..d_p":OA

(37) B ] Zasady Mechaniki statystycznej. 91

Wyplywa stad wedtug (88)

dy  d¥ 1 %e

w0 — r@d@-...:@,
lub tez, z uwagi na (114),
ay  d¥- 1 3e _
—5——{——?}— =5 sa, da;,—...=0. (116)

Stosujac (116), przepisujemy (115) w postaci

Je

2a,

3 .
ds:&,dq-h&%dal{—.“—}- da,.

Zwiazek ten przypomina pierwszg zasadg termodynamiczng dla przemian
odwracalnych. Zatem entropia S jest

§ = 7 const.,

lub tez wedtug (113), gdy pominiemy stala,

)

i ‘ "
Je Pedg... dp. ) a3 (117)

fe Sdg, ... AP

Nastrecza sie teraz pytanie, czy nowowprowadzona entropia jest iden-
tyczna z entropig (84). Okazemy, ze w przypadku gazéw idealnych
tozsamos¢ ta zachodzi.

Z uzyciem wzoru (48) tatwo wynika, ze funkcya

'

e " o)
ma w przedziale 0....oc jedno strome maximum w punkcie
n
=y .
Podobnie funkcya o (¢) ma w przedziale 0...., ¢, Strome maximum

w punkcie ey.
Wedtug § 10, 3°) mozemy wiec z bledem malejacym, gdy = przy sta-
fej T zdgza do oo, napisaé
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{e—ﬁw(a).sds .
=l = (118)
{e— L (e) de
.
Podobnie mamy
/.e"% o () de .
L o 19)
/ o (g) de
0
Z drugiej strony wynika z (88), (41) 1 (42):
_vi e . i fj—~ s B L'!L l :m c;I
l:e‘*‘{e v dg .. dpn—es;fa 5 o) de=¢¥ l(;{_}—-f -

Dla wielkich #, t. j. dla wielkich e,, mozemy napisa¢

T »

d‘; ‘_‘E_
1=e§/€ Yw(e) de
0

lub tez, wedtug (119), (118) i (42),
b T

v . T(em).e" ¥,

1

tj.

%|e
|
dpl ® |

-+ log ¥V (em) =0.
- Z uwagi na (89) i (117) mamy wiec
S =-log ¥ (%).

Z rozwazan tych wynika, Ze pewien jako$ciowy przebieg funkecyi o
jest wystarczajacy dla okazania tozsamos$ci obu poje¢ entropii.
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ROZDZIAL V.

Uktady molekularne.

§ 19. Funkepa rozdzishi. Przypusémy, ze dany ukiad skiada sie z wiel-
kiej liczby n uktadéw sktadowych identycznego mechanizmu, o v stopniach
swobody (zbiér przestrzenny). Opatrujac kazdy ukiad sktadowy wskaznikiem,
oznaczamy krotko fazy poszczegélnych uktadow przez

o S A HE A 8 (120)
Ciag ten oznacza zatem faze ukfadu catkowitego. Zaktadamy, Ze ener-
gla E uktadu catkowitego jest sumg energij uktadéw skiadowych

E=e (g, )+ .- + e (g P9 (121)

Poniewaz zalozylismy, ze uktady skladowe sg mechanizmu identyczne-

go, przeto energie
R . = (qis pt)
maja te samg postaé funkcyjng.

Wyobrazajgc sobie 2v-wymiarows przestrzen faz ¢, p dla uzmystowie-
nia fazy kazdego uktadu skladowego zosobna (przestrzen czastkowa)
tudziez przestizen 2vmn-wymiarows dla uzmystowienia fazy ukiadu catkowi-
tego (przestrzen calkowita), w pierwszej umieszczamy n punktéw ob-
razowych, w drugiej jeden punkt obrazowy, przestawiajacy faz¢ (120) uktadu
catkowitego.

Rozdzielmy przestrzeri czgstkowa na pewng liczbe elementéw objgto-
Sciowych o objetosciach

AV, AVy,....

Jezeli poszczegdlne AV zawierajg wzglednie
Nyy Mgy oeeny (122)

punktéw obrazowych, innemi stowy, jezeli jest n; uktadéw sktadowych, kto-
rych fazy zawarte sg wewnatrz A V;, wéwczas powiemy, Ze rozdziat faz czast-
kowych jest ny, My, . ...

Oczywiscie mamy przytem
NNy =n. (123)
Ty == G AV;. (124)

Potézmy

W granicy gesto$é faz dana bedzie przez funkcyg
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lime =f(q, ), (124%)

a przez )

({)J flg, p)dgdp
dana bedzie liczba uktadéw skladowych o fazach, zawartych wewnatrz rozcig-
glosci (g).

Poniewaz zaleznosé miedzy faza ukfadu catkowitego a funkcya rozdziatu
jest jednoznaczna, przeto do kazdego punkiu obrazowego w catkowitej prze-
strzeni faz nalezy oznaczona funkcya rozdziatu f. Z biegiem czasu zmienia
sie jednak faza ukladu catkowitego, zmienia sie przeto w ogélnosci funkeya f.

Napiszemy wiec
f=r@ p, 0.

Zapytajmy teraz o warto§¢ przecigtng w czasie pewnej funkeyi F (D,
ktérej postac jest
F(ty=f[f(q p, D2, p) dgdp,

gdzie ¢ (g, p) oznacza funkcye dowolng fazy czgstkowej.
Biorac obustronnie przecietng w czasie, otrzymamy

Fity=/[ff(g o, t).%(q, p)dgap.
Obliczenie tej przeciginej sprowadza si¢ wigc do obliczenia przecigtnej

f, p)=jj_(g_,f_%,t_t)d_t

w zbiorze czasowym, zatem mikrokanonicznym, wzgl. kanonicznym. Obie
drogi prowadzg do tego samego rezultatu.

Poniewaz stosowanie metody drugiej jest tatwiejsze i bardziej przejrzyste,
przeto zajmiemy sig przedewszystkiem metoda zbioréw kanonicznych.

§ 20. Mletoda zbioréw kanomiczngch. Wspomnieli$my juz, ze danej fa-
zie ukladu catkowitego odpowiada oznaczona funkcya rozdziatu. Odwrécenie
tej zaleznosci jest wieloznaczne: danej funkcyi rozdzialu odpowiada pewna
liczba @ faz ukladu catkowitego, ktdrg teraz obliczymy.

Niechaj rozdziat uktadéw sktadowych bedzie dany przez cigg (122).
Energia E uktadu catkowitego wynosi wéwczas wedtug (121), jezeli przez &
oznaczamy $rednig energie ukitadéw skladowych, ktérych fazy lezg we-
wnatrz AV;

E=%Xn¢. (125)

‘Wyobraz'my sobie, ze ukiady skladowe opatrzone sg liczbami porzadko-
wemi. Liczba faz w zbiorze kanomicznym, zawarta wewnatrz rozciggtosci
faz (g), wynosi :

icm
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- .

S fe¥dgdpt... dgrdp. (1257
]

Rozwazajmy teraz rozklad, w ktérym pierwszych n, uktadéw sktadowych

lezy wewnatrz AT, nastepnych n, ukladow wewnatrz AV,, it. d. Liczba

faz uktadu catkowitego, w ktérych rozklad taki zachodzi, wynosi wedtug (125)

A—E

et ATYHAT)™...

Jednak na rozdziat (122) przypada
n! o=
[ 125"
nylnyl... (125%)
mozliwych rozkladéw rozwazanego typu. Mamy zatem
n! ok

= e ST AT

(125"

Biorac obustronnie logarytm i stosujac asymptotyczny wzor Stirlinga,
tudziez uwzgledniajac (123), otrzymujemy:

ro

— 1 — N 1. PYPRE T J R S —
log ® =nlogn — Y n;logn;+En logAls 5 o

Z uwagi na (124) mozemy wzor ten przepisa¢ w postaci

¢
—_

Iy -+ nlog m, (126)

logtb_—.—-ch,-logcp,-;\v;——-ﬁﬁ—i—

przyczem wedtug (125)
E =Yg Av. (127)

Jakiz rozdziat (122) odpowiada najwigkszemu ®? Pierwsza waryacya
wyrazenia (126) przy statych T, ¢, n, wynosi
g

Elog(I):——E(l—}—logcpi—{—% B A, (128)

Uwzgledniajac warunek boczny dn==0, tudziez wprowadzajac czynnik
Lagrange'a ), znajdujemy rozdziat ®,, %,, .., odpowiadajacy najwieksze-
mu P, kt6re oznaczymy przez @, ze zwigzku

1+>\+1ogf5i+%=o. (129)
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§ 21. Cigg dalszy. Z (126) wynika, ze Stosujac wreszcie (135), otrzymujemy:

. S (g — o) e Ay
P —Zigglogg; —g;logs;) '—\"i"“i"*l's' —

.= T (130)

Z uwagi na (129) mamy jednak
Widzimy zatem, Ze, dla wigkszych odchyleri od rozktadi najczgstszego,

F_ (';@ log s -1—%1 . s") Avi= — S A0, = —n (14+)) (131) @ jest niezmiernie mate w stosunku do ®,, ze zatem ogromnie przewaza
i podobri * rozdziat najczestszy. Utozsamiajac wiec przeciging wartosc funkcyi rozdziatu
1 podobmue < ) z wartoscia najczestsza, popeiniamy btad nieznaczny.
P (L log¢i + —%‘ e‘) Ap;=—n(14+N). (132) _ © Przechodzac do granicy, znajdujemy, wedtug (129) i (124),
o ‘ : - B
Z uwzglednieniem (131) piszemy przeto (130) w postaci f(g,p)=const.e % .
® s (W og 5 +<% i -J) Ao n (1) Eliminujac stata z warunku (123), otrzymujemy ostatecznie:
. ¢ s (133)
. m _sle
Kladziemy teraz - e
;= 0 = &, f=1———o—o—. (136)
Yi— Y Q. (g,
Ze wzgledu na zwiazek H=Ht (134) e e
— i1 B
log g, =1 i — . . N .
e 0g i~ log (1 + o ) ’ (135) § 22. UogGlmiemie. Rozwazania paragrafu poprzedzajgcego, stosujace
dzies ) . sie do ukladéw, dla ktérych energia catkowita jest sumg energi] uktadow
tudziez na wzor (132), otrzymujemy, wprowadzajac (134) do wzoru (133), sktadowych, mozna uogdini¢ do wkladéw, w ktérych zachodza dziatania
L wzajemne miedzy uktadami sktadowymi ™.
gz P l°g(1+?i> sa Zakladamy, Ze energie catkowita E mozna przywies¢ do postaci
lub, kiadac _ E=3Ymm;, (137)
% Avg=mn;, ¢ ‘
przyczem o )
B Ave= e — s s = ot (137)
& 1 oznacza wzajemng energig dwoéch ukladéw, zawartych w wngtrzu objetosci
5. I T . Av;idv;. W granicy, limAw =0, ciag wartosci %/ przejdzie na funkcye
14T ") '
( T 7 ) o o e=e(g, p; 4> P
L= a rzyjmie posta¢é
Kazde n; jest jednak ogromne, przeto mozemy napisac prayImE P
- E=[..[c(gpq'v) flgp) f(dP)dgdpadq ap'.
i — 1y i "i—;i
(1 =+ j;l'f) =e' 7, W przypadku rozwazanym dla liczby @ wedtug (137) i (126) mamy
- ng— 7y - (—my ’
(1 Ni—n\" gt : 1) Por. takze: J. Kroo. Zur statistischen Elektronentheorie der Dielekirizitat und
T ;) =eé m = ! des Magnetismus. Gottinger Inangural-Dissertation. Leipzig, 1913.
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y | S {
log® =— S log e A vy L X et g0 Avy Av, -+ n log n % (138)
Jednak z (137) wynika:
SE=XYeY3n.m % Xeliny. Sy,

lub tez, gdy zastosujemy (137),

SE=2Y3c"m0n, =X B;.dn; (139)
jezeli ! '
B=2%ein—25e g Ay, (140)
J J

Zatem, pytajac o @, kladziemy wedtug (138) — (140)

dlog ® = — X (log ¢; 41 —|—€' Sy A
réwne zeru. Wyptywa stad

1+ log g 4 2 =0.
W granicy mamy przeto
ey
o L_g)
g, =G, (141)

b}
edgd
przyczem wedtug (140) I 7er

Elg.n=/l<pdp)f(d, p)ag ap'.
Wzor (141) jest zwigzkiem funkcyjnym, z ktérego nalezy obliczy¢ funkcye .

§ 23. Iflefoda zbiordw mikrokanomiczngch. Zbiér mikrokanoniczny jest
powierzchniowy w przeciwstawieniu do zbioru kanonicznego, przestrzennego.
Juz z uwagi, ze powierzchnia stanowi strukture matematyczna bardziej skom-
plikowana, niz przestrzed, wynika, iz stosowanie metody zbioréw mikrokano-
nicznych pofaczone by¢ musi z wigkszym naktadem rachunkowym.

W paragrafie poprzedzajacym widzieliémy, ze w zbiorze kanonicznym
kazdy dowolny rozklad reprezentowany byt liczbe razy wskazang przez wzor
(125"). Na dany rozdzial, odpowiadajgcy rozwazanemu rozktadowi, przypadata
liczba rozktadéw, wskazana przez (125). W zbiorze mikrokanonicznym nie
zachodzg wszystkie rozkiady, odpowiadajace danemu rozdziatowi, lecz tylko
te, ktérych punkt obrazowy, w catkowitej przestrzeni faz, lezy na powierzchni
energetycznej danej ukladu catkowitego. Poniewaz punkty te lezq w réznych
miejscach powierzchni energetycznej, a gestos¢ zbiorw mikrokanonicznego
jest niejednostajna, przeto liczba @ (por. § 20) nie bedzie miata prostej po-
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staci iloczynu (125"), ktérego jednym czynnikiem jest liczba przemian. Bliz-
sza analiza P. HertzaV, kiérej tu nie podamy, okazuje, ze w rezultacie wy-
nika funkcya rozdziatowa (136).

ROZDZIAE VI,

Zbiory niestacyonarne.

§ 24. Dginos¢ do réwnowagi staigsigcznej. Fundamentalny problemat
teoryi zbioréw wirtualnych, niestacyonarnych, problemat daznosci do réwno-
wagl statystycznej, jest wySwietlony w specyalnym przypadku uktadéw me-
chanicznych, ktérych catki sg wylacznie peryodyczne w czasie . Nieroz-
strzygniete jednak jest zachowanie sie uktadéw ogdlnych.

Ograniczamy si¢ zatem do ukladéw, dla ktorych krzywe faz w przestrze-
ni faz sg zamkniete. Poniewaz krzywe faz wyznaczone sg przez state 2. n—1
pierwszych calek ukiadu (9), a okres T jest w ogélnosci r6zny dla réznych
krzywych, przeto jest on funkcya postaci nastgpujacei

= T(Ev ';‘U EEEE "!"2"”7)'
Przypusémy teraz, ze daﬁy jest zbidér wirtualny, ktérego gestosé

oe=p (s Puy B) (142)
dla czasu £ =0 wynosi

Po (@i~ 2)=p(g- -+ Pns O). (143)
Obliczajac, z uzyciem uktadu (28), catkg liniowg

[ 00 (@15~ s Dn) Bdzna,

rozciagniety wzdtuz dowolnej krzywej faz, okreslonej przez dowolne state dla
pierwszych catek =, &y, ..., d2.— iktadac

1) Gott. Nachr. 1913.

% J. Kroo, Uber den Fundamentalsatz der statistischen Mechanik. Annalen d. Physik
34, 1911. .

F. Hasenohrl, Uber ein Theorem der statistischen Mechanik. Ber. d. Akad. d. Wiss.
n Wien. 1911,

P. u. T. Ehrenfest, Encyklop. d. Math. Wiss. 4. Por. takze P. Ehrenfest, Wie-
ner Ber. d. Akad. d. Wiss., 1906.
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S a1 144
T (4
okreslamy funkcye i
o ps =1, b1y -5 D2n2),
lub, doktadnie piszac,

ps:f’(e((zl: oty p")’ et ')5{)#(QI! LR pn)- (145)

Gestosé (145) okreslona jest jednoznacznie przez warto$¢ poczatkows
(143). Wedtug (35") odpowiada jej réwnowaga statystyczna. Owéz daznos¢
do réwnowagi statystycznej wyraza nastepujace twierdzenie, ktérego dowo-
dem nie zajmiemy si¢ w tem miejscu.

Niechaj (g) oznacza dowolng rozciagtodé faz. Wowczas

Jim f-(-)-./'p(ql, co Duf) Ag dpn=f2-)-./'9.~z (@s - Dn)Ay-. dpu (146)
=T 0 g

jezeli okres T' nie jest tozsamo$ciowo staty.

Zwigzek (146) zawodzi dla uktadéw, ktérych okres 7' jest tozsamoscio-
wo staly. W tym przypadku rozktad gestosci (143) wraca co czas 7': uklady
takie nie okazujg daznosci do rownowagi statystycznej. Przypadki te wy-
taczmy z dalszych rozwazan.

§ 25. Sunkcye przeciene. Uwazajmy funkcye czasu okreslong jak na-
stepuje )

przyczem F jest funkcyg dowolna gestosci (142) a catka rozcigga sie wzdiuz
calej przestrzeni faz, lub wzdluz niezmiennej rozciggtosci faz. Ponie-
waz p spelnia réwnanie rézniczkowe (24), przeto réwniez F (p) jest catks te-
goz réwnania; zatem wedtug § 3 catka (147) jest niezmienna, t. z. dla kazde-
go ¢ mamy
W () = const.

Okreslamy teraz funkcyeg

P=P(g ... pat) (148)

w sposéb nastgpujacy. Umieszezamy w przestrzeni faz q . p sieé elementéw
objgtodciowych Aw i kiadziemy wewnatrz kazdego Av

A[' plgy-. pat) dv '
L=y (148")

przyczem p oznacza dowolng gesto$é zbioru wirtualnego. (148) jest wiec
funkcyq nieciggla miejsca lecz ciagig czasu.

icm

SO Zasady Mechaniki statystycznej. - 1o

Funkcye postaci .
S [F(P)dg,... dp,

sa, w przeciwstawieniu do (147), zalezne od czasu.
W dalszym ciggu wyk}adu zajmiemy sie funkcyg

J..[PlogPdg,...dps.,

ktéra w granicy dla lim Av =0, w przypadku zbioru kanonicznego, przed-
stawia wedtug (117) i (87) entropie. .

§ 26. Twierdzenia pomocnicze. 1°) Niechaj
p=0{q, .- pet)
oznacza dowolng gestos§¢ zbioru wirtualnego,
P=Pl(g,,.-, Du, D)

gestosc okreslona, jak w paragrafie poprzedzajacym, wzorem (148').
Dia kazdego czasu ¢ mamy wéwczas

S felogpdg,...dp.=[f...[ PlogPdy, ... dp, (149

przyczem obie catki rozciggniete sg wzdtuz calej przestrzeni faz. Polézmy

. P—ot,
p=ei. (150)
n— H:"s,

z definicyi P wynika przedewszystkiem dla kazdego Av zwiazek
Aj’ eftidg, .. dp.= €8 fdg,..dp,. (151)
v Ay
Poniewaz H jest stala wewngtrz Av, przeto mnozac przez H, otrzymujemy

Aj"e'#ﬁﬂd.q,..dp,, :A_/'eHqu, e dp,. (152)

Sumujac (151) i (152) dla wszystkich Aw, otrzymujemy
S fetEdp, . . dp.=[..[ e . Hdg,..dp. (153)
S f(1—e) efdg, .. dp,=0. (154)

Nieréwnos¢ (149), ktérg wedtug (150) przepisa¢ mozemy w postaci


GUEST


102 Jan Kroo. o (48)

S f Bt ettedg .. dp.= .. [Het dgy .. dpn
z uwagi na (152) przyjmuje postac
./“ / 'fPeH‘H dQ1 . d_pn ; O,

1ub tez, po uwzglednieniu (154),

S (e —er 1) Rdg, . dp.z 0. (155)

Wynika stad natychmiast prawdzi\‘vos'c' nierownosci (149), gdyz wyrazenie w na-
wiasie pod calka (155), réwne zeru dla =0, jest dla kazdego ¢ dodatnie.
2%). Niechaj
p=0(-- )
oznacza dowolng gestos¢ a

Ps =05 (@ - - Pw)
gestos¢ okreslong wedtug (144).
Dla kazdego czasu ¢ mamy wiwczas

) S felogpdg, .. dpn=[..[fpslogpsdg, .. ADn. (156)
Kladziemy
logps =R (s, G-+, $20-2)
logp=r
r—R=rx.

Wedtug (144) dla kazdej krzywej faz S mamy
Sttt ddo, = €* [ ddyui;
® j

mnozac obie strony réwnosci tej przez

Bz, b, boa2) A, - -, doa2) de .. ddons,

gdzie A coznacza wyznacznik (29) i catkujac wzgledem calej przestrzeni, otrzy-
mujemy z uwagi na (28")

[ ferttRdg,...dg.=[..fe".Rdgq,... dpu.
Zatem, analogicznie do (155) wynika
S S r—et1)etdg,.. dp,> 0. (157)

Widoczng stqd jest 1zeczg, Ze nieréwno$¢ (156) jest prawdziwa, gdyz funkcya
w nawiasie pod catkg (157) jest dla kazdego » dodatnia.
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§ 27. finalogia do przemian termodymamicznych nieodwracalnych. Niechaj
o =00 (¢ > D) =[P (@1 - -, Das Dh=o
oznacza dowolng ggstos¢ zbioru wirtnalnego w chwili # =0, natomiast
b =05 (Q1s - - 10)
Py =P, (1, - Pu)

funkcye obliczone z gestosci p, wediug (144), wzglednie § 25 gestosé, a P
obliczong wedtug (148) z gestodci p..

Stosujac twierdzenie 1 w § 26 do gestosci p; otrzymujemy:
S fologpedg ... dp.= [..[ PylogPdg, .. dpa.
Twierdzenie 2 daje dla chwili Z=0

S-S logeadgy ... dpa= [.. [ plogp: dyg;, .. dpa.
Zatem

[ S loge,dg, ... dpn= [.. [ plogpsdg .. dp.

= /f..[PlogP.dgq, .. dp.. (158)
Poniewaz wediug definicyi
lim P = p
Ae=0

przeto obierajac dostatecznie mate objgtosci Av, moZemy catke

[ [ Pylog Pydg,.. dp. (159)
dowolnie zbliza¢ do catki
S-S pologp,dgy ... dpa.

Przypuscmy, ze sie¢ elementéw AT jest tak drobna, iz catka (159),
mniejsza od catki pierwszej w (158) wedtug twierdzenia 1 w § 26, lezy mie-
dzy catkg pierwsza a druga w wzorze (158). Otrzymamy wowczas we-
dtug (158)

[ fPylogPydy .. dpaz [.. [ Pilog Pedgy .. dpa.

Jednak z uwagi na (146)
lim P =P,
f=on
a wiec
lim [..[Plog Pdg,... dp. < [..[ Pylog Py dg, .. dpr.

=23

7%
Prace mat.-fiz,, t. XXV.
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