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Zasady Teoryi Promieniowania.

(Principes de Ia Théore du Rayonnement).

Rozdziat pierwszy.

§ 1. Promieniowanie frwate. Wiemy dotychczas stosunkowo mato
o prawach zjawiska emisyi, czyli wysytania promieniowania przez ciala ma-
teryalne. Ograniczamy si¢ zazwyczaj do szczegdlnego przypadku, ktéry
w dzisiejszym stanie Nauki jest niemal jedyny dostepny ilosciowemu badanin.

Wyobrazmy sobie pewien uklad materyalny A i przypuscmy, ze ten
uktad emituje w czasie d¢, w postaci promieniowania, pewna ilogé energii
4L, pobierajac jednoczesnie ilosé ciepta d@ z otoczenia. Oznaczmy przez U
energie uklada 4 i, stosujgc zasadg oznaczonosci pracy, zatézmy, ze U jest
funkcyq temperatury T oraz innych zmiennych Qs Gos g gevnn- , ktore wy-
znaczajq stan vktadu. Mamy

(1) A8 —dLl=aU(T, qi, g3, G5+ ... )-
Temperatura T i zmienne ¢q,, gq, g5...... , wogole mdéwiac, sq zalezne od
czasi:

v ar {47 2V, da, 23U doy 3U
@) {ZU_(’”] it o1 T 4 8q1+flt ag, " T
W szczegdluym przypadku promieniowania stacyonarnego czyli - frwalego
temperaiura i pozostate zmienne niezalezne nie zmieniajg sie z czasem; wow-
czas dU =10 a zatem:

(3) 3Q=dl;

promieniowanie jest wysylane wylacznie na koszt zewnegtrznego doplywu cie-

Prace mal-fz, t. XXIV. l
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pla z otoczenia. Podobne promieniowanie, ktére pierwszy G. Kirchhoff:®
rozwazal, nazywamy dzisiaj cieplnem albo jeszcze, za R.v. Helmholtzem®,
temperaturowem promieniowaniem, u

Jezeli, podczas zjawiska emisyi, dokonywajg sig jakiekolwiekbadz zmia-
ny w fizyeznym lub chemicznym stanie ciata, ktbre wysyla promieniowanie,
wowczas, jak wynika z podanego okredlenia, promieniowanie nie moze by¢
trwate. Jezeli zatem (jak w dalszym ciagn)} ograniczamy si¢ do przypadku
promieniowania trwalego, musimy wowczas wylqezy¢ z uwagi zjawiska fluo-
rescencyi, fosforescencyi, chemicznej, mechanicznej czy elektrycznej lumine-
scencyi i wogéle wszelkie przyktady t. zw. ,jarzenia sig“ 9.

§ 2. Zaloienia. Wiemy, ze calkowite promieniowanie rozpada sig za-
wsze na promjeniowania elementarne, ktére roznig sig dtugoscig fali, zatem
okresem i czestosciq drgania. Ograniczamy sig w tej chwill do rozirzqsania
jednego z owych elementaruych promieniowafl. Przypusémy, ze rozwazamy
promieniowanie, ktdrego czestodé miesei sig w granicach

a - noi n4-dng

nazywamy je wdwcezas dla skrocenia n-promieniowaniem. Jezeli bierzemy
na uwage promienjowanie, ktérego diugosé fali jest zawarta pomigdzy

hdh,

méwimy ¢ niem wowczas jake o ,A-promieniowaniu. Ograniczywszy pro-
mieniowanie do jakiegokolwiekbadZ nieskoniczenie matego widmowego za-
kresu (jak tego daliSmy w tej chwili przyktady), poczytujemy je za mono-
chyomatyczne. ‘

We wszystkich rozumowaniach niniejszych bgdziemy przypuszczali, Ze
promieniowanie, ktére roztrzasamy, biegnie przez oéredek doskonale izotropo-
wy. Wryobrazmy sobie na chwile, ze pewien promiefi biegnie w dodatnim
kierunku osi Oz prostokgtnego prawoskretnego ukladu osi spéirzednych
Oxzywz. Poniewaz wylaczylismy z uwagi przypadek aelotropowego osrodka,
przeto mozemy powiedzied,. ze drgania elekiryczne w tym promieniu odby-
wajg sie w plaszczyznach, réwnolegltych do plaszczyzny Oxy. Rozkladajac
je w tych plaszczyznach na drgania, skierowane wzdiuz osi Ox i wzdiuz osi

@ L a

1y Untersuchungen fiber das Sonnenspekirum und die Spektren der chemischen Ele-
mente, Berlin 1862, Przedrukowane w ,Cesammelie Abhandlungen®, Leipzig 1882, sir. 571
i nasiepne.

%) Die Licht- und Wé4rmestrahlung verbrennender Gase, Berlin 1890,

3 Aug, Witkowski, Zasady Fizyki, tom dmgi, wydanie dmgie, Warszawa 1908,
§ 229, sir, 641.
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O_y, mozemy tozwaza¢ zosobna kazde drganie skladowe. Zajmujac sie drga-
mem, skierowanem naprzykiad wzdiuz osi Oz, mozemy wyrazaé sig tak, jak
gdybydmy mieli do czynienia z promieniowaniem liniowo spolaryzowanem,

§ 3. Tateienie promieniowania. W miejscu, przez ktdre nieustannie,
we wszystkich kierunkach, przebiega promieniowanie, wyobrazmy sobie nie-
skoficzenie maly element powierzchowny 4.8, do kidrego normalna oznacz-
my przez N. Uwazajmy stozek, ktérego wierzchotek znajduje sie w punkcie
0, wybranym dowolnie w elemencie dS; w przypuszezeniu, Ze kgt otworu
poty$lanego stozka jest nieskoniczenie maty, oznaczmy ten kat przez d'%.
Ilos¢ energii, ktérg w czasie d¢ przenosi przez d§ liniowo spolaryzowane
n-promieniowanie, wypetniajace stozek d ¥, mozemy uwazaé za proporcyo-
nalng do d#, do 4.8, do dV¥, oraz do dostawy kata, powiedzmy 6, kidry
tworzg ze soba: of stozka i normalna N do elementu 48. Mozemy zatem
napisac te ilos¢ energii w ksztalcie nastepujacym:

&y . dtdSdWdn cosd J,,

gdzie wielkos¢ J,', zwana nafegeniem liniowo spolaryzowanego n-promie-
niowania, moze zaleze¢ od chwili i od miejsca spostrzezenia, od kierunkn
w przestrzeni osi stozka d¥, od wybranego przedziatu spekiralnego, wresz-
cie od stanu, wiasciwosci i natury odrodka, przez kiory promieniowanie prze-
biega, oraz cial, ktore z tym osrodkiem pozostaja w stosunku fizycznym.

Jezeli uwazany promier jest dowolnie spolaryzowany, dodajemy do sie-
bie natezenia, odpowiadajace drganiom sktadowym w kierunku osi Oz oraz
w kierunku osi Oy. Oznaczajac teraz przez J,) oraz J," t. zw. nofedenia
gidiwne, otrzymamy natezenie wypadkowe J z réwnania

@ T={ an (3 + 7.
;

Jezeli promieniowanie jest (pozornie) niespolaryzowane czyli zwyczajne lub
naturalne, mamy J,’ =.J,"; piszac za kazde z tych natezen J,/, many

(3) J=2 [ and,.
;

Przypusémy, ze dW jest utworzony: przez dwie ptaszczyzny, poprowa-

- dzone przez normalng N do dS i zawierajace pomigdzy sobg kat dwuscienny

dw; oraz przez dwie powierzchnie stozkowe, zatoczone dokota N jako osi,
powierzchnie, ktérych katy otworu sg 0 oraz 6 -+ d8. Wéwczas
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(4) AW = do d6 sin 6.
Ilos¢ enesgii, dana przez poprzedni wzér (1), staje sie w tym przypadlu réwna
)] dtdSdndedd sinb cosh J, .

llo$¢ energii, ktdrq w czasie df przez 48 przenosi liniowo spolaryzowane
n-promieniowanie, biegnace od elementu ¢S w sirone, w kitrg kieruje sie
normalna N, wynosi zatem

Az w2

(6) didSdn f [d(pdﬂ sinf cos§ J, l

0 0

w szezegoluym za$ przypadku promieniowania jedmosiajnego, w kidrym
o nie zalezy od ¢ ani od 6, wynosi '

(7) zdtdSdnJ,.
ltoczyn nJ,)' nazywamy zdolnoseiq emisysng Bl
(8) E,;! === ﬁJn,

elementu powjerzchownego @8, w strong normalnef N, dla liniowo spolary-
zowanego #-promieniowania,

Zajmowalidmy sig dotychczas promieniowaniem, ograniczonem do za-
kresu widmowego, ktdry rozcigga sig od czgstosci n do czestosci n4-dn.
Jezeli okreslimy inaczej zakres uwazanego promieniowania, zamykajac je na-
przyktad w granicach A oraz X 4-di diugosdci fali, wowczas natezenie tego
)-promieniowania bedzie

2nc
® S = S
gdzie ¢ jest predkoscig rozchodzenia sie uwazanego promieniowania w ogrod-
k.u.. Zdolno$¢ emisyjna elementu @8 w strone normalnej N, utworzona dla
liniowo spolaryzowanego A-promieniowania, wynosi podobnie

(10) ‘ EK’ = ﬂvjl! == ?%Z_G En,-

& 4. Gestos¢ promieniowania’. Wyobrazmy sobie nieskoriczenie maty
element objglodciowy @, przez ktéry promieniowanie przebiega nieustannie,

. % M. Planck, Vorlesungen iiber die Theorie der Wirmestrahl Leinzi
§§ 221 23. ‘ rahlung, Leipzig 18906,
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we wszystkich kierunkach. Wybieramy w nim dowolny punkt O, w ktdrym
umieszczamy §rodek powierzchni kulistej, zatoczonej promieniem v o skoii-
czonej dtugosci. Uwazajmy dowolny element d 8 powierzchni kulistej. Przez
ten element biegna promienie we wszystkie stromy; pomiedzy innemi biegnie
przezefi wigzka promieni, obejmujacych element Q. W tej wigzce wyobrazmy
sobie stozek promieni, ktdrego przeciecie poprzeczne, w odleglosci # od 45,
niechaj nazywa sig 5. Nieskoficzenie maty kat otworu tego stozka wyno-
sia/7e.

Uwazajmy liniowo spolaryzowane n-promiemiowanie, biegngce od @8
i wplywajace do Q, przez pomieniony stozek o kacie otworu s/ ¥?, w czasie
dt. Todé enetgii, ktorg niesie to promieniowanie, jest réwna

) drasdn 5 JI;

o czem przekonywamy sig z formuty (1) § 3-go, zwazywszy, Ze owczesny kat 8
jest réwny zertt w obecnym przypadku.

Przypuéémy, Ze ograniczenie elementu € wycina diugosé » w tworza-
cych stozka. Potrzeba czasu kfc, azeby promieniowanie przebyto droge 7;
kazda zatem upatrzona iflo§¢ promieniowania pozostaje przez okres czasu
hje w obrebie elementu %. Uwazajmy teraz przedziat przestrzenny a7.
Przebywa w nim trwale tyle energii, ile jej naptywa przez czas przebywania;
a zatem trwala zawarto$é energil w przedziale oA wynosi

o

h f
(2) asSdn o g .
Stad dalej wnosimy, Ze zawartos¢ w jednostce objetosci czyli t. zw. gesiosd
liniowo spolaryzowanego, biegnacego od 48, n-promieniowania, jest rowna

@ T s

i

catkowita za$ gestos uwazanego n-promieniowania wynosi w punkcie 0

__dn as .,
(4) tn Uu’ == —C_ f" Jn;

33

gdzie catkowanie rozcigga si¢ do powierzchni kuli. Jezeli promieniowanie
jest jednostajue, J, nie zalezy od kierunku promienia; wowczas zatem

4m
r— r
(5) Ul = . Ju



6 ~ Wi Natansan. (6)

Jezeli promieniowanie jest naturalne, gestosé catkowita wynosi

© U=2fdn U

0

Bedziemy czesto pisali, ktadac U, = 20!
%) U= [ dn U,.
d

W razie, gdy promieniowanie jest naturalne i jest jedunostajne, ktadziemy
Jo = 2.1,' i otrzymujemy z (5)

(8) Un == 'L!.E Jﬂ 3
‘ ¢

nadto z (7), z (8) oraz z (3) § 3-go wnioskujemy, ze
9) U= flai"i J.

§ 5. Zdolnosc emisgina. Wyobrazmy sobie nieskoficzenie maly element
materyainy 4@, ktéry wysyla promieniowanie. Przypusémy, ze dzieki na-
turalnemu m-promieniowanin, ktére w cbrebie stoika @W wysyla, traci on
w czasie df nastgpujacy ilosé energii:

) - At AR dV dne,.

Nazywamy e, zdolnosciq emisyjneg elementu, obliczong dla n-promieniowa-
nia, wkierunku stozka dW. Zdolnos¢ ta zalezy, wogéle méwiac, od kierun-
ku promienia, od chwili, od wybranego spektralnego przedziatu, od natury
ofrodka, od stanu elementu, z ktérego promieniowanie wybiega. Jezeli e,
nie zalezy od kierunku promienia, igczna emisya elementn 49 we wszystkie
strony wynosi, w czasie d¢, dla naturalnego n-promieniowania

o)) drdidQdne,.

WyobraZzmy sobie teraz os$rodek jednolity i izotropowy, ktdry jest oto-
czony ostong nieptzenikliwg dla ciepta. Przypuscémy, ze ten osrodek znajduje
sig w spoczynku i ze osiggnat (po uplywie niewiadomo jak dtugiego okresu
czasu) stan doskonatej termodynamiczne] rdwnowags, stan, w ktérym tempe-
ratur_a wszystkich elementdw osrodka przybrata wartose niezmienng i jedna-
kowg. Zdolnoé¢ emisyjna e, elementu nie moze by¢ wowczas zalezna od
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chwili spostrzezenia, ani od kierunku promienia, ani od wyboru elementu @£
czyli od jego miejsca w ofrodku. Gdy zatem wspomniane warunki réwno-
wagi sg spelnione, zdolnos¢ emisyjna danego ofrodka jest okreslona przez
czesto§é wybrang n 1 przez temperature o$rodka T.

§ 6. Zdolnos¢ absorbeyjna. Wyobrazmy sobie, jak wyzej, osrodek jed-
nolity, izotropowy, spoczywajacy, adiabatycznie otoczony i przypuscmy, Ze
ten ofrodek osiggnal juz stan doskonatej termodynamiczne] réwnowagi.
Upatrzmy pewnailo§¢ n-promieniowania, ktérego pierwotns energia wynosita
E i przypusémy, ze ono w lonie oérodka odbyto droge dz. Wedlug znanego
prawa, ktére Bouguer i Lambert ustanowili w XVlll-em stuleciu, stosu-
nek dE/E, gdzie dE jest zmiang w ilosci E, wywotywang przez absorbeye
promieniowania w ofrodku na drodze dz, jest nieskoriczenie maty rzedu wiel-
kosci dz, jest niezalezny od odbytej drogi & i miezalezny takze od warto-
gci B, Mamy zatem

)] A =-—a, Edez,

gdzie o, oznacza wielko§¢ skonczong, ktéra (skoro terminologia statych cha-
rakteryzujgcych absorbeye nie jest Y ustalona) bgdziemy nazywali edolnosdeiq
absorbeying odrodka. Jezeli odrodek i stan, w ktérym on znajduje sig, czynig
zadosy¢ warunkom, wyrazonym na wstepie artykutu, zdolnos¢ absorbcyjna
moze by¢ jedynie zalezna: od natury osrodka, od jego temperatury T' oraz od
wybranego spektralnego przedziatu, okresionego przez wartosc czestodei drga-
nia n.

§ 7. Prawo réwnowagi. Ograniczajac sie (jak odtgd bedziemy to za-
wsze czynili) do roztrzasania jednolitego, izotropowego, spoczywajacego,
cieplnie odosobnionego odrodka, ktéry znajduje sig w stanjie réwnowagi ter-
modynamicznej, porownywamy za G. Kirchhoffem absorbcye i emisye ele-
mentu osrodka. Powracajac do konstrukeyi, kt6ra postugiwalismy sig wyzej
w § 4-ym, uwazamy ? ilos¢ energil

(1) atdSidn % Ji s

ktéra. w czasie ¢ przynosi liniowo spolaryzowane f-promieniowanie, po-
chodzace od @8 i wplywajace do elementu Q@ przez stozek o kacie otworn
¢/rt, Jak powiedzieliémy w powolanym artykule, energia ta odbywa droge &
w granicach elementu £; z catkowitej zatem naplywajace] iloéci energii (1)
tylko nastepujacy utamek zostanie pochtonigty w granicach elementu £:

Yy Zeob, H. Kayses, Handbuch der Spectroscopie, Band 1II, Leipzig 1905, §% 5-T.
2} M. Planck, Voresungen, §§ 25 1 26.
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(2) atdsSdn % g hay,.

Tworzymy teraz wszelkie podobne ilosci, ktére otrzymujemy dla wszelkich
mozliwych stozkéw powyzszego typu, przecinajacych sie z elementem £.
Catkowita energia liniowo spolaryzowanego #i-promieniowania, absorbowana
przéz element & wczasie d¢, wypada rowna

3 dn dt dn @ J.) a,.

W przypuszczeniu promieniowania naturalnego, ostateczna czyli wypadkowa
ilo&¢ energii wszelkich czestosci, absorbowanej w czasie d¢ przez element @,
wynosi

(=

(4) Az diQ f dn J, o

0

Powiadamy skadinad, ze, wedtug zalozerl powyzszego art. b-go, energia natu-
ralnego promieniowania wszelkich czestosci, wysytana przez element @ w cza-
sie df, jest dana przez

®) 4% dt Q [ dn s
6
Otrzymujemy zatem nastepujgce réwnanie jako warunek réwnowagi

(6) fcm (T o — £4) = 0.

"Mozemy roztozy¢ to rownanie spektralnie, jezeli uczynimy pewne nowe
zatozenia. Wiemy, ze w procesach absorbcyi i emisyi materya okazuje zdol-
no$¢ - przeksziatcania promieniowann pewnych okredlomych czestosci na pro-
mieniowania innych czesto$cl, Lecz przeksztalcanie sig takie nie dokonywa
sie nigdy w prézni, w otoczeniu $cian doskonale odbijajacych i spoczywaja-
cych, nie dokonywa sig zatem nigdy bez spétudziatu materyi. Kierujac sig ta
wiadomoscia, przypuszczamy, ze przeksztalcanie si¢ promieniowan jednych
czestosei na promieniowania iniych czestosci nie odbywa sie nigdy samoist-
nie w prozai, 1. j. nie dokonywa sig, nawet w tonie ciat materyalnych, w nie-
zajetych przez atomy zakresach przestrzennych; Ze po za koleja transformacyj,
na ktérych emisya i absorbeya promieniowania przez ostatnie czgstki materyi
polega, ono jest wogdle niemozliwe.

Wyobrazmy sobie, ze w powyZszem rdwnaniu ('6) mieliby$my J, 0> e
dla pewnych n-czestodel, ze natomiast dla innych czesto$ei zachodzi nierdw-

icm
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nos¢ przeciwna, tak iz réwnanie (6) jest ostatecznie spetnione. Gdyby tak
byto, nier6wnosc J, o, ¢, musiataby spetnia¢ sig, dla n-czgstosci, we wszyst-
kich elementach odrodka, jak to wynika z twierdzed artykulow 5-go i 6-go.
Absorbcya uwazanego n-promieniowania przewazataby wowezas wszedzie
nad jego emisya. Poniewaz doptyw energii bezposredni, od promieniowan
innych czestodci, jest niemozliwy wedtug przyjetego przed chwila zatozenia,
przeto natgzenie J, uwazanego m-promieniowania nie mogloby w tym przy-
padku by¢ niezaleine od czasu i réwnowaga promieniowania nie bytaby mo-
Zliwa.

Dochodzimy zatem do wniosku, 2e: w osrodku jednolitym izotropowym,
spoczywajgcym, cieplnie odosobnionym, ktéry znajduje sie w stanie réwno-
wagl termodynamicznej, spetnione jest, dla kazdej czestosei %, réwnanie

‘ E’Pl
(7) Jﬂ = Eﬁ" E
w kidrem obiedwie strony zaleza jedynie od temperatury, od wybranego
spektralnego przedziatu craz od natury osrodka. '

§ 8. 1ogolienie. WyobraZmy sobie ukiad, zlozony z dwéch ciat jed-
nolitych i izotropowych; praypuscmy, Ze ten ukfad znajduje sie w spoczynku,
ze jest cieplnie odosobrniony od Swiata zewngtrznego i ze osiggnat juz stan
doskonatej termodynamicznej réwnowagi. Bez wzgledu na nature powierzch-
ni, kidéra oddziela od siebie ciafa ukladu, obowigzuje wowczas warunek rdw-
nowagi nastepujacy:

®2 W 22 @

(1) Gn Jn - c-n :I“ H
L - (1) 2) dk P d - . _ . - . J_(l)
w ktérym ¢, ¢® sa predkosci rozchodzenia si¢ nm-promieniowania, JU

oraz J¥ natgzenia tego promieniowania w pierwszem i w drugiem ciele ukta-

du. Stad, w zwigzku z twierdzeniami trzech poprzedzajacych artykutdw, wy-
nika, ze agregat ¢,?J,, wprzypadku, do kiérego ograniczyliSmy sig, jest
funkeyg wundwersolng czestoscl m 1 temperatury T, niezalezna od natury
ofrodka, przez ktory promieniowanie przebiega:

@) ol =Fn, T).

Jezeli jednem z cial uwazanego ukfadu jest préznia, predkode c przef
staje zalezed od czestosci 1 przybiera wartosé fundamentalna:

(3) ¢y =3 .10 cm sek—*.

Twierdzenie poprzednie pozostaje wazne.  Pomyélmy dziedzine prozng, za-
mknigtg przez otoczenie materyalne spoczywajace, adiabatycznie odosabnia-
Prace mat.-flz,, L. XXIV. 1%
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jace, ktérego temperatura jest stata i wszedzie jednakowa: T. Dla jednostaj-
nego, zgota nieuporzadkowanego, doskonale zréwnowazonego promieniowa-
nia, ktére wypelnia te dziedzing, otrzymujemy

@) Jn:%,,; o, T);
0

zatem, wedlug § 3-go:

(5) Eﬂ——_% Fn, T)
0

oraz, weding § 4-go:

4
(G) n—'?oﬂ F (T’L, T)

Twierdzenia, ki6re przytoczylidmy w trzech poprzedzajacych i w niniej-

szym artykule, wyrazajg tres¢ rozleglego uogélnienia, zwanego pospolicie

prawem Kirchhoffa. Wypowiedzial je istotnie ten genialny myéliciel w po-
wolanej juz poprzednio, stynnej rozprawie 2. Niektére z pomigdzy tych twier-
dzefi bylty juz znane, przed hadaniami Kirchhoifa, An gstromowi, Sir
G. G. Stokesowi?, zwlaszcza zag Balfour-Stewartowi®. Clausius®

wyglosit nastepnie niektére wnioski, ktére mieszczq sig w prawie Kirchhof-

fa; wnioski te sprawdzil prof. M. Smoluchowski®.

Po$wiccono wiele nwagi poglebieniu i dalszemn uzasadnieniu, albo tez
uproszczeniu drég rozumowania, ktéremi postugiwat sig Kirchhoff; moze-
my tu tylko dorywczo wymienié @ niektére z pomigdzy tych prac.

1) Untersuchungen #iber das Sonnenspektrum, Berlin 1862; Gesammelte Abbandlun-
gen, Leipzig 1882, p. 571, ‘

% Por. Mathematical and Physical Papers, Vol. 4, Cambridge 1904 oraz przedmowg
Lorda Rayleigh do tomu 5-go, Cambridge 13905.

%) Transactions of the Royal Society of Edinburgh, Vel XXIL 1858.

4 Poggendorff’s Annalen, Bd. 121. 1864, Die Mechanische Winmetheorie, Braun:
schweig 1876, Bd. 1. Abschn. XIL

5 Comptes Rendus, 27 Juillet 1896; Journal de Physique (3) Vol b. p. 488. 1896.

8 H. von Helmholiz, Vorlesungen iiber Theorie der Wérme, hrsgbn von F. Ri-
charz, Leipzig 1903, p. 147,

E. Pringsheim, Verh. d. d. phys. Gesellschaft, Bd. 3, p. 81, 1901

P. Drude, Lehrbuch der Optik, Leipzig 1900¢. Abschn. 1. Kap. 11,

Wt Gorezynski, Prace mat-fizycane, Warszawa 1805, tom XVI, p. 113,

M. Planck, Verlesungen fiber die Theerie der Wirmesirahlung, Leipzig 1906,
Abschn. L

W. Wien, Encyklopidie d. Math. Wissenschaiten, Bd. V 3, Heft 2, p. 282, Leip-
zig 1909.
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§ 9. Uniosek. Wryobrazmy sobie dziedzing prdzng €, ograniczong
przez otoczenie materyalne M zamknigte, spoczywajace, cieplnie odosabnia-
jace, ktore utrzymujemy w temperaturze T, wszedzie jednakowej i z czasem
niezmiennej. Poprzednie twierdzenia bedg sie stosowaty, gdy uklad i zawarte
w nim promieniowanie osiggna stan zupelnej réwnowagi termodynamicznej.

Przypus§émy, ze graniczgca z préznig powierzchnia materyalnego oto-
¢zeniza M odbija doskonale promieniowania wszelkich mozliwych czestosci.
Wyobrazmy sobie, ze do prézni @, przed zamknigeiem otoczenia M, wply-
nelo promieniowanie dowolnego pochodzenia i dowolnego spektralnego skia-
du. Po zamknieciu otoczenia M, promieniowanie to znajduje si¢ w warun-
kach (ograniczenia i spoczynku, adiabatycznego odosobnienia, jednostajnosci
i niezmiennoscl temperatury), kiére sq konieczne, lecz nie sg dostateczne do
osiggniecia stanu zupelnej réwnowagi. PoniewaZ Sciany otoczenia Af majg
wlasnoéel powierzchni doskonale odbijajacych, promieniowanie, zamkrigte
w dziedzinie 2, nie znajduje si¢ w stosunku wymiany z zadnem innem pro-
mieniowaniem, pochodzacem od jakichkolwiekbgdZ obcych ciat materyalnych;
nie moze zatem wzbogacaé sig emisyq takich cial, ani dzigki ich absorbeyi nie
moze ubozeé, Jest to promieniowanie odosobnione, odcigte od dziatania ma-
teryi. Wedlug zatozenia, zawartego w pierwszem twierdzenit Kirchhoffa
(por. § 7), zadne z pomiedzy m-promieniowan czesciowych, ktérejkolwiek
czestosci, wehodzacych w skiad uwazanego promieniowania, nie moze w tych
wartinkach przeksztatcaé sie w promieniowania innych czgstosci; wymiana
energii pomiedzy temi skiadowemi promieniowaniami jest memozliwa. A za-
tem spektralny skiad promieniowania, zamknigtego w &, pozostanie na zawsze
niezmienny, taki mianowicie, jaki istniat przypadkowo pierwotnie.

Um6wmy sie, Ze kazdemu sktadowemu n-promieniowaniu, wchodzace-
mu w skiad uwazanego catkowitego promieniowania, bedziemy przypisywali
temperature, ktéra w przypadku osiagnigtej r6wnowagi odpowiadataby, we-
diug praw (4) i (6) Art. 8-go, przypadkowemu natezeniu lub przypadkowej
gestodei tego m-promieniowania. Mozemy wowczas powiedzied, ze dziedzina
0, w pomienionych warunkach, jest wypetniona przez rozmaite n-promienio-
wania, o temperaturach rozmaitych, wysokich i nizkich; mozemy powiedzied,
e te n-promieniowania, ktére przestrzennie sg ze sobg w zupelnodei zmiesza-
ne, kiére przenikajg sig i krzyzuja nawzajem, nie d4qza pomimo to wcale do
ze6wnowazenia sie, do wyrdwnania swych temperatur. Taki wniosek wyply-
wa z zatozenia, zawartego w prawie Kirchhoffa; a jakkolwiek zaloZenie sa-
mo przez sie moglo wydawaé sig oczywiste i niezbedne, wniosek jednakze
wiedzie wgtab pojmowania Natury, ukazujgc obraz prézni, o wlasnosciach
pozytywnych, przeciwnych moznoSciom i zdolnogciom materyi.

§ 10. Promieniowanie czarne. Przypusémy teraz, ze w poprzedniej, do-
tychczas proznej dziedzinie @ umiesciliSmy cialo materyalne, ktdrego. po-
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wierzchnia odbija niedoskonale; a zatem ciato {powiedzmy (), ktére tylko po
czesci odbija promieniowanie, po czesci je pochiania, albo przepuszcza, zala-
muje, rozprasza it d. Albo tez przypusémy (co na to samo wypada), ze
czed¢ powierzchni otoczenia M, lub cata ta powierzchnia, nie posiada wias-
nosci doskonatego odbijania, kiore przypisywalidmy jej poprzednio. Jezeli
inne warunki fizyczie zagadnienia sq spetnione (o ktérych méwilismy w arty-
kule poprzednim), ustanowi sig¢ z czasem stan réwnowagi promieniowania
w dziedzinie &, przepisany przez prawo Kirchhoffa. Od przypadkowej
natury wprowadzonego ciala C bedzie oczywidcie zalezat praebieg zjawisk,
wiodgcych uktad ku réwnowadze konicowej; ale prawo ostatecznego stenw
rownowagi, skoro zostal osiggniety, nie jest zawiste od tych okolicznosci.
Jakiekolwiek sz wlasno$ci ciata O, promieniowanie, ktére ustanowi sie
w prézni @, bedzie ostatecznie zawsze, pod kazdym wzgledem, to samo, Wy
obrazmy sobie ciato, t. zw. ciato cearne, kidre, z pomiedzy padajgcych na nie

(z prozni) promieniowarn dowolnych czestosci, nie odbija, ani tez nie przepu- -

szcza (chociazby$émy wyobrazili je sobie w postaci najciefiszej warstewki)
zadnego utamka, lecz wszystko natychmiastowo i zupelnie pochiania. Powia-
damy, ze promieniowanie, kidre ustanawia sie w dziedzinie £, musi byé pod
kazdym wzgledem zgodne z promieniowaniem, ktdre do tej dziedziny (proz-

nej) wysytatoby ciato czarne. Promieniowanie, kidre znajduje sie w stanie
- zupeinej réwnowagi, bywa nieraz ¥ nazywane, z tej PIZYCZYNY, CEQrNem pro-
- mieniowaniem.

Wszystkie powyzsze twierdzenia byly juz zawarte, w zasadzie, w po-
przednio powolanych pracach Kirchhoffa. Ale dopiero WieniLum mer,
w roku 1895-ym ¥, zblizywszy sie znacznie do wzeczywistnienia zrownowa-
zonego czyli czarnego promieniowania, przyczynili sie przewaznie do opatcia
Teoryi Promieniowania na niewatpliwej podstawie faktyczne].

Przypadek zréwnowazonego promieniowania jest widocznie fikeya, jest
oderwanym przypadkiem granicznym, ktérego poznanie wyjasnia tylko pewna
szCzegoing, jednostronng ceche zjawisk promieniowania, mianowicie warunki
ich rownowagi. Nie znamy dotychezas'w temperaturowem promienjowaniu
niczego, co byloby podobne do t. zw. ,falszywych® (albo pozornych) réwno-
wag Termodynamiki Materyi ¥, diatego méwimy, ze owa cecha, wynikajaca
zprawa Kirchhoffa, wyznacza kres wspolny zjawisk promieniowania, j edyny,
ktéry umiemy dotychczas ilosciowo opisaé, postugujac si¢ nieznaczng liczbg
zmiennych niezaleznych. Zbadanie praw promieniowania czarnego jest zatem

Y M Thiesen, Verh. d. d. physikal. Gesellschaft, torn 2, 1900, p. 85,

) Anmnalen der Physik u. Chemic, tom 56, p. 451. 1895,

‘) ‘P. Duhem, Théorie Therimodynamique de Ia Viscosité, du Frottement et des Faux
Equilibres’ Chiimigues. Paris 1896,
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plerwszem i logicznie gldwnem zagadnieniem w Teoryi Promieniowania, za-
gadnieniem, ktérego rozwigzanie kladzie fundament pod cala dalszg budowe
tej Nauoki.

Rozdziat drugi.

§ 1. Termodgnamika proini. W zwyklej, elementarnej T ermodyn_amige
Materyi zajmujemy si¢ badamiem przemian energii, ktore dokonywajg sig
w tonie stalej masy badanego ciata materyalnego, naprzyktad w jednos:?ce Je-
go masy. Wyobrazmy sobie pfyn, czyli ciato, ktérego stan termodynammz?y,
w razie réwnowagi, jest dostatecznie okre$lony przez podanie wartosci dwdéch
zmiennych niezaleznych. Oznaczmy przez M mase uwazanego plynu, przez
V jego objetosé, przez T jego temperature. Powiadamy, ze stan p}ynfl, W Ia-
zie rownowagl, jest okreslony przez wartoSci {naprzyktad) 7'iv, gdzie obje-
tos¢ wladciwa v jest dana przez

(1) v=TV/H.

Twierdzimy, ze energia U, Ze entropia § plynu sq wielkoSciami iiszta&tu na-
stepujacego:

(2) U=Mu{yv, T)

(3 S=Ms (v, T),

gdzie energia whasciwa (lub jednostki masy) =, oraz entropia wlasciwa s nie
zalezg wcale od M, lecztylko od v iod 7.

W Termodynamice prézni (lub w termodynamicznej teoryi r.éwnowagi
promieniowania) czynimy, za Bartolim®, Boltzmannem?® iich ngstgp~
cami, zalozenle analogiczne. Przypuszczamy, ze stan termodynamiczny
Jednostki objetodei proénd, wypetnionej przez promieniowaunie, jest dost_ateczj
nie okreslony, w razie réwnowagi, przez podanie wartoscl jednej Zmiennej
niezaleznej, naprzyktad temperatury. Zachowujac zatem, co do znaczenia
liter T, V, U, 8, umowy poprzednie, zaktadamy dla objgtosci ¥ prdini

(4) U= Vu(Tl)
(5) S=Vs(T).

1y Sopra i movimenti prodotti dalla Iuce e dal calore. Firenze, Le Monnier, 1876.
9 Annalen der Physik und Chemie, Band 22, p. 31, 1884.
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Moglibysmy sprowadzi¢ obecny przypadek do poprzedniego, w sposéb for-
malny, méwige, ze, gdy zastepujemy M przez V, 6wezesna v czyli ViM,
wedtug rownania (1), przechodzi w V/ ¥ czyli w jedno§¢, zatem funkcye
w(v, T}, s(v, T) w(2)1(3) staja si¢ funkcyami samej tylko temperatury 7.

Przypudémy, ze réwnania (4) i (5) stosujg sig; i ze objeto$¢ ¥V prézni,
wypelniona przez promieniowanie, doznaje przemiany termodynamicznej od-
wracaliej, podczas ktérej promieniowanie pozostaje weigz ztéwnowazone.
Przypuscmy, ze w tym stanie promieniowanie wywiera na otoczenie cisnienie
normalne i jednostajne, ktdre oznaczmy przez p. Stosujmy do uwazane]
przemiany réwnanie Termodynamiki klasycznej

(6 Ti8=dU-} pdV.

Zastosowanie takie jest oczywidcie do pewnego stopnia hypotetyczne. Pod-
czas przemiany, ktéra wyobrazilismy sobie, préznia nie moze by¢ odosobnio-
ha; promieniowanie, ktdre jg wypelnia, musi pozostawaé w zetknieciu z cia-
fem materyalnem niezmiennem, o temperaturze 7', z ciatem, ktére absotbuje
i ktére emituje promienistg energie. Widzimy, Ze, piszac réwnanie (6), sto-
sujemy zasady Termodynamiki tylko do jednej czesci catkowitego uktadu.
Pamigtajac o tem, zobaczmy, do jakich wnioskdw zostaniemy doprowadzeni.
Wybierajac Vi % za zmienne niezaleine, przepisujemy réwnanie (8) w postaci

M T iscWJr 7 W gl —wavg vautpar,
skad wynika
(8) w-—Ts 4 p =0,
d,s(d) .
) T—= =1

Réwnanie (8) wyraza warunek réwnowagi w sposéb interesujacy, ktory
mozemy oswietli¢ za pomocs dnalogii. Wyobrazmy sobie, ze pewna masa
pary pozostaje w zwyktej réwnowadze, znanej z Termodynamiki klasycznej,
Z pewna masg cieczy, z kidre] ta para moze tworzyé sie i w ktora, przeciwnie,
moze sig zamieniaé. Warnnek rownowagi, jak dobrze wiadomo, zawiera sig
w i6wnaniu

(10) b (2, T)— (2, T) =0,

w ktérem ¢; oznacza potencyat termodynamiczny zupetny jednostki masy
cieczy, &, potencyat termodynamiczny zupetny jednostki masy pary i w kté-
rem objedwie te wielkosei sg uwazane za funkcye ci$nienia p, norma'lnego
1 jednostajnego, panujacego w uktadzie, oraz temperatury 7. Zupetnie po-
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dobnie, w przypadku réwnowagi promieniowania, wypelniajgcego préing
dziedzing ¥ i pozostajacego pod wplywem ciata materyalnego o temperatu-
rze T, warunek réwnowagi zawiera sie w réwnaniu (8); czyli w rdwnaniu

an 4(p, ) =0,

jezeli przez ¢ rozumiemy potencyal termodynamiczny zupelny jednostki ob-
jetodci préomi:

U—T8-4pV
(12) b=

Réwnanie (10), w przypadku réwnowagi cleczy i pary, wiaZe pomiedzy sol:.ia,
zmienne pi T, tak iz tak zwane «ci$nienie nasycenia» je_st ost.ate_czme
funkcys samej tylko temperatury T. W przypadku réwnowagi promieniowa-
nia réwnanie (11) wigze pomiedzy soba, podobnie, zmiemme p i 7T, tak iz ci-
$nienie promieniowania jest ostatecznie funkcya samej tylko temperatury.

§ 12. Roéwnanie Beltzmanma. Przypuscémy (mowizc jqzykiem_Termody-
namiki klasycznej), #e réwnowaga promieniowania «przesuwa sie»; przy-
czem temperatira zmienia sigo d T, cidnienie promieniowania o dp, Wedtug
réwnania (8) poprzedzajacego artykuty mamy

du ds- dp
(1 ar—Tgp—s+5p=0.

Z réwnania (9) poprzedzajacego artykulu wiemy jednakze, ze

du ds
(2) T Tﬂ_o.

Powracajac zatem do obecnego réwnania (1), mamy

ap__
(3) a?_ 8,
albo jeszcze, stosownie do (8) § 11-go:
dp _u—+p
@ @

Réwnanie (4), w nieco odmiennej postaci, podat ]‘301tzm a_n nw wy:é;ej CYJfO‘
wanej rozprawie {l. c., p. 37). Przekonywamy sig }a:two, ze w poréwnaniu,
ktore przytoczyliémy w poprzedzajacym artykul'e, réwnanie .tq odgr.ywa role
dobrze znanego wzoru Clapeyrona i Clausius a. Jezel.l 1sto’fn1e, ozna-
czajac przez wy, 4, 1 przez vy, v, energie jednostki masy cieczy i pary oraz
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objetosc jednostki masy cicczy i paty, napiszemy réwnanie Claperyona
i Clausiusa w postaci nastgpujace]:

(5) @:”2—“1’}'?(”2—”1).

aT T (v, — vy) !
jezeli powtdre, kiadac v =1 w zagadnieniu o réwnowadze promlemowama
w prézni (por. § 11), napiszemy, zamiast (4):

ap _
O] AT~ ‘Mﬂmﬂ !
wowczas aﬁalogia, o ktérej méwimy, staje sie zupelna,

Mozemy otrzymac réwnanie Boltzmanna bezposrednio w sposéb na-
stepujacy. Jezeli energia jednostki masy ptynu Termodynamiki klasycznej [V
jest znana, jako funkcya U(v, p) zmiennych niezaleznych v, p, wéwczas,
jak wiadome, temperatura 7' moze by¢ znaleziona, jako funkcya T(w, p)
zmienuych v, p, z réwnania rézniczkowego nastepujacego:

@) | TM(IJJraU)aT BU ST

2p ap o'U
Widzimy bez trudnodci, Ze mozemy zastosowad to réwnanie do zagadnienia

o rownowadze promieniowania w prozui, jezeli, piszac 7 zammst v, rGwno-
czednie zalozymy

® L U=Vu); o =u(p)
) T=T(); b=

Rownanie (4) wynika wowczas z (7) natychmiast.
‘ § 13. Prawo Stefana. Z Elektromagnetycznej Teoryi Swiatta Max well,
jak wiadomo, wyprowadzit? wniosek, Ze istnieje «ci§nienie promieniowa-

nia», ktére w przypadku jednostajnego, zréwnowazonego promieniowania
wynosi zupelnie ogélnie

(1) »=tu.

Wstawiajac tg zaleznod¢ do réwnania Boltzmanna [(4), § 12], otrzymuje-
my znany zwigzek :

1) A Treatise onr Electrimty and Magnehsrr;, Vol. 2 third Editicn, Oxford 1882,
§§ 792—793. S =
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w ktorym 4 oznacza spélczynnik staty. Stad natychmiast
(3) #=34T*.

Poniewaz w rozdziale miniejszym oznaczamy przez u stosunek catkowite]
energii, zawartej w objetodci V' prdzni, do objetosci ¥, przeto obecna # jest
« gestodcig promienjowania» rozdziatn pierwszego. Powiadamy zatem: ci-
snienie, gestos¢, natgzenie promieniowania czarnego zmieniajg sig w stosunku
prostym do czwartej potegi temperatury bezwzglednej. Prawo to zostato od-
kryte przez Stefana? w roku 1879-ym i uzasadnione nichawem teoretycz-
nie przez Boltzmanna?. Nowsze badania® potwierdzily je w zupetnosci.

§ 14, Prawo Wiena. Jak to wynika z artykuléw 7, 8, 9 oraz 10 Roz-
dzialu naszego pierwszego, zadanie gléwne Teoryi Promieniowania, po usta-
nowieniu prawa Kirchhoffa, polega na wyznaczeniu postaci funkcyi po-
wszechnej] F (n, T} § 8-go, ktérej istnienia to prawe dowodzi. Rozwigzaniu
tego zadania sg poswiecone epokowe prace prof. M. Plancka z Beriina oraz
liczne, do dzisiejszego dnia trwajace badania jego nastepcdw; cno rowniez
stanowi gtéwny przedmiot dalszych niniejszych roztrzasan.

W okresie rozwoju Teoryi, poprzedzajgcym prace Plancka, W. Wien
ustanowil # pewng zalezno$é, zwang Verschiebungsgeselz, z ktdrej wynika
niejakie zacie$nienie mozliwosel postaci funkeyi ¥ (n, T), figurujacej w wy-
stowieniu prawa Kirchhofia. Polegajac na zasadzie Dopplera, mozemy
ndowodnié, na drodze zresztg termodynamicznej, ze promieniowanie, ktore
osiggneto stan réwnowagi, stosuje sig do prawa nastgpujgcego. Oznaczajac
przez ¢ iloczyn 1T, mamy na zdolnosé emisyjng elementu, wysytajacego
i pochtaniajacego czarne promieniowamnie, w zakresie spekiralnym od x do
A dh:

1y Sitz-Ber. d. K. Akad. d. Wiss. zu Wien. 2-e Abt, Bd. 79. p. 391. 1870

%) Annalen der Physik u. Chemie, Bd. 22. p. 291. 1884,

% W.Wien, O. Lummer, E. Pringsheim, Annalen d. Physik u. Chemie, Bd. €8.
p. 395. 1897; por. Annalen d. Physik, Bd. 8, p. 159. 1900. F. Kurlbaum, Annalen d. Phy-
sik u. Chemie, Bd. 65. p. 746. 1898, zwiaszcza p. 754 Lummer 1 Kurlbanm, Verh. d. 4.
ph. Ges., Bd. 19, N 9. 1898 oraz Annalen der Physik, Bd. 5, p.829. 1901. W obecnych ba-
daniach idzie ju2 fylke o wyznaczenie wartodei stalej prawa Stefana. Zobacz: §. Valen-
tiner, Aunalen der Physik, Bd, 31. p 275. 1910; Ch. Féry i M. Drecqg, Journal de Phy-
sique (5) Vol. 1. p. 851, 1911; G. A. Schakespear, Proceedings of the Royal Society of
Londom, A, Vol. 88, p. 180, 1912.

4} Arnnalen der Physik w. Chemie, Bd. 52, p, 132. 1894; ibidem, Bd. 88. p. 662. 1896.
Inne dowody podali: Jeans, Proc. of the Roy. Soc, of London, A, Vol 76. p. 546. 1905
[por. Ehrenfest, Phys. Zeitschrift 1906]; Abraham, Annalen der Physik, Bd. 10. p. 103
1903: H. A Lorentz, The Theory of Electrons, pp. 74 i 274. 1908

Prace mat-fiz, t. XXIV
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Kszta#t funkcyi W{g) pozostaje przytem nieznany, Prawo Wiena zostalo
potwierdzone w znpetnosei przez doSwiadezalne badania .

Nie wchodzgc w blizszq dyskusye tej zasady, zwracamy sig obecnie ku
wiadciwemun przedmiotowi naszego wyktadu, ku problematowi Plancka.

Rozdziat tfrzed.

8 15. Podrial zagaduiemia. Jest rzeczq dla jasncdcl konieczng wyréznic
dwa zadania w problemacie Planck’owskim i podzielié¢ na dwa stadya rozu-
mowanie, ktére prowadzi do celu.

Azeby mddz wyjasni¢ pytanie, ktérem zajmujemy si¢ w pierwszem sta-
dyum Teoryi, wyobrazmy sobie wraz z Planckiem 2, ze w ostatnich czgst-
kach cial materyalnych znajdujg sie elekiromagnetyczne uktady drgajgce,
t. zw. rezonatory, wibratory lub oscylatory, kiére sa zdolne do wysytania oraz
do pochfaniania energii fal elektromagnetycznych. Przypusémy, ze w proznej
zresztg dziedzinie @, otoczonej przez Sciany materyalne spoczywajace, do-
skonale odbijajace, utrzymywane w temperaturze wszedzie jednakowej i nie-
zmiennej, znajduje sig znaczna liczba wibratordw elekiromagnetycznych, kt6-
rych energia, z biegiem czasu, dzigki emisyi i absorbeyi, doszta do réwnowagi
z energia elektromagnetycznego promieniowania, wypetniajacego dziedzine Q.
Z podrod wibratordw nwazajmy pewng grupe, te mianowicie, z ktorych kazdy
ma czestosé n drgad wlasnych czyli swobodnych. Oznaczmy przez 8, sred-
nig energie jednego wibratora w tej grupie. Zapytujemy: jaki zachodzi zwia-
zek, w stanie réwnowagi, pomigdzy &, a natgzeniem J, naturalmego n-pro-

) Paschen, Annalen der Physik Bd. 58, p. 435, 1896; Bd. 60, p. 662, 1897, —
Lummeri Pringsheim, Verh. d. d. phys. Gesellschafi, Bd. 1, p. 23, 1899. — Rubens
i Kurlbaum, Annalen der Physik, Bd. 4, p. 652, 1901,

#) Sitz.-Berichte d. kgl. Preuss. Akademie d. Wiss. zu Berlin, z dn. 21 Marca 1895,
20 Lutego 1896, 4 Lutego 1897, 8 Lipca 1897, 16 Grudnia 1897, 7 Lipea 1898, 18 maja 1899,
9 Maja 1901.—Annalen der Physik, Bd. 1. p. 69, p. 719, 1903; Bd. 8. o, 764. 1900. Bd. 4.
p. 583, p. 564. 1901; Bé. 6. p. 818, 1901; Bd. 9, p. 619, p. 629. 1902. — Verh, d. d. phys.
Gesellschalt, Bd. 2. p. 202. 1900; ibidem, p. 237. 1900. — Physikalische Zeitschriit, Bd, 2.
p- 530. 1801, — Vorlesungen iiber die Theorie der Wirmestrahlung, Leipzig 1906, passim. —
Annalen der Physik, Bd. 8L p. 758. 1910.—Verh. d. d. phys. Gesellschaft Yurg. 18. p. 138.
1911, — Siiz-Berichie d. kgl. Preuss. Akademie d. Wiss. zu Berlin z dn. 13 Lipea 1911,
p. 723-—Journal de Physique, Vol. 1. p. 345, 1911.— Verh. d. d. phys. Gesellschaft Jhrg. 14.
p. 118, Januar 1912, — Anpalen der Physik, Bd. 87, p. 642, 1912,
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mieniowania, ktére wchodzi w sklad zréwnowazonego catkowitego promienio-
wania, wypetniajacego w pomienionych warunkach dziedzine Q. Takie jest
pierwsze pytanie, na kt6re prébujemy przedewszystkiem odpowiedzie¢ w Te-
oryi Promieniowania.

W drugiem stadyum badania staramy sig poznad, wediucr jakiego prawa
$rednia energia 8,-zalezy od czestosci n oraz od temperatury 7', kidrej wy-
sokos$¢ wyznacza rOwnowage.

§ 16. Pierwsze gifwne twierdzenie. Uprzedzajac wyniki nastgpnych ar-
tykutéw, przytoczymy tu dla jasnosci odpowiedZ, ktéra Planck znalazi na
pierwsze zapytanie. Zachowujac literom J,, 8, ich powyZzsze znaczenie, mo-
zemy napisaé rownanie

n?

) —_ e &
(1) Ty = s
jako warunek réwnowagi w wylozonych w art. 15-ym warunkach. Wprowa-
dzajac gestos¢ U, naturalnego m-promieniowania zamiast natezenia jego Ja,
znajdujemy zaleznosé
2
@) Uy —imee &,

=2 ¢’
jako mows postaé w mowie bedgcego warunku. Mozemy go wreszcie wyrazic
pod ksztattem Y

3) t=13% s,

gdzie znaczenie symbolu U4 jest widoczne. Wszystkie te réwnania wyrazaja
twierdzenie, ktdére nazywamy pierwszem twierdzeniem gléwnem naszej
Teoryi.

§ 12. Interprefacga odmienna. Inna droga ida Lord Rayleigh?® i
J H. Jeansd iz nowego stanowiska oéwietlajg zagadnienie. Wyobraimy
sobie, jak wyzej, dziedzing © prézing; przypusémy dla okreslonosci, ze ma po-
sta¢ szeSclanu. Sciany szescianu spoczywajg, sa doskonale odbijajace i za-
chowuja temperature wszedzie jednakowa i z czasem niezmienng T. Proznig
szesciany wypelnia jednostajne, doskonale zréwnowazone (czarne) promienio-

% Por. SirJ. Larmora Bakerian Leciore (Proc of the Roy. Scc. of London, A,
Vol. 88, p. 82, 1909).

%) Nature, Vol 72. p. 54, p. 243, 1905. Phil. Magazine, Vol. 49, p. 538. 1800. Scien-
{ific Papers, Vol. 4, Cambridge 1903, p. 483. Vol. 5, Cambridge 1912, p. 248.

% Phil. Magaziae, Vol. 10. p. 9L, 1905. Proc. of the Roy. Soc. of Londog, A, Vol.
76. p. 545. 19085,
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warnie; nie troszczymy sie o to, jakimi sposobami zdotaliémy w niej wytworzy¢
takie promieniowanie; jezeli osiggneli§my je, naprzyktad, przez wprowadzenie
do prézni ciata materyalnego lub cial materyalnych C, przypuszczamy, ze
usunelismy je stamtad, bez zmiany stanu promieniowania. Zapytujemy teraz,
do ilu drgan gtéwnych czyli fundamentalnych jest zdolna proznia wspomnia-
nego szescianu. Zobaczymy, ze liczba wszystkich mozliwych drgar funda-
mentalnych jest nieskoficzenie wielka w skoficzonym szedcianie; ale liczba
drgan fundamentalnych, ktdrych czesto$é nie przewyzsza pewnej skorczotej
granicy, jest skoticzona; liczba za$ n-drgan fundamentalnych (ktérych czestosc
jest zawarta pomiedzy % a s -+ dn) jest nieskoficzenie mata jak dn. Obli-
czywszy te liczbe i pomnozywszy przez nig srednig energig jednego n-drga-
nia fundamentalnego (ktérg z umystu znown przez 8, oznaczymy), otrzymu-
jemy zawarto$¢ w szescianie energii n-promieniowania, czyli iloczyn gestosci
n-promieniowania przez objetosé szescianu. Przekonamy sig niebawem, Ze
zwigzek pomiedzy 8, a gestodcia U, kt6ry znajdujemy tq droga, jest doklad-
nie zgodny z réwnaniem (2), § 16, kidére Planck ustanowil, pomimo, iz zna-
czenie pojecia &, wteoryi Jeansa jest, jak widzimy, zupelie odmienne.
7 tem zastrzezeniem, rozwiqzanie pierwszej czedcl zagadnienia jest zalem
zgodne w teoryach Plancka i Jeansa.

§ 18. Rachunek Jeansa. Nastepujace rozumowanie jest nieco rozsze-
rzonem powtérzeniem dowodu, podanego przez Jeansa. Przypudcmy, ze
kazda krawedZ szesciani ma dlugoéé a. Przypusémy, ze odbijajace nawe-
wngtrz §clany szesclanu sa wyclete w plaszezyznach nastepujacych:

(1) x=0; @ y=0; 3
€] z=0a; (5) Yy =a; (6) 2=0.

2=0;

W szescianie mozliwe sa P fale stojgce, ktorych wektor elektryczny ma skia-
dowe nastgpujace:

(Ta) . 4, cos (nt - B) cos m‘z"$ sin n'li” Y sin n;’? Z
(70) 4, cos (nt-}- B) sin n]f;:as cos “Ifcyy sin nlﬁ: g
(7¢) 4, cos (nt -+ B) sin M‘:’;w sin “Iiyy cos Mff 2.

1 Poréwn. Lorda Rayleigh The Theory of Sound, 2-ud Edition, Vol. 2, p. 70.
London 1896. :
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4., 4,, 4., B w tych wzorach sa stale o latwo zrozumialem znaczeniu fizycz-
nem; ks, by, ke sa dostawy kierunkowe wektora prostopadiego do elektrycz-
nego i jednoczesnego magnetycznego wektora; 2 jak dotychczas ozmacza
czesto$¢ drgan, ¢ zas predkosé rozchodzenia sig fal w prézni szescianu.
Twierdzenie Poyntinga pozwala natychmiast napisac warunek, kto-
remu powinno staé sig zadosy¢ na kazdej odbijajacej écianie szedcianu. Prze-
konywamy sie tatwo, ze wyrazenia (7) spelniaja ten warunek identycznie na
scianach (1), (2), (3); dalej, e spelniaja go na Scianach {4), (8), (6) w tym ra-
zie, gdy
() — ey 7| i:, | &

nlk|a
¢

= s W,

:hyﬁ;

przyczem ., by, hs majg oznaczal trzy liczby, badz catkowite i dodatnie,
badz réwne (lecz nie jednoczesnie) zeru, Otrzymujemy zatem

n2 aﬂ
(g') h,zz 'J[— hyz + h;g == gz’ éf -

Wiemy jednakze, ze liczba ukladéw podobnych liczb 7ig, Py, P, ktore czy-
nig zadosy¢ warunkowi

(10) B2 Rt 02 L BE
moze by¢ przyjeta w przyblizeniu za
{11) = L R%,

jezeli B jest liczba dodatnia, duza w stosunku do jednosci; wiemy nadto, Ze
stopieri przyblizenia w tem twierdzeniu jest tem wyzszy, im E jest wigksza
w poréwnaniu do jednodci. Przypuszczajac zatem, Ze @ jest dostatecznie
znaczna w stosunku do =cju, dochodzimy do wniosku nastepujgcego: liczba
mozliwych uktadéw liczb ks, By, R, a zatem i liczba mozliwych ukladow
typu (7), dla ktérych czestosc drgania jest < n, wynosi w przyblizeniu

nd b
Gmied”

(12)

Poniewaz w szescianie zawiera sig promieniiowanie naturalne, przefo na kazdy
uktad typu (7) liczymy po dwa drgania fundamentalne. Jezell zatem zatoZona
jednostajnos¢ promlieniowania pozwala na odniesienie liczby drgai do jedno-
stki objetosci, powiadamy wiéwczas, Ze

nﬂ
(1s) 3rict
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' drgan fundamentalnych, ktérych czestosé jest muiejsza niz » lub conajwyzej
réwna n, przypada na jednostke objetosci prézni w naszym szescianie, Stad
wynika, ze na jednostke objetodci przypada

(14) | min

7[263

drgaft fundamentalnych, ktdrych czestosé lezy pomigdzy n a n--dn; czyli,
wedtug przyjete] terminologii, n-drgan fundamentalnych. Jezeli tedy dn U,
oznacza (jak w § 4-ym) energie naturalnego n-promieniowania, zawartego
W jednostee objgtosei, jezeli dalej 8, (jak powiedziano w § 17-ym) oznacza
srednig energig jednego a-drgania fundamentalnego, wéwczas z twierdzen,
udowodnionych przed chwila, wyprowadzamy wniosek, ze

n?
(18) Un= o &,
co jest zapowiedzianem (w §§ 16-ym i 17-ym) pierwszem twierdzeniem giéw-
nem; czyli rozwigzaniem, wedtug Jeansa, pierwszej czesci zagadnienia, ktére
stanowi przedmiot Teoryi.

Bytoby okolicznoscia pomysing dla zupetnosei rozumowania, gdybysmy
moghi wykazac, Ze otrzymane wyniki nie zalezg od szczegéinej geometrycznej
postaci, ktérg w dowodzie przypuszezamy dla préznej dziedziny Q. Jakkol-
wiek mozliwos¢ podobnego nogélnienia jest dzisiaj intuicyjnie widoczna, $ci-
ste jej udowodnienie stanowi zadanie, ktére Naitka w poZniejszym dopiera
czasie zapewne rozwigze,

§ 19. Zatozenia Teoryi Plancka. Planck, w Teoryi oscylatoréw elek-
tromagnetycznych, idzie odmiennemi drogami. Azeby przedstawic w zarysie
jej majwazniejsze momenta, przypominamy, ze, wedlug Maxwell owskiej
Teoryi, zjawiska elektromagnetyczne w prézni czynig zadosy¢ rownaniom za-
sadniczym nastepiujgcym:

- 1 9E
(1a) div B =0; @2a)  colH=_- 7
(18) div H = 0; @8  culE— — —é“ %—th ,

W tych réwnaniach E i H oznaczaja elektryczny i magnetyczny wektor za-

sadniczy, ¢ oznacza stata 3.10" cm sek—1. Stad dalej wynika, ze kazdaz po-
miedzy skladowych

(3) Ez ? Ey 7 E!J HZ bl Hy! HZ
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czyni w prozni zadosy¢ rdwnanin rozchodzenia sig fal, ktére napiszemy
I3
(4) = —c¢iyls =20,

rozumiejac przez s ktdrgkolwiekbads z pomigdzy skiadowych (3).

Za H. A, Rowlandem? (kt6ry w r. 1884-ym podat je pierwszy) oraz
za H. Hertzem ? uwazajmy rozwiazanie nastepunjace réwnan pola elekiro-
magnetycznego

a2y 1 @y
Ga) Be=gzsz B= syat
a?u 1 azu
©0) B =syaz = e
Py | Fu _
(5¢) —Ee=e g H,=0;

+ ma by¢ tutaj funkcys, wogéle mowiac zalezng od z, ¥, 2, £, ktéra spel-
nia réwnanie
(6)

2244
t?

— iyt = 0.
Vv

e ]

Sprawdzamy latwo, bezposrednim rachunkiem, ze K., £,, E,, H., H,, H.,
obliczone z réwnafi (5}, przy uwzgleduieniu rdwnania (6), czynig zadosyc
rownaniom zasadnmiczym (1) i (2); sprawdzamy nastgpnie, Ze kazda z tych
sktadowych zosobna czyni zadosy¢ réwnaniu rozchodzenia sig fal {4).

Przypusémy, ze poczatek ukladu osi Ozyz lezy w pewnym punkcie O,
kiorego role fizyczna pdzniej poznamy i ze

(N v = Vatty? L 22

jest odlegloseciy miejsca wywiadowczego M (x, y, #) od poczatku O. Jezeli
funkcya # jest ksztahu

8) u=1ulr, t},

fala (6) jest kulista. W tym przypadku

Yy American Journ. of Math, Vol VI. 1884. Phil. Magazine, Vol. 17. p. 413. 1884,

%} Amnalen der Physik und Chemie, Bd. 86. p. 1. 1889. Gesammelte Werke, Bd. 8.
p. 150. Leipzig 1894. Ogélniejszy przypadek rozwaza H. A. Lorentz w znanej pracy:
Versuch einer Theorie der elekir. u. opi. Erscheinungen in bewegten Korpern, Leiden 1895,
§ 35, p. 54
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) 2
2 = — —_—
{9) Vu_aa"?—’—r 37
Ktadac
(10) ${r, ) =rulr, 1),
mozemy wéwczas napisaé réwnanie {(6) w postaci
gy, g

Mamy zatem
(12) 4’:‘{’1(t_{“)+‘!‘2 (t’{"‘z‘“):

lub, ograniczajac sie do uwazania fali, ktéra kieruje sig od poczatku spétrzed-
nych i piszac f zamiast znaku §,:

1 ¥
1 3 A — —— Flg— 1
(13) w(r, ) e f(t c)'
§ 20. Przuypadek szczegdlny. Oscplator. Zatdzmy
g 2w ¥
1) f=dsin =5 (z — F) _

Przypuszczajac, ze punkt wywiadowezy M (z, ¥, &) lezy nadzwyczajnie blisko
poczatku O (w stosunku do diugosci fali ), Hertz udawadnia latwo, na
zasadzie réwnan (5) poprzedzajgcego artykutu, Ze

@ H=——ygo, pgdzie ¢=—A4sin

Qmet 2 1Y -
)

ESE-TAYS
Gdy posuwamy sig ku poczatkowi spohrzednych, pole elektryczne zbliza sig
do pola drgania elektrycznego, ktérego 08 przypada w kierunku osi Oz i kto-
rego moment f zmienia sie, w sposéb harmoniczny prosty, od — 4 do -4,
przyczem okres zmiennosci wynosi A/e¢. Na zasadzie réwnaii (5) § 19-go
przekonywamy sig rdwniez, Ze, skoro posuwamy si¢ ku poczgtkowi spét-
rzednych, pole magnetyczne zbliza sig coraz bardziej do pola, ktore towarzy-
szyloby pradowi elektrycznemu, réwnowaznemu opisanemu przed chwilg
drganiu elektrycznemu.

Twierdzenia te, jak powiedzieliSmy, stosujg sie do odlegtosci # bardzo

matych (w stosunku do A); lecz nie rozciggaja sie do punktu, w ktdrym odby-

wa sie drganie. _
Azeby obliczy¢ E. w miejscu, lezacem stosunkowo bardzo daleko od
oscylatora, wyprowadzamy, z (ba) 1z (13) § 19-go, co nastgpuje:

icm

{25) Zasady Teoryi Promienicwania. 25
R of | 3Ep

3 E.= (ifi 3.rf ,

(3) c=2lma T oa T e

gdzie 7 f oznaczaja pochodne wzgledem argumentu ¢t—v/c. Zakladajac
dla funkeyi f znowu typ (1) i przypuszczajac, ze r jest bardzo duzy w sto-
sunku do %, otrzymujemy pierwsze réwnanie uktadu nastgpujgcego

xra s Y .
e Be=gw 1 o He=— 1
I \ B e
PRI I
(4¢) —Ez=$c§';‘f’ 7 H,=0.

Pozostate réwnania otrzymujemy ¥ w sposéb analogiczny.
p g

Przekonywanty sie bezposrednio na mocy réwnan (4), ze nastepujace
iloczyny skalarne sa réwne zeru

(5) (rE)==0:  (rH)=0; J{EH)=0.

Poniewaz nadto H.= 0, przeto wektor magnetyczny lezy prostopadie do
ptaszczyzny potudnikowej, przechodzacej przez 08 Oz i przez promien 7;
wektor B za§ znajduje sie w tej plaszczyznie poludnikowej. W zakresie 7
bardzo wielkich fala elektromagnetyczna jest przyblizenie poprzeczna i spola-
ryzowana liniowo. Diugosé wektorow i H wynosi zgodnie

(6) | sin6.1/e?r,

gdzie 8§ jest kat, zawarty pomigdzy dodatnim kierunkiem osi (z a promie-
niem 7, idacym od Zr6dfa O zaburzenia.

Zbudujmy za Planckiem powierzchnie kulistg o promienin 7 dokola
punktu O; oznaczajac przez 61 zwykle katy biegunowe, wnosimy, na za-
sadzie twierdzenia Poyntinga, ze ilo§¢ energil elektromagnetycznej, pty-
naca w czasie df przez element dg d¥ sin 67° powierzchni kulistei, w kie-
runka normalnym do elementu [por. {5)], wynesi [por. (6}]

sin® 6 . f3
(1) dtdodt ~ns

1 Planck Vorlesungen, p. 106.

Prace mat.-fiz,, t. XEIV. 2%
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Catkowita energia, kidrg oscylator wysyta we wszystkie strony, w czasie od
t=0 do t = T==2%/c¢, jest zatem réwna

8 9 o2
(8 ﬁa‘_)( at f.

Pod znakiem catkowania f'zalezy od (!—r/e). Energia, wybiegajgca po
za granice kuli w chwili ¢, zostata wyslana przez Zrédio zaburzenia w chwili
(t—rje). Zatem, jezeli wstawimy ¢ zamiast (z — #/¢) do wyrazenia 7,
otrzymamy z (8) ilo$¢ energii, wystanej przez oscylator w czasie od {=0 do
t==T. .

Zastosujmy do uwazanego oscylatora zasade zachowania energii, w za-
lozeniu, ze nie dziata sila elektryczna zewnetrzna; mamy

| o,

3 aé 2 -t
o fufiedd

gdzie 8 jest energig oscylatora.

§_ 2l.  Clektron. lproszczone réwnanie drgania. WyobraZmy sobie elek-
tron wjemny o ladunku ¢, o masie m, kiérego drganie dokola potozenia
réwnowagi (a zarazem miejsca dodatniego tadunky ) ma stanowi¢ Zrdto za-
burzenia. Rozumiejac przez { wychylenie elektronu z potozenia rdwnowagi
(w kierunku dodatnim lub wjemnym osi 0#), podstawiamy iloczyn e( zamiast
poprzedniego momentu f. Za energie oscylatora przyjmujemy wyrazenie na-
stepujacego ksztahtuw:

L2
0 & =4dmn224-0).
Wartos¢ n,L, wogéle méwiac, jest poréwnywalna z wartoscig i, wartosé n,2¢
z wartoscig £; zatem n,%(? jest pordwnywalna wogdle méwige z £ €, Przy-
pusdCmy, ze ¥ oznacza okres czasu nastepujacy:

: 2e?

2} V= e
@ 3dmed’

przypusémy dalej, ze liczbalczysta

(3) 6 = ndn,

jest zawsze niezmiernie mala w stosunku do jednosei.  Stosunek
2e2LF

4 ol

e -
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jest wogole méwiac maty w pordwnaniu do &. Jezeli feraz przepiszemy row-
nanie (9) § 20-go w postaci nastepujacej

T

N

(5) [ at {"d'z:

d’,( 9¢2f C)_ﬂ 262 -

e

s+ 20— 5o L] =0,

«

0

rozamiemy, dlaczege Planck waosi (L c., p. 109—110), iz mozemy przybli-
zenie uczynic¢ zadosy¢ warunkom zadania, przyjmujac réwnanie

©) (- m2l— 9T =0

za réownanie ruchu. Jezeli wyraz #{ w tem réwnaniu pozostaje zawsze bar-
dzo maty, mozemy zadowolnic sig tem postepowaniem. W przeciwnym razie
musimy powrdci¢ do wiasciwego, nieuproszczonego réwnania, ktdre nie jest
liniowe. Bedziemy przypuszczali, ze okres czasu & jest niezmiernie maly
w pordwnaniu do okresu drgania wiasnego {swobadnego), ktdry w przyblize-
niu wynosi 2=/%,. Dodatkowe przyspieszenie, sprawiane przez pseudo-dy-
sypacyine dziatanie reakcyi wlasnego promieniowania elektronu, jest wowezas

LT

wyrazone przez § £ w dostatecznem przyblizenin V.
§ 22. Zanikanie drgatt, Przgblifona ocena liczhbowa. Zatézmy
6] L=1, latsnz

w rdwnaniu (6) poprzedzajgcego artykotu, rozumiejac przez {,, przez a i przez
b stale, przez = podstawe logarytmdw naturalnych, przez ¢ pierwiastek kwa-

dratowy z — 1. Otrzymujemy rownania

) ?102+%-8a2+8a3&:0
. 23

(3) b“—a(Baﬁ—&)L—O,

z ktorych wyliczamy @ oraz &. Planck zadawalnia sig® przyblizong war-

todcia

D H. A Lorentz. La Théorie Electromagnétigne de Maxwell et son application
aux corps mouvants. Archives Néerlandaises, Vol 25. 1892, p. 124 (wzory tamtejsze uzu-
petni¢ przez dodanie czynnika %/;). J. Larmosr, Phil. Magazine, Ser 5, Vol. 44 p. 503.
18907. M Planck, Vorlesungen iiber die Theeric der Wirmestrahlung 1906, H A. L o-
rentz, The Theory of Electrons, Leipzig 1909, pp 49 i 251.

%) Vorlesungen, pag. 111. Poréwn.: Bulletin Int, de 1" Acad. d. Sciences de Cracovie
1909, p. 924
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(4) = —4dn? oraz
(8) b =mny.

Jezeli dwom chwilom ¢, i4,, kiérych odstep £, — # jest T=2=/b, odpo-
wiadajg wartosci, praypusémy, ; oraz Gy, w takim razie, wedtug (4) i (5)
oraz wedtug (8), § 21,

(6) log (—E—L)mﬂﬂ‘nomc;
=2

)

zatem o oznacza dekrement logarytmiczny drgania.

Ocefimy w przyblizenin istotng dtugodé okresu czasu ¥. Oznaczajgc
przez 9t staly Avogadra, mozemy zatoZyé 1 :

P ==272. 109 cm~? oraz
el = 1-29. 10 gm" cm—" sek—!

skad dalej® e=474 .10~ gm" cm%: sek—1.
Zakfadamy dalej 3

_;z == 531. 1077 gm—" cm® gek—’

¢=3 .10 ¢cm sek—1,
Wstawiajac do réwnania (2) § 21-go, otrzymujemy
(7) - $ = 6102 sek.

N_[oiemy obliczy¢ warto$¢ state] & na drodze odmiennej, mianowicie na
zasadzie optyczne] teoryi normalnej dyspersyi w ciatach gazowych. Rachu-
nek, oparty na tej podstawie, doprowadza do wypadku® nastepujgcego:

(8) § == 47 .10 sek,

wartosé ta jest w pierwszem przyblizeniu zgodna z (7).

) Por. Bulletin Int. de 'Acad. d. Sc. de Cracovie 1909. p. 937.

) Nowe oznaczenia wartosel ¢ (Rutherford i Geiger, Proc. Roy. Soc, A, Vol
8I p. 171. 1808; L. Begeman, Physical Review, Vol. 81, p. 54, 1910; R. A. Millikan
Physical Review, Vol. 82, p. 396. 1911) prowadza do wynikoéw, kiére nie réznig sie znacz:
nie od powyzszego zatozenia, '

9 .G. Classen, Phys Ztschrit Bd. IX, p 768 (1908); A Bestelmayer, Annalen
g;:' ;’hggl;(,(gci.lfti, D. 928 (1911); J Malassez, Annales de Chimic et de Physique, Vol.

%) Bulletin Int. de I Acad. d. S, de Cracovie, 1909, p. 925,
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Wezmy na uwage promieniowanie, odpowiadajgce liniom D w widmie
sodu:

9 Ay == 589,105 cm.
Z rownania (4) znajdujemy
(10 g == — 317 . 107 sek—1.

W czasie (naprzyktad) wynoszacym 10— sek, amplituda drgania powinna
zatem zmniejszaé sie w stosunku

(11 C1:e%5 czyli 1:0°95.

W tym czasie fala $wietlna przebiega odlegtos$¢ 50 cm; przy takich réznicach
drogi interferencye powinny przeto by¢ jeszeze mozliwe, co sprawdza sig istot-
nie, jak wiemy z do§wiadczed A. Michelsona iinnych eksperymentatotow.

§ 23. tphyw pola obcego; drgania womuszone. W dwoch artykutach
poprzednich roztrzasali§my drgania, odbywajace sie pod wylacznym wpiywem
quasi-elastycznego pola sily restytucyjnej. Jezeli drgania dekonywajg sig
w polu elektrycznem obcem, lub (jak mawiamy) zewngtrznem, wowczas z wia-
$ciwemi zmianami mozemy powtdrzyC roztimowanie powyzsze. Oznaczimy
przez B, utworzong w kierunku osi Oz skfadows natezenia obcego pola elek-
trycznego, w miejscu, zajmowanem przez elektrom; gdy obliczamy tg sktado-
wa, powinniémy oczywiscie wypusci¢ z uwagi modyfikacye pola, sprawiang
przez obecnosé samego elektronu. Zamiast dawniejszego réwnania (6) § 21-go
otizymamy obecnie nastepujace zmienione réwnanie ruchu:

. -
A2l —8L=— E,.
(1) L2t (=— E,

Przypusémy, ze fala elekiromagnetyczna pobudzajgca (tub wediug
Plancka «pierwotna-), ktora wytwarza pole zewnetrzne, jest zadana za po-
mocg réwnan

EJ:O Hw=0

E, =0 (2} H, =— Acos [ﬂ- (tﬁ%") —4’]

i &
E, = A cos [fn(t—m——g)ﬁﬂ H —0,

w ktdrych 7, jak poprzednio, jest czgstoscig drgan, ¢ za$ oznacza statg do-
wolng. Takie wartosci skiadowych elektrycznego i magnetycznego wektora,
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czynigee zadosy¢ zasadniczym rdwnaniom pola, odpowiadajg przypadkowi
fali ptaskiej, poprzecznej, biegnacej z predkoscig ¢ w kierunku osi Ox.

Przypuscémy, ze ta fala pada na oscylator, ktéry badalismy w poprzed-
nich artykutach. Drgania oscylatora skiadajq sie wowezas, jak wiemy, z drgani
tak zwanych wiasnych fub swobodnych, oraz z drgafi «wymuszonych-, Drga-
nia wiasne, dane przez réwnania § 22-go, zanikaja z czasem. Z réwnafi (1),
{4) oraz (6) tego artykutn widzimy, ze drgania wiasne mogg by¢ uwazane za
znikajace, jezeli

3) an,ti2m czyH st/
gdzie T jest okresem drgania whasnego, jest liczba bardzo znaczng t. |. jezeli
czas, kt6éry uptynat od chwili { =0, jest nadzwyczajnie dlugi w pordwnaniu
do okresu T'. Planck zaniedbuje zatem drgania swobodne i ogranicza sig
do roztrzgsania drgani wymuszonych. Fala pobudzajgca (2), w miejscu z=0,
wytwarza, w kierunkn osi Oz, czynng site elektryczng

(4) A cos(nt— 4y,
Zakladajac:
(5) == Bcos(nt—u¢—1)

i wstawiajgc do réwnania (1), otrzymujemy

__Adesiny
©) B= mnid
n 3____,?1)2

N cotgy = ”Lﬁ'ﬂfm . .

Postugujac sig réwnaniem (5) oraz formwami (6) i (7), nalezy jednak
pamigtac o tem, Ze one wyobrazajgq tylko koficowy czyli ostateczny sposéb
odbywania sig drgania, sposéb, do ktorego ruch rzeczywisty przybliza sie
z czasem, wedtug praw bardziej zawitych.

Jezeli réznica n,? — n? ma wartod¢ znaczng, cotgy (z powodu bardzo
malej ¥) jest ogromna, zatem kat y jest blizki wartosci 0 lub = Gdy ng>n,
wowczas ¢ jest blizki zera; opdznienie fazy drgania (w stosunku do fazy fali
pobudzajacej) jest dodatnie i mate, znacznie mniejsze niz 3T, gdzie T=2r/n
jest okresem drgan fali. Jezeli przeciwnie n, <=, kat 1 zbliza sig do war-
tosci =; opdznienie fazy zbliza sig do §T. Jednakze w obu przypadkach
sin y jest mafa, zatem wedlug (6) warto§¢ amplitudy B jest nieznaczna; reso-
nancya oscylatora jest staba.

Przeciwnie, gdy réznica n,®> —n? jest bardzo nieznaczna, kat v zbliza
sig do wartosci 4= i osiaga ja, skoro n, =m; opdZnienie fazy jest wowczas

{31} Zasady Teoryi Promieniowania. 31

iT; amplituda B staje sic najwicksza, ale pozostaje skoficzona. Dzigki
pseudo-dysypacyjnemu spétdziataniu straty energii, wywolywanej przez pre-
mieniowanie, opéZnienie fazy zmienia sig¢ w sposob ciagly, gdy przechodzimy
przez wartosé n=mn, i amplitudy nieskoficzenie wielkie nie pojawiaja sig
w rachunku.

Gdyby wplyw pseudo-dysypacyjny straty energii, wynikajacej z promie-
niowania, byt znaczny, wowczas, jak tatwo widzimy, resonancya oscylatora,
nawet wrazie niezupelnie doktadnego izochronizmu drgan fali i ewentualaoych
drgafi swobodnych, jest tylko malo rézna od najwiekszej mozliwej. Ale wna-
szym przykiadzie zalozenie to nie jest spefmione; dysypacya w naszym pIzy-
padkn jest wyjatkowo nieznaczna. Izochronizm w tym razie powinien byc¢
stosunkowo bardzo dokfadny, jezeli resonancya ma byé dostatecznie zblizona
do najwiekszego swego natgzenia. Stad wnosimy, ze jedynie tylko te fale,
ktérych czestosé digan jest szczegdlnie blizka wartosci n,, pobudzaja oscy-
latory do ocenialnej resonancyi.

§ 24. €Energia pochlaniana i wuysytana; warto$c $rednia energii. Obliczmy
za Planckiem pracg obcego pola elekirycznego, pochianiang przez oscyla-
tor w ciggu jednostki czasu, czyll wyrazenie:

1 t:]—T
) —T—_’[ dteR,t.
E

Wstawiajac zamiast E, wartoé¢ 4 cos (nf—¢), jak w artykule poprzedzajg-
cym, oraz cbliczajgc { z réwnania (5) tegoz artykutu, otrzymujemy

A? e sin¥y
(2) 2mn® &

jako wartos¢ wspomnianej przed chwila, pochtanianej energii. Z drugiej stro-
ny, wysytana przez oscylator energia, wedtug twierdzenia (8) § 20-go, wynosi

w jednostce czasu
#+T

2e* . 2
3) oo [ art
t
Obliczajac £ z (5) § 23-go, przekonywamy sie, Ze ta ilos¢ (3} wynosi

e*n! B*
(4) -V 3

lecz rownanie (6) § 23-go, wraz z okreSleniem ¥, zawartem we wzorze (2)
§ 21-go, wykazuje, Ze powyzsze wyragzenia (2) 1 (4) sg réwne pormiedzy soba.
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A zatem sprawdziliémy, 2e energia, wysylana przez oscylator, jest rtéwnowaina
pracy obcego pola, ktorg on w tym samym czasie pochiania.

Srednia warto$¢ energii oscylatora wynosi

4T

) @) =75 [atmretiy
;

a zatem o

©) (8a) = 4 (4 77 B,

gdzie za B trzeba wstawié wartos¢ (6) § £3-go.

§ 29. Oscolator pod wplywem promieniowania. Uktad réwnan (2) § 23-go
wyobraza fale plaska, $cisle peryodyczna, o okredlonej czestosci. Wiemy jed-
nak z rozdziatu I-go, e zaburzenie tak prostego typu nie okazuje wcale wiha-
snodci rzeczywistego promieniowania, zwlaszeza za$ zrédwnowazonego czat-
nego promieniowania, ktérego przestrzennej izotropli wcale nie nadladuje.
Wyobrazmy sobie oscylator, jaki badaliémy w artykufach peprzednich i przy-
pusémy, ze on jest umieszezony w dziedzinie @, opréZnionej z materyi, spo-
czywajacej, zamknietej przez $ciany odbijajace i wypelnionej przez zréwno-
wazone promieniowanie. Azeby zblizyé sic w rozumowaniu do rzeczywistych
warunkdéw rownowagi pomiedzy czastkami materyl a promieniowaniem,
Planck postgpuje w sposdb nastepujacy. Rozktada wypadkows skladowq
E, pola elektromagnetycznego, wytwarzanego przez promieniowanie w miej-
scu oscylatora, wczasie od ¢ =0 do =T (gdzie T jest dtugim okresem
CZast), na szereg

{1y E,:; A; cos (27}751‘__%)’

w kiérym wartosci ¢ maja stawad sig réwne po kolei wszystkim liczbom cat-
kowitym i dodatnim, poczynajac od zera, gdy przechedzimy od dowolnego do
nastgpnego wyrazu szeregu, wielkoscei za§ 4, oraz §; majg wowczas zmieniaé
sig, w spos6b catkiem przypadkowy, nagtymi i nieobliczalnymi skokami.
Whprowadzajac takq wartos¢ £, do réwnania (1) § 23-go, otrzymnjemy, jak
wdwczas, drganie wymnszone wypadkowe

f=c0

(2) (= > B COS(QT}”—%——W).

f==0

Kladziemy tutaj #, = 2=4¢/T i mamy znown, podobnie jak w § 23-im:

icm

33) ) Zasady Teoryi Promieniowania. 33
As.e.siny;

) T T mat Y
N — NP

4) cotg i = Tars

Rachunki i wnioski § 24-go stosuja sig z odpowiedniemi zmianami do niniej-
szego przypadku. Energia, ktorg oscylator pochfania w jedunostee czasu, wy-
nosi obecnije

’ 32 '~ A.;z sin? Ti
(3) Tme Z T

Poniewaz przypuszczamy stan trwaly, przeto energia, wysylana przez oscyla-
tor w jednostce czasu, jest réwniez dana przez wyraZenie (). Srednia war-
tos¢ energii, ktdra oscylator zawiera trwale, jest

®) By =1tm X, (n*+ nd) B2
i=0
alho inaczej .
e et 1t s
@ (&) = Z e Adsit

Poniewaz ocenialnie absorbowane sg tylko te drgania czesciowe, ktérych 74
leza wyjatkowo blizko ng, przeto mozemy przepisa¢ réwnanie (7) w postaci

nastepujace]

i=c0

e AP sin’ v
(8) B =G 2 wd

i=

§ 26. Pierwsze twierdzenie gisume. Dziedzina 9 jest wypetniona, jak
plzypuszczamy, DIrzez promieniowanie naturah}e ]ednos‘t'a]ne. F)z:r}aczaj.a‘c
przez U, jak w pierwszym Rozdziale, catkowitg gestosc pmm@mowagla,
otrzymujemy w tym przypadku z dobrze zuanego Maxwellowskiego row-
nania:

3

w e

>

gdzie EZ jest przestrzenng $rednig wartoscia w jednostce objgtos’,ci barFlzo

matej, zbudowanej w uwazanem miejscu pola. Poslugujqf% sie rown.ama.am

(1) § 25-go, mozemy przepisac obecne réwnanie (1) w postaci nastgpujgce]:
3

Prace mab-fiz., 1. XXIV.
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i==go
3 2
) U= ; 4
Azeby modz roztozy¢ spektralnie réwnanie (2), Planck czyni nowe za-
fozenia. Za gestosc m-promieniowania piszemy, jak dawniej, wyrazenie
3) an U,; B

do tego nieskoficzenic matego wyrazenia przyréwnywamy, po prawej stronie
rownania, co nastepuje:
i+f

() o O 4

£

. dn.T
rzyc =
przyczem  j G
Ozngczm}_/ przez [47,] $rednia wartos¢ wszystkich 4;, obliczong w granicach
od ¢ do 7—7; dla dostatecznie malej 5 ta warto$¢ powinna stawaé sic nie-
zalezna od j. Postugujac sie takiem oznaczeniem, otrzymujemy

3T
5 :  —
(5) U 16 w2 [

A57.

Oznaczmy przez p. stosunek energii, pochlanianej przez oscylater w jednostce
czasu, do ggstosel U, n-promieniowania (lub praktycznie n,-promieniowania),
ktére pobudza go do drgani. Jezeli przypuscimy, ze warto$é (ktdra stanowi
miar¢ zdolnosci pochtaniania oscylatora) nie jest zalezna od przypadkowo
trafiajacych sig¢ w promieniowanin amplitud, tedy z réwnania powyiszego (b)
oraz z wzoru (5) § 26-go otrzymujemy

i=co

4m2ch sin? ¢,
6 , =— . z SHU T

i==0

Sumg tn napisang zastepujemy przez catke okreslong i obliczamy jej wartosé
przy pomocy réwnania (4) § 25-go; mamy ostatecznie

(7 p==x2ehd,
Powracajac do (5) § 25-go, otrzymujemy:

® Up= o 3 disin’ s,

2
f==0 VA

Poréwnajmy to rownanie z formuty (8) § 25-go. Przywracajac dla ogdlnosci

icm
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znak n i korzystajac, jak poprzednio, z wzoru (2) § 21-go, otrzymujemy na-
tychmiast

(9) U=

,nz

= B
gdzie opusciliémy niepotrzebny juz nawias. Rdwnanie (9) jest zapowiedzia-
nem w § 16-ym pierwszem gidwnem twierdzeniem Teoryi. OtrzymaliSmy
je tutaj, za przyktadem Plancka, rozwazajac sposob pochianiania i wysyla-
nia fal przez elekiromagnetyczne oscylaiory. Analogiczne réwnanie (15)
§ 18-go uzyskali§my przy pomocy metody Jeansa i Rayleigha, ktéra nie
wymaga zatozen, wchodzgcych szezegGlowo w mechanizm absorbeyi 1 emisyl
promienistej erergii.

Jak widzielismy w poprzedzajacym rachunku, oscylatory Plancka
wplywaja wprawdzie na naigzenie promieniowania, ktérego czestos¢ drgania
rézni sie catkiem nieznacznie od ich wiasnej fundamentalnej czgstosci, ale nie
moga zmieniaé czestoscl tego promieniowania; na pozostate za$ promieniowa-
nie nie wywieraja ocenialnego wptywu. Stad wynika, Ze oscylatory Plancka
sg pozbawione zasadniczej whasnosci, ktéra przystuguje materyi, mianowicie
zdolnosci przeksztalcania promieniowan pewnych czestosci na promieniowa-
nia odmiennych czestosci; sa pozbawione wiasnosci, dzieki ktérej promienio-
wanie zrownowazone dochodzi wogdle ¥ w Naturze do skutka. Widzimy, ze
w teoryi Plancka pozostaje niedostatek istotny i niemal sprzecznos¢ we-
wnetrzna. Prowadzi nas ona, co do waranku réwnowagi, do wyniku, kitory
jest niewatpliwie, przynajmniej w przyblizeniu, prawdziwy; lecz nie nzasad-
nia i nie porecza wniosku, ze ten wynik stosuje sie istotnie do przypadku
promieniowania termodynamicznie zrownowazonego.

Rozdzial czwarty.

§ 27. Zasada Ckwipartycyi. Uwagi wstepne. Zasada réwnego podzialu
czyli ekwipartycyi energii, przewidywana przez Waterstona®, zostaia od-
kryta, w szczegdlnym przypadku, przez J. Clerk-Maxwella® w roku

) Planck, Vorlesungen, pag. 220. Ehrenfest, Phys. Zeitschrift, VII Jahrgang,
p. 528. 1906, W. Wien, Encyklop. d. Math. Wissenschatten, Bd V3§, Heft 2, p. 302. 1909.

% Rozprawa J. J. Waterstona ,On the Physics of Media that are composed of
free and perfecily elastic molecules in a state of motion* zostata przedsiawiona w Grudniu
1845-go rokn Tewarzystwu Krdlewskiernu w Londynle; lecz ogloszono ja drukiem dopiero
w roku 1802-im, staraniem Lorda Rayleigh (Philosophical Transactions of the Roy. Society
of London, Vol. 188 (A} pp. 1—79. 1892)

%) Philosophical Magazine, Jan 1860, July 18G); Scientific Papers of J. C1 Max-
well, edited by W. D, Niven, Cambridge 1890, Vol. I, p. 377.
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1859-ym. Ludwik Boltzmann, ktéry tej Zasadzie oraz zwigzanym z nia
prawom Mechaniki i Termodynamiki poswiecit V) przeszio trzydziescl lat nie-
przerwanego badania, rozwinat jg i uogdinit jg znacznie, czynigc z niej jedno-
czednie twierdzenie fundamentalne w Kinetycznej Teoryi Materyi. Maxwell,
w jednej z ostatnich prac® swoich, powr6cit raz jeszeze do tego przedmiotu
i nietylko zakres Zasady ponownie rozszerzyi, lecz nadto, w polocie geniuszu,
rozpoznal podstawy Mechaniki. Statystycznej, nowej Nauki, ktérg Boltz-
mann, Rayleigh, Lorentz, zwlaszcza za§ J. W. Gibbs® i liczni inni
uczeni doprowadzili nastepnie do wysokiego stopnia doskonatosci. Lecz, jak-
kolwiek rozwinigta zostata i umocniona w ten sposob, jakkolwiek wielokrot-
nie bywata sprawdzana w zakresie prostszych Rownowag 9 Materyi, Zasada
Ekwipartycyi Energii budzita zawsze watpliwodci, budzita nawet opér; jeden
z najpierwszych przywddzcdw Nauki w XIX-em stuleciu, Lord Kelvin, byt
trwale ® jej przeciwnikiem. Diugie, pamigine dyskusye lacza sie z tym przed-
miotem; powstata o nim rozlegta literatura. Wyczerpujacy obraz historyi za-
gadnienia, zupelne przedstawienie dzisiejszego jego stanu, wymagatyby cal-
kowitege studyum, kidre przekraczaloby ramy naszej pracy. Poprzestajemy
w tem niiejscu na krotkiem streszezenin wynikéw i wnioskéw, ktére mozZemy
uwar‘;atli za zdobyte, o ile o tem podobna jest sadzi¢ w zagadnieniu, ktére
weale jeszcze nie jest wyczerpane. Zarazem podajemy w przypisku ® przy-

1} Wissenschaftliche Abhandlungen von Ludwig Bol
Dr. Fr. Hasen dhrl, Leipzig 1909, trzgy tomy. £ pemann ersusgegeben vor
) %) Transactions of the Cambridge Philosophical Society, Vol. XII, 1878. Scicntific
Papers, Vol. 2, p. 713. ,

?) Elementacy Principles in Statistical Mechanics, developed with especial reference
te the rational foundation of Thermodynamics. New-York and London. 1902.

Y Poréwn. §§ 32, 35, 55.

) Proceedings of the Roy. Society of London, Vol, B0, p. 79. 1891; Philos, Maga-
zine, Vol. 83, p 4566, 1892. Baltimore Lectures on Molecular Dynamics and tie Wave-The-
ory of Light, London 1904, pp. 496, 504, 512; Mathematical and Physical Papers, Vol. 4
Cambridge 1910, pp. 484, 495. : T

§ G. H. Bryan, Report on the present state of our Knowledge of -
mics, British Assoc. Report, Oxiord Meeting, 1894; part 11, Boltzmanrf Vor]Z:ucr:;l;dltfiE:r
Gastheorie, Leipzig 1896 — 1898, 2 tomy. Lord Rayleigh, Philos. Magazine, Vol. 88
356, 1882; Vol. 49, p. 98, 1900; przedrukowane w Scientffic Papers by J. W. St,r utt' Ba’rolz{
Rayleigh, Cambridge 1899 i 1903, Vol. 3, p. 554, Vol. 4, p. 433. J. I Jeans JF‘hiios
Magazine, Vol. 4, p. 585. 1902; tegoz autora The Dynamical Theory of Gases C.;lmbridge;
1904, rozdz. 2—5, 8. H.Burbury, A Treatise on the Kinetic Theory of Gases’. Cambridge
1899. A. Einmstein, Ann. der Physik, Bd. 9, p. 417, 1002, Bd. 11, p. 170. 1'903. H. A
Lorentz, Abhandiungen iiber theoretische Physik, I-er Band, Leipzig und Betlin 1907 pp.
202--298. L. Boltzmann w. J. Nabl, Encyklop. d. Math, Wiss., Band V1, Heft 4 pj493.
1907. P.u.T.Enrenfest, Encyklop. d. Math. Wiss.,, Band [V 211, Heft 6. I;)ll. P.,Hf.:rtz;
Ann. der. Physik, Band 3%, p, 225, 1010. I I. Jeans, Philos. Magazine, Vol 90 p. 943
1910. S. B. Mc Laren, Philos. Magazine, Vol. 23, p. 513, 1912, oo
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najmniej niektdre z pomiedzy wazniejszych rozpraw i monografij, ktére po-
siadamy obecnie, oprécz poprzednio juz przytoczonych, o twierdzeniu Ekwi-
partycyi Energii.

§ 28. Zatoiemia. Wyobraimy sobie nadzwyczajnie wielkq liczbg ukia-
déw dynamicznych, konserwatywnych, od siebie nawzajem niezalezaych, pod
kazdym wzgledem pomigdzy soba écisle identycznych. Przypustmy, ze stan
kazdego ukiadu jest okreslony przez uogéinione spéirzedne

(1) ' 15 oy o v vn s gn
oraz przez uogdlnione momenty

(2) Py Pgyoonves Pa.
Przez moment p; rozumiemy pochodng

?E
(3 pi=—
3

(f=1,2, ..... ),

przyczem FE oznacza catkowiig encrgie uktadu, ktérg uwazamy w (3) za
funkcye spchzednych g oraz predkosci g:. Kazdy ogot wartosci zmiennych
(1) i (2) nazwiemy za Maxwellem fazg ruchu ukladu.  Jezeli wyobrazimy
sobie przestrzedi 2n-wymiarowa, W ktorej zmienne (1) i (2) graja role spot-
rzednych Kartezyusza, w takim razie kazda mozliwa faza ruchu uktadu
bedzie reprezentowana przez pewien punkt tej przestrzeni.

Energia catkowita E skiada sig, wog6le mowiac, z dwoch czgscel: 2 energii
potencyalne] T, ktéra ma by¢ funkcys tylko spétrzgdnych ¢:, oraz z energii
kinetycznej T, o ktérej przypuszczamy, Ze jest funkcya jednorodng stopnia
drugiego momentéw 3, 0 spélczynmikach @.:, @i, zaleznych od spdtrzed-
nych g; i ze nie zawiera czasu ¢ wyraZiie. Wiadonio, ze przez podstawienia
linlowe, ksztaltu

k=n

*) Di == men (i=1,2 .....10),
k=1

(gdzie bi sa funkcyami spéirzednych ;) mozna doprowadzi¢ zawsze energieg
kinetyczng T do postaci
(5) T} 2 ert,

przyczem spélczynniki e (z pomiedzy ktorych zaden nie moze by¢ ujemny
ani rowiy zerd) sg znowuz, wogéle méwiae, funkcyami spéhzgdnych g;.
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Nowe te zmienne 7, nazywamy, za praykladem Boltzmanna, momentoida-
mit tkiadu, odpowiadajacymi spéhrzednym g;. Widzimy, ze istnienie kazdego
momentoidu #; przyczynia sie ndzialem 3 e do'energii ogolnej kinetycznej
uktadu.

- Poslugujgc sig metoda, wprowadzona do Dynamiki przez Hamiltona,
wyobrazamy sobie energie catkowita E uktadu jako funkcye zmiennych ¢; iy,
o ktorej przypuszczamy, Ze nie zawiera czasu # wyraznie. Prawa ruchn ukta-
du sa zawarte w znanych réwnaniach kanonicznych, mianowicie, po pierwsze,
w réwnaniach:

dp; 92K L
(6) ¥ Tiitrn (=1, 2, ....n),
do ktérych trzeba dolgczyé, powtdre,
‘7 i S J— " J—
(7) s +apf (i=1,2 ....n0).

Z réwnati (6)1 (7) otrzymujemy, jak wiadomo, 2n—1 calek, nastepujgcej
postaci

(8) Yo (s Gos o v ooy Qs Prs Doy - ooy Du) == Dy,
(3==1,2, ...., 2n—1)

gdzie 4, s3 funkcyami 2n zmiennych

(9) i oy v v v ey qﬂ:_pl: Bay o v vy Pasy

h, za$ oznmaczaja state. Ostatnia catka réwnati (6) i (7) moze by¢ napisana
w postaci

(IO) Pon (QIJ Bay ... L) j-"'n) = h2n‘|— t,

gdzie {2, jest ostatnig funkcya zmiennych niezaleznych (9), hon zad ostatnig
statg; 7 wszedzie oznacza czas.

Przypusémy, ze unktad jest pozostawiony samemu sebie. Zmienne (9)
przybierajg wowczas z biegiem czasu coraz inne wartosci, jednakze wielkos¢
I pozostaje stala. Energia & jest zatem zalezna od wszystkich lub od nie-
ktérych z pomiedzy powyiszych statych

an I N

mozemy utozsami¢ funkcyg E z ktérakolwiek z pomiedzy Tunkcyj (8) 4.,

gdzie s=1, 2,.... 2n—1, innemi stowy, mozemy rozumied réwnanie za-
chowania energii

i qﬂ)pl: 202; .-

icm

{39) Zasady Teoryi Promieniowania, 39

(12) E == const.

przez jedno (kiérekolwiek) z pomiedzy réwnan (8), naprzykiad przez réwnatie

(13) by =Ny .

Gdy zmienne (9) przybierajg z biegiem czasu coraz inne wartosci, fa_za
riuchn uktadu zmienia sig; punkt figuracyjny, ktéry ja wyobraza w 27z-wym3a-
rowej przestrzeni, porusza sig w niej i odbywa pewng droge. Mozemy powie-
dzie¢, ze zadaniem Mechaniki jest w ogéinodci wyznaczenie ksztattu tej cl_rog1,
dia okreslonego uktadu, gdy punkt, w kidrym ona rozpoczyna sig, jest wiado-
my. Zadanie Statystycznej Mechaniki, wedlug mysli Maxwella, jest od-
mienne. Azeby jg sformulowaé, przypominamy, ze ukladéw dynamicznych,
pomiedzy sobg identycznych, ktére badamy, jest, jak powiedzieliSmy, nad-
wwyczajnie wiele. Przypusémy, ze w pewnej chwili poczatkowej rozpoczely
ote 1uch, przy jednakowej wartosci energii B, od wszelkich mozliwyc.h f'az
poczatkowych i ze te ruchy odbywaly si¢ péiniej, niezaleznie od siebie,
w identycznych warunkach. Uwazajmy teraz element objgtosciowy

(14) dQ=dgdg,.... dg.dp, dp;. ... Apx

2 n-wymiarowej przestrzeni. Zakltadamy, Ze liczba ukladdw, ktarych punkty
figuracyjne leza w granicach elementu d@, moze by¢ wyrazonaV przez iloczyn

(15) ads,

gdzie p ma by¢ wielkoscig skoificzong, kidra moze Dy, wogcﬂe mc’i\'Niqc,
funkcya zmiennych powyzszych (9) oraz czasu. Nazywamy tg wielkosc ge-
sioseiq punktéw figuracyjnych.

§ 29. Twierdzeni¢ Liowville'a. Oznaczmy przez

]
o

(1)

G
o

pochodng wzgledem czasu funkeyi p, ktérg otrzymujemy, gdy wszys.tkie a4
oraz p; w tej funkeyi pozostawiamy niezmienme. Za przykladem Gibbsa
przekonywamy sig atwo, Ze ta pochodna spelnia zawsze rdwnanie

1) Nie wchodzimy weale w dyskusye pytania, do jakiego stopmia dowolne jest za-
lozenie powyzsze. Zadawalniamy si¢ wwags, ze jest mozliwe ezyli dozwolone. Z dotych-
czasowych badafi wnosimy, Ze ono jest zarazem najprostsze z pomigdzy zatozefi, ktdre spet-
piajq wszystkie postulaty a priori konieczue.
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Lecz z rownafi Hamiltona (6) i (7) artykuty poprzedzajacego otrzymujemy
natychmiast

ag; , @
® i,

Rownanie {2) sprowadza sig zatem do

Dp
(4) i =0
gdzie D/ D7 ma znaczyé
(5) +21{qmag+h ).

Prawo, ktdre jest wyrazone przez réwnanie (4), nazywa sie twierdzeniem
Liouville’a i odgrywa role fundamentalng w Kinetycznej Teoryi Gazéw.
Dobrze wiadomo, ile uwagi i pracy Boltzmann poswiecit udowodnieniu
iego twierdzenia oraz dyskusyi jego zastosowan.

Twierdzenie Liouville’a bywa zazwyczaj przytaczane w odmiennej
postaci. Przypu$émy, ze w chwili * punkty figuracyjne pewnej liczby ukta-
déw leza w granicach 2zn-wymiarowej nieskoficzenie matej dziedziny

6) 9°=f[. g qulo Qg ... dg.°dptdpy ... ... dpee

gdzie 2n-krotne catkowanie ma rozciggad sie do calej uwazanej, nieskoficze-
nie matej dziedziny., Uklady te maja ulegaé prawom Dynamiki od chwili #
do chwili ¢, odbywajg zreszta ruch dowolny w tym czasie. W chwili ¢ pun-
kty ich figuracyjne leza w granicach 2n-wymiarowej nieskoriczenie matej
dziedziny

0 Q — f[...[dqidqg ..... dg.dp, dn,. ... .. ip.,
gdzie catkowanie, jak w poprzedniem wyraZeniu (6), rozciaga sig do catej

uwazanej, nieskoriczenie matef dziedziny. Bez wzgledu na wybor chwil 014
mamy wowczas

(8) Q0 =@,

J. W. Gibbs nazwal warto$¢ catki (7) roecigglodeiq pod wegledem fazy

(41) Zasady Teoryi Promieniowania, 41

(extension-in-phase); dlatego twierdzenie Liouville’a bywa przytaczane
niekiedy jako zasada zachowania tej rozciggtosci.

§ 30. Stan frwaty. Hppoleza IMaxwella. Przypusémy, ze osiggniety zo-
stal stan trwaly, w ktdrym gesto§é g nie ma explicite zalezed od czasu. Z row-
nania {4) poprzedzajacego artykuln wnosimy, ze wowczas

(1) 2 sy a0

Przejdimy teraz wraz z Jeansem od zmiennych

(2) sy oy oo venvn Ty Py Py oonenn y  Pn
do nastepujgcych nowych zmiennych:

{3 LT ; b2nm1, b2

Znaczenie tych liter okredlitismy w § 28-ym {por. (8) i (10) tego artykuiu}.
Przepisawszy rdwnamie (1) w postaci

J=2n
u{J
4) 2 b gp =0,
=1
powiadamy, ze, dopdki
(5) je=1,2......., 2n—1,

dopoty mamy ':IJjED; lecz cfxz,,, przeciwnie, jest rézna od zera (por. § 28)
Uwzgledniajfac te wlasnosci gmiennych &;, otrzymujemy z (4)

°p
(6) =5 =0;

¢ (1]"271
innemi stowy otrzymujemy

(7) p= F(‘I"l: Py v 3 "I)EH—]) s

gdzie F jest funkcyag dowolng 2n—1 argumeniéw (3), ktdre, jak wiemy
z § 28-go, sa réwne odpowiednim statym A;. Biorge, jak powiedzieliSmy
w § 28-ym, energie & za ¢, i wstawiajac pozostale R, przepisujemy réwna-
nie (7) w nowej postaci, jak nastepnje:

(8) n=F(F, Togy Bgy oot  Pou—1).

Zamiast réwnania (8), ktdre w tej chwili otrzymalidmy, Mazwell,
Boltzmann i liczni inni uczeni zaktadaja zazwyczaj

Prace mat-fiz, t EXIV. : 3%
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(9) p==F (B).

Zatozenie (9) miesci sie oczywiscie, jako szczegélny przypadek, w ogélniej-
szem twierdzenin (8), stanowi zatem mozliwe, lecz (z dotychczasowego nasze-
go punktn widzeniz) bynajmniej nie jedyne mozliwe, a przeto nie konieczne
rozwigzanie zadania. Maxwell zdaje sobie sprawe z dowolnosci podobnej
specyalizacyi rozwigzania; azeby te dowolnod¢ zlagodzi¢, powotywa sig na
stynng odtad hypoteze cigglosci drogi (assumption of continuity of path).
Maxwell bierze na uwage ukiad (tak zwany ergodyceny uklad Boltz-
manna), kiéry, pozostawiony sam sobie, przebiegnie wezesniej czy podiiej
przez kazdg faze ruchu, zgodng z warunkiem zachowania energii. Przez kazdy
" punkt 2n-wymiarowej przestrzeni, okreflonej w § 28-ym, przechodzi tylko
jedna droga punktéw figuracyjnych. Jezeli droga, lezaca na danef powierzchni

-

(10) K= const.,

ma przej$é przez wezystkie punkty tej powierzchni, w takim razie na tej po-
wierzchni istnieje wlasciwie tylko jedna droga, po ktérej biegna wszystkie ru-
chy danej energii. Owdz uktady, kidre roztrzgsamy, rozpoczely ruch od naj-
rozmaitszych wprawdzie faz poczatkowych, lecz przy jednakowe] energii.
Uktady te zatem znajdujg sie wszystkie na tej samej drodze; wartosci

(1D By Ry oo ot , Han—

s dla nich wspdlne; tylko (zalezpe od rachuby czasu) wartodci Az, mogg by¢
dla nich rézne. Ale Ay, nie wchodzi wiasnie do p wediug réwnania (8).
W przypadku ergodycznych nkladéw zatozenie Maxwella wydaje sie wiee
uzasadnione. Jednakie moznaby bylo zapytal, czy rozumowanie, ktére do-
prowadza do (8), pozostaje wazne w przypadku ergodycznych uktaddw; czy
twierdzenie (8) wolno stosowad do tego przypadku? Moznaby nawet zapytad,
czy uktad dynamiczny, do ktdrego stosujg sie, naprzyklad, réwnania Hamil-
tona, moze wogdle by¢ ergodyczny? Na te i podobne pytania nie posiada-
my jeszcze dotychczas zupelnie jasnych i wyjasniajacych odpowiedzi. Jak
zauwazyl Lord Rayleigh, zastrzezenie, zawarte w okresleniu ergodycznego
ukiadu, jest nadzwyczajnie wylaczne; albowiem 2gda, azeby uktad, wychodzqc
7z jakiejkolwiekbadZ fazy, przebiegat przez kaddq inng faze (zgodng z warun-
kiem zachowania energii), zanim powrdci do fazy poczatkowej. Istotnie, skoro
tylko faza poczatkowa zostalaby ponownie osiggniegta, ustanowitaby sie tem

icm

samem droga kolowa; zadna inna faza, po zaniglezaca, nie zostataby wéwczas .

przebiezona, bez wezgledu na to, jak diugo jeszeze ruch odbywad sie bedzie.

_ § 31, \Dmiosek.  Uwazajmy ukiady, ktore w danej chwili ¢ znajduja sig
w okreslonej konfiguracyi

(43) _ Zasady Teoryi Promieniowania. 43

(1 Guo oy ovvenen s G
Przyjmujemy hypoteze Maxwella i przypuszczamy, Ze (por. §§ 28 i 30)

03] F(Eydq dg, .. ... g, dp dp, oo ... ap.

jest liczbg ukladdéw, ktérych spéirzedne i momenty lezg pomiedzy
&) Giigt+ag, Gid+ddh, ... y a1 Gu- A,
) piipidp, paipetdp, .- v Pu i putdpn

Przecigtna warto$é energii kinetycznej, odpowiadajacej momentoidowi #y, dla
uwazanych uktadéw, w uwazanej konfiguracyi (1), wynosi, wedtug § 28-go,

czyli

o

gck” lndpl aps .- . Apa1’ F(E)

a

) =
[f...fdpldpz.... dp, F(5)

Wyobrazmy sobie, ze od zmiennych

7 Py Poyeen-ns , Pa

przechodzimy do nowych zmiennych

(8) Tyy gy oeninn s Ta.

Przypuszczamy, Zze momenty p; sa funkcyami liniowemi momentoiddéw 74,
o spotczynnikach zaleznych jedynie od spéirzednych g: (§ 28); przeto wy-
ziacznik

©)

jest téwniez tylko funkcya spéirzednych ¢:. Energia E jest sumg energii
kinetycznej T, ktora wedtug (5), § 28, jest suma wyrazéw typu {ex#:® oraz
enesgii ¥V, kiora zalezy tytko od spéhizednych ¢, Widzimy zatem, ze zamiast
(6) mozemy napisac
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gckﬁ Cn {d?‘ld?‘z i At FUE)
(10) ' - m_jr;n____ e
f{ ce {d-m divy . ... dr. F(E)
tak iz wypada
) Lo B =160 = ... =he (R,

Kazda z potniedzy tych drednich jest jedng n-tq czesciq ich sumy, czyli energii
kinetyczne] T uwazanych ukiadéw. Momentoidy dzielq si¢ w czedciach réw-
nych energig kinetyczna; na tem twierdzenin polega Zasada Ekwipartycyl.
Bryan, od ktdrego zapozyczylismy powyzszy rachunek, czyni uwage, Ze,
gdyby funkcya F', wyrazajaca gestodé p punktéw figuracyjnych, zawierala,
oprocz F, jeszcze dalsze stale

(12) hz, h3, ...... ) h_f),.,,,l,

jak w réwnanin (8) artykutu poprzedzajacego, wéwczas wniosek powyzszy
{11) pozostaje prawdziwy pod warunkiem, ze

(13) ! 4’2) ‘Pa 3or e e s e ‘I)szA.L

zawierajg tylke uogélnione spélrzedne ¢, nie zawieraja za§ momentéw p;.
Stusznos¢ tej uwagi jest widoczna z poprzedzajacego rachunku.

§ 32. Pojecie temperatiry. Mozliwosé podania okreélenia dla pojecia
temperatury, w Kinetycznej Teoryi Gazdw, polega, jak wiadomo, na hypote-
tycznem zastosowaniu V' Zasady Ekwipartycyi; uzasadnienie termometrycznych
- praw gazdw doskonatych oraz prawa Avogadra, za pomoca zalozed tej

Teoryi, zalezy zatem od waznosci, w przypadku gazdw, tej Zasady Statystycz-
nej Mechaniki. Widzimy siad, jak wazna dla Teoryi Gazéw jest ta Zasada,
jak rozlegte i jak fundamentalne jest jej doswiadczalne podioze.

Oznaczmy przez 7' temperature bezwzgledng czyli termodynamiczna
gazu doskonatego, przez &k pewng stata uniwersalng stosownej wartosci. Bez
wzgledu na fizyczne warunki, w ktérych gaz sie znajduje, bez wzgledu na-

Y Maxwell, Trans. of the Cambridge Phil. Seciety, i. ¢, pag. 7268 (Reczipitulation).
Bryani Boltzmann, Sitz. Ber. d. K. Akad. d. Wiss. Wien, Bd. 108, p. 1125. 1894 (lub
Wiss. Abh., 1I, p. 510). J. ). Thomson, Applications of Dynamics to Physics and Che-
mistry, London 1888, Chapter VL. Por. Wsigp do Fizyki teoretycznej, Warszawa 1890,
§§ 150, 1562. Bulletin Int. Ac. d. Sc. de Cracovie, Décembre 1803.
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przyktad na mozliwe dziatanie sit zewnetrznych, bez wzgledu (w przyp;;.dku
mieszanin) na chemiczng nature czasteczek, energia kinetycz_na Przemqtna
jednej czasteczki wynosi $% T, jezeli stan réwnowagi zostal osiagniety. . Cza-
steczki gazéw poczytujemy tu za punkiy materyalne swobodx.le. rNa ]ede1.‘1
stopiefi swobody w gazie doskonalym wypada zatem, w stanie rownowagl,
L& T kinetycznej energii. Ta sama ilos¢ kinetycznej erergii pr?ypada kazde-
mu stopniowi swobody w kazdym dynamiczaym nkiadzie, jezeli fvolno zasjto—
sowat do uktadu Zasade Ekwipartycyi Energii i jezeli znajduje sig on W row-
nowadze z cialerm materyalnem (z termometrem termodynamicznym), kiore
wskazuje temperature T.

§ 33. Drgania fundameniaine. [owa posfac fwierdzenia. Przypuééi?ly,,
ze w uwazanym ukladzie odbywaja sig t. zw. mate drgama.doko%a poiozen
réwnowagi. Przypusémy, ze mozemy wybrac poprzednie zmienne ¢; W Spo-
s6b taki, azeby nastepujgce warunki zostaly speinione. Kazda z p_om1§dzy
zmiennych ¢; ma by¢ rdwna zeru w potozeniu réwnowagi. Energia poten-
cyalna ukiadu ma by¢ funkcya postaci

1) VZ%Z big?,

przyczem wszystkie &; majg by¢ state. Energia kinetyczna ukfadu ma byc

funkeya postaci .
@) =14 wal,

przyczem wszystkie @ majg by¢ stale. Réwnanie ruchu w ktoremkolwiek-
bad# drganiu jest

@) é;“i—nizq,;:o ,
gdzie

4) o2 by
rozwiazanie (3) jest

©) g = dA;cos nit - B sinais €

n; jest czestoseiq #-go drgania. W tem drganiu_ impliko'wana jest ,wy}aczme
tylko jedna, odpowiadajaca mu spohrzedna g, n1eza1e2n}e -od drgan pgzosta-
lych, niezaleznie od innych ruchéw, ktore mogg odbywac sie w ukfadzie. Ta-
kie drgania noszg zazwyczaj nazwe drgafl fzt-nd(e-rrzseﬂrztal.nych. o
Przypusémy, ze drgail fundamentalnych odbywa sig nadzwyczajnie wiele
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w uwazanym uktadzie; i ze one odbywaja sig chaotycznie, ze fazy drgan sg
roztozone wedlug prawa czystego przypadku. Zasadzajac sie na wzorach po-
przednich, sprawdzamy latwo, ze przecietna kinetyczna energia jednego drga-
nia jest kazdej chwili rowna przecietnej potencyalne] energii, jezeli obliczamy
obiedwie przecigtne, w kazdej danej chwili, dla catego thumu drgan indywidu-
alnych. Stad wynika, ze przecietna catkowita energia drgania fundamental-
nego jest wowezas réwna podwdjnej przecigtnej kinetycznej energii; zatem
wynosi kT, jezeli T jest, jak poprzednio, temperaturg termodynamiczng
uktadu.

§ 34, Prawo Rapleigha. Powrdémy do zagadnienia, ktdérem zajmowa-
lismy sie w §§ 17-ym i 18-ym, za Lordem Rayleigh i Jeansem. Uwa-
zajmy znowu szescian, ktdrego sciany znajdujg sig w spoczynku, odbijaja do-
skonale i zachowuja wszgdzie temperaturg niezmienng T. Prdznig szescianu
wypetnia promieniowanie jednostajne i zréwnowazone. Przypusémy nachwilg,
wraz z Jeansem, ze uklad wtym stanie podpada pod dziatanie prawa Ekwi-
partycyi Energii. Oznaczajac, jak w §§ 17 1 18-ym, przez &, drednig energig
jednego n-drgania fundamenialnego, mamy, wedlug koficowego wypadku
§ 33-go: ‘

(1) ‘ g’ﬂ:kTJ

niezaleznie od n. Wstawiajac tg wartodé do réwnania (15) § 18-go, znajdujemy:

2
(2) Up= 2 T

'TC2 C‘S
Wzér (2) lub réwnowazna mu formuta

. SnkT
(3) Uy =g -

wyraza prawo promieniowania, ktére podat wr. 1900-ym Lord Rayleigh,
ograniczajac je jednak wylgcznie i wyraznie do przypadku fal bardeo diugich.

Dostrzegamy, istotnie, z latwoscig, ze prawo Rayleigha nie moze
by¢, zadng miara, ogdlng i scisly formuty czarnego promieniowania. Przede-
wszystkiem, wedtug wzordw (2) albo (3), gestosé energii, przypadajaca falom
bardzo krétkim, jest nadzwyczajnie wielka i moze rosngd, dla fal coraz krot-
szych, bez zadnej granicy. Catkujgc (2) wzgledem %, od n=0 do =00,
jak tego wymaga okreSlenie catkowitej gestoscl U7 (§ 4), otrzymujemy oczy-
wiscie wypadek nieskoficzenie wielki. Prawo Rayleigha moze zatem by¢
widocznie tylko twierdzeniem granicznem, do ktérego zbliza sie, w miare ma-
lejacych n, prawdziwa formuta promieniowania czarnego. Wiemy dalej, ze
U, lub U, w kazdej temperaturze, przechodzi przez najwighszodé dla pewnej

icm
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czestosci # lub dla pewnej dtugosci fali &, zaleznej od tej temperatury. Ba-
dania doswiadezalne i pomiary ilosciowe dotarly niejednokrotnie do miejsc
takich najwigkszodci; wiemy dzisiaj, ze one zgadzajg si¢ dobrze z prawem
Wiena (§ 14). Stad okazuje sig réwniez, ze zalezno¢ U, lub U5 od n 1ub
od \ w prawdziwej formule promieniowania nie moze by¢ tak prosta jak
w powyzszych wzorach (2) albo (8). Zaleznos¢ od T nie moze takze polegaé
na prostej proporcyonalnoéci; postugujac sie Zasada Kirchhoffa, mozna
przekonaé sig o tem ze spostrzezen niemal codziennych b,

Zwazmy obecnie, ze w wywodzie, ktéry doprowadzil nas do sformuto-
wania prawa Rayleigha, nie uczyniliSmy nigdzie zastrzezenia, kidre ogra-
niczatoby diugosé fali uwazanego spektralnego przedziatu; caly ten rachunek,
jezeli jego podstawy zostaty przyjete, powinien stosowac sie jednakowo do
fal dtugich i krétkich. Dochodzimy zatem do wniosku wielkiej wagi, ktory
mozemy wyrazi¢ w spos6b nastgpujgcy: zastosowana do przypadku czarmego
promieniowania, Zasada Ekwipartycyl Energii prowadzi do prawa Ray-
leigha, wymagajac, azeby ono bylo waine i Sciste w calej rozciggtodel wid-
ma; tem samem Zasada ia staje w jaskrawe] sprzecznosci z faktami elemen-
tarnego doswiadczenia.

Powracajac do zalozefi, mozemy zrozumiec jedng z pomiedzy istotnych
przyczyn tego niepowodzenia. Jak widzielismy w §§ 17 i 18-ym, liczba
wszystkich drgad fundamentalnych, moziiwych w prézni o objetosci skorczo-
nej, jest nieskoriczenie wielka. Jezell wigc przypuszczamy, zé fa proznia
przez stosunek wymiany ze skorczonem cialem materyalnem C, o tempera-
turze T skoriczonej, osiagnefa stan réwnowagi, tedy widocznie, wedhug Za-
sady Ekwipartycyi Energii, energia promieniowania, zawartego w prézni ob-
jetoéci skoficzone], musi wypa$é nieskoriczenie wielka; albowiem, wediug tej
Zasady, energia kazdego drgania fundamentalnego jest wéwczas skonczona.

Poniewa? skodczone cialo materyalne zawiera tylko skoriczona ilosé
epergii, przeto widzimy, e, wedlug Zasady Ekwipartycyi, stan réownowagi
pomiedzy skoficzonem cialem materyalnem a skoficzona objetoscig prézni nie
jest wogdle mozliwy. Skutkiem stosunku wymiany, catkowita energia ciala
materyalnego, wedtug tej Zasady, musiataby przejsc do prézni; pomimo to
temperatura prézni nie podniostaby sig w sposéb ocenialny. Préznia, wedtug
Zasady, okazywataby nieograniczong tendencyg do pochianiania energii, do
odbierania energii; do osiagnigcia réwnowagi pomiedzy materya a préznia
potrzeba byloby niewyczerpanych zaschdw energii w clalach materyaluyeh.

§ 35. Inferprelacya Jeansa. Jeans uznaje, ze, wediug Zasady Ekwi-
partycyi, stan réwnowagi promieniowania nie jest wogole mozliwy ¥; przy-

1 H. A. Lorentz, The Theory of Electrons, Lipsk 1909, p. 287.
7} Nature, Vol, 71, p. 607, April 27, 1905,
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puszcza jednak, ze ten stan, zwiaszcza co do fal krétkich, dechodzi do skutku
niezmiernie powoli. Stre§émy przewodnia mysl rozamowania, ktérem V kie-
ruje sig Jeans.

Wyobrazmy sobie, ze pewne ciato gozowe wypromienjowywa energig do
prézoi.  Niechaj gaz i proznia beda zawarte w dziedzinie, ograniczonej przez
$ciany niernchome, doskonale odbijajace, utrzymywane w temperaturze state]
i jednostajnej. Kierujac sig zasadami Teoryi Elektrondw, musimy przypu-
szezad, ze czasteczkl gazu wysylaja energie jedynie podcezas spotkan, ktdre
odbywajg pomiedzy sobg, na diugosci zas drdg swoich swobodunych weale nie
emitujg energii. Jezeli zgodzimy sie na to zalozenie, wéwczas, jak Jeans
okaznje w jednym z najpiekniejszych rozdziatéw znanego swego dzieta?,
szybkod¢ rozpraszania energil, wynikajacego z promieniowania czgsteczek,
zalezy przedewszystkiem od stosunku, zachodzacego pomiedzy czasem trwa-
nia < jednego spotkania a okresem peryodycznogci § lub 2x/n fali wysy-
tanej. Jezeli stosunek §:« jest bardzo matly, rozpraszanie jest niestychanie
powolne; jezeli stosunek &:¢ jest znaczny, rozpraszanie odbywa sie stosun-
kowo pospiesznie. Innemi stowy, skutkiem spotkan, ktérych czas trwania
jest t, wytwarzaja sig¢ (w czasie destgpnym naszemu dosirzeganiun) praktycz-
nie takie tylko fale, ktérych dlugosé jest ogromna w stosunku do iloczynu e¢r,
gdzie ¢ oznacza predkodé rozchodzenia sie fali; fale o dtugodci, znacznie krot-
szej niz iloczyn e, uzyskujg (w okresach po ludzku biorac dtugich), tak nad-
zwyczajnie malto energii od spotykajacych sie czasteczek, ze ich udzial w zja-
wiskach mozemy catkowicie zaniedbac.

. Powrdcémy teraz do zagadnienia, ktorem zajmowalidmy sie w §§ 17-ym,
18-ym, 34-ym. Przypusémy, Ze gaz, ktorego sposéb promieniowania opisa-
lismy przed chwila, jest jedynem ciatem materyalnem, znajdujacem sie w 6w-
cresnym proznym szedcianie Q. Podzielmy drgania fundamentalne, do kto-
rych préznia szescianu @ jest zdolna, zgrubsza, na dwie kategorye: 1° na
drgania, ktérym odpowiadajg fale diuzsze iznacznie diuzsze niz ¢v; 2°na
drgania, ktérym odpowiadajq fale krdtsze i znacznie krdtsze. Liczba pierw-
szych w szescianie niechaj nazywa si¢ s. Sprébujmy ocenié te liczbe,

Przypudémy wraz z Jeansem, Ze w powietrzu atmosferycznem, wtem-
peraturze 0° C., pod ci$nieniem 760 mm, diugosé czasu {rwania spotkania
dwoch czasteczek gazowych wynosi w przecigeiu okoto 10— sekundy. Za-
pytujemy, ile jest drgan w szedcianie, ktérych czestes§é bylaby zawarta pomie-
dzy granicami: zero i 2=.10T1 sek. Z rownania (9) § 18-go wynika, ze po-
{rzeba warunku

Y} Philos. Magazine, Vol. 10, p. 91, 1805.
*), The Dynamical Theory of Gases, Cambridge 1904, Chapt. IX.
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azeby wypadlo § 3» 10~ sek. Potrzeba zatem
(2) Vi, L+ he <3100 acm™!.

Gdy o jest dostatecznie duza, wowczas, jak wiemy z § 18-go, liczba uktadGw
trzech liczb catkowitych R, Rk, , ., czyniacych zadosy¢ warunkowi (2), jest
w przyblizenin

4, 3 12 —3.
(3 81 za®. 102 cm—3;
liczba ¢ bedzie zatem

(4) § = 8817 za®. 10?2 cm—3.

Oznaczmy teraz przez 7 liczbe stopni swobody, ktére przypadajg cialu gazo-
wemu, zawartemu w sze$cianie €. Uwazajmy czasteczki gazu za punkty ma-
teryalne. Oznaczajgc przez N liczbe Avogadra (czyli liczbe czasteczek gazu
doskonalego w centymetrze szefclennym, w temperaturze 0° C., pod cisnie-
niem 760 mm), ktadziemy

(5) y=3Nadcm—3.

Liczba N wynosi w przyblizenin 3.10"; widzimy zatem, ze stosunek s/#
wypada rzgdu 10—, zatem jest nadzwyczajuie maty. A wigc dochodzimy do
wnioskéw nastepujacych. Zasada Ekwipartycyi wymaga, azeby wszystkie
stopnie swobody prézni i wszystkie stopnie swobody materyi zostaty réwno
obdzielone energia, skoro stan ostateczny zostanie osiagnicty. Poniewaz
préznia w szescianie ma nieskoficzenie wiele stopni swobody, gaz za$ posiada
ich liczbe skosiczona, wiec préznia w koficu odbierze materyi catkowity za-
warta w niej energie. Ale ten rezultat, co do rozmaitych drgar w prézni i co
do odpowiadajacych im stopni swobody, nastgpi w okresach czasu nadzwy-
czajnie niejednakowej diugosci. Pomiedzy » stopmiami swobody materyi
a stopniami swobody prézni, nalezacymi do pierwszej kategoryi, ktérych licz-
ba jest s, wyréwnywanie si¢ energii odbywa sig¢ Zwawo; ta liczba s stopni
swobody prézni w niezbyt diugim okresie czasu osigga ndzial, nalezny jej we-
diug Zasady Ekwipartycyi. Pozostale stopnie swobody prozni, ktére zaliczy-
lismy do drugiej kategoryi, odbierajg energi¢ czasteczkom materyi tak nad-
zwyczajnie powoli, Ze nawet po uptywie otbrzymich okreséw czasu anl wprzy-
blizeniu nie otrzymujg przypadajacego im wediug Zasady udziatu. Przez czas
niezmiernie diugi stosunek enmergil prézni do energii materyi bedzie bardzo

4
Prace mat-fiz, . XXIV. =
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mato rézny od stosunkun s/#; ten, jak wiemy, jest nadzwyczaj maty. Taki
jest, wedtug Jeansa, mechanizm, ktéry sprawia, Zze w wartnkach ludzkich
dostrzezed prawo promieniowania Rayleigha aniw przyblizeniu nie docho-
dzi do glosu.

Sama w sobie, hypoteza Jeansa jest nadzwyczaj wytworna; ale jej za-
tozenia fizyczne nie stosujg sig wcale 2 do rzeczywistych zjawisk promienio-
wania, ktére nie zdradzajg bynajmniej postulowanej powoelnosci wymiany
energil, Zgodnoé¢ z doswiadczeniem prawa Kirchhoffa, praw Stefana
i Boltzmanna, prawa Wiena bytoby trudno zrozumie¢ w przypuszcze-
niu, ze w wartinkach zwyklych dostrzezen stan ostatecznej réwnowagi jest za-
wsze jeszcze niezmiernie odlegly. Hypoteza Jeansa nie moze ocali¢ Zasady
Ekwipartycyi w Teoryi Promieniowania.

Doniostoé¢ tego wniosku jest znaczna. Zasada Ekwipartycyi, jak wie-
n1y, jest ugruntowana na Mechanice Statystycznej i taczy si¢ istotnie z funda-
mentami Kinetycznej Teoryi. WidzieliSmy wprawdzie, ze do jej uzasadnienia
sg potrzebne nicktore zatoZenia (§ 30), ktérych stusznosé, zwlaszeza w zagad-
nieniu zréwnowazonege promieniowania, moze by¢ poczytywana za watpliwa.
Wiemy réwniez oddawna ®, Zze zgodno$¢ z doswiadczeniem niektérych wyni-
kajacych z niej wnioskdw jest niedostateczna; tych mianowicie, ktdre tyczg
si¢ Kalorymietryl Gazdéw o wieloatomowych czasteczkach. Pomimo to wszyst.
ko, Zasada Ekwipartycyi w swej najprostszej postaci jest i zapewne dtugo po-
zostanie fundamentalnem twierdzeniem Kinetycznej Teoryi, kierujac formuta
wszelkiej Molekularnej (lub Multytudynarnef) Teoryi Réwnowag w jakimkol-
wick uktadzie Materyi®. Tymczasem, w Teoryi Promieniowania tasama za-
sada okazuje si¢ catkiem daleka od prawdy. Oto jest fakt, z ktérym musimy
sig liczy¢.  Z pomigdzy nauk, ktére otrzymalismy w usilowaniu pojecia Na-
tury, ta negatywna jest jedna z najbardziej wymownych.

§ 36, Promiemiowanie mefaln. Teorga Lorenfza. W stynnej rozprawie
On the Emission and 4bsorption by Metals of rays of heat of great wave-

) Lord Rayleigh, Nature, Vol. 72, p. 55, May 18, 1505. Seientific Papers, Vol. 5,
p. 248, 1812, H. A Lorentz, Theory of Electrons, p. 287. Planck, Vorlesungen, p. 177.
S. B. Mc. Laren, Philos. Magazine, Vol. 28. p. 538. 1912, Por. jeszeze J. H. Jeans, Phil.
Magazine, Vol. 17. p 229. 1908; Philos. Magazine, Vol, 20, p. 943. 1910.

%} .Here we are brought face to face with the greatest difficully which the Molecu-
lar Theory has yet encountersd“ (Maxwell, Lecture delivered at the Chemical Society,
Febr. 18, 1874. Scientific Papers, Vol. 2, p. 433). Por. Boltzmann, Gastheorie, Bd. II,
p. 94 M. Smoluchowski, Prace matfizyczne, tom 12, p. 112, Warszawa 1801.

% Naprzyktad w teoryi ruchn Browna, zbudowanej przez M. Smoluchowskie-
go i A, Einsteina.
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lengths V) TI. A. Lorentz dochodzi do wniosku, Ze hypoteza elektronowa
przewodnictwa metali, zbudowana przez Rieckego, Drudego, J.J.Thom-
sona, przez samego Lorentza i przez innych uczonych, prowadzi réwniez
do prawa Rayleigha, przynajmniej w przypadku fal dtugich,

Lorentz wychodzi z zalozenia, ze absorbeya fal elektromagnetycznych,
przynajmuiej absorbcya ial diugich, dokonywa sig w metalach przy pomocy
owego mechanizmu, dzieki kidremu przez te ciala moze przeptywac zwykly
prad przewodzony. Zwigzek pomiedzy ekstynkeya a przewodnictwem Joule-
owskiem metali ustanowit juz? Maxwell; jakkolwiek w widzialnej czesci
widitta nie znalazt go iloSciowo zgodnym z faktami, przeciez péiniejsze do-
$wiadczenia Hagena i Rubensa® nad zdolnoscia odbicia metali dowio-
dly, ze w pozaczerwone] czeSci widma ten zwiazek musi by¢ przynajmmnie]
przyblizenie prawdziwy. Na funkcyonowaniu fego samego mechanizmn musi
réwniez polegad emisya w metalach, skoro ona, wedlug prawa Kirchhoiia,
idzie réwnolegle do absorbeyi ciata. Jezeli zatem z elektronowej teoryi prze-
wodnictwa metalicznego potrafimy wyprowadzi¢ zosobna warto$¢ emisyi
i wartos¢ absorbeyl, w takim razie, przez porownanie wypadkdéw, powinnismy
znalez¢ dla metali posta¢ funkcyi F(n, T) § 8-go, kiora jednak, wedtug
przytoczonych tam twierdzef, jest uniwersalna.

Lorentz roztizasa zjawiska, ktére odbywajg sie w plytce metalu o nie-
zmiernie matej grubodci i ogranicza sig w rachunku absorbeyl i w rachunku
emisyi do badania normainie do niej biegngcej wigzki promieni; wedlug pra-
wa Kirchhoffa, stosunek absorbcyi do emisyi nie moze by¢ zaleiny od
tych upraszczajacych zatozed. Zgodnie z § 6-ym okre§lamy spétczynnik ab-
sorbeyi plytki jako stosunek ilosci ciepta Joule’a, ktére w pewnym olkresie
czasu wydziela sie w plytce, do catkowitej ilosci energii, padajacej na ptytke
w tym samym okresie. Przekonywamy sig tatwo, Ze ten spéiczynnik absorbeyi
jest proporcyonalny do iloczynu grubosci phytki przez przewodnictwo wiadel-
we metaln, z ktérego plytka jest wyrobicna. Za przewodnictwo powinni§my
wstawi¢, wedtug przyjetej zasady rachunku, wartosé, kiéra wynika z Elektro-
nowej Teoryi Metali.

Lorentz i Larmor dowiedli, w ogélnej Teoryi Elektronéw, ze zmiana
predkosci elekironnu (co do wartodci lub co do kierunku) wytwarza zaburzenie

) Kon. Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, Proceedings of the Section of
Sciences, Vol. B, pp. 666—0685. 1903. Tlomaczenie francuskie p. Langevin w wydawnic-
twie ,lons, Electrons, Corpuscules® (Coll. de Mém. rel. & la Physique, Soc. Fr. de Physigue,
2-¢ Série) Parls 1905, p. 500. Theory of Electrons, p. 80, p. 280. _

3 Treatise on Electricity and Magnetism, § 798. (Third Edition, Veol. I, pag. 445).

3 Sitzber. d. Kgl Pr. Akad. d. Wiss zn Berlin, 1803, p. 269. Annalen der Physik,
Bd 11, p. 873. 1903. .
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elektromagnetyczne, ktére od elektronu biegnie przez préznig. Lecz, wedtug
teoryi Drudego, elekirony swobodune w fonie cial metalicznych poruszajg
sle naogol po liniach prostych, ze stala predkosceia; w chwilach za$ spotkan
z atomami metalu doznajq naglych zmian ruchn, dzieki ktérym w tych chwi-
lach staja sig Zrédtami promieniowania. Lorentz oblicza ilo$¢ energii, emi-
towanej w ten sposob, ktéra w jednostce czasu jest przesytana przez po-
wierzchnig piyty. W tym rachunku przypuszcza, ze okres czasu, uplywajacy
porigdzy dwoma kolejnemi spotkaniami danego elektronu, a tem bardziej
czas trwania kazdego spotkania, jest nadzwyczajnie krotki w stosunku do
okresu peryodycznosci fali elektromagnetycznej, kt6rg roztrzasa. Otrzymane
przez Hagena { Rubensa wypadki wykazuja, Ze to przypuszczenie musi
by¢ prawdziwe w przypadiku fal ultraczerwonych. Tym sposobem Lorentz
znajditje wartos¢ zdolnoscei emisyjne} uwazanej plytki metalu. Q ruchu elek-
tronéw w metalu czyni przytem zalozenia, ktdre byt przyjat poprzednio
w obliczeniu wiasciwego przewodnictwa metalu. Gdy utworzymy stosunek
zdolaodci emisyjnej do zdolnosei absorbeyjnej metalu, okazuje sie, ze ten sto-
sunek, jak by¢ powinno, nie zalezy od cech, charakteryzujacych ptytke, na-
przykiad od jej grubosci; nie zalezy réwniez od statych, ktére sy whasciwe
uwazaremu cialu metalicznemn, naprzyklad od liczby elektronéw swobod-
nych, poruszajacych sig w jednostce objetosci, od diugosei ich fredniej drogi
swobodnej.  Gdy obliczymy ten stosunek, zostajemy doprowadzeni natych-
miast do formudy promieniowania, identycznej z prawem Rayleigha.
Rachunek emisyi, wykonany przez Lorentza, zostal nogélniony, przy-
najmniej formalnie i rozciggnigty do fal dowolnej dtugosci przez H. A. Wil-
sona®. Uzupeiniony i poprawiony przez K. Zakrzewskiego®, dowod
Wilsona doprowadza znowu do prawa Rayleigha. Do tego samego pra-
wa dotarliby$my prawdopodobnie, gdybysmy utworzyli inny obraz elektroma-
gnetyczny emisyi i absorbeyi, o ile nie wyszlibySmy po za granice zwyktych,
klasycznych poje¢ Nauki.
. Zgodnos¢ reznltatow, znalezionych na drodze Mechaniki Statystyczne]
1 na drodze Elektromaguetycznej Teoryi oraz ich zupeina niezgodnosé z do-

'y Wzor, olrzymany przez Lortentza na przewodnictwo wiasciwe, odréznia sie od
znangj formuty Drudego tylko wartoscig spolczynnika liczbowege. Drude, Aunalen der
Physik, Bd. 1, p. 566. 1900. Bd. 8, p. 369, 1800. H. A. Lorentz Akad. d. W. te Amster
dam, Proceedings, Vol. 7, 2-nd Part, p. 438. 1905. Koast. Zakrzewski, Bull Int. de
I'Acad. 4. Se. de Cracovie 1909, p. 734; ibidem (A) 1911, p 314

*). Philosophical Magazine, Vol 20, p. 835 1910.

) Bulletin Int. de I’ Acad. d. Sc. de Cracovie (A) 1911, p. 314. Por, . J.Thomson
Philes. Magazine, Vol.- 14, p. 217. 1907. J. H. Jeans, Philos. Magazine, Vol. 17, p. 229?
1908; Vol 18, p. 209. 1909. .
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¢wiadczeniem — oto jest, w krotkich stowach, tres¢ sytuacyi, w ktorej, za
przewodem Rayleigha, Jeansa, Lorentza, zastajemy Teorye Promie-
niowania. Przekonywanty sie teraz, ze napotkali§my tu trudnoéé fundamen-
talna, ktdrg jedynie wowczas zdolamy przezwycigzy€, gdy rozszerzyiny, by¢
moze znacznie, zatozenia Teoryl.

Newton ijego nastepcy w XVIil-em stuleciu, postugujac sig metodami
izotermicznej Dynamiki, napréino usitowali poznaé prawa rozchodzenia sig
glosu w powietrzu. Rozwigzanie zadania lezato w innej, w adiabatycznej Dy-
namice, kidra tworzyt Laplace, gdy poprawial rachunek Newtona i gdy
tym sposobem pokonywal niezmierna, dzis dla nas juz niezrozumialg trud-
no$¢ dwezesne] epoki mysienia.

Rozdzial pigty.

§ 37. Wstep. Teoryi Plancka mozna uczyni¢ wiele tatwych zarzu-
téw. Jest rzeczg widoczna, ze z whasnych zatozefi nie moze wydoby¢ wszyst-
kich potrzebnych jej ogniw; ze positkuje sie dodatkowemi, niekiedy luzno do-
taczonemi zatozeniami, kiére zapozycza od obcych teoryj; ze zawiera nawet
niewgtpliwe wewngtrzne sprzecznosci. Lecz instynktowne poczucie fizyka
ostrzega go o tem, Ze ta teorya glebiej dociera niz inne, Ze o wazny krok
zbliza nas do prawdy.

W artykutach poprzednich, od 19-go do 26-go, przedstawilismy w stre-
szezenin glowna myél jednej gatezi tej teoryi. Zajmiemy sig teraz druga, bar-
dziej istotna. Ograniczymy sig znowun do rozbioru najwazniejszych momern-
t6w. Nie mozemy sie kusi¢ o wyczerpujace oddanie wynikdéw prac Plancka®)
ani o dyskusye wszystkich roztrzasail i badas, ktore ogloszono w przedmiocie
iego epokowego odkrycia . )

1) Zob, wykaz tych prac w powyzszym § 15-ym.

f) Db, Ehrenfest, Phys. Zeitschsift, Jahrg. 7, p. 528. 1906. A. Einstein, Annalen
der Physik, Bd. 22, p. 180. 1807; Phys. Zeitschrift, Jahrg. 10, p. 185. 1909. W. Ritz, Phys.
Zeitschrift, Jahrg. 9, p. 903. 1908; ibidem, Jahrg. 10, p. 224 1909. Gesammelte Werke-
Oeuvres, pp. 493, 503, Paris 1811, W. Wien Encyklop. d. Math. Wiss, Bd. V 3, Heit 2,
1909. 1. Larmor Proceed. of the Roy. Society of London (A), Vol. 83, p. 82. 1809, H.A.
Wilson, Philos. Magazine, Vol. 20, p. 121, 1910. J. H. Jeans Philos. Magazine, Vol. 20,
p. 933, 1810. P. Debye, Annalen der Physik, Vol 83, p. 1427, 1910. H. A. Lorentz,
Physikalische Zeitschrift, Jahrg. 11, p. 1252, 1910. S. B. Mc Laren, Philos. Magazine, Vol.
21, p. 15. 1911; Vol. 22, p. 66. 1911; Vol. 28, p. 513. 1912. Fr, Hasendshrl, Verh. d. d.
phys. Gesellsch, Jahrg. 18, p. 756. 1911. A. Sommerfeld, Phys. Zeitschrilt, Jahrg. 12,
p. 1057. 1611, P. Ehrenfest, Annalen der Physik, Bd. 36, p. 91. 1911. A. Jofi§, An-
nalen der Physik, Bd. 86, p. 534. 1811. H. Poincaré, Journal de Physique, Vol 2, p. 5.
1912. Por. nadto Bull. Int. de I'Acad. d. Sc. de Cracovie (&) 1911, p. 134 oraz (A) 1912, p. 95.
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§ 38. Zaloienia. Okreslenia. WeZmy na uwage z poczatku tylko h-pro-
mieniowanie, czyli, jak powiedzieliémy w § 2-im, promieniowanie, ktdrego
dtugosé fali jest zawarta pomiedzy granicami

(D A oraz k-dh.

Przypusémy, ze pewna ilos¢ i-promieniowania, w stanie réwnowagi, znajduje
sig w ciele materyalnem C. Wyobrazmy sobie, ze energia K, ktora cialo po-
siada, sktada sig z niepodzielnych jednosiek energit!; kazda jednostka re-
prezentuje guanium energii ¢, w naszem zadaniu najmniejsze mozliwe. Jezeli
mamy ogélemn # takich jednostek, tedy '

2 ne = H.

Rozumiejgc przez N liczbg atomow materyi, zawartych w ciele ¢, méwinwy,
ze EfN jest érednig wartodcia energii, przypadajacq na atomy; oznaczmy te
Srednig przez &. Mamy

6 o) 7
3 — == == o,
®) e TNe TN
Ten stosunek, ktorego wartosc gra wazng tole w teoryi, oznaczamy przez ¢).
Kazdy atom materyi moze byé: badé pozbawiony energii A-promienio-
wania, badz tez moze zawiera¢ calkowits, skorficzong liczbe jednostek tej ener-
gii. Zawartos§¢ h-energii w atomie moze by¢ zatem

(4) Oe, le, 2e,.... de...., conajwyzej, przypusémy, pe.
Zalézmy, Ze w pewnym stanie uktadu jest:

N, atomow, z ktérych kaidy ma Qe

A 7 -

Ng e e e e e e 2e
(8

N, ie

N:u P I -

1) Podobng hypoteza postuzy? sie po raz pierwszy Boltzmann w 1. 1872-im (Sitz.-
Ber. d. K, Akad. d. Wiss. Wien, 2a, Bd. 88, p. 275. Wiss. Abhandlungen, Bd. 1. p. 316,
Rozdz. 2} lecz poczytywal ja tylko za fikeye, ktdrej nic istotnego nie odpowiada w Naturze.
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Aenergii. Rozdezialem h-energii w uktadzie hedziemy nazywali V ogol stanow,
do ktérych stosuje sie specyfikacya (5). Taki rozdzial oznaczamy krétko
w sposdb nastepujacy '
[Oe le 2¢.... ie.... pe
®) - :

N, Ny Ny.... N:..... N,

Jezeli wartosci N oraz E, lub tez N oraz n, uwazamy za dane, w takim ra-
zie liczby N; musimy podda¢ widocznie dwom warunkowym réwnaniom:

i=p

(7) M N=N
==
i=j

(8) Z IN;=1.
i=0

Wyobrazmy sobie, ze opatrzylismy atomy liczbami porzadkowemi. Kaz-
dy sposéb rozmieszczenia jednostek energii w atomach, w ktérym wszystkie
Iub chociazby niektére atomy pozyskujq odmienng, temu sposobowi wiasciwg
liczbe jednostek, nazywamy odrebnym rozkicdem energii w ukladzie. Jezeli
naprzyktad %, jednostek zawiera sig w atomie, ktdry nazwali$my pierwszym,
n, w drugim itd., w takim razie mowimy, 2ze w ukfadzie panuje nastepujgcy
rozktad energii: '

I . .. . . . N
0 ( |

My e . . - . . Ty
Liczby, charakieryzujace rozklad energii, czynig zadosy¢ réwnaniu warunko-
wemil .

i=%
(10} Z M= 1.

i=1

Rozwazali§my przed chwilg rozdziaty energii. Gdy o nich mdéwimy, nie
jestesmy obowiazani przypuszczad, z tego tytutu, ze mozemy rozpoznawac
atomy albo jednostki energii. Jezeli chcemy wyzmaczy¢ pewien rozdziat
energii, powinniémy podaé liczhg atoméw, ktdre uzyskujg (kazdy) pewna wia-
doma liczbe jednostek energii; ale w tym celu nie potrzeba nam wiedzied, kfdre
mianowicie atomy otrzymaty te liczbe. Inaczej maja sig rzeczy, gdy zajmu-

) Wstep do Fizyki Teoretycznej, Warszawa 1830, str. 365.
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jemy sie rozktadami energii. Nie mogliby$my okresli¢ pojecia rezk%acrlu, gdy-
bysmy nie przypuszezali implicite w okresleniu, Ze mozemy odrdzniac atomy,
ze potrafimy zawsze przekonac sig o tem, z ktérym atomem mamy do czynie-
nia. Takie zalozenie zawiera si¢ w samem pojeciu rozkladu. Co do jedno-
stek energii, zawiera si¢ w niem jednak zalozenie przeciwne. Tworzafc‘ roz-
kiady, postepujemy tak, jak gdybysmy nie umieli stwierdzaé tozsamosei jed-
nostek.

Warunki zadania zmieniajg sig, jezeli przypus$cimy, ze rozporzadzamy
w tym wzgledzie dostatecznymi drodkami. Zalézmy, ze kazdla jedn?stlca
energii jest nam zawsze osobiscie znajoma, ze mozemy do kazdej przywigzac
nazwisko. Niechaj &, &, ¢,.... f, g, &, .... bedg denominacye pewnych
okreslonych jednostek energii. Przypusémy, ze jednostki @, b, CIEREEEY
wierajg sie w pierwszym atomie, jednostki £, ¢, h,.... w drugim itd. Tal.ﬂ
stan rzeczy nazywamy rozmiesscrendem energii w ukladzie; rozmieszezenie
powyisze wyobrazamy za pomocg symbolu

I Ir
(11) @, b, C,.... foog, h,....

§ 30, liczba mofliwych rozktadéw. Dany jest rozdzial (6) artykutu po-
przedzajgcego; zapytujemy, ile mozemy utworzy¢ z niego rozkladéw? Prazy-
pusémy z poczatku, Ze zadany nam zostat rozdzial nastepujacy

lOe le 2e, ..... te ..... pel
o S U T TR 1o 1]

w ktérym kazdy atom zawiera inng liczbg jednostek. 7 tego rozdziatu (1)
mozna utworzy¢ widocznie .

1 1

) ug

odrebnych rozitadéw. Lecz skoro w rozdziale zadanym [(6) artykutu poprze-
dzajacego] N, atomow, N, atoméw, . ... wreszcie N, atoméw zawiera liczhy
-0, 1,..... o jednostek energii, przeto odmiennych rozktadéw w tym roz-
dziale bedzie tylko

®) AR A DORON AP
gdzie, jak zwykle, ktadziemy 0! = 1. Oznaczajac przez

@ AWy Moy W),
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lub krécej praez @f, liczbe odrebnych rozktaddw, ktére mozna otrzymaé z roz-
dziatu (6) § 38-go, powiadamy zatem

(5) ao N

T N
=0
QOdpowiedzmy teraz na dalsze pytanie. Przypusémy, ze liczby N i n
83 nam dane. Ile wowczas mozemy utworzy¢ wogéle rozkladéw? Oznaczmy
ich liczbg przez . Widzimy z tatwoscig [co juz Planck zauwazyl D] ze

I jest réwna liczbie kombinacyj po 7, Z powlarzaniem, z N elementéw.
Jezeli zatem n i N s3 nam dane, wowezas

Yar .. (77'+N~1)!
© B = T

§ 40. Liczba rozmieszczen. Oznaczmy przez liczbe réznych pomie-
dzy sobg rozmieszczefi, ktére zawieraja sie w rozktadzie

T o, .. ... .N
o N )

By Hy o o . . . . . Ry
W szeregu liczb catkowitych dodatnich

2) Ry, Tlay s uw .. N

liczba 0 powtarza sie tutaj N, razy, liczba 1 powtarza sie N, razy itd. Od
tych liczb N,, Ny, .... i tylko od nich zalezy wartosé @:

{3) W=V (N, Nyyooo Ny)s

we wszystkich rozkiadach, ktére mogg by¢ wyprowadzone z tego samego roz-
dziatu, wartos¢ % musi wiec byé jednakowa. Stgd wynika, ze rozdziat, ktéry
miedci w sobie U rozkladéw, zawiera tem samem 9490 rozmieszczen energii.

Rozumujac jak wyzej, dochodzimy tatwo do wniosku, 7e liczba & wy-
raza sig w sposdb nastepujacy:

7!
0 e
I (d1y™
=0

") Vorlesangen, p. 152,

Prace matefiz, t. XXIV A
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Na ogdlng liczbe rozmieszezer, ktdre 53 mozliwe, gdy n i N uwazamy za da-
ne, otrzymujemy Y bez trudnosei:

(5) LUP = N+,

§ 41. Prawdopodobiedstwo rozdziatu. Napiszmy teraz wzor dla prawde-
podobienstwa dowolnego rozdziatu. Przez wyraz prawdopodobieristwo, zgod-
nie z klasyczng definicya Laplace’a, nalezy rozumie¢ stosunek liczby przy-
padkéw, sprzyjajacych badanemu wydarzeniu, do liczby wszystkich mozli-
wych przypadkéw. Oddawna wiadomo #, ze to okreslenie nie posiada jasne-
go, niewatpliwego znaczenia, jezeli nie dopelmiamy go okresleniem pojecia
-,przypadkéw*, przez ktére rozumiemy widocznie jednalkowo mosiiwe przy-
padki. Przypusémy naprzyktad w powyzszem zadaniu (§§ 38, 39, 40), ze
umiemy poznawaé indywidualne atomy, lecz nie umiemy odrozniaé jednostek
energii. Powiadamy, Ze rozklady energii sq wowczas owymi przypadkami
jednakowo mozliwymi, ktése powinny by¢ uiyte w definicyi Laplace’a.
Prawdopodobiefistwo (powiedzmy P) uwazanego rozdziatu jest wowczas sto-
sunkiem liczby rozkladdw, ktére obejmuje w sobie ten rozdziat, do ogéinej
liczby rozkladéw, mozliwych przy danych wartoSciach liczb n oraz N:

% wl(N—1)! N
AT (AN D

i=0

(1) P=

Przypuéémy powtdre, ze w kwestyi tozsamos$ci jednostek energii watpli-
wodci s niemozliwe; ze przekonywamy sie o niej réwnie stanowczo, jak upe-
wniamy sie o identycznoscl indywidualnych atoméw. Z § 38-go wiadomo, ze
rozmieszczenia energii sg wowczas jednakowo mozliwymi przypadkami, ktére
przewiduje definicya Laplace’a. Prawdopodobienistwo & badanego roz-
dzialu powinnismy wowczas obliczaé wedtug formuty nastepujgcej:

o aey n! N
(2) T SEme T s e
‘ NoIL N I (it

i=Q gs==()

& 42. \Dybdr pomiedzy dwiema miarami. Boltzmann w Kinetycznej
Teoryi Gazdéw, Planck w Teoryi Promieniowania, postugujq sie zalozeniem,
ze prawdopodobietistwo dowolnego rozdziatu energil wyraza sig przez stosu-

Y Wstep do Fizyki Teoretycznej, str. 367—368.

* H. Poincaré, Caleul des Probabilités, lecons professées pendant le deuziéme
semestre 1893—1894, Paris 1896, §§ 1—10. Wtad. Gosiewski, Zasady Rachunku Praw-
dopodobienstiwa, Warszawa 1906, rozdz. l-szy.
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nek P liczby rozkladéw A€, kidre sgq wnim zawarte, do liczby 9 wszyst-
kich, przy danych » i N, mozliwych rozkiadéw. Azeby oceni¢ prawdopodo-
biefistwo rozdziali, Boltzmann i Planck rachuja tylko rozktady, ktdse
w nim sig mieszcza, poczytujqc je za przypadki jednakowo mozliwe. W tem
postgpowaniu kryje sig zaloZenie, uczynione milezqco a przytem niejasne, po-
niewaz mozna mu przeciwstawic inne przypuszezenie, ktére a priori nie wy-
daje si¢ mniej uzasadnione. Jezeli wyobrazimy sobie, ze mozemy rozpozna-
wac jednostki energii, tak samo jak mozemy odrézZniaé upatrzone atomy ma-
teryl, w takim razie prawdopodobiefistwo rozdziatu energii wyraza sie przez
stosunek & liczby rozmieszczen, skladajacych sie na ten rozdziat, czyli liczby
A, doogélnef liczby wszystkich rozmieszczen, kidre przy danych » i N sa
mozliwe. Stosungk & jest naturalnie, wogdle mdwiae, rézny od poprzedniego
stosunkn P. Dla przykiadu uwazajmy prosty przypadek, kidry Planck?

réwniez roztrzgsa:
n=4; N =3.

Rozdziaty mozliwe sg nastepujgce:

Rozdziat Oe 1e 2¢ 3¢ 4e |
_ A 2 0 0 0 1 !
3 B 1 1 0 I 0
l c 1 0 2 0 0 I
t D 0 2 1 0 ¢
Rozdziat 4 zawiera trzy rozklady
I o m
4 ¢ 0
0 4 0
0 0 4

i kazdy z pomiedzy nich reprezentuje jedno rozmieszezenie. W przypadku
rozdzialu B mamy szeéé rozkltaddw:

1 I I1H I II m
3 1 0 1 3
3 0 1 0 1
1 3 0 0 1 3

9 Vorlesungen, pp. 152--153.
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i kazdy rozkiad prowadzi do czterech odrebnych rozmieszczeri. W nastepu-
jace] tabliczce zebrane sg wszystkie te i dalsze podobne wyniki:

Rozdziat a Gy ey P g
3 3
4 R A
B 6 4 24 E 2‘.’5
15 &1
3 18
’s: 3 6 18 B -
3 36
D 3 12 | 36 s o

Moznaby mniemaé, biorgc rzecz powierzchownie, ze wybdr pomiedzy
powyzszemi dwiema (lub moze jeszcze Innemi) miarami prawdopodobiefistwa

zalezy od umowy; Ze mozemy go dokonaé dowoinie. Okreslenia pojgé fun-

damentainych, u wstepu do kazde] Nauki, sa tylko pozornie dowolne. Two-
rzymy je, mniej lub bardziej éwiadomie, dla uproszezenia, dla uporzadkowa-
nia i umocnienia wiedzy, ktéra posiadamy o pewnych zjawiskach; podlegajac
zarazem wzgledom historycznego rozwoju (a one sq zwykle psychologicznymi
lub fizyologicznymi wzgledami) wyksztalcamy te pojecia, stosownie do celéw,
kiore cheemy i ktdre w kazdem stadyum rozwoju mozemy osiagnaé.

Mechaniczne lub statystyczne lub wogdle muliytudynarne ttomaczenie
trescl wogolnien Termodynamiki rozpoczeto sig w Fizyce oddawnaV, 0Od
pierwszych préb tego pojmowania zaczeto dostrzegaé, ze pomiedzy niem
a sposobami rozumowania Rachunku Prawdopodobienstwa zachodzi zwigzek,
istnieje podobienistwo. Jednym z najwazniejszych wynikéw, ktdre znaleziono,
idgc tq droga, jest twierdzenie Boltzmanna (§ 49), ustanawiajqce zwigzek
pomiedzy prawdopodobiestwem rozdzialu energii w ukladzie a jego entro-
pia; ow zwiazek spelnic lLicsba 0, lece liczha U go nie gpetnic. Na ten
fakt powolac¢ sig musimy, azeby uzasadni¢, dlaczego przyjmujemy miarg P
prawdopodobiefistwa rozdziatu energil, miare za$ § odrzucamy.

Co tkwi na dnie tego faktu? czego mozna sie z niego nauczy¢? Jestesmy
jeszeze dalecy od posiadania odpowiedzi na te i podobne pytania. Moznaby
byto przypuszczaé (uwage te uczynil Dr. K. Kraft), ze fizyczne znaczenie

Y W. I M. Rankine (od 1851 r, por. Miscellaneous Scientific Papers, London
1881; passim); Boltzmann (I1866), Clausius (1870), Szily, Lord Kelvin, Maxwell,
Helmholtz, 1. J. Thomson, J W. Gibbs i wielu innych. Per. poprzedni rozdziat
czwarty.
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pojecia P oraz niepowodzenie § jest wskazdwka istnienia w Naturze mole-
kularnych nieciggtosci materyi i nie-istnienia rzeczywistych ,quantéw® czyli
nieciaglodci energli. Lecz powinni$my wyznaé, ze ta wskazéwka jest dzisiaj
jeszcze niejasna i watta.

§ 43. Warunek Maximum. Przypuszezajac, zeni QN sg zadane, N;
zas ograniczone tylko przez réwnania (7) i (8) § 38-go, poszukujemy warun-
kow konjecznych, azeby wielko$¢ P byla najwiekszoscia, Z réwnania (1)
§ 41-go wnosimy, skoro % 1 NV uwazamy za dane, Ze najwickszosci I odpo-
wiada najmniejszosé iloczynu
1) A

=0
Poczytujemy liczby N; za liczby nadzwyczajnie znaczne i stosujemy do kaz-
dej twierdzenie Stirlinga:

G . 1 p

(©) 10gz!=(z—[—?};)1og¢fwz—[—-—r};10g2ﬂ+m—mg,

gdzie 0<Cp<C1. Pamictajac o warunkach (7) i (8) § 38-go, ktérym N; majg
by¢ zawsze poddane, otrzymujemy latwo, jako warunek najwiekszosci, row-
nanie przybliZzone

(3) log N; 4%+ 4B =0,

gdzie %, B sg statyminieoznaczonymi czynnikami, ktérych wartosci musimy
obliczy¢ z okolicznosct zadania.

Ktadac
4) — 9 =log N,
{5 —Y=logux,

otrzymujemy, zamiast rdwnania (3), nastepujace:
(8) Ny =Ny«

Jest to réwnanie tylko w przyblizenin prawdziwe, podobnie jek poprzedni
zwigzek (3), kidry otrzymali$my przy pomocy zaniedban, widocznych z prze-
biegu rachunku. Pomimo fo jednak réwnanie (6) ma zmaczng doniostosé
w r0znych, pozornie dalekich dziedzinach Fizyki dzisiejszej.

§ 44, Rachunek odmienny, Postugujac sie formufg Stirlinga, skra-
camy wprawdzie rozumowanie, lecz jednoczednie sprawiamy, ze ono staje sie
mechaniczne, mniej pouczajgce. Naszkicujmy tu zatem postepowanie od-
mienne, ktére naturalnie prowadzi do tego samego, jak wyzej, wyniku.
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Hloczyn (1} § 43-go ma by¢é najmniejszoscig, pod warunkiem zachowania
réwnafl (7) i (8) § 38-go. Poréwnajmy ze soba;: iloczyn 11,:

1) Ho=Ny} NI Ny NI NyL. L ,!
oraz inny 1I;:
@ T, = (Ny4- @) (Ny00) ! (N a) L Ny TN !

w ktorym tylko czynniki Ny, N,, N, majg inne niz w If, wartodci. Stosujac
sig do warunkdw (7)1 (8) § 38-go, zaktadamy:

(3a) g g~ a, =0
(80) Oa,-F1a,+ 24, =0
lub innemi stowy

(4 a) @, =—2qa,

(40) a4y =+ a,.

Liczby @,, a,, a, sa calkowite, lecz zresztg dowolne; mogg byd dodatnie,
ujemne lub réwne zera. Przypusémy dla przyktadu

(5 =1 a4, =—2; @y =-F1,
Powinni$my mie¢ wéwczas

(6) NN VNG < (N 1)V, — )1 (N, - 1)
jezeli II, ma by¢ 1nniejézy od II,. Z tej nieréwnoéci wynika
@ Ny (W —1) < @, 4-1) (N, 41).
Przypusémy teraz przeciwnie, ze

(8) Gy == —1; &y =+ 2; (g =-—1.
Jezeli TI, ma by¢ znowu mniejszy niz TI,, w takim razie

(%) No Ny < (N, +2) (N, +1).

Z nieréwnosci (7) i (9) wyprowadzamy natychmiast

(1) 2 >.11%\%__A5,;1f%$§2_:h;

(11) Nr. _1“ 3N, 42

IS AL A
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Jezeli liczby Ny, N,, N, sa olbrzymiemi liczbami rzedu jednakowego, nie-
réwnodci (10) i (11) ograniczaja wartoé¢ stosunku N, /N, ciasno i coraz cie-
$niej, im bardziej te liczby wzrastajg; w granicy

Ny, N,

(12) YN

Uogédlniamy to postgpowanie z latwoscig i rozciagamy je do dalszych iloczy-
ndw, ktére mozemy analogicznie utworzyé. Otrzymawszy

N N N
13 St 2
13 NN, TN,

ktadziemy x =N, /N, I otrzymujemy
(14) Ny = Nyz; Ny= Ny 2?;
co jest rezultatem poprzednim (6) § 43-go.

§ 45.. Réwnanie charakterystyczne. Podstawmy wartodci N;, dane przez
(6) § 43-go, do réwnari (7) i (8) § 38-go. Otrzymujemy

1) B I o o g =N
(2) Nyw+222 308 ... f put)=mn.

Stad wyprowadzamy, skoro N, jest zawsze rozna od zera:

@ —Qui+—1-—9z+4... +(1-Pz—¢=0,

gdzie, jak powiedziano w § 38-ym,

(4) Q=
Zalézmy
G f@=@—Qat@—1—Qoit . +1—Qz—0Q

i starajmy sie poznaé wlasnosdcl réwnania

(6) F (@) =0,

jak bedziemy krétko pisali réwnanie (3) powyzsze. Postugujemy sie przytem
pomocyg pewnych zatozed, odpowiadajacych naturze uwazanego zagadnienia.
Bedziemy przypuszezal, ze liczby » i IV sg bardzo znaczne. Jezeli NV jest
olbrzymia, mozemy przypuszczaé, ze p jest wigksza niz ), ze jest nawet
wieksza niz 2 ¢; mozemy wogdle p uwazac za liczbg ogromng. To zalozenie
nie nastrecza trudnosci, jezeli zawartos¢ e jednostki energii jest mata.
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Dla zwiezlodei, nazywamy zwigzek (3) albo (6) réwnaniem charalliery-
stycenem naszego zadania; gra ono w nien istotnie rolg doniosta.

§ 46. Dwa przgpadki. Bedziemy odrézniali dwa szczegdlne, wprost
sobie przeciwne przypadki, odpowiadajgce réznym wartoSciom, ktére moze
przybieraé stosunek ¢. W plerwszym przypadku () ma by¢ liczbg, znacznie
wiekszg od jednosci. Poniewaz ) jest stosunkiem liczby jednostek energii
do liczby atomow, zatem mozemy powiedzied w tym razie, ze uklad jest obf%-
cie zaopattzony w energie. Jezeli poczytujemy energig za ilos¢ zmienng w Spo-
s6b ciagly, taki sposdb wyrazania si¢ nie miatby jasnego znaczenia; ale w za-
tozeniu istnienia przerywanych jednostek odpowiada, przeciwnie, zupelnie
okreglonemu pojeciu. Gaz w zwyldych warunkach, gaz, do kidrego mozemy
stosowal zatozenia Kinetycznej Teoryi, jest, jak zobaczymy, uktadem, kiéry
musimy uwazaé, w tym trybie pojmowania, za opatrzony obficie w enesgie.
Bedziemy wyobrazali go sobie jako cialo, kiére jest suto obdarzone bardzo
malemi jednostkami energii.

Do wprost przeciwnego typu réwnowag nalezg przypadki, kidre roztrzg-
samy zwyczajnie w dotychczasowe] Teoryi Promieniowania. Azeby poznac
prawa lych réwnowag, musimy przypuszczaé, ze ¢ jest bardzo matym ulam-
kiem, ktorego warto$¢ lezy znacznie ponizej jednosdci. Jak przekonamy sig
pozniej {§ 53), wydarza sie nieraz w tych réwnowagach, ze znaczna wigkszosé
obecnych atomow nie ma zadnego wogdle udziatu w energii, w tej energii
przynajmniej, od ktdrej zalezg zjawiska temperaturowego promieniowania.
Mozemy zatem mdéwi¢ w podobnych przypadkach, ze uktad jest ubogo lub
"skaqpo zaopatrzony w jednostki energii. Do takich przypadkdw stosuje sig,
o ile wiemy dotychczas, Plancka formutfa promieniowania, do ktérej dopro-
wadzeni bedziemy w wyniku wywodu.

§ 4¢. Pierwiastek réwnania charakierysigcznego. Widzimy odrazu, ze
w wyrazeniu (%) § 45-go mozemy miec tylko jedne zmiang znaku. Z twier-
dzenia, ktére przypisuja badZ Harriotowl, bgdz Kartezyuszowi, wyni-
ka zatem, ze rownanie charakterystyczne moze mie¢ conajwyzej jeden dodatni
pierwiastek. Poniewaz jednakze

(1) FO <0, f)=@E+hHlr—->0,

przeto ten pierwiastek zawiera sig pomiedzy granicami 01 1.
Powracajac do réwnan (1) i (2) § 45-go, otrzymujenty z fatwodcig

@ 1= Fe =[5 — Q] A—wr) — (12,

Warto$¢ graniczna, do ktérej dazy dodatni pierwiastek réwnania charaktery-

icm
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styeznego, gdy p dazy do nieskorniczonosci, wartosé, ktéra bedziemy oznaczali
przez @&, wynosi

3 o=
©) Ny
Dopéki p jest skoriczona, mamy
(4) . flm<0,

tak iz dodatni pierwiastek [powiedzmy (z)] réwnania charakterystycznego jest
zawsze wigkszy niz @; gdy p rosnie nieograniczenie, dodatnia réznica

) (r) —a

zbliZa si¢ nieograniczenie do zera.
Kladac == w powyiszem réwnaniu (2}, otrzymujemy

(©) (1= Q@ =@ — Qv — (1) 1— Q) 1.

Uwazajmy teraz przypadki szczegélne, o kidrych méwilismy w artykule
poprzednim. Przypusémy po pierwsze, ze §) jest utamkiem wlasciwym, znacz-
nie mniefszym niz jedno$c. Z rdwnania (6) wnosimy, ze f(§) jest wéwczas
wieksza od zera, jezeli p jest dostatecznie duza; skad wobec nieréwnosci (4)
wynika, ze dodatni pierwiastek (x) réwnania charakierystycznego jest wéw-
czas zawarty migdzy granicami

(7) @ oraz .

Skoro ¢ jest bardzo mata w stosunku do jednodci, przeto wedtug réwnania
(8) mozemy powiedzied, ze granice (7) leza bardzo blizko siebie.

Uwazajmy powtdre przypadek przeciwny, w ktdrym ¢) jest wielkogcia
duzg w stosunku do jednodei. Powiadamy wodwezas, ze dodatni pierwiastek
réwnania charakterystycznego jest zawarty pomigdzy granicamt

{8) a oraz 1,

ktore w tym razie sq granicami ciasnemi, albowiem, gdy ¢ jest duza, o jest
blizka jednosel

& 48, Twierdzenia z Termodynamiki. WyobraZmy scbie ciato materyal-
ne w doskonalej termodynamicznej réwnowadze; pozostajac w tej réwnowa-
dze, cialo moze jednak doznawac przemian odwracalnych. Przypusémy, ze
zmienne, ktére okreslajg stan ciala, sq nastgpujace:

(1) QE ] Q2 LR b T;

Prace mat.-fiz, t. XXIV. 5]
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gdzie przez T cznaczamy temperature, odczytang na skali termodynamicznej,
wsp6lng wszystkim elementom ciata w przypadku réwnowagi. Przypusémy,
ze zmienne (1) mogg by¢ wybrane w taki sposéb U, iz stanowig uktad t. zw.
normalnych termodynamicznych zmiennych niezaleznych; ¢, 45, g,,....
maja wyznacza¢ dynamiczny stan ciata, Zmiany wirtualne stanu dynamicz-
nego sq wowczas niezalezne od zmiany temperatury i przeciwnie, zmiana
temperatury jest niezalezna od zmian stanu dynamicznege. Przypusémy, ze
praca zewngtrzna, pochtaniana przez cialo w wirtualnej (odwracalnej) prze-
mianie, wyraza si¢ przez

(2} .E_Qi dq;,

icm

gdzie ¢ sg funkcyami poprzednich zmiennych (1). W wyrazeniu (2) niema |

wyrazu, zawierajacego 4T, poniewaz przypudciliSmy, Ze stan ukladu moze
by¢ wyrazony przez zmienne normalne; tem samem, jak wiadomo, praca ze-
wnetrzna, towarzyszgqca wirtualnej zmianie temperatury, bez zmiany dyna-
micznego stanu ciata, jest rowna zeru. Oznaczmy przez F i przez S energie
oraz entropie jednostki masy uwazanego ciata, w przypuszczeniu, ze Ei S sa
Tunkcyami zmiennych (1) poprzednich. Jezeli powyisze hypotezy stosujg sie,
mamy wowczas dla wirtualnych przemian odwracalnych:

(3) AE+3Qidg=Tas,

skad wynikajq nastepujace rownania réwnowagi:

2K 38
(%) 5@"‘@:':115“%,
oE 28

Przypusémy jeszcze, ze od zmiennych poprzednich (1) mozemy przejsc
do nastgpujacego uktadu zmiennych niezaleznych:

(6) Quy Gas oo e vt y E 3

ktére majg wystarczaé do wyznaczania termodynamicznego stanu ciala. Ro-
zumiejac teraz przez T, przez S, przez ¢ odpowiednie fankcye zmiennych
(6), otrzymujemy z powyZzszego réwnania (3), w zaloZeniach poprzednich:

'} Zob. P. Duhem, Commentaire aux Principes de la Thermodynamique (Journal
de Mathématiques, Vol. 10. p. 218, 1894); tegoz autora Traité d’Energétique ou de Thermo-
dynamique Générale, Paris 1911, tome I, p 247 et suivantes,
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. 8
o G=T5
as
(®) 1=T7>

(gdzie naturalnie 2.5/2¢g; sg tworzone w obecnym uktadzie (6) zmiennych nie-
zaleznych). Twierdzenie (8) jest zewnetrznie podobsie do warnnku réwilo-
wagi promieniowania w prézni, ktéry wyraziliSmy za pomocg réwnania {9)
§ 11-go (w rozdziale drugim). Lecz tatwo widzimy, Ze przypadek, kidry tu
roztrzasali§my, jest odmienny od dweczesnego; zaloZenia terainiejszego na-
szego zadania sa znacznie ogdélniejszej natury.

§ 49. TUwierdzenie Bolfzmamng. WyobraZmy sobie uktad, zlozony
z dwdch cial, przypusémy (1) i (2), kidrych energie sg £, i &,, temperatury
Tyi T,. Przypusémy, ze stan kazdego z tych cial jest odniesiony do zmien-
uych g:, E artykulu poprzedzajgcego. Wyobraimy sobie oddzialywanie, od-
bywajgce sig pomigdzy uwazanemi dwoma ciatami, w taki sposob, iz zmienne
¢: kazdego ciala pozostajg stafe, energie zad§ B, 1 B, ulegajg zmianie. Jezeli
ukiad jest odosobniony, zmienne E, i E, muszg nienstannie czyni¢ zadosy¢
réwnanin

¢y E, - B, = coast.

Entropia S uktadu, skiadajacego sig z ciat (1) i (2), jest suma entropii ciata
(1), powiedzmy S, 1 entropii S, ciata (2). Entropia 8 jest funkcyg zmien-
nych g:, tyczacych sig ciata (1), oraz zmiennej E, ; entropia S, jest funkcya
zmiennych ¢; ciata (2) oraz zmienne} H,. Poszukujac warunku, ktdry musi
by¢ spetniony, jezeli 8§ ma byé najwickszoscia, w przypuszczenin, ze wyma-
ganie (1) jest wciaz zachowane, znajdojemy, wediug zatozed powyzszych:

28, 28,
@) FE, 3E,

i ten rezultat tlomaczy nam blizej znaczenie réwnaniz (8) w artykule poprzed-
nim. Do réwnowagi uktadu potrzeba, pomiedzy innemi, réwnosci tempera-
tar Ty 1 7%

Przypusémy teraz z Boltzmannem i Planckiem, Ze, gdy jakickol-
wickbadz ciato osigga stan doskonalej termodynamicznej rdwnowagi, wow-
czas liczba @f rozkladow, dana przez (5) § 39-go, przechodzi przez najwiek-
sz08¢; innemi stowy, przypusémy, ze doskonatej réwnowadze termodynamicz-
nej odpowiada rozdzial, ktérego 20 jest mozliwie najwigksza. Niechaj Py,
oznacza taka najwiekszoéé. Uwazamy oy za funkcyg zmiennych ¢ oraz E.
Za pomocg wyhiegéw, podebaych do poprzednio uzytych, zastepujemy nie-
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ciggly we przez mozliwie do niej najblizsza funkeye ciagha, kidra piszemy,
dla ciat (1) 1 (2%

@ ey,  wem),

uwydainiajac w niej jedynie zaleznoé¢ od argumentu E.

Planck roztrzgsa Y warunek jednoczesnej rownowagi dwoch ciat (1)
1 (2), odosobnionych od zewnatrz, ktére moga tylko wymienia¢ pomiedzy soba
energie. Kierujqc si¢ analogig znanego twierdzenia o prawdopodobiesistwie
zdarzenia, ztoionego z dwdch wedajemnie nieztlegnych wydarzed, Planck,
bez blizszego uzasadnienia, poczytuje za taki warunek spetnianie sie zwigzku:

4 A () . A (By) == max,
ktére ma by¢ zarazem poddane wymaganiu:

(5) B, 4- E, = const.
Otrzymujemy stad

5 log % () _ 3log I (&)
®) EJoA = o, :

Poréwnawszy ten rezultat z twierdzeniem (2) niniejszego artykulu, wnosimy,
ze dla zgodnosci musimy uczynié 8log U (E) /8 E tunkcya uniwersalng tem-
peratury bezwglednej. Oznaczmy pizez k pewna staly powszechna, kiérg
zajmowaliSmy sig juz w § 32-im i ktdrg oznaczaliémy wéwczas przez te samg
litere. Kladziemy:

o Slog U (B) _ 1

2K ET
i przez poréwnanie z (8) § 48-go otrzymujemy:
(8) S==Fklog % (E) -+ const,,

gdzie stata dodatkowa nie moze zaleze¢ od E. Réwnanie (8) wyraza slynne
twierdzenie, ktére Boltzmann po raz pierwszy 9 wygtosit. W dowodzie
ograniczat si¢ Boltzmann do przypadku gazu doskonatego. Wprawdzie

Y} Vorlesungen, p. 136. Acht Vorlesungen fiber theoretische Physik, Leipzig 1910,
pp. 54—>55. Journal de Physique, Vol. 1. p. 353, Mai 1911,

%) Weitere Studien iiber das Wirmegleichgewicht, Sitzber. d. K. Akad. d. Wiss. in
Wien, Abt. 2q, Bd. 66, p. 275. 1872. Wiss. Abhandlungen, Bd. 1, p.316. Uber dia Beziehung
zwischen dem zwelten Hauptsatze etc., Sitzber d. K, Akad. d. Wiss. in Wien, 2¢, Bd. 76,

p- 973. 1877. Wiss. Abhandlungen, Bd. 2, p. 164. Boltzmann powracat wielokrotnie do
1ego przedmiotu.

icm
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domniernywat sig 1, ze jego twierdzenie ,stanowi ogdlne prawo Natury, ktére
stosuje sig nietylko do.gazéw, lecz réwniez do ciat statych i cieklych¥; jed-
nakze w rachunku, kitdrytn uzasadnial nowe twierdzenie, zajmowal sie wy-
acznie gazem doskonatym. Musimy powtdrzy¢ ten rachunek w skréceniu,
pomimo, iz w rozmaitych odmianach mozna go znaleZé¢ u wielu antorow 2.

§ 50. Gaz doskomaly. Zalofemia. Rozumowanie obecne nie bedzie
miescito sig w ramach dawniejszych wywodéw, §§ 38— 47. Zmieniamy za-
sade, wedtug kidrej tworzymy liczby, analogiczne do poprzednich N;. Zmie-
niamy zatem sposdb obliczania tak waznej w zadaniu wielkosci 24,

Przypuszczali$my dotychczas, e energia atomu moze przybieraé tylko
jedne z pomigdzy nastepujacych wartosei

e} Oe, le, 2e,......
Oznaczalismy przez
{2) Ny, N, Ny, ..o

liczby atomdw, ktére posiadajg takie po kolei wartodei energii. Wyobrazamy
sobie teraz gaz doskonaly, zlozony z czgsteczek, kidre uznajemy za punkty
materyalne. Energia czgsteczki moze by¢ tylko kinetyczng energia. Poczy-
tujemy ig teraz za wielko$¢, zinienng w sposéb ciggly.

Wyobrazmy sobie, jednakowoz tvlko na chwile, Ze prébujemy, w obec-
nem zadamiu, p6jé¢ droga, znang nam juz z poprzedoich wywoddw. Bie-
rzemy na uwage energie kinetyczng czasteczki i dla zwigzlodci oznaczamy
japrzez I. Zapytujemy: czy dla energii & istnieja -przedziaty (jednakowe-
go) prawdopodobietistwa- ? To znaczy: czy mozna tak ustanowi¢ pewne prze-
dziaty, azeby zawieranie sie energii ¥ w granicach kazdego z pomiedzy nich
byto wydarzeniem jednakowo mozliwem? Uczyimy zalozenie, kidre na pierw-
szy rzut oka wydaje sie niemal konieczne. Przypusémy, ze przedzialy naste-
pujace:

3 od 0 do =,

od t do 2=, od 2% do 3r,.....

sg «przedziatami (jednakowego) prawdopodobiefistwa» dla energii kinetycz-
nej &; wielkos¢ T jest tutaj bardzo malg iloScia energii, ktdra nastgpnie pro-
wadzimy nieograniczenie do zera. Zatozmy, ie

*) N, Ty, M, oee-...

i} Uber die Beziehung, zakoficzenie (Wiss. Abh., 2, p. 223).

?) Naprzykiad: Boltzmann, Gastheorie, I, L Burbury, Treatise on the Kinetic
Theory of Gases, Ch. X. Jeans, The Dynamical Theory of Gases Ch. VL. Planck, Vor-
lesungen fiber die Theorie d. Wirmestrahlung 1V, 2; Acht Vorlesungen, p. 59.
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sa liczbami czasteczek, ktdrych kinetyczna energia lezy w granicach z kolei:
pierwszego, drugiego, trzeciego itd. przedzialu (3). Na zasadzie takiego wy-
boru «przedzialéw prawdopodobienstwa» oraz odpowiadajacych im liczb M
twdrzmy wielkodé ¥, postugujac sie wzorem fundamentalnym (5) § 39-go.
Szukajmy warunkéw najwigkszodci takiej 2 innemi stowy, zalézmy stan
rzeczy, w ktorym @ osiagataby maximum. Przekonalibysmy sie, ze ie wa-
runki najwigkszosci ¢ nie s bynajmniej zgodne z rzeczywistemi : prawami
réwnowagi w gazie doskonatym, nie zgadzaja sig¢ mianowicie 1) ze znarem
twierdzeniem Maxwella, przepisujacem sposob rozdziatu energil kinetycz-
nej na indywidualne czasteczki. Skad taki rezultat? W zatozeniach rachunku
musielimy stangé w sprzecznodel z pewiym istotnym warunkiem rozwigza-
nia zadania. Taki btad popetniliémy rzeczywidcie; przekonywamy sig o nim
przy pomocy twierdzenia Liouville’a (§ 29).

Wyohrazmy sobie nieruchomy prostokatny uktad Ozy=z osi spoirzed-
nych. Przypusémy, ze w chwili 1° spéhrzedne i sktadowe predkosci pewrnej
liczby upatrzonych czasteczek, odniesione do pomienionego ukladu osi, lezg
w.granicach '

Y 1yt dyt, 2% et-def,

6} :
ot 1 o' dot,

{ 2° i+ dat,

u® 1 Ut - du, w® 1w dwo.

W czasie od #° do ¢ czgsteczki mogg spotykaé sig z innemi czgsteczkami,
moga ulegaé dziataniu dowolnych sit i wogéle poruszac sig w jakikolwiekbadz
sposéb. W chwili ¢ ich spéhzedne i sktadowe predkosci, odniesione do tego
samego jak wyzej uktadu osi-spohrzednych, lezg w granicach -

zizt+d, yiy+dy, zie-t+dz,
© { wiud-du, vivtdo, wiw-dw.
Wiemy z twierdzenia Liouville’a, ze
(7) dm“ dytde*dutdvdw' =dowdydedudodw.

Przypusémy teraz, ze, zamiast sktadowemi #, v, w, pragniemy postugiwaé
sig, w tem twierdzeniu, energig kinetyczna I (ktéra wyznacza warto$¢ pred-
kosci) oraz dwoma katami o, B, ktdre wyznaczatyby kierunek predkosei cza-
steczki. Przypusémy, ze w chwili #° spolrzedne, energia kinetyczna i katy
lezg, dla upatrzonych czasteczek, pomigdzy granicami

) Boltzmann, Wiss, Abhandlusgen, Bd. 2. p. 190,

icm
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@ ]m“im“-—}—dmﬂ, Wiy dye, 2 ia"-4-ds", -
[20i 204430, o071 a®bdad, Boigtdp,
w chwili za§ ¢ lezq pomiedzy granicami
o) [mia:+d9:, yiytdy, zizddz,
| 21 34-d%, oiadda, §ipgtds.

Zamiast zwigzku (7) mamy wowczas ¥ nastepujgcy:
(10) dady®de® V39430 F (o’ ) da® A =dzdyde VI dT §(a, Q) daxdp

gdzie ksztatt funkeyi & katéw o, § zalezy od ich okredlenia. Z réwnania

. (10) widzimy, ze podlug twierdzenia Liouville’a powyzsze przedzialy (3)

nie mogg by¢ «przedzialami jednakowego prawdopodobiensiwa» energii ki-
netycznej T. Wedlug tego twierdzenia rozleglosé przedziatu nie jest stata
izalezy od £. A zatem hypoteza, wedtug ki6rej przedzialy (3) sq «przedzia-
tami jednakowego prawdapodobiefistwa. energii T byia bledna i nie mogla
nas doprowadzi¢ do prawdziwego rozwigzania zadania. Por. §§ 28, 29, 30.
Widzimy zarazem, diaczego w Kinetyczuej Teoryi musimy ustanawiaé
przedziaty prawdopodobiesistwa inaczej, anizeli w poprzedzajacych naszych
rezumowaniach. W najprostszym modelu ciata gazowego czgsteczki sa ma-
teryalnymi punkiami, kidre poruszajg sie dowelnie w trdfwymiarowej prze-
strzeni; skutkiem iwierdzenia Licuville’a, przedzialy (3} w tem zalozeniu
przestaja geometrycznie by¢ jednakowo mozliwe. Przedzialy (3) bylyby istot-
nie przedziatami jednakowego prawdopodobiefistwa, gdyby punkty materyal-
ne, stanowigce obrazy czasteczek, mogly pornszaé sie tylko w pewnej pla-
szczyzaie; albo tez, gdyby czasteczki byly plaskiemi kolami w tej plaszczy-
znie lub walcami prostymi, stale do niej prostopadiymi. Hypotezy, kidre juz
przyjelismy w Teoryi Promieniowania w przedmiocie «przedziatéw jednako-
wego prawdopodobiedisiwa- energii (por. § 38) maja zatem bardzo specyainy
charakter; nosza one cechy, przejete z zagadnien dwu-wymiarowych. Czy mo-
zemy uzasadnif to zacie$nienie zalozen? W wielu zagadnieniach Optyki po-
stugujemy sie najprostsza hypotezg o typie liniowym oscylatoréw elementar-
nych (§ 54), o typie, ktéry wyznaczamy przy pomocy jednej zmiennej g
i jednego odpowiedniego momentu p; wiemy, ze ona w wielu zagadnieniach
wystarcza. W Teoryi Promieniowania moglibysmy zatem prébowaé drogi,
podobnej do tej, ktora, w Kinetycznej Teoryi Gazéw, pezwala budowaé na

) Bottzmann, Wiss. Abhandlungen, Bd. 2, p. 194.
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trwatym gruncie Dynamiki. Lecz wszelkiej  probie podobnej staje na prze-
szkodzie fakt, polegajacy na tem, Ze twierdzenie Liouville’a w swej wia-
gciwej postaci nie stosuje sie widocznie w Teoryi Promieniowania; ono w tej
nauce moze byé prawdziwe 1i tylko w ograniczeniu do pewnych skoilezonych
deiedzin plaszczyzny {(gp), do dziedzin, ktére wycinamy z niej stosownie do
pewnego warunku (zob. § 54), nie moze za$ rozciagaé sig do dowclnego nie-
skoriczenie malego elementu ptaszczyzny. Poniewaz tym sposobem jestesmy
pozbawieni podstawy, ktérg stwarza Dynamika, innej zas, réwnie okreslonej
i jasnej, nie znaleziono dotychczas, przeto btgkamy sig nieco po omacku wdo-
tychezasowe] Teoryl Promieniowania.

Powiadamy ostatecznie: sposob ustanawiania przedziatéw jednakowego
prawdopodobieristwa w Teoryi Promieniowania jest odmienny niz sposéb
ustanawiania ich w Teoryi Gazéw. Jest z dwdch przyczyn odmienny: z jednej
przyczyny, ktorej natura jest raczej geometryczna, zewnegtrzna; z drugie] gle-
bokiej, ukrytej, fizycznej preyczyny, ktorej Zrédlo pozostaje dla nas dotych-
czas catkowita zagadka.

~ Skoro sposdb ustanawiania przedzialéw jednakowego prawdopodobieti-
stwa energii jest w Teoryi Promieniowania odmienny, przeto i wybor liczb N;
jest w tej Teoryi odmienny; zatem i pojecie liczby % wtych dwdch gateziach
Nauki, biorac rzecz $cisle, nie jest jednakowe. Z tem zastrzezeniem musimy
zatem przyjmowac za prawdziwe zdanie, kidre w twierdzeniu (8) artykuiu po-
przedzajacego dostrzega niezmiernie rozlegle, glebokie uogdinienie. Jezeli to
uogdlnienie rzeczywiscie istnieje, znamy je dotychczas tylko utamkowo; jed-
nolito¢ formuly Boltzmanna, jak widzimy, do pewnego stopnia jest tylko
pozorna. ) o

§ 5. Cigg dalszp. Rachunek. Wprowadzajac do réwnania (8) § 49-go
okreslenie (5) § 39-go, otrzymujemy

i==gp
(1) S=k { fog NT— Z log ;! }+ coust.,
£==0
gdzie oczywiscie trzeba wstawié N; wedlug prawa, wyrazajacego stan rowrno-
wagl. Postugujac sie, jak w § 43-im, formutg Stirlinga i zaliczajac do sta-
Iej dodatkowej wszystko, co zalezy wylacznie od N, znajdujemy: '
i=p
@) 8= const. — k& Z N; log N;.
. foni

Zastosujmy sie terdz ¥ do twierdzenia Liouville'a. Jak w § 28-ym
napiszmy:

1) M. Planck, Vorlesungen, pag. 144.
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(3) A =dzdydzdudvdw,

zachowujac tu, po prawej stronie, ozmaczenia artykulu poprzedzajacego.
Kladzmy, jak w § 30-ym, za gestodé p punktow figuracyjnych:

@ p = F(u? +* v
w przypuszczeniy, ze starl trwaly zostat osiagniety. Innemistowy podstawiajmy
{5) pdQ

zamiast N; w powyZszych réwnaniach (1) i (2). Warunki, ograniczajace
zmienno§¢ N, brzmia teraz jak nastgpuje:

6) S fffdQp=N,
(7 Ckmfff fffdQp (u?40? L w?) = E,

gdzie E jest energia N czasteczek gazu, m masy kazdej czgsteczki. Jako
wynik zastosowania zasady Boltzmanna, otrzymamy widocznie, wediug
twierdzenia Liouville’a:

(8} 8 =const. — k fff fffdQp logp.

Poszukujac warnnk6w najwiekszosci entropii, w przypuszezeniu, ze warunki
(6) 1 (7) sq nieustannie spelnione, znajdujemy
(9) p == A e b ot
gdzie 41k sa stale; wzdr (9) wyraza znane prawo rozdziatu, odkryte przez
Maxwella. Wartoici 4 i % obliczamy z latwoscia, podstawiajac (9) do (6)
ido (7)

dm N
(10) h = —4— E 3

gdzie ¥ oznacza objetos¢ gazu, zajmowang przez N jego czasteczek. Powra-
cajac do formuty (8) i obliczajgc entropig, przekonywamy sig, ze:

(11) 8 =const. -EN(log ¥V -}-3log ).
Tworzac teraz pochodng

& (i,

i korzystajac z réwnania (8) § 48-go, wyprowadzamy wrtiosek:
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(13) % =3kT;

zatem istotnie, jak powinniémy byli otrzymaé, wielkos¢ £ T' jest srednig ki-
netyczna energia czasteczki gazu doskonatego o temperaturze 7. Por. § 32.

§ 52. Ueorpa Plancka. Drngie gidwne twierdzenie, Przyjmujemy teraz
réwnanie (8) § 49-go, czyli twierdzenie Boltzmanna. Zamiast znaku %
wstawiamy wartosé najwigkszg, ktora osigga wielkos¢, dana przez formutg (5)
§ 39-go. Ze wzgledu na réwnania (7) i (8) § 38-go oraz (6) § 43-go otrzymu-
jemy, co nastgpuje:

(1) S =k {Nlog N— Nlog N, — nlog | - const,,

gdzie stala dodatkowa nie powinna zalezec¢ od n.

Wzér (1) jest ogdiny. Przejdimy teraz do uwazania dwdch przypadkdw
szczegbloych, o ktérych mowiliSmy w artykutach 46147, Przypusémy po
pierwsze, ze ) § 46-go jest bardzo matym, znacznie od jednogci mniej-
szym utamkiem. Z § 47-go wiadomo, Ze popelnimy bardzo maty biad, je-
zeli polezymy w tym razie

__9 . N
) =rig TR

Z powyZzszego rownania (1) wyprowadzamy podéwczas:

3 S=Fkin-+ N)log (n-+| N)—nlogn— Nlog N|-}-const.
Wedtug (8)-§ 48-go mamy jednakze, w stanie réwnowagi:

I

() T
Z (3) 1 (4) wypada natychmiast:

n
© 0=y =y~ an

E -1
r_q°

gdzie e jest podstawq logarytméw naturalnych. Z tego téwnania (5), ktdre

nazywamy drugiem gidwnem rownaniem Teoryl, otrzymamy niebawem for--

mule promieniowania, odkryia przez Plancka.

'Przyp,ominamy obecnie z § 47-go, ze, jezeli §) jest mata, warto$c () lezy
pom}qtf_Izy dwczesng o oraz . Zatem,; azeby uzyskaé réwnanie (5) Plancka,
mpsmhsmy przyjac za (z)-jego dolng granice. Jezeli do réwnania (1) wsta-
wimy zamiast (z) jego gérug granice, t. j. jezell zatozymy
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(6) g==Q; Ny=N{1-—0),

w takim razie znajdziemy

@) Qe = et T

Poréwnajmy ten wynik z téwnaniem (5) Plancka, ktére mozemy przepisac
w nastepujacej postaci '

(8) Q4 Q) = e ekT,

Przekonywamy sig, ze (7) i (8), albo (7} i (5), s4 to réwnania w przyblizenia
réwnowazne, poniewaz otrzymali§my je w zalozeniu, ze ¢ jest bardzo maltym
utamkiem.

§ 53. Plancka formula promiemiowania. Pierwszem ghéwnem twierdze-
niem Teoryi Promieniowania nazywalismy (w artykutach 16 i 26-ym) rezultat,
ktory wyraza sig przez

2
(I) Un = n

= ¢ 8

M3

U, jest tu gestodcig naturalnego zréwirowazonego n-promieniowania, &, jest
grednig energia jednego oscylatora. Jezeli zgodzimy sig na to, ze oscylato-
rami sg atomy uwazanego ciala materyalnego (lub pewne zawarie W nich me-
chanizmy), jezeli przeto dawniejszq &, poczytamy za identyczng z obecnym
stosunkiem E /N, w takim razie, przez poréwnanie (1) z (5) § 52-go:

n? e
a2l TogtikT __f

©) U=

Na zdolnoéé emisying E, ciala materyainego, stosujaca sie do zrownowazo-
nego n-promieniowania, otrzymamy nastepmie (por. § 4):

1 g

(3) E,; == Tz_ . E—;",;F::f
inaczej

2nc e
€) Bi==5 mwr 1

Zawartosc e jednostki energii A-promieniowania musi by¢ zalezna od
czestosci # lub od diugodci fali A. Dia poznania tej zaleznosci Planck
proponuje dwie drogi. Odwotujgc sig, po pierwsze 9, do Ferschiebungsge-
setz W. Wiena, kiére przytoczylismy w § 14-ym, przekonywanmy sig tatwo,

1} Vorlesungen, § 148, p. 153.
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ze do zgodnosci z tem prawem formuly poprzedzajacej (4) wystarcza zalozenie
nastepujace:

hn  he
(5) € ==y T

gdzie h jest nowa stats, t. zw. zasadniczq stalg Plancka. Zgadzajac sig na
takie zatozenie (5) i powracajac do (4), dochodzimy do zwigzku:

2acth 1
(6) By = W kDR __1°

W tej formule prawo Plancka znajduje ostateczny swoj wyraz.

Wspomnimy tu tymczasem (por. nizej § 61) tylko o jednym wniosku,
ktéry z tego prawa wynika. Piszac dla zwigzlosci # zamiast stosunku
ch ik T, przekonywamy sie na mocy réownania (6), Ze w miejscu, w kidrem
E, przechodzi przez najwickszosé, spetnione jest réwnanie nastepujace:

() r—5--5e-r=0;

skad wynika ¥ = 4-965, W miejscu takiej najwiekszosci (zob. § 34) mamy
wige zawsze: e/ T'==4965. Wstawiajac tg warto§¢ do réwnania (5) albo (8)
oraz do (2} § 52-go, otrzymujemy: : ’

1 144
® =g Ne=g N
w miejscach najwigkszosci., Takie wyniki sg ilustracyq zatozen, ktére uczyni-
lis§my w § 46-ym. Przekonywamy sig, ze, wedlug réwnan, na ktérych zasa-
dzamy sig obecnie, znaczna wigkszo$¢ obecnych atomow nie ma rzeczywiscie
zadnego udziatu w energii, w warunkach, w ktérych réwnowaga promienic-
wania w miejscu najwiekszoscei dochodzi do skutku.

§ 54. Inna metoda dowodn. Rozwazmy teraz inne rozumowanie, przy
kiGrego pomocy Planck? pragnie uzasadnic zatozenie (5) poprzedzajgcego
artykutu a zarazem unikng¢ powotywania na pomoc twierdzenia obcego, za-
pozyczounego z Nauki Termodynamiki. Wycbrazmy sobie ponownie prosty
oscylator elektryczny, ktéry roztrzasalismy w § 21-ym. Zachowujac oznacze-
nia jwezesne, piszemy energi¢ oscylatora w sposéb nastepujacy:

ey S=im(n2t1).

1} Vorlesungen #iber die Theorie d. Wirmestrahlung, pp. 154—156. Acht Vorlesungen,
Pp. 88—89.
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Jak wiemy z § 28-go 1 z artykuléw pastepuych, w Mechanice Statystycznej
postugujemy sie pospolicie, jako zmiennemi niezalezmemi, spotrzednemi
uogélnionemi g¢; oraz odpowiednimi momentami p; uwazanych ukladow.
Stosujac sie do tej zasady, Planck obiera spéhzedng £ oraz moment 7,
dany przez

@ 4= %% —mt,

za zmienne niezalezne, wyznaczajace stan oscylatora. W tych zmiennych:

J— 2 i
§ —immn2le L0
(3) Lmndl® 5o

Uwazajmy plaszczyzne (fn). Krzywa, zadana wtej plaszezyznie pizez wa-
runek

(4 & == const.,

jest elipsa; pofosi jej wynoszg:

&
(5) a,:i /2—; b=VImé.
b oom
Pole tej elipsy jest
2z
{G) S=nab=—= nu

Mimoérod elipsy zalezy od m iod n,, zalezy zatem od natury oscylatora,
ale nie zalezy od jego energii. Jezeli temu samemu oscylatorowi bedziemy
undzielali coraz wiekszych wartosci energii, otrzymamy szereg elips podobnych
i potozonych podobnie.

Przypusémy, ze oscylator ma zawiera¢ ¢ niepodzielnych jednostek ener-
gii. W takim razie, wedlug Plancka, mamy zalozy¢, ze pole & odpowiada-
jace] tej energii elipsy zawiera w sobie ¢ niepodzielnych jednostek czyli ele-
mentéw plaszezyzny (Cv). Oznaczmy przez ki pole niepodzielnego elementu
plaszczyzny; mamy

(7) §=1ih.

Uwazajmy dwie sgsiednie elipsy; roznica ich pél czyli pole pasa eliptycznego,
ktéry sie pomiedzy niemi zawiera, jest

(8 AS =@+ 1)h—Fh=".

Ale z powyzszego réwnania (6) wnosimy, ze réznica A& wartosci energii,
ktére odpowiadajg tym elipsom, wynosi
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—Moas.
(9 AS = 5 AS;
zatem, wedtug (8):
__hn,

Planck rozcina plaszczyzne (C+) na pasy eliptyczne o polach A& czyli &,
jednakowych w calej plaszczyznie. Kierujac sie analogia do twierdzenia
Liouviile’a, uznaje te pasy za przedzialy jednakowego prawdopoedobies-
stwa energii (por. § 50). Pomniewaz réznice Aé odpowiadajg takim przedzia-
tom, przeto Planck utazsamia je z jednostkami e swej Teoryi; z réwnania
(10) wnosi zatem, jak juz poprzednio otrzymaliémy [por. (5), § B3], ze:

__hn,
(10 e= 5.

Idac za rozumowaniem, ktdre tu przytoczylidmy, moina tatwo wpasé
w pewne biedy i mylnie oceni¢ osiggniety rezultat. Kompromis pomiedzy
twierdzeniem Liouville’a a zatoZeniem istnienia skonczonych jednostek
energii jest niemozliwy. Jezeli oscylatory mogg przybieraé tylko takie war-
todcl energii, ktére sg wielokroinoéciami pewnej skoriczonej jednostki, tedy
punkty ich figuracyjne nie rozsypuja sie po calej ptaszczyznie (C7v), lecz kon-
centruja sig raczej na obwodach pewnych z géry przepisanych elips. A zatem,
jezeli zgodzilidmy si¢ na podstawowe zalozenie Planck'owskiej teoryi, wow-
czas pola elementow plaszczyzny (f+), ani rowniez pola A& wyzej wspom-
nianych paséw cliptycznych, nje wyznaczajg weale przedziatéw prawdopodo-
biefisiwa energii. Jezeli zgodziliSmy sie na to podstawowe zatoZenie, nie
mozemy operowaé powierzchowng gestoscia punktéw figuracyjnych w pla-
szezyznie (£m), raczej jedynie ich liniows gestodeig. Jednem stowem, w Te-
oryi Plancka nie mamy prawa do powolywania si¢ na twierdzenie Liou-
ville’a. Gdyby$my chcieli zasadzaé sie na tem twierdzeniu, obierajac jé za
punkt wyjscia, musieliby$my uznaé pola A$ za nieskoficzenie male; zatozenie
skaficzonych jednostek energii byloby tem samem wirtualnie odrzucone, ra-
chunek zas doprowadzilby nas tatwo do twierdzenia o ekwipartycyi energii
i do prawa promieniowania Rayleigha.

Planck nie miat niewgtpliwie zamiaru udowodnienia stusznosci fun-
damentalnego swego zatozenia (11) na zasadzie twierdzenia Liouvillea;
pragnat raczej wykaza¢, ze mozna nadac inng postaé temu zalozeniu, postaé,
ktéra, cho¢ ograniczona do pewnych skoriczonych dziedzin plaszezyzny, jest
przecie podobna do zwyktejformy twierdzenia Liouville’a. Lecz jezeli
probujemy pojmowac w ten sposéb przytoczone rozumowanie, nastreczaja sie
dalsze trudnosci. Twierdzenie Liouville’a stosuje sie do okreslonych, za-
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wsze tych samych ukladdw, ki6re pordwnywamy w rozmaitych fazach ich ru-
chu; nie wiemy bynajmmniej, czy stosuje sig ono do réznych uktadéw, réznia-
cych sie swojg budows. Jezeli czestodé #, oscylatora zmienia sig, catkowity
rysunek elips w ptaszczyznie (Zv) staje sie inny. Zmieniajac osnowe twier-
dzenia Liouville’a, jak powiedzieli§my przed chwila, musimy zatem nzu-
pelnic je teraz dalsza hypotezq; musimy przypuscid, ze, dla owych rozmaitych
rysunkéw, warto$c B skonczone] jednostki pola plaszczyzny jest jednakowa.
Jest to widocznie nowa hypoteza, z dotychezasowego biegu mysli nie wyply-
wajaca. Uzasadnienie zaloZenia (11) mie wydaje si¢ zatem rzeczywiscie do-
konane. Musimy zgodzi¢ sie na nie, jak wiemy z § b3-go; ale istotny sens tej
tak waznej hypotezy jest dotychczas zgola niejasny.

§ 55. IRktady obfide zaopatrzone w emergie. Twierdzeniom, otrzyma-
nym w § 52-im, przeciwstawiamy teraz wyniki, do ktérych dochodzimy, gdy
przypuszczamy (przeciwnie niz w tym artykule), Ze wartosé ¢/ jest znaczna,
ze jest bardzo duza w stosunku do jednosci. £ artykotu 47-go wiadomo, ze
pierwiastek dodatni () réwnania charakterystycznego jest wowczas zawarty
pomiedzy (ciasmemi w tym razie) granicami @ oraz 1. Przyréwnywajac ()
znowil do jego dolnej granicy, otrzymujemy, jak przddy:

(1 S=ki(n+N)log(n-+ N}—nlogn— Nlog N} -+ const.

Lecz, skoro ) jest obecnie ogromna, mozemy przyblizenie napisac:

e R CONE I «.14-—- —1/4
@ EEaNTS A
tak iz
(3) nlog (n-- N)—nlogn=N.

Widzimy, ze wyrazy, stojace po lewej stronie réwnania (3), stang sig nieza-
lezne od 7 po prawej sironie powyzszego rdwnania (1). Pamietajgc o tem
i wiaczajac do statej dodatkowej wszystko, co zalezy wylacznie od &, moze-
my napisa¢, w przyjetym stopniu przyblizenia:

(4) S =k Nlogn - const.
Przy pomocy réwnania (4) § 52-go wyprowadzamy ztad zaraz:

n kT B :
W obecnym przypadku otrzymujemy przeto wynik, ktéry, jak widzielisSmy
w § 33-im, wyplywa z zastosowania Zasady Ekwipartycyi Energii; ktéry pro-
wadzi do formuly Rayleigha. Z obecnego punktn widzenia dochodzimy
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zatem do wniosku, ze ta Zasada stosuje si¢ tylko do uktadéw, obficie zaopa-
trzonych w energie; ze stosuje sig do nich w stopniu przyblizenia, zalezuym
od stosunku liczby jednostek energii, obecnych w nkladzie, do liczby atomow
materyalnych, kidre stanowiz ten uktad. Jak zauwazylisSmy juz w § 38-ym,
za miarg zaopatrzenia mozemy poczytywad réwniez stosunek $redniej energii
jednego atomu do zawartosci elementarnej jednostki energii.

Rozwazmy pokrétce niektdre fakta z tego stanowiska, Wiemy, ze for-
muia Rayleigha, wtemperaturach zwyczajnych, stosuje sig, jako pierwsze
przyblizenie, do promieniowan o bardzo malej czestosci; tak byé powinne,
skoro jednostka energii w tych warunkach jest stosunkowo bardzo niewielka.
Przechodzgc do Teoryi Gazdw, powiadamy. jezeli ciato gazowe mozemy po-
czytywaC za zbiorowisko punktdéw materyalnych, ktdre, z zastrzezeniami
§ 50-go, wyposazamy obficie w kinetyczng energie, wéwczas (z owemi za-
stizezeniami) mozemy stosowa¢ do tego przypadku Zasade Ekwipartycyi
Energii. W innych zagadnieniach musimy poczytywaé czgsteczki gazu za
kompleksy, ztozone z czastek bardziej elementarnych, z chemicznych atoméw;
w celu rozwigzania tych zadar, musimy obliczaé wzajemna energie takich po-
laczonych w czgsteczki atoméw, Wiemy z § 35-go, ze w podobnych przypad-
kach Zasada Ekwipartycyi Energii okazata sig niezgodna z faktami. Czy be-
dziemy mogli wyjasni¢ te sprzecznosé, powotujac sig na okolicznosé, ze kom-
pleksy atomdw, czyii czasteczki gazdéw, nie sy dostatecznie obficie zaopatrzone
wte wzajemna energie? Jak dotychezas, zatozenie istnienia skonczonych jed-
nostek energii nie doprowadzito Nauki do zbudowania Teoryi ciepta wiadci-
wego gazéw wieloatomowych, nie przezwyciezylo zadawnionej trudnosc,
ktora Maxwell i Boltzmann préino prébowali pokonaé (§ 35).

Czgsteczki cieczy, naogél, musza by¢ mniej sowicie zaopatrzone w ener-
gig niz czasteczki gazéw; zatem ciecze nie stosujg sie prawdopodobnie do-
ktadnie do Zasady Ekwipartycyi. Wiadomo, ze odkryte przez J. D. van
der Waalsa prawo Zgodnosci termodynamicznej (zwane prawem odpowia-
dajacych sobie stanéw), uogélnienie, ktére Kameriingh Onnes potaczyty
z zasadami Dynamiki, nie stanowi calkiem $cislego twierdzenia fizycznego, ze
sprawdza si¢ jedynie w pewnem przyblizeniu. Ten fakt mogliby$my moze
przypisaé: po czedci wplywowi ztozonosci czgsteczek, ktéra objawia sie row-
niez w kalorymetryi gazéw wieloatomowych, po czesci niedoskonatemu stoso-
waniu sig czasteczek cieczy, nawet jednoatomowych, do Zasady Ekwipartycyi
Energii.

Najwigkszych odstepstw od Zasady Ekwipartycyi Energii MOZEemy spo-

1) Algemeene Theorie der Vloeisloffen, eersie en tweede Stuk, Amsterdam 1881.
Archives Néerlandaises, Vol. 80, p. 101, 1896,
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dziewac sie w termodynamicznem zachowywaniu sie ciaf statyech; taka hypo-
teza, ktdra z przyjetych zalozefl nasuwa sig sama przez sie, stanowi mysl kie-
rowniczg Einsteina Molekularnej Teoryi Budowy Ciat Statych. Wspomi-
vamy tylko dorywczo, w tem miejscu, o owej niezmiernie pociagajgcej teoryi,
ktdrej pierwsze zarysy rzucit EinsteinV z nadzwyczajna Smiatoscig i ktorg
obecnie on sam i liczni inni uczeni usituja ® dalej rozwingé.

§ 56. Teora mogdlniona. Zaloiemia. W rozumowaniach poprzednich,
poczynajac od § 38-go, ogramiczalismy sie do uwazania éci§le monochroma-
tycznego promieniowania, naprzykiad n-promieniowania lub A-promieniowa-
nia. Sprébujmy nogéinié metode dowoduy, wychodzac z zatozen, lepiej do-
stosowanych do warunkdéw rzeczywistego promieniowania. Wybierzmy z wi-
dma nieskoriczenie maly przedziat w skali czestosci, ktéry rozciaga sie, przy-
pusémy, od

(1) n do n-dn.

Jednostka energii ma zmienia¢ si¢ w odpowiednich granicach:

(2) od e do e J-det.

Przypusemy, ze, z pomiedzy badanych oscylatorow, pewna liczba, mianowicie
(3) dn N,

nie posiada wcale energii; przypuéc’m;;, Ze

{4) dn N,

oscylatoréw posiada (kazdy) energie, zawartg miedzy

) Annalen der Physik Bd. 22, p. 180, 1907.

® A.Einstein, Annalen der Physik, Bd. 84, p. 170. 1911; ibidem, Bd. 83, p. 679,
1911. O. Sackur, Annalen der Physik Bd. 24, p. 655, 1911. W.Nernst, Sitz. Ber. Kgl.
Preuss. Akademie 1910, 1911, 1912; Annalen der Physik, Bd. 86, p. 395, 1011. F. Linde-
mann, Physikalische Zeitschrift, Jahrg. 11, p. 609, 1910. Berichte 4. d. phys. Gesellschaft,
Jahrg. 9, p. 1107, 191i; F. Haber, Berichte d. d. phys, Gesellschaft, Jahrg. 9, p. 1117,
1911; Veroifentl. d. Kais. With. Instituts £ ph. Chemie 2 1, 1911. H. Kamerlingh
Onnes, Communications from the Phys. Laboratory of the University of Leiden, NeNe 119 {B),
p- 23, 1911; réwniez Nee 120, 122, 124 c., 1911, Akad. v, Wet. te Amsterdam. 25 Febr. 1911,
Verslagen, p. 1187. S. Ratnowsky, Annalen der Physik, Bd. 88, p. 637. 1912, Poréwn.
jeszeze: Lord Kelvin, Baltimore Lectures; Wm, Sutherland, Philos. Magazine, Vol. 20,
p. 657, 1810. E. Madelung, Phys. Zeitschrift, Jahrg. 11, p. 898, 1910. M. Brillouin,
Société francaise de Physigne, communication faite dans la séance du 2 Février 1012,
M. Born u. Th. v. Karmaun, Phys. Zeitschrift, Jahrg. 13, p. 297, 1912, Zob. Bulletin Int.
d. 'Acad. d. Sc. de Cracovie {(4) 1912, p. 95.
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(5) g(u) a gl + de(")

it d Przez dnN& wogdle oznaczamy liczbe oscylatoréw, z pomigdzy kid.
rych kazdy posiada energis, lezacg w granicach

(6) iet oraz (g™ 4 de™).

Sumujac wszystkie N, odpowiadajace wszelkim mozliwym (ca}kou{itym,

dodatnim) wartodciom wskaznika ¢, poczynajac od §==0, otrzymamy liczbe,

lktorg nazgywamy N0

@ N = > N,

Podobne znaczenie bedziemy nadawali symbolowi sumowania w dalszym bie-

gu rachunku. -
Postugujac sie przyjeta w § 38-ym terminologia, mozemy powiedzied,

se zalozenia popizednie (3), (4), () it. d. wyznaczaja pewien rozdzial

energil. Liczba AUC rozkiadow, ktdre mieszczg sie w tym rozdziale, mozZe

by¢ obliczona ze wzori:

(S, an )
8 At == - * e .
i 1] (@n w1

Przez zastosowanie formuly Stirlinga dochodzimy zatem do zwigzku

©) log 91t = dn {N(") log N®— ¥, N log Ni» } :

Jezeli pomnozymy przez siebie wszystkie kolejne wartosel, ktére przybiera
ot gdy m zmienia sig od zera do nieskoficzonodcl, otrzymamy % general-
na, kiéra figuruje w twierdzenin Boltzmanna [(8), § 49]- Otrzymujemy
zatem, jako warto§¢ entropii:

oa

(10) = kJ dn(N(") log N 2 Nit log M(**3) -+ const.
v i
§ 57. Warunek réwnowadgi. Metoda, objasniona w poprzednich arty-
kulach, poddajemy teraz entropig S8 waryacyi; chcemy znaleZ¢ wartosci N,
ktére nczynia S najwigkszoscig w stanie ostatecznym réwnowagi. Waryacye
te ograniczajq jednakze pewne warunkowe rownania, ktdre muszg byC nie-
ustannie spelnione. Mamy po pierwsze

icm
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(h 3N o E ENI® =03

2

liczby N™ nie doznajg zmiany skutkiem wirtualnych zmian w rozdziale
energii. Z zasady zachowania energii wynika powtdre
() j dnegn ¥ iNW=E,
g i

gdzie K jest stala, oznacza mianowicie ilos¢ energii, zawarta w uwazanej ma-
sie ciata. Przypusémy, ze N oraz &, Igczna liczba oscylatorow i ogdlna ilosé
energii, s3 utworzone dla jednostki masy ciala materyainego.

Oznaczmy przez ™ czynnik staly, ktdry, wogdle modwigc, ma byé
funkcyg argumentn »; przez B oznaczmy inny czynnik staly, niezaleiny
od n. Celem dokonania waryacyi, o ktérej byla mowa przed chwilg, piszemy:

(3) ] dn E EN Lk (log NO) — log NG9y -+ 9000 - g} =0

i tym sposobem znajdujemy warunek réwnowagi; zakladajac
4 A = log A e B == log a™,
piszemy ten warunek w nastgpujacej postaci:

(5] N(_(m == Nin} 4{n) (ain?)i ;

zaktadamy przytem, skoro ¢ (wogdle méwigc) moze przybieraé bardzo znacz-
ne wartosci, Ze ¢’ jest zawsze mniejsza od jednosct.

§ 58, Wartodci statych. W celu obliczenia A% wstawiamy wartosc
N/ dang przez (5) § 57-zo, do rownania (7) § 56-go. Otrzymujemy na-
tychmiast

) Am = 1 aw,

1 p—
Z (am))i

Postugujac sig tg sama wartoseia N, otrzymujemy z réwnania (2) artykutu
57-go wypadek nastgpujacy:

(2) - { dn N g A{'Fz)‘z i (g
& ;
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skad, po wykonaniu dzialan i po podstawieniu (1), wynika;

~ ) gl
ﬂ n
an(v) e

(3) B= a'(n_} ‘

0
Zwazmy, ze N® oraz & majg by¢ funkcyami czestosci n; ze al™ jest row-
niez jej funkcys, wedtug wzoru

4) log @™ = B,

gdzie B=8/Fk [por. (4) § 57]. Zatem, po wykonaniu catkowania, otrzyma-
libysmy z réwnania (3) pewien zwigzek pomigdzy B a B. Jezell wyznaczy-
my ksztalt funkcyi

(&) B=B(T),

gdzie T jest temperaturs absolutna, ustanowimy ostatecznie zaleinosc po-
miedzy energia E a temperaturg 7.

§ 59. Dokonczenie rachunky. Powrdémy do formuty (10) § 56-go, ktdra
podaje warto§¢ entropii uwazanego ukladu. Wprowadzajgc do tej formuty
wartod¢ N, dang przez réwnanie (5) § 57-go oraz uwzgledniajae (1) § 58-go,
otrzymujemy:

a;( ) log a,(")l

M =~ kfdn N I log (1—abth+ — T —i— const.

Zastosujmy teraz do obecnego zadania réwnanie (5) § 48-go. Obliczamy po-
chodng 2E[eT z réwnania (3) § 58-go, pochodng 88/37 z powyiszego
wzoru (1) na entropie. W tych rachunkach przypusémy na chwils, ze moze-
my poczytywaé¢ N® za niezalezng od temperatury T'; powrécimy niebawem
do dyskusyi tego przypuszczenia. Otrzymujemy:

qln

@ [ dn e S {et) | kT logam} =0
0

(1= a)
lub, przy pomocy (4) i (5) artykulu poprzedzajacego:

a® (g("'))

dB T
) {1+xT. B(T)} ( ) fd N {T— o™y a(n))z
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Poniewaz catka nie moze by réwna zeru, przeto jedyne rozwigzanie, kidre
odpowiada warunkom zadania, jest nastepujgce:

1
4 —_— =
) B(T) =z
(a2
5 L — é
(5) log ot = T

Wistawiajac ten rezaltat do rdwnania {5) § 57-go, znajdujemy, wobec (1)
§ b8-go:

(6) N e N0 {1

gl .rkr} e—ielxr

Na energie ¥ otrzymujemy z powyzszego wzoru (5), wobec (3), § 58:

heL“‘jI:T
——et"),'k T’

(7) E— { dn N g T

g

To ostatnie réwnanie (7) jest bezpofredniem uwogdinieniemn formuty dawniej-
szej (B) § 52-go, jest wiec uogdlnieniem (odpowiadajacem obecnym naszym
zatozeniom) drugiego ghdwnego réwnania Teoryi Plancka. Réwnanie po-
przednie {(6) jest wyrazem panujacego w stanie réwnowagi prawa rozdziatu
emergii i odgrywa w naszem zagadnieniu rolg analogiczng do roli prawa
Maxwella w przypadku Kinetycznej Teoryi Gazéw.

§ 60. Uwaga nznpeimiaigca. Stosunek teoryj Plancka i €insteing. Oznacz-
my przez 8" $rednia energie oscylatora w tej ich klasie lub grupie, dla ktérej
czestos¢ drgan wilasnych lezy pomigdzy # a - dn. Mamy zatem

Z iefn) AT‘H')

(1) P
Z N‘im)

[

Calkowita energie E jednostki masy ciata piszemy obecnie w postaci

(2) E= f dn Nw 86

gdzie, wedhug (3) § 58-go,
ein} gin)

(3} Bl — 71' ;““z{m]“ .
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Wryobraziny sobie zamknieta dziedzine 2, ktdrej sciany, doskonale od-'
bijajace i nieruchome, utrzymujemy w temperaturze 7', wszedzie jednakowej
i z czasem niezmienne]. Przypusémy, Ze w tej dziedzinie zawiera sig¢ dosko-
nale zréwnowazone, czare promieniowanie; zalézmy, ze ustanowila sig juz
rownowaga pomigdzy tem promieniowaniem a energig oscylatoréw, kidre
majg by¢ obecne w dziedzinie Q. Jezeli UM jest gestoscig promieniowania,
przebiegajgcego przez préznic we wszystkich kierunkach, wiemy wowczas
(z artykuldw: 16, 18, 26, 53-go), jaki jest zwiazek, zachodzacy pomiedzy U
a 6, Dlatego tez wylacznem naszem daqzeniem, w calym niniejszym Roz-
dziale, bylo wyliczenie $redniej &, jako funkcyi, zaleznej od n i od T.
Rozwigzanie tego zadania wykaricza Teorye. Nie mielismy nigdzie potizeby
poszukiwania wartosci iloczynu N &™!; nie spotykalismy sie wcale z taka
wielkoscig,

Dostrzegamy obecnie, jak dalece fikeyjnem, jak w istocie tylko pomoc-
niczem narzedziem postugiwalismy sig. w naszem rozumowaniu, méwiac o wi-
bratorach i oscylatorach, albo o atomach materyi, mieszczacych w sobie ener-
gie. Srednin energia n-grupy, albo &), tych wibratordw jest nam potrzebna;
dlatego méwimy, ze ona jest oznaczona w oznaczonych warunkach. Ale eal-
kowite energia n-grupy, inacze] N# 8 | nie wchodzi do rozumowania; pozo-
stawilidmy jg zatem niewyznaczong i niewyznaczalng, podobnie jak liczbe
N® oscylatoréw w tej grupie. Liczba N™ w teoryi Plancka jest zupetnie
dowolna. Skoro tak jest, przeto bytcby rzeczg prézng zastanawiaé sig nad
tem, czy ta liczba zalezy od temperatury (§ 59). W teoryi Plancka wybie-
ramy ja, jak nam w rozumowaniu dogodnie.

Wediug fundamentalnej hypotezy Einsteina, ciata materyalne sa
zbudowane z oscylatoréw molekularnych Planck'owskich, ktérych energia
stanowi to, co nazywamy cieplem. Jezeli przyjmiemy ten punkt widzenia,
musimy skierowa¢ calq uwage na zagadnienie, kidrego unikali$my i ktérego
moglismy unikac w Teoryi idealnego, czystego promieniowania. W hypote-
zie Einsteina jedno z najpierwszych, a moze najpierwsze nastrecza sie na-
stepujace pytanie: czy istnieje prawo, lub czy istnieja prawa, wedtug ktérych
molekularne oscylatory rozdzielajg si¢ na r6zne $- lub n-grupy, ustanowio-
ne wedtng warto$ci okresu albo czgstosci ich drgania wlasnego? Z kaz-
dego niemal réwnania artykuléw poprzednich, poczynajac od § 86-go, wynika
potrzeba poznania postaci takiego prawa, jezeli ono istnieje. Jakkolwiek nie-
ktére z pomiedzy przytoczonych w § 55-ym poszukiwan wracajg si¢ juz wi-
docznie ka temu celowi, jesteémy moze jeszceze dalecy od uzyskania jasnej
odpowiedzi na pytanie, wskazane tu przelotnie i na pokrewne pytania.

§ 6. Potwierdzenie dos$wiadczalne jormuty Plancka. Dobiegamy tu kre-
su, w zarysie, ktéry zatozylismy sobie. Pragniemy uzupelnic go jeszeze krot-
kiemi niekt6remi wzmiankami.
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Badania doswiadczalne nad formnia promieniowania czariego rozpoczy-
najq sig, w roku 1895-ym, od przytoczonej w § 10-ym, pamiginej pracy Wie-
na i Lummera. Dalsze poszukiwania: Lummera i Pri ngsheimal,
Paschena®, Wannera® byly kierowane przewaznie przez zamiar spraw-
dzenia formuly promieniowania, ktérs podal byt {z bardzo slabem zreszta
uzasadnieniem) W. Wien® w roku 1896-ym; formuty, w ktéra formuta
Plancka przechodzi, gdy wartosc AT jest nadzwyczaj nieznaczna w pordw-
nanin do wartodci stalej ¢ /k. Skoro formuta Plancka pojawila sie¢ na
arenie, uwaga eksperymentaioréw zwrdcila sie na nig- Z badaft Rubensa
1 Kurlbauma®, Paschena®, Wannera®, Lummera i Pringshei-
ma? oraz z dokonanego w nowszych ¢zasach przez Baischa® szeregi po-
miaréw zdaje sig wynikac, ze formuta promieniowania, odkryta przez Planc-
ka, zgadza sie z doSwiadczeniem dobrze, w zakresie temperatur szerokim;
lecz 1 w tym wzgledzie dalecy jeszcze jestesmy od posiadania wiadomosci zu-
petnych i zgola niewatpliwych.

§ 62. O miektérgch modyfikacgach feorgi. W kilku pracach, ogloszo-
nych w ciagu ubieglego i biezacego roku ®, Planck przeksztalca zalozenia
swej dotychczasowe] teoryi, Obadwa gtéwne réwnania, na ktérych ona za-
sadza sie, ulegajg zmianie; zaréwno pierwsze [(1}, § 53] jak drugie réwnanie -
[(B), § 52] przybiera inng postaé, zostaje poddane pewnemu uzupefnieniu.
Jednakze dokomane w tych zasadniczych réwnaniach poprawki réwnowazg
sig, tak iz ostaleczne prawo promieniowania, formuta (6) § 53-go, zachowywa
moc nienaruszong. Gdy tym sposobem analityczny szkielet teoryi doznaje
tylko drobnego przeobrazenia, posta¢ zewnetrzna teoryi, szata konkretna,
w ktorg mechanizm formut jest odziany, staje sie zupetnie odmienna. Nowe,
jeszeze mieco ogdinikowe pojecia o naturze zjawisk absorbeyi i emisyi poja-
wiaja si¢ w tej modyfikacyi Plancka teoryi.

"y Verh. d. d. physik. Gesellschait, Bd. 1. p. 23, 1889; Bd. 2, p. 163, 1900.

%} Annalen der Physik, Bd. 4, p. 277, 1901,

%) Annalen der Physik, Bd. 2, p. 141, 1900.

*} Annazlen der Physik, Bd. 58, p. 662, 1806.

%y Amnmalen der Physik, Bd. 4, p. 648, 1901.

5 Zobacz prace przed chwily powolane.

) Oprécz prac powelanych zob. jeszeze: Verh. d. d. physik. Geselischaft, Bd. 3,
p. 36, 1901, oraz Annalen der Physik, Bd. 6, p. 192, 1901 W ostatniej pracy mozna zna-
lei¢ szczegdiows dyskusye oraz dalsze wskazéwki bibliograficzne.

3) Ammalen der Physik, Bd. 35, p. 543, 1911,

%} Podalimy je w spisie powyzszego artykulu 15-go.
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Nie bedziemy prébowali streszczac tych, ani innych pokrewnych poszu-
kiwan spolczesnych. Ograniczymy sig do powstz_egc_) elementarnego zarysu
pierwszych podstaw Nauki o Promieniowaniu. Z blegu.am lat, praca ZbI.OL‘OV’\fa
pokolenia wydobedzie z usilowat dzisiejszych, co w nich jest owocne 1 twor-
cze; uzbrojona w nowe narzedzie, bedzie sobie daiej torowata droge przez na-
sze niepojmowanie Natury.
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TADEUSZ GODLEWSK].

0 promieniotworczych wlasnodciach aktynu,

Sur les propriétés radioactives de I’ actinium.

Metody chemiczne otrzymywania preparatéw aktynu.

Znana jest dobrze metoda, ktéra postugiwali si¢ paristwo Curie celem
wydzielenia radu z pechblendy. Po uwolnieniu smolowca PIZy pomocy we-
glanu sodowego i kwasu siarkowego od uranu, przeprowadzano nierozpu-
szezalne siarczany przez gotowanie ze steZzonym roztworem sody w weglany,
a nastepnie w znacznej czesel przy pomocy kwasu solnego w chlorki. Z nie-
rozpuszczonego osadu mozna bylo otrzymaé rad przez dalsze czyszczenie.
Gdy do zakwaszonego roztworu chlorkéw dodano siarkowodoru, strgcat sie
polon z bizmutem, ale pewna czesc ciat pozostawata jeszeze w filtracie. Wro-
ku 1899 uczony francuski Debierne, U'® kierowany mysla, czy nie moznaby
wydzieli¢ jeszcze nowej promieniotwdrcze] substancyi, zajat sie zbadaniem
tych wiasnie cial, ktére z zakwaszonego roztworu powyzszych chlortkdw nie
siarkowodorem, ale amoniakiem straci¢ sie dajg.

Analizy wykazaly, ze przewazna czes¢ produktéw strgconych amonia-
kiem sktadata sie z wodorotlenkéw zelaza i glinu, obok tego jednak znajdo-
waly si¢ jeszcze, cho¢ w ilosciach mniejszych pierwiastki: Zn, Mn, Cr, Va,
Ur, Ti, Ni, Ta, a z ziem rzadkich La, Di, Ce i ziemie ytrowe, Bardzo staba
poczgtkowo promieniotworczo§é preparatu komcentrowata sie przez zastoso-
wanie odpowiednich metod coraz wiecej, i to tak dalece, ze ostatecznie mozna

*)  Odnodniki liczbowe wskaznjs numery prac, zestawionych chronologicznie w spisie
umieszezonym na koficu.
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