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»5ur les périodes des intégrales doubles et leurs rapports avec la théorie des
intégrales doubles de seconde espéce”. C. R. T. 137. 1908,

»Sur quelques points de la théorie des fonctions algébriques de deux variables
et de leurs intégrales®. C. R. T. 188. 1904.

»Sur quelques équations fonctionnelles et sur une classe de surfaces algébri-
ques. C.R. T. 139" 1904,

»Sur les relations entre la théorie des intégrales doubles de seconde espéce
ot celle des intégrales de différentielles totales*. C. R. T. 187. 1903.

»5ur les résidus et les périodes des intégrales doubles de fonctions rationnelles®.
C. R. T. 132, 1901.

A. Rosenblatt.
oSur quelques inégalités dans la théorie des surfaces algébriques®. C. R.
T. 154, 1912,
»Sur certaines classes de surfaces algébriques irrégulidres et sur les transfor-

mations birationnelles de ces surfaces en elles-mémes®. Bulletin de 1’ Académie de
Cracovie. Juillet 1912.

»Sur les surfaces algébriques irrégulidres de genre linéaire p( >> 1%, Prace
matematyozno-fizyczne. T, 28, 1912,
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0 krzywych, wypelniajacych kwadrat,

(Sur les courbes qui remplissent un carré).

ROZDZIAL 1L

Wywdéd krzywej Peamno.

Pierwszy przyktad krzywej ciaglej, wypetniajacej kwadrat, podat w r. 1890
G.Peano w postaci czysto analitycznej V. Interpretacye geometryczng krzy-
wej Peano dali A. Schoenflies? oraz E. H. Moore?d.

W rozdziale niniejszym zamierzam przedstawi¢ pewien oryginalny spo-
s6b otrzymania krzywej Peano. Sposob ten, bedacy pewna modyfikacya
metody Schoenfliesa, wydaje mi sie naturalnym i fatwym do spamietania,
a przytem daje si¢ z odpowiedniemi zmianami zastosowac tez przy wyprowa-
dzaniu innych krzywych, wypetniajgcych kwadrat, jak to zobaczymy w na-
stgpnych rozdziatach.

Oznaczmy przez K kwadrat o wierzchotkach przeciwlegtych (0,0) i (1,1),
i wezmy pod rozwage dowolng dane krzywe ciagls C,, przebiegajaca w kwa-

) Sur une courbe qui remplit toute une aire plane. Mathematische Annalen, Bd.
86, p. 157.

%) Zob. Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, T. I (1900),
p. 122,

8 On certain crincly curves. Transactions of the American Mathematical Society.
Vol. I (1900), p. 72 -90.
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dracie X od punktu (0,0) do punktu (1,1) (fig. 1). Niech

2 =10 (),
0Lt 1, 1)
y=4,0,
/'/; . ’/
//
s 1
i
TN
AN
/ f \
Fig. 1. Fig. 2.

beds réwnania uwazanej krzywej (Funkcye o, () i ¢, (£) s3 wiec ciagle dla
0<t< 1, prayezem ¢ (0) =, (0)=0, o, (=1, (1) = 1).

Podzielmy dalej kwadrat K na 9 nowych kwadratéw i ponumerujmy je
w spos6b wskazany w tablicy 1.

34 9
2 5 1 8
R ——
16 7
Tab. I

W kwadracie 1 umie$cimy krzywg ¢, (zob. fig. 2), podobng krzywej O
(w trzykrotnem zmniejszeniu) i podobnie potozong. Obré¢my nastgpnie kwa-
drat 1 o 180° dokota boku wspélnego kwadratom 11 2: krzywa ¢, zajmie
przez to potozenie ¢, (symetryczne wzgledem c¢;). Kwadrat 2 obr6¢émy dalej,
wraz ze znajdujaca si¢ w nim krzywa, o 180° dokota boku 23 i nowe potoze-
nie naszej krzywej oznaczmy przez c¢,; nastepnie kwadrat 3 obr6émy o 180°
dokota boku 34 i nowe potozenie krzywej oznaczmy przez ¢, i t. d. Ogélnie,
majac krzywa ¢; w i-tym kwadracie, obracamy go o 180° dokota boku wspol-

icm

@ O kzywyeh, wypelniajacych kwadeat. 1%
nego kwadratom i oraz i1, a nowe potozenie krzywej oznaczamy przez
Cit1 (dla g = 1, 2, 3’ e 8) ) )

Jasnem jest, ze komiec krzywe] ¢; bedzie zarazem pocza‘tkle'rn krz.ywej
iyt (E=1, 2, ... 8). Otrzymane 9 krzywych mozemy wiec uwazaé jako jedne
krzywa ciagly C,, przebiegajaca w kwadracie K, podobnie j_ak krzywa Cy,
od punktu poczatkowego (0,0) do punktu koficowego 1,1 (iig. 2)-

Z krzywa (, postapimy dalej taksamo jak z krzywg G, tworzac nowa
krzywg Cy it. d. Otrzymamy w ten spos6b oznaczony W zupetnosci (przez
krzywa poczatkowa () ciag nieskoriczony krzywych ciagtych Ca. N

Spos6b otrzymywania krzywej Gt Z krzywej C, mozemy prze_dsta\x.nc
schematycznie zapomoca tablicy IL Potozenie litery L (ktérg umyslnie wzie-

|

L 1 L

l r. 1. T
L4 L

Tabl 1L

li§my niesymetryczna) przypomina nam potozenie wzgledne kazdej z d.ziewug—
ciu czedci nowej krzywej i sposob jej otrzymania z krzywej pierwotnej. Po-
dobnego schematycznego sposobu przedstawiania bedziemy uzywali tez wna-
stepnych rozdziatach.

Ze sposobu, w jaki otrzymaliSmy w poprzednim artykule krzywa O%
z krzywej C,, wynika natychmiast, e jako rownania dla krzywej G, uwazac
mozemy réwnania

&= :PZ (t) k]

y=1{ @,
gdzie funkeye ciagle 9, (7) 1 4, (f) okreslone sg w nastepujacy sposéb:

(UR G i 2

Dla 0Lt gu(t)= je; 91, by (8) = $49,090),

. 3<iI<E (= 1o, (2—91), @) =354 (291,

L i<t< o= 1u@i=2,:O=i+ik0 —2),

. I ?z(t)=ﬁ"'%’f'1(4—“9t):¢2(t)=%+%'4‘1(4—9t)’

| ictctnB—i - tn@d, uO=i-1u0D, | O
L It =310 690, )= ¥ 6-99),

. AL o) =110 01-6), L) = 1, (91—6),

, I<I< G(O=3F10 (@90, & =314 (8—91),

, <] ?2(0:%1‘"?1'1(91"—8)’ 4, (8) =1} 59 (91-8)


GUEST


196 W. Sterpisiski. B @

Okreslimy teraz dla przedziatu 0{#1 funkcye « (8), B (2), 1 (%), o (¥)
oraz f () w nastepujacy sposéb:

Dla  a()= El= 1= d@B= 6@O=
0<t<t 0 1 0 1 o¢
r<i<t 0 1 2 —1 2-9¢
1<t<} 0 1 2 1 942
p<t<y |2 1 2 1 4-9¢
j<t<y 2 —1 2 —1 9t—4
p<i<y 2 —1 0 1 6-9t
§<t<y 2 1 0 1 9t—6
i<t<s 2 1 2 —1 8--9¢
s<t<l 2 1 2 |1 9t-8

Latwo widzie¢, ze wobec powyzszych definicyj bedziemy mieli:

9,y (1) = z (t) -+ Bs(t) v 0 @),
oraz dla 0Lt 1. (4)

Lo="91"04 0w,

Poniewaz krzywa C, jest otrzymana z krzywej C,_; w ten sam sposéb,
w jaki krzywa C, zostata otrzymana z krzywej C;, wiec, w my$l (4), jako
réwnania krzywej C, bedziemy mogli uwaza¢ réwnania

T =0 (1),
01,
cdzie: Y=,
on(f) = _.(,) 4 B(t) b (1) l
1), d(t O<is<t ®)
wo="0120y @), f

dla n=2,3, 4,...

z deiipicyi funkcyi 0 (f) wynika z Yatwoscia, ze jezeli 0 <Lt <C1, to
mamy réwniez 0 < 6 (f) < 1. We wzorach (5) mozemy wiec zastapié¢ ¢ przez
6 (#) i czynnos¢ te powtarzaé dowolng liczbe razy.

Oznaczmy przez skrécenie

BEM =b,(0), 66, @ =50 it d

- _ O kuzywych, wypelniajacych kwadrat. R

Ze wzorow (B) znajdziemy z najwigksza tatwoscig:

) B0 | $OION GO

g () =20 4 FOLL0)  PEEEE
g

IERICHUO SISO EIOSYG S TOH GO B I

3gn—1 3n—1 ¢ (6"_1 (Z)) )

PRI ILICH IO RRCLAUICI N

. + ( ) d (6 (t)) aéfi—l-ﬁ (t” 1 (en—" (t)) + 3 (t) o (e (t)) 8 (6’4—9 (t)) Lb (Bﬂ i (It))

Poniewaz krzywa C; nie wychodzi poza kwadrat K, wicc mamy nie-

réwnosci: )
< (B (1) <1 oraz 0y G () < 1. ™

Polézmy dla 0L i< s
?@ﬁ:%pfﬁmépmx+ﬂnmwgm@@»+m_ l
] (8)

4 BB (D) E@) 16,2 |
$(8) = T()Jra().) @ '(*)*(*(3)3) G0
isumy n pierwszych sktadnikéw wypisanych szeregdw oznaczmy odpowied-
nio przez p. (£) i g. (D).

Szeregi (7) sa zbiezne dla 0 <t 1, gdyz z definicyi funkeyj =, §,
1 1 & wynika, ze stale

fa@i<2, [eMi<l, 11(®)1<2, 130)I<!1

. .2
tak iz n-ty skiadnik kazdego z szereg6w (8) nie przenosi bezwzglednie T

Wynika stad tez, ze
‘ 2 1
| ¢ (t) — Pn—1 (t) 3“ T 3,,+1 + 3;.1—2 + é-n——:f l
‘ 9)

i podobniez:
1
RICESOIR ==

Z drugiej strony, wzory (6), wobec nieréwnosci (7), daja:

®)
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o1
[ Dot (B) — € () | < gl l
oraz (10
. 1
@1 () = 9 ) | < gy [

Wobec (9) i (10), znajdujemy w jednej chwili:

L) — e 0) | < gy |
oraz (1 1)
O — 0 ] < 4 ’

Nieréwnosci (11) dowodza, ze funkcye o (f) i ¢ (f) sa w przedziale
0 <Lt <1 odpowiednio granicami ciagéw jednostajnie zbieznych funkcyj
ciggtych ¢, (¥) 1 . (£). Wynika stad, ze funkcye ¢ (£) i ¢ (¢) sa ciagle w prze-
dziale 0 <t < 1. (Zauwazymy, ze o cigglosci funkeyj o (£) 1 ¢ (£) nie mogli-
bys$my jeszcze wnioskowac z jednostajnej zbiezno$ci szeregéw (8), gdyz sktad-
niki tych szeregéw nie sq funkcyami ciaglemi).

Krzywa C, okreslona przez réwnania

I:(F(t)’

. ) ) y=14(),
jest wigc krzywa ciggta.

Krzywe C, nie wychodza poza kwadrat K, zatem i granica ich — krzy-
wa C— nie moze poza kwadrat K wychodzi¢. Powiadam, ze krizywa C wy-
petnia kwadrat K. .

Ze sposobu otrzymywania krzywych C, wynika drogg tatwej indukcyi,
2e, jezeli kwadrat K podzielimy na 9 réwnych kwadratéw, to krzywa C,iy
i kazda z krzywych C,vz, Cpys, ... przechodzi przez pewien wierzchotek kaz-
dego z nich. Wnosimy stad, ze i granica krzywych G, — krzywa C — prze-
chodzi przez pewien wierzchotek kazdego z 9¢ kwadratéw na ktére podzieli-
my kwadrat' K. Wynika stad, ze zbiér punktéw krzywej C jest wszedzie-
gesty wkwadracie K; poniewaz zas$ krzywa O jest ciggla, wiec dowodzi to,
ze krzywa nasza przechodzi przez kazdy punkt (lezgcy wewnatrz lub na ob-
wodzie) kwadratu K. Krzywa C wypelnia zatem kwadrat.

Godnem uwagi jest, ze (jak to wida¢ ze wzor6w (8)) funkcye ¢ (£)i¢ (2)
nie zaleza od obioru funkeyi @, (£) i ¢, (£), a wiec od obioru krzywe]j poczat-
kowej C; (byleby to byta krzywa ciagtaV, przebiegajaca w kwadracie K od
punktu (0,0) do punktu (1,1)).

) Ze wzoréw (6) wynika, ze warunek ciaglodci funkeyj @, (f) i ¢, () nie jest tu
istotny: wystarczyloby zalozenie, ze funkcye te pozostaja ograniczone.

icm
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Postaramy sie obecnie réwnania (8), uzyskane na krzywa C, sprowadzi¢
do postaci prostszej. ] )

Jak zauwazyliémy w koricu poprzedniego artykubu, granice ciagéw
9. (£) 1 a (£) nie zalezg od obiorn krzywej C;: zalézmy wigc, w szegolnosci,
ze krzywa O, jest symetryczna wzgledem $rodka kwadratu K, mianowicie,

ze mamy
p@O+unl—1t=1,

oraz dla 0Kl

O+ h0—n=1.

Ze wzoréw (3) wnosimy z latwoscig (rozbijajac dowéd na 9 przypad-
kéw, stosownie do przedziatu, w ktérym lezy ), ze bedzie tez:

o, (£ g (l—0=1,
oraz (01 ) dla 0Ltg1
¢2(t)+¢2(1-1/‘)=1,

a stad, przez indukcye, Ze bedzie ogdlnie:

W) ol —B=1,
oraz ¥ ()+t?( dla 0<t<17 ')’L::l, 2» 3"‘“ } (12)
() F 4 (1 =) =1,
Wobec (12) mamy (przy danem n) dla k=2, 4, 6, &
w(k—98)=1—9,9t —k-+1), -
@ (k ) n ( F1) _1;91\<t<}5 ‘(13)
U —98) =1 — by (Ot —E - 1). J

Wzory (3) pozostang prawdziwe, jezeli w nich zastapimy %, ¢, %2 id,
odpowiednio przez n, ., Pap1 i $utp1- Wobec tego i w mysl (13) bedziemy
mogli hapisac:

Dla Cut1 () = Yut1 () =
0y bea (90) 1 (90)
I<ECE b398 =1 FH3d.(091—1)
IR GRS | Fea (9 —2) 3410 (97—2)
1<ttt 1wt —3) 130 (91—3)
<) = 0t—4) i —ih(91—4)
s t<E bl (9t=5)  i—1b(92—5)
§<t<E 34 (97 - 6) 14, (92 —6)
1<ty 135 0—7) {+i%(Ot—7)
st 3 tien (9 —8) i+ b (9T—8)
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Powiadam, ze dla 0 < ¢ <1 powyzsze 18 wzoréw ujaé mozna we dwa
WZOry:

E3t—3Bt—1 - 1)E9¢—3E3¢
o () =+ ot [, (91-B97) — 3 (1)
E9¢t —3E31— E3t—31; 14
—_ 3t—3 K
bupr () =3+ 5 STl pypsisney g, 0 t—B9g)—y »31),,

gdzie Ex oznacza najwigksza liczbe catkowita <{x. Dowéd nie przedsta-
wia najmniejszej trudnosci: nalezy tylko sprawdzi¢ wypisane wzory dla kaz-
dego z dziewieciu przedzialéw, na ktére rozpada sig przedzial (0,1). (Zauwa-
zymy przytem, ze dla ¢ =1 wzory (14) juz nie sg prawdziwe).

Przechodzac we wzorach (14) do granicy dla n=o0, otrzymujemy
w jednej chwili:

g =4+ 00— ‘}Eﬁ? LI t—Bog) — y) (LR ‘
E3t—3E3¢—1 s | 49
q)(t) = %‘{“ ' 3-—-~v-- (‘1)E3t—3Et+ H’ (9 t—EQt) _ ':H g;—é‘) I
dla 0<t< 1.
Potézmy: .
) —4=2(), l
(16)
N O - s =V (@); f
rownamnia
r=0(@1), y=W()

beda wige réwnaniami krzywej C, jezeli za osie spoirzednych przyjmiemy
proste, taczace $rodki przeciwlegtych bokéw kwadratu X. '
Potézmy jeszcze:

9t - E9t=1(1), <G@) =50, itd; ‘ l
B3t—3Et=1(p; (17)
1) —1=7(@). |

Bedziemy mogli, wobec (15) i (16), napisac:

o= "0 L U g,

(18)

i i

r="C t),;g(:l)sz’ 1= 31_)19 ¥ 6 0)
dia 0<t<1.

o _ (¢] krz_yﬂgh», _Wypelniajgcych kwadrat. o 201

Z definicyi funkeyi = (¢) wynika, ze stale
0L=() <15

wzory (18) pozostana wigc prawdziwe, jezeli w nich zastapimy ¢ przez t (%),
przyczem proces ten mozna bgdzie powtarza¢ kolejno dowolng liczbe razy.
W ten spos6b znajdujemy droga tatwej indukcyi:

@ =L@+ TED (_yon 1 LG O pyaniacn
o I:(T—"g_j(ﬁ (—1)180+ 1@+ 4765, g
+ @ %’:T(t}) (— 1)+t Gy )
w () ="C2 (—1y0 4 L6 s (19)

+ Z%@ (—1reticm+aeo L

. 7:(3%:1(_0) (1)1 + GO + -+ 1 Gpmr@

+ WJ;):_(Q) (—1)18+2EO) + o 11O,

Ze wzoréw (lé) wynika, ze stale
[ e@1<E oraz [¥()|<4;

wnosimy stad, ze ostatnie skiadniki prawych stron wzoréw (19) zmierzaja do
zera, gdy 7 wzrasta nieograniczenie. Mamy wigc rozwiniecia:

D (t) = féi) _!_f(‘rggt)) (—1y6en 4 f,(%?.a@ (—1)asda+n@=ey 4

W (1) = i_(g?’_i) (—1)® + L(%%Q)) (_1)7,(!)—]—11(-:@))

(20)
3, (L
_i_f..,(,,,gg ) (— 1yt +ae@+nEm 4
dla 0Lt< 1. .
Powiadam, ze T (f) =3 { — E32" ¢, (21)

Prace mat.-fiz., t. XXIIL 17
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Jest to prawdziwe dla #n =1, w my$! definicyi fL{nkc.yi T (2).
e wz6r (21) zachodzi przy pewnem naturalnem #. Bedzie
tpp () =7 (5 (1) =9 (3" — E37) — E9(32nt—E32nf) =231 ¢ — B3+2y,

skad wynika prawdziwos¢ wzoru (21) dla n-+1. Wnosimy stad przez in-
dukeye, ze wzor (21) zachodzi przy wszelkiem naturalnem n.

Ze wzoréw (21) i (17) znajdujemy:
1 () =E3(32"t -B3)—38E (3" 1—E3f)=E 31— 3E3%"¢, l
7(3%.()=B9(3*"1 B3> 1)~ 3E3 (32nt—E 327f)=E 32+ —3 B 32nF14, i
F @) =10 () — 1 =Bt — 3Bt — 1, @)
FBLE=10@%@E)—1=E32¢_3E3—1
Wobec (22) mamy:
1 (v, (2)) = B3¢ 4 E32#+1¢ (mod. 2)
1.3 (8) = B32rH ¢ - B3n+2¢ (mod. 2),
skad, biorac jeszcze pod uwagg, ze Bz =0 dla 0 ¢ < 1, znajdujemy z fa-
oscia; (—1 )BT @)+ 1 Gy (@) = (—])B3+EF I+ B3 l

(23)
(= 11O+ 2G@ + b0 En@) = (—])ESHES e+ L ESH |

Jezeli potozymy
fa(t) = (E3"
to, wobec (20), (23) i

{—3B3—1f—1) (—1)E3t+ L+ wA-E3P—1e (25)
(24), bedziemy mogli napisaé:

op=lO KO A0

vy =0 L@ (i) 4 Lul f4(t) + 50 fs (t) 4+

o=, 3" fana (),

=1

da 0<t<1 (26)
Y=, 3. faa(0).

n=l

Zatézmy,

icm
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Sg to réwnania, kt6re na kizywa Peano podat E. Cesarol. Abyje
sprowadzi¢ do réwnafi, ktGremi okresla swa krzywg sam Peano, rozwiimy
liczbg ¢ na ulamek tréjkowy

2 |
5 + : 33 +.
wybierajgc z dwdch ewentualnych rozwinie¢ rozwiniecie skoficzone. Jak la-
two widzie¢, cyfry a, tego rozwinigcia beda okreslone przez wzory:
' 6, =E3t—3E3z, da n=1,23,... @7)
Bedzie wigc
a, = E3"¢-E31¢ (mod. 2). (28)

Pol6zmy, wraz z Peano:

B@=a, ¥@=2—a, ¥E@)=F(@ itd
Jak fatwo widzieé, bedzie przy wszelkiem calkowitem p > 0:

k(@) =1+ (=17 (a—1),
zatem, w mysi (27) i (28):

by == koot ot o s (a5, 1)
= 1 4 (B3 (=3 E 3 24—1) (—1)E3—EP 4 BRI
€= ket ot Foai (gy,)
=1 (B3¢
zatem, z uwagize Bt =0 dla 0<¢< 1 i w mysl (25):
=1t fua (0, ta=141oa (t).

Ze wzor6w tych wynika natychmiast, wobec (26), ze jezeli na osie sp6t-
rzgdnych przyjmiemy (jak na poczatku rozdziatu) boki kwadratu K, to réw-
nania krzywej ¢ bedziemy mogli napisa¢ w postaci:

— 3E3_3"'“‘t —1) (_1)Et+E31+..,+E32““'1t ;

r= + +3a+

=dtgtat,

") Sur la représentation analytique des régions et des courbes qui les remphssent
Builetin des Sciences Math. (2), T. 21 (1897), p. 257.
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. —ry
gdzie polozyliSmy by = hFortht@u () ,

Cp == K% +aa i tagp_y (Cb2 n) .

Sg to wiasnie réwnania, ktéremi definiuje swg krzywa Peano.

Dla zilustrowania krzywej C mogliby$my wykresli¢ kilka poczattkov_chh
wyrazéw ciagu Ch, ktérych C jest granicq (pierwsze dwa wyrazy tego ciagu
przedstawiajq fig. 11 2). Krzywe te przedstawiaja jednak FQ n}edoggdnosc, ze
posiadajg punkty wielokrotne, utrudniajace zoryentov&{ame sig W biegu lkrzy—
wej. Podamy wobec tego bardziej pogladowy sposéb ilustrowania kolejnych
przyblizen krzywej P-eano. )

Zalézmy, ze krzywa poczatkowa C, przechodzi przez $rodek kw'adratu
K. Przez tatwa indukcye wnioskujemy stad (opierajac sig na sposob1§ two-
rzenia krzywych .C,), ze krzywa G, przechodzi¢ bedzie przez sr(!)dek kazdego

! ,____‘ __l

: B

L L

]

— Uy

g ]

-Fig. 3. Fig. 4.

z 91 kwadratéw, na kiére podzielimy kwadrat K. W kizywa Cn (n>>1)
wpiszmy tamane L,, taczac kolejne $rodki 9! kwadratéw przez ktére krzy-
wa O, przechodzi. Figury 3, 415 przedstawiaja odpowiednio famane L,
LyiL,. . ]

Krzywa Peano nie jest krzywa zamknigta: moznaby jednak okazac
z tatwoscia, ze krzywa, okreslona przez réwnania

m="?(t):
y:‘{’(t):

dla § <2<

a3 O krzywych, ﬂ@gﬁiqjgcycjwkwadrat. 205

gdzie funkcye ¢ (f) i ¢ (¢) majg to samo znaczenie co i wyzej, jest krzywg
zamknigta, ktdrej punkt poczatkowy i koficowy zlewaja sie w punkcie (3, %).

b el
%ﬂfﬂﬂ

& ; Uﬁj}t

Krzywa ta wypetnia kwadrat, okreslony przez wierzchotki przeciwlegte (0, 1)
i@, .

Pod wzgledem krotnosci punkty krzywej Peano dzielg sie na zwy-
kte, przez ktére krzywa raz tylko przechodzi (np. $rodek kwadratu K), po-
dwdjne (np. punkt (4, $)) oraz poczwérne (np. punkt (3, })). Latwa klasy-
fikacye wszystkich punktéw krzywej Peano pod wzgledem ich krotnosci
pozostawiamy czytelnikowi ).

Fig. 5.

ROZDZIAL 1I.

Wowdd krzgwej Hilberta.

Wezmy pod uwage dowolng dang krzywa ciagly C,, przebiegajaca
w kwadracie K od punktu (0, 0) do punktu (1,0); niech

') Moznaby udowodnié, ze dla kazdej krzywej ciaglej, wypelniajacej kwadrat, mno-
goéci punktéw zwyklych jest punktoksztattna (to znaczy, ze na kazdem t. zw. continuum,
lezacem w kwadracie K, znajduja si¢ punkty wielokrotne uwazanej krzywej). Ciekawa wha-
snoé¢ krzywych ciagtych, wypelniajgcych kwadrat, udowodnit p.S. Mazurkiewicz w swej
tezie doktorskiej, przedstawionej Wydzialowi filozoficznemu Uniwersytetu Lwowskiego: do-
wiédt on mianowicie, ze kazda taka krzywa posiada wszedziegesta mnogo$é punktéw, przez
ktére krzywa przechodzi conajmniej trzy razy (Mnogo$¢ ta ‘moze zreszty ‘by¢ przeliczalna,
jak np. dla krzywej Peano).
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z =1,
Co 1<
y=19,(),

beda jej réwnania. Funkcye ¢; (1) i ¢: () sa wigc ciggle, a przytem
5, (0) =, (0) =0, zas ¢, (1) =1, ¢, (1) = 0.

Podzielmy kwadrat K na cztery kwadraty: 1, 2, 3, 4 (tablica III). Obré¢-
my kezywa G, o kat 90° wedtug wskazowki zegara dokota srodka kwadratu K:

2 3
1 4
Tabl. 1L

niech €', oznacza krzywa C, w jej nowem potozeniu. W kwadracie 1 umie-
4cimy krzywa, podobng krzywej C," (mniejsza dwa razy) i podobnie polozo-
nong. W kwadracie 2 umiescimy krzywa podobna krzywej Cy i podobnie
potozong (wzgledem jej pierwotnego potozenia). W kwadratach 3 i 4 umiesci-
my krzywe, symetryczne wzgledem krzywych, umieszczonych w kwadratach
2i1. Cztery otrzymane w ten sposéb krzywe utworza, jak tatwo widziec,

T
L%J

L

L.
i
j

Tabl. IV.

jedne krzywe ciagty C,, przebiegajaca w kwadracie K od punktu (0,0) do
punktu (1,0). Schematycznie spos6b otrzymania krzywej C, z krzywej Gy
przedstawia tabl. IV.

Z kizywg C, postgpimy taksamo jak z krzywg Cy, tworzac nowg krzy-
wa Cp it.d. Otrzymamy w ten sposéb ciag nieskoficzony krzywych C,.
Z definicyi ciggu C, wynika, Zze jako réwnania krzywej C, uwaza¢ mozemy
réwnania

X = (P” (t)w

y=1%(1),

gdzie funkcye o.(f) i 9. (f) (dla n>1) sg okreslone zapomocs funkcyj
Py () 1 Y1 (f) W nastgpujacy sposob:

{5 O kizywych, wypelniajacych kwadrat. 207
Dia:
0<I<t: nl)= $ba(l—48), (O=1—Ip1(1—40),
IKISE = dous(82-1), 5 () =341 b (41-1),
IKIKE a@=1—35106—48, 6 @=4+ib2 (@41, l o
IKIKL () =1— 341 (42=8), b (D) =%—}%us (41-3).

Ze wzoréw tych wynika, ze bedziemy mieli (dla n>1):
Dla a1 (8) —u (D)= np1 (D) — ()=
0Kt $ln(1—40) b0t (1—48)], —4 [ (1—48)— 0 (1—41)],
IKIKE bl =D —pua (41—D)],  § [ (4E—1) s (42—1)], |
IKEKY 3 B—40)—3u1 34D, § [l B—4D)—tua (3—41)], ] .
JIKT 4 [9n (@ 0—3)—dus (46-3)], —4 [pa (46— 3)—run (41—3)).

Poniewaz krzywe C, nie wychodza oczywiscie poza kwadrat K, wiec
dla 0# 1 kazda z funkeyj o (2), 9; (), @, (£), ¥, () jest nieujemna oraz

<1, skad:
[ —e @<, oraz [$HE)—4@| <L @y
Zatézmy, ze mamy przy pewnem 7>>1:
1

[on () — 90 () | < 53 ]
oraz . dla 011, (32)

Ln ) — b1 () | < 555 ]
— jest to, w my$l (31), prawdziwe dla n=2. Wzory (30) dowodzg, ze bedzie
tez '

) 1
[ons1 () — 0 ()| < g

oraz

1
ot () = 4 B | < s

wkazdym z czterech przedziatéw (0, 1), (1, §), G, 2), (3, 1), a zatemiwca-

tym przedziale (0, 1). Wynika stad, przez indukcye, ze nieréwnosci (32) za-
chodzg przy wszelkiem n >1.

Wobec (32) mamy przy wszelkich naturalnych &, dla n>1:
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Lon () = enx (@) | =1 90 () — @ni1 (&) + Futr (£) — Gut2 -
+ Gt () — s (0 1 <1 0 () — Qg1 O | + | $ng1 ()—n2 (B) +.
1 et ) = e )| < gy ot e < g
k1 Prctk S on T om o = < G
czyli
1 .
L on () — tnx @) | < oy I
i podobniez: dla 0l - (33)
[ 9 (8) — b (B) | < G l i
Nieréwnosci (33) dowodzg, ze ciggi funkeyj cigglych ¢, (2) i 4, (%) sa
zbiezne jednostajnie w catym przedziale (0, 1). Potézmy:
9 () = lim 5. t), ]
dla 01, 34
b (8) = lim (1), N | 59

— beda to wige funkceye ciagle w catym przedziale (0, 1), wyznaczone w zu-
petnosci przez funkcye poczatkowe o, (£) i ¢, (2).

Powiadam, ze funkcye w2 (£) i & () nie zalezg od obioru funkeyj ¢, ()
i 4, (2), byleby to byty funkcye ogramczone

W samej rzeczy, niech w, (£)'i ¢, () beda dwa ciagi funkcyj, okreslo-
nych dla # > 1 wzorami, ktére otrzymamy, zastgpu]ac we wzorach (29) ¢
pizez ¢, za§ ¢ pizez ¢, i zatézmy nadto ze funkeye o, (2.1 ¢, () sa dla
0L? < 1 ograniczone. Mozemy wiec napisaé:

@) —e@® < M, |
I (35)

- dla 0£t<1,
@) -4 <M ‘

gdzie M oznacza liczbe, niezalezng od ¢.
Opierajgc sig na tych nieréwnosciach, moglibysmy wyprowadzié nieréw-
nosci .
|8 — 0 () | < oy |
0Ll l (36)

'?'l (t) - d’ (t) ] 2,1__2

W spos6b analogiczny do tego, w jaki otrzymaliémy nieréwnoéci (32) z nie-
réwnosci (31) (przyczem wzory (30) nalezaloby oczywiscie zastapic¢ przez

n O kuywych, wypehisjacych kwadat. %09

WZOIY: Bn () — % (£) = [n (1—4 ) — 2 (1—4 8], dla 0 <<} it Do)
Z nier6wnosci (36) wynika, wobec (34):

lime (=29, lmh®)=40@,
co dowodzi prawdziwosci naszego twierdzenia.

Zupehie taksamo jak przy wywodzie krzywej Peano w rozdziale I-ym,
mogliby$my udowodnié, ze krzywa ciggla (', okreSlona przez réwnania

=30,

<iL1 } (37
y=14(@),

wypetnia kwadrat K.

Ze sposobu otrzymywania krzywych C. wynika drogg fatwe] indukeyi,
ze krzywa C, (n>>1) przechodzi przez $rodek kazdego z 4™ kwadratow,

i
H

i

L

Fig. 6. Flg. 7.

na ktére podzielimy kwadrat K. ktaczac srodki 4"—* kwadratow, kolejno
przebiegane przez krzywa Cu (n>>2), otrzymamy famang L., wpisana w Ch.
L,, L,, Ls, L, i L, przedstawione sg na fig. 6—10.

Hilbert okredla whadnie swa krzywa jako granice famanych L,%. Pod
wzgledem krotnosci punkty krzywej Hilberta sa czworakie: zwykte, np.

3 D. Hilbert: ,Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flichenstiick.
Mathematische Annalen Bd. 88 (1891), p. 459 — 460. ToZ samo W pizekladzie polskim:
Prace mat.-fiz. T. 5 (1894), str. 13 i 14.
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%unkt G, b, pc?dwo'jne, np. punkt (§, }), potr 6jne, np. §rodek kwadratu
, oraz poczworne, np. punkt (, 1). Godnem uwagi jest, ze Hilbert

Fig. 10.

113rz‘eoczy% istnienie pantéw potr6jnych. Jakoz czytamy u niego: ,Tak zn
ej;tﬁe giwzorowame ]e§t jednoznaczne i ciggte i odwro’mi‘e” kaiderri;
punktowi kwadratu odpowiadajg jeden, dwa lub cztery punkty linii“. Ten sam

icm

a9 0 kezywych, wypelniajacyeh kvadat L

blad powtarza Picard?: ,Remarquons qu' & un point 4 du carré corres-
pondent un, deux ou quatre points a“.

Moznaby z tatwoscig udowodnié, Ze przez srodek kwadratu K krzywa G,
okreglona réwnaniami (37), przechodzi dla ¢ =%, 3, 2. Mnogos¢ punktow
potréinych krzywej Hilberta jest wszedziegesta: moznaby dowies¢ przez
tatwg indukcye, ze $rodek kazdego z 4" kwadratéw, na ktore dzielimy K, jest
jej punktem potr6jnym.

Krzywa Hilberta nie jest zamknieta, moznaby jednak dowies¢, ze
krzywa, okreslona przez réwnania

z=29(),

y=1 @,
gdzie funkcye o (7) i ¢ () s okreslone wzorami (34), jest zamknieta iwypel-
nia prostokat o wierzchotkach G, 9, G 9, G D @, 1) (por. fig- 10).

7 tamanej Hilberta L. otrzymamy wielobok Moore'a? W, jezeli
odrzucimy jej dolng potowe i zastapimy ja linia symetryczng wzgledem gor-
nej potowy (a pozniej cala figurg obrécimy o 90%). Réznica miedzy krzywa
Hilberta a krzywa Moore'a (granica wielobokéw T.) nie jest wigc za-
sadnicza.

da & <t<s

ROZDZIAL 1L

Mowa krzywa, wypelniajgca kwadrat.

Niech €, oznacza dowolng dang krzywa ciagta, przebiegajaca w tréjka-

cie T o wierzchotkach
(0,0, @1,0, 0, 1.

od punktu (0, 1) do punktu (1, 0).

Podzielmy tréjkat T na dwa podobne mu tréjkaty: 112 (tabl. V).
W tréjkacie 1 umiesémy krzywa ¢,, podobng krzywej i zajmujaca wzgle-
dem tréjkata 1 potozenie podobne do tego, jakie zajmuje krzywa C, wzgle-
dem trojkata 7. W tr6jkacie 9 umie$émy kizywa, ¢y, symetryczng wzgledem
krzywej ¢, (jezeli zas o$ symetryi przyjmiemy wsp6lny bok tréjkatéw 1 i2).

1) E. Picard: Traité d' Analyse, T. I (2-e éd.). Pars 1901, p. 24.
2) Trans. Amer. Math. Soc. vol. I, 1. ¢. Wieloboki Moorea Wy, W,, i W, podaje
tez Young: The theory of sets of points, Cambridge 1906, p- 169.
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Latwo widziec, ze krzywe ¢, i ¢, utworza jedne krzywa ciagly G,, przebiega-
jaca w tréjkacie T' od punktu (0, 1) do punktu (1, 0).

Tabl. V.

Sposéb otrzymania krzywej C, z kizywej C, przedstawia schematyéz—
nie tabl. VI

Tabl. VI

Zkrzywa C, postapimy podobnie jak z krzywa C,, tworzac nowa krzy-
wag Oy it.d. Ze sposobu tworzenia krzywych C, wynika z latwoscig, ze
jezeli

T = Pn (t) k]
y=1d (),

83 réwnania krzywej C,, to jako réwnania krzywej C,y1 przyjaé mozemy
réwnania

% = ny1 (2)
Y= dups ()
0<E<: Qupn () =4—}oa (1—20) — 4 4 (1—2 ) ,

gdzie dla

b () =4+ e (1—28) — § 4, (1-27),
IS e () =44+349.2¢-1) - 14, (28-1),
bt (=450 @2-1) —§ 4 (21—1).

za$ dla

Moznaby dowies¢, ze ciagi funkcyj ciagtych @ (£) i ¢, (f) sa zbiezne
w przefizi.ale (0, 1) jednostajnie, a wiec zmierzaja odpowiednio do pewnych
funkeyj ciagtych o (£)i ¢ (%) 1 e krzywa ciagla ©, okre§lona przez réwnania

z=19(t),

0t
y=19(,

@n O kizywych, wypehniajacych kwadrat.

wypetnia tréjkat 7. (Dowdd zbieznosci ciagow o (£) i. by (2) r}ailatwiej mo-
znaby przeprowadzi¢, biorgc pod uwagg jeszcze réwnania, wyrazajace funkcye

Fig. 11

gl

Fig. 13. Fig: 14.

i i, () i rozumujac dalej jak w roz-
orn (£) 1 dnyo (£) przez funkeye @n (&) 1 $u ( ( v 1
flz;r::lg )II-gilm-,H (S)zczegélowe wykorficzenie tego-dowodu, nie przedstawiajace
zreszta zadnych trudnosci, pozostawiamy czytelnikowi).
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Aby otrzymac krzywa I, wypetniajaca kwadrat, wystarczytoby do krzy-
wej C dostawi¢ jej symetryczng wzgledem przeciwprostokatnej tréjkata T'
i potgczy¢ wspoélne korice obu krzywych.

EIRSIREIRIEE
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Fig. 15.
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Krzywa I' moznaby tez uwazac¢ jako granice ciggu wielobokéw, ktérego
pierwsze cztery wyrazy przedstawiajg fig. 11—15. Sposéb tworzenia kolej-
nych wielobokéw tego ciagu jest nader prosty i nie wymaga blizszego wyja-
$nienia.

Zauwazymy wreszcie, ze krzywa I' moznaby okre$li¢ zapomoca nader
prostych réwnafi funkcyjnych, jak tego dowiodfem w osobnej pracy V.

ROZDZIAL 1V,

Krzywa, wypehniajgca szescian.

Inng catkiem metods, niz rozpatrzone dotychczas, otrzymat krzywa, wy-
petniajacg kwadrat Lebesgue®. Metode jego zastosujemy w tym rozdziale
dla otrzymania krzywej ciagtej, wypelniajacej szescian.

Y)  Sur une nouvelle courbe continue qui remplit toute une aire plane. Biuletyn Aka-
demii Krakowskiej 1912, str. 462—478.

?) H. Lebesgue: Lecons sur Tintégration. Paris 1904, p. 44. Por. tes: Joum.
de Math. (6), 1 (1905), p. 210.

iom®

(23) O kizywych, wypelniajacych kwadrat. 215

Niech ¢ oznacza dang liczbe przedziatu (0, 1). Rozréznimy dwa przy-

padki:

A). Liczba ¢ daje si¢ przedstawi¢ w postaci
=y G O
b= §+32 -+ 3t

gdzie kazde a. przedstawia jedne z liczb O lub 2 (t. zn. ze 1iczbg ¢ daje sie
rozwinaé na utamek tréjkowy skoficzony lub nieskor’lczorfy,‘w_ ktérym lZadna.
cyfra nie jest jednoscia. Latwo widzie¢, Zze takie rozwiniecie jest conajwyzej
jedno) M.

Potézmy w tym przypadku:

[22 a, , @ A3n—2
Y R e SRt

A3n—1

a.
¢m=ﬂ%+%+§+m+7r+m)

Q. a 27 A3n
i =3Bttt )

B). Przypadek A nie zachodzi. Oznaczmy przez f, pierwsz:% ’cyfrg
rozwiniecia tréjkowego liczby #, bedacy jednoéciq: (Moznaby’z %atwosgq do-
wies¢, ze jezeli liczba f daje dwa rozwiniecia tréjkowe, z ktoryc-h ‘ke’xzde za-
wiera cyfre 1, to liczba p nie zalezy od tego, ktére z tych rozwinie¢ wybie-
rzemy).

Potézmy dalej: )

a a p—1
t0:‘3VI+34§+"'+_3—£_—_1 : 3p !

a @y Ap—1 2
t1=—3—1+52’+'-~+‘3‘§:1'+'3a-

Dla liczb %, i #, zachodzi przypadek A, gdyz mozemy napisac:

a. a. Gp—_1 0 2 i
to“—-'ég'"l_ 3%+'+3§—1+ "3713’_%_731‘)“;'1—&_31)—2""_ e

Tp— 2 0 0 i
b=t g ettt ae T

i6 i i i iaj ktad zbioru doskonatego
1y Na zbiér wszystkich takich liczb (przedstawiajacy przy
wszedziegestego) zwrécit uwage pierwszy G. Cantor: zob. Mathemat. Annalen Bd. 21,
p. 590, jako tez Acta Mathematica T. 4, p. 386.
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funkcye v, 418 bedg wiec oznaczone w zupetnosci zaréwno dla £, jak i dla
t,, w mysl umowy A.
Ktadziemy teraz: ,
) =2(t) +3 () [¢ () ~ 2 ()],
$ () =4 (to) +3° (t—1) [4 (t) — ¢ (4]
0() =6 (8) + 32 (1= 4o) [0 (1,) — 8 (%)] -
Powyzsze warunki (A i B) okreslaja wiec w zupetnodci kazdg z funkcyj

(), $(B) 1 6() dla 0t 1. Dowdd, ze funkeye te sg ciagle, moznaby
dalej przeprowadzi¢ taksamo jak to robi Lebesgue.

Latwo widzie¢, ze krzywa ciagla C, okre$lona przez réwnania:

z =g (t)
y=¢@, 0Kt (38)
a=10(2)

\x{ype}nia szescian. W samej rzeczy, niech x, y, # bedg dowolne dane liczby
nieujemne 1. Rozwifimy kazdg z nich na wlamek dwéjkowy:

R i k- I
y=%+%+%+”w

it 1 s
&= 21 +223 + 2}
i potézmy:

2oy 2B 21 2o0m | 2Bn | 2a
=7ttt Fwmstgat g T

W mysl umowy A wnosimy natychmiast, ze bedzie

W=y,

co dowodzi, ze punkt (z, y, z) lezy na krzywej C.
Krzywa ciagla ptaska, okreslona przez réwnania

z=175(1)),
y=14%(0),

o(f) =2, 6(t)==2,

0<t<1 (39)

(25) O knzywych, wypelniajacoch kwadrat. AT

gdzie funkcye ¢ (f) i ¢ (7) maja to samo znaczenie, co we wzorach (38), po-
siada, .jak latwo widzied, te ciekawg wlasnosé, ze przechodzi nieprzeli-
czalng mnogos¢ razy przez kazdy punkt kwadratu K.

Jeszcze ciekawszg wlasnosc posiada krzywa przestrzenna I', okreslona
przez réwnania:

z=1g(),
y=4@, 0t
g=1,

Jest to oczywiscie krzywa ciagla, a przytem bez punktdw wielo-
krotnych. (W samej rzeczy, réznym wartosciom na ¢ odpowiadajg, w mysl
(40) zawsze rézne wartosci na 2, a wiec rézne punkty krzywej). Mogliby$my

‘tez powiedzied, ze krzywa I' przedstawia jedno-jednoznaczne i ciggle odwzo-

rowanie odcinka.

‘Rezut T, krzywej T na plaszczyzne XY przedstawia krzywg, okreslong
przez réwnania (39), a wiec wypeinia kwadrat (i to w ten sposéb, ze kazdy
punkt kwadratu K jest rzutem nieprzeliczalnej mnogosci punktow krzy-
wej I').

Rzut T, krzywej T na ptaszczyzne XZ jest krzywa, okreslong przez

réwnania: )
r=1%(1,

0K,

n

y=t,

— jest to wigc krzywa ciggla bez punktéw wielokrotnych (fuk krzywej Jor-
dana), a przytem, jak latwo widzie¢, kazdy punkt krzywej T, jest rzutem
jednego tylko punktu krzywej T. Podobng wlasno$¢ posiada tez rzut I's
krzywej ' na plaszczyzng YZ

A wiec: Jezeli spojrzymy na krzywa T' w kierunku osi 0Z, to zobaczy-
my kwadrat, ktérego kazdy punkt bgdzie nam zastaniat nieprzeliczalng mno-
gosé punktow krzywej I'; jezeli za$ spojrzymy na krzywg I' w kierunku osi
OX (lub osi OY), to zobaczymy krzyws ciagla bez punktéw wielokrotnych,
przyczem bedziemy widzieli wszystkie punkty krzywej T'.

Sadzac zatem po rzucie I, sktonni bylibysimy zbi6r punktéw I'y uznac
jako linie, sadzac za$ po rzucie T'; — jako powierzchnig lub bryte. Mozna
sobie juz stad zda¢ sprawg, jak wielkie trudnosci napotykamy przy definicyi
powierzchni.

Zauwazymy, ze moznaby z fatwoscig zbudowac taka krzywa ciagtg prze-
strzenna bez punktéw wielokrotuych, ktorej rzut na kazdg z trzech pla-
szezyzn XY, XZ, YZ wypelnia kwadrat.

Prace mat.-fiz., t. XXIIL 17%
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Funkcye « () i ¥(f) okresliliSmy tylko dla przedziatu (0, 1); potézmy Wzory (40) wskazuja, ze odcinek osi 0Z, okreslony przez warunki:
jeszcze: z=0, y=0, 0<ell,
=10 s =e() . : o o
J dla t<0, oraz dla t>1. przechodzi przy naszem odwzorowaniu na krzywa, okreslong przez réwnania:
4@ =4¢(0 b () = (1
L) =14(0) HORXTO) | .
Bedziemy wiec mieli funkcye ciggte ¢ (¢), 4 (f), okreslone dla wszyst- o B
kich wartosci rzeczywistych zmiennej. =1, I<e<l.
Potézmy: ) L=6(),
t=v@+yT+9+2, o .
Jest to oczywiscie krzywa I', badana wyzej.
1=tE+ty+a)+y, (40) Tak wigc wlasnosé, ze rzut danej krzywej wypelnia pole, nie jest nie-
t=2+tytez. zmiennikiem Analysis Situs.

Powiadam, ze wzory (40) przedstawiajg takie jedno-jednoznaczne i cia-
gte odwzorowanie przestrzeni, przy kt6rem pewien skoriczony odcinek linii
prostej przechodzi na krzywa, ktérej rzut wypelnia kwadrat.

Udowodnimy przedewszystkiem, ze odwzorowanie nasze jest jedno-jed-
noznaczne. Wystarczy tu okazaé, ze dla kazdego danego ukladu (&, v, €)
réwnania (40) posiadajg jedno i tylko jedno rozwiazanie wzgledem z, ¥, #.

Jakoz, wstawiajac warto$¢ na sume 2-+y-}2, wyznaczongzogtatniego
z réwnan (40) do pierwszych dwéch, znajdujemy:

E=9@Q+z, 1=¢0+y,

skad

i Ete=e@O+¢O+aotyt+e=9O+4 O+

i przeto:
r==£8—19() l
y=7n—19(@ ] (41)
g=l—C—n+e)+ 4@

Jezeli wigc réwnania (40) sg co do =z, ¥, # rozwigzalne, to rozwigzanie
jest jedyne i wyraza sig wzorami (41). Z drugiej strony, przez bezposrednie
podstawienie do wzoréw (40) z najwigksza tatwoscia sprawdzamy, ze wyzna-'
czajac przy danych &, 1, L spéirzedne z, i, 2 ze wzoréw (41), otrzymamy
rozwigzanie uktadu réwnadi (40). Ze wzoréw (40) i (41) wynika tez bezpo-
$rednio cigglo$¢ naszego odwzorowania.

') Poréwn, méj komunikat: O pewnem odwzorowaniu ciaglem, nierézniczkowalnern.
Sprawozd. z pos. Tow. Navk. Warsz. 1912, str. 354.
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