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W koricu niech mi bedzie wolno zfozy¢ na tem miejscu najszczersze po-
dzigkowanie P. prof. Sommerfeldowi za inicyatywe i serdeczne poparcie

w kazdym kierunku oraz P. prof. Smoluchowskiemu za cenne wska-
“zOwki. ‘

Monachium w kwietnin 1912,

ALFRED ROSENBLATT.

Postepy Teoryi powierzchni algebraiczaych.

Referat przedstawiony na XI ZjeZdzie lekarzy i przyrodnikéw polskich w Krakowie
w lipeu 1911,

(Les progrés de la Théorie des surfaces algébriques. Mémoire présenté au XI Congrés des
médécins et naturalistes polonais en juillet 1911 & Cracovie).

WSTEP.

Przedstawiajac referat o postepach Teoryi powierzchni algebraicznych
Sekcyi Nauk $cistych XI Zjazdu lekarzy i przyrodnikéw polskich, miatem na
celu zaznajomienie polskiego ogétu matematycznego z dziatem Geometryi,
ktéry sie w ostatnich latach dzieki znakomitym badaniom matematykéw fran-
cuskich i wloskich tak Swietnie rozwinat, ze nazwaé go mozna jedng z naj-
piekniejszych zdobyczy Nauk matematycznych lat ostatnich.

Jezeli mimo to, ze Teorya powierzchni algebraicznych musi posiadaé
urok niepospolity dla kazdego, kto si¢ z nig blizej obznajmi, dotychczas po-
siada bardzo niewielu pracownikéw, nawet we Wioszech, gdzie si¢ prawie wy-
taczuie w ostatnich latach rozwija, tego szukac nalezy z jednej strony w tem,
ze zrozumienie prac tej Teoryi wymaga znajomoscj szeregu dziatéw Geometryi,
ktéremi réwniez dopiero stosunkowo niedawno sig zajgto i to réwniez prawie
wylacznie we Wioszech, z drugiej strony w tem, Ze metody stworzone przez
tych kilku matematykéw, ktérzy zbudowali Geometrye na powierzchniach al-
gebraicznych, nie zostaty dotad wylozone w zadnym podreczniku, ani nie
przedstawione w zadnym artykule encyklopedycznym. Wielkie dzielo Teoryi
powierzchni algebraicznych Picarda przedstawia rozw6j badari kierunku

Prace mat.-fiz., t. XXIIL 6


GUEST


o
Re}

Alfred Rosenblatt. 2

funkcyjno-teoretycznego, niewiele miejsca poswigcajgc badaniom geometrycz-
nym matematykéw wioskich.

Zadaniem niniejszego referatu jest podanie historycznego rozwoju Teoryi
powierzchni algebraicznych i literatury tego dziatu, mogace watwi¢ prace czy-
telnikowi, pragngcemu zajac sig tg Teorys, po obznajmieniu sie z teoryami al-
gebraicznemi, geometrycznemi i funkcyjno-teoretycznemi krzywych algebra-
icznych i ukladéw krzywych algebraicznych na ptaszczyznie, ktérych pozna-
nie niezmiernie utatwiajg artykuty Encyklopedyi matematycznej.

Niepodobna byto oméwi¢ wszystkich badan nad rozmaitemi klasami po-
wierzchni algebraicznych. Mam nadzieje, ze bede mdgt uzupetnié referat
w tym kierunku, uzupeiniajac zarazem spis prac Teoryi powierzchni alge-
braicznych. .

Nareszcie cheiatbym na tem miejscu podziekowa¢ wszystkim kolegom
fachowym, ktérzy przystaniem prac swych utatwili mi niezmiernie zadanie.

Krakéw.

Isviferatura.

Spis niniejszy prac z Teoryi powierzchni algebraicznych obejmuje prace,
odnosz4ce sig do og6lnej Teoryi tych powierzchni. Nie obejmuje prac, odno-
szgcych sig do rzutowych (i metrycznych) wiasnosci powierzchni algebraicz-
nych réznych rzedow. Nie obejmuje réwniez tak zwanej Topologii powierzch-
ni algebraicznych. Dalej obejmuje spis niniejszy prace, odnoszace sie do
Teoryi funkcyj algebraicznych dwéch zmiennych niezaleznych. Z prac, odno-
szacych si¢ do Teoryj krzywych algebraicznych: funkcyjno-teoretycznej, alge-
braicznej i geometrycznej, jakotez z prac, odnoszacych sie do tych samych
teoryj dla utworéw algebraicznych o wiecej anizeli dwéch wymiarach, podane
sg tylko te, w ktérych albo traktowana jest réwniez i Teorya powierzchni al-
gebraicznych, albo ktére stojg w bezposrednim zwiazku z ta Teorya.

Skrécone nazwiska czasopism:

M. A, Mathematische Annalen.

A M. Acta Mathematica.

C. R. Comptes Rendus de 1’ Académie des Sciences de Paris.

B. B. Berichte der Berliner Akademie der Wissenschaften.

G. N. Nachrichten der Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften.
Ann, M,

Annali di Matematica pura ed applicata.

Erl B. Erlanger Sitzungsberichte.

R. P. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo.

J. L, Journal de Mathématiques pures et appliquées de Liouville.
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Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,
Annales de I'¥cole Normale Supérieure.

Bulletin de la Société Mathématique de France.
Memorie della Reale Accademia di Torino.

Atti della Reale Accademia di Toriuo.

Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei.
Memorie della Societs Italiana delle Scienze.
Rendiconti della Reale Accademia di Bologna.
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse.
Rendiconti del Reale Istituto Lombardo.

Atti del Reale Istituto Veneto.

Atti del IV. Congresso Internazionale dei Matematici.
Cambridge Philosophical Transactions.

Transactions of the American Mathematical Saciety.
Giornale di Battaglini.

Bulletin de I’ Académie Royale de Belgique.
Jahreshericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung.
American Journal of Mathematics.
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0. Amaldi. .
,Determinazione delle superficie algebriche, su cui esistono pitt di due fasci di
curve algebriche unisecantisi“. R. L. Ser. 5. T. 11 1902,
,Sullo sviluppo della Geometria in Ttalia®. Atti della Societd Italiana per il
Progrésso delle Scienze. V. Riunione. 1912.

G. Bagnera e M. de Franchis.

Sopra le superficie algebriche, che hanno le coordinate del punto generico espri-
mibili con funzioni meromorfe quadruplamente periodiche di due parametri®. R. L.
Ser. 5. T. 16. 1907.

. Le superficie algebriche, le quali ammettono una rappresentazione parametrica
mediante funzioni iperellittiche®. M, S. 8. 8. T.14. 1908,

,Le nombre p de M. Picard pour les surfaces hyperelliptiques et pour les
surfaces irrégulidres de genre zéro“. R. P. T. 30. 1910.

A, Berry.

,0n certain quintic surfaces, which admit of integrals of the first kind of total

differentials®. C. P. T.T. 19.
T. Bonnesen,

,Sur les séries linéaires triplement infinies de courbes algébriques sur une sur-

face algébrique® Kjobenhavn Oversight. 1906.

A. Bottari.
- n
,Sulla razionalita dei piani multipli (=, y, VF(x, y)). G.B. 1903, T. 41.
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M. Bottaso,

41 caratteri d'un piano multiplo ciclico, la cui curva di diramazione & irriducibile-

.

e generale nel suo ordine®, A. T. T. 44. 1909,
»Alcune singolarita elementari d’un piano multiplo ciclico, la cui curva di dira-
mazione & irriducibile“, A. T. T. 44, 1909.

A. Brill und M. Noether.

»Ueber algebraische Funktionen und ihre Anwendung in der Geometrie®. M. A.

T. 7. 1873.
A. Cayley.
»On the deficiency of certain surfaces“. M. A. T. 8. 1871.
G. Castelnuovo.

»Osservazioni intorno alla geometria sopra una superficie“. 2 Noty. R. 1. L.
Ser.2. T. 24. 1891, (C. 1),

»Ricerche generali sopra i sistemi lineari di curve piane*, M. T, Ser. 2. T, 42.
1891 (C. 2).

»Sulle superficie algebriche, le cui sezioni piane sono curve iperellittiche®. R. P.
T. 4. 1890. (C. 3). .

»Massima dimensione dei sistemi lineari di curve di dato genere“. Ann, M.
Ser. 2. T. 18. (C. 4).

»Sulle. superficie algebriche, le cui sezioni sono curve di genere 3. A, T.
T. 25, (C. 5). 1890, .

»Sulla linearita delle involuzioni pilt volte infinite, appartenenti ad una curva al-
gebrica®. A. T. T. 28. 1893 (C. 6).

»Sulla razionalitd delle involuzioni piane. R. L. Ser. 5. T. 2. 1893 (C. 7).

»Sui multipli di una serie lineare di gruppi di punti“. R. P, T.7. 1893 (C. 8).

»Sulle superficie algebriche, che ammettono un sistema doppiamente infinito di
sezioni piane riduttibili“. R. L. 1894. Ser. 5. T. 3 (C. 9).

»Sulla razionalith delle involuzioni piane“. M. A. T, 44, 1894 (C. 10).

»Sulle superficie algebriche, le cui sezioni piane sono curve ellittiche“. R. L.
Ser. 5. T. 8. 1894 (C. 11).

»Sulle superficie algebriche, che contengono una rete di curve iperellittiche.
R. L. Ser. 5. T. 8. 1894 (C. 12)

pAleuni risultati sui sistemi lineari di curve appartenenti ad una superficie al-
gebrica. M. 8. T. 10. 1896 (C. 18).

»Sulle superficie di genere zero“. M. S, T. 10. 1896 (C. 14).

»Sul genere lineare di una superficie®, R. I.. Ser. 5. T. 6. 1897 (C. 15).

»Aleune proprietd fondamentali dei sistemi lineari di curve traceiati sopra una
superficie”. Ann. M, Ser. 2. T, 25. 1897 (C. 16).

»Sulle superficie aventi il genere aritmetico negativo. R. P, T.20. 1905 (C.17).

P,
S
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»Sur les intégrales de différentielles totales, appartenant & une surface irrégu-
ligre?, C. R. T. 140. 1905 (C. 18).

»Sugli integrali semplici appartenenti ad una superficie irregolare. 3 Noty.
R. L. Ser. 5. T. 14. 1905 (C. 19).

»Sulle serie algebriche di grappi di punti appartenenti ad una curva algebrica®.
R. L. Ser. 5. T. 15. 1906 (C. 20).

G. Castelnuovo e F. Enriques.
»Sur les surfaces algébrigues admettant un groupe continu de transformations
birationnelles en elles mémes®. C. R. T. 120. 1895 (C. E. 1).
»Sur quelques résultats récents dans la théorie des surfaces algdbriques“. M. A.
T. 48 (C. E. 2).
»Sur une classe de surfaces algébriques®. C. R. T. 130. 1900 (C. E. 8).
»Sulle condizioni di razionalitd dei piani doppi“. R.P. T.14. 1900 (C. E. 4).
»Sopra alcune questioni fondamentali nella teoria delle superficie algebriche®.
Aon, M. 8. 8. T. 6. 1901 (C. E.5).
»Sur les intégrales simples de premiére espéce d’une surface ou d’une variété
algébrique®. A. E. N. Ser. 3. T. 22. 1906 (C. E. 6).
A, Clebsch.
»5ur les surfaces algébrigues®. C. R. 1868.
»Ueber den Zusammenhang einer Klasse von Flichenabbildungen mit der Zwei-
teilung A bel'scher Functionen®. M. A. T. 8. 1870.
A, Commessatti.
»Sui piani tripli ciclici irregolari. R. P. T. 81, 1911.

F. Enriques.

»Le superficie con infinite transformazioni proiettive in séstesse. Atti del Reale
Istituto Veneto®. T. 4. Ser. 7. 1893 (E.).

»Ricerche di geometria sulle superficie algebriche“. M: T. T. 44. 1893 (E. 1).

»Una questione sulla linearita®. R. L. Ser. 5. T. 3. 1893 (E. 2).

,Sulla massima dimensione dei sistemi lineari di curve di dato genere apparte-
nenti ad una superficie algebrica“. A. T. T. 29. 1894 (E. 3).

,Sulle superficie algebriche, le sui sezioni piane sono curve iperellittiche®. R. L.
Ser. 5. T. 8. 1893 (E. 4).

»Introduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche“. M. S. Ser. 3.
T. 10. 1896 (E. 5).

»Sui piani doppi di genere uno®, M. S. 8. 3. T. 10. 1896 (E. 6).

.Sopra le superficie algebriche di cui le curve canoniche sono iperellittiche”.
R. L. Ser. 5. T. 5. 1896 (E. 7).

.Un osservazione relativa alla rappresentazione parametrica delle curve alge-
briche“. R. P. T. 10. 1896 (E. 8).
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,Lie superficie algebriche di genere lineare® p(=2. R.L, Ser. 5. 1897 (E. 9).

,Sulle superficie algebriche di genere lineare p(M==38. R. L. Ser. 5. T. 6.
1897 (E. 10).

,Sui piani doppi di genere lineare p() ==1%. R. L. Ser.5. T.7. 1898 (E. 11).

,Sopra le superficie che posseggono un fascio ellittico o di genere 2 di curve
razionali“, R. L. Ser. 5. T. 7. 1898 (E. 12).

»Sopra le superficie che posseggono un fascio di curve razionali®. R. L. Ser. 5.
T. 7. (B. 18).

,Sulla irrazionalitd, da cui puo farsi dipendere la risoluzione d’un’equazione
algebrica f(xyz) — 0 con funzioni razionali di 2 parametri®. M. A. T.49. 1897,
(B. 14).

,Una proprietd delle serie continue di curve appartenenti ad una superficie al-
gebrica regolare“. R. P. T, 13. (E. 1b). )

»Sopra le superficie algebriche, che contengono un fascio di curve razionali®.
M. A, T. 52, 1899 (E. 16).

,Intorno ai fondamenti della geometria sopra le superficie algebriche“. A. T.
T. 87. 1901 (E. 117).

,Sur les surfaces algébriques admettant des intégrales des différentielles totales
de 1-re esptee. A, F, T. Ser. 2. T. 3. 1901 (E. 18).

 ,Sulla proprietsd caratteristica delle superficie algebriche irregolari“. R. B.
(E. 19).

»Sur les surfaces algébriques de genre zéro“. C. R. T, 140. 1905 (E. 20).

»Sulle superficie algebriche di genere geometrico zero“. R. P. T.20. 1905
(B. 21).

,Sulle superficie algebriche, che ammettono un gruppo continuo di trasforma-
zioni birazionali in se“. R. P. T. 20, 1905 (E. 22).

»Sur les surfaces algébriques irrégulitres®. C. R. T. 140. 1905 (E. 23).

»Sulle superficie, che ammettono una serie discontinua di trasformazioni bira-
zionali*. R. L. Ser. 5, T. 15. 1906 (E. 24).

»Sopra le superficie algebriche di bigenere uno®, M. S, Ser. 3. T. 14, 1907
(1. 25).

»Intorno alle superficie algebriche di genere lineare pU)=1¢. R.B. 1907
(E. 26).

»Sui moduli delle superficie algebriche®. R. L. Ser. 5. T. 17. 1908 (E. 27).

,Un osservazione relativa alle superficie di bigenere 1“. R. B. 1908 (E. 28).

»Le superficie di genere uno“. R. B. 1908 (E. 29).

»Sulle superficie algebriche con un fascio di curve ellittiche®. R. L. Ser. 5.
T. 21. 1912 (E. 30).

»our le théoréme d’ existence pour les fometions algébriques de deux variables
indépendantes“. C. R. T. 154. 1912 (E. 81).
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F. Enriques e G. Castelnuovo (vide G. Castelnuovo e F.
Enriques).
F. Enriques e F. Severi.
Intorno alle superficie iperellittiche®. R. L. Ser, 5. T.17. 1907 (E. 8. 2).
,Intorno alle superficie iperellittiche irregolari*. R. L. Ser. 6. T. 17. 1908
(E. 8. 2).
Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques“. A. M. T. 32. 1909 i T. 33. 1910
(E. 8. 3).
G. Fano.
,Sulle superficie algebriche con infinite trasformazioni projettive in se stesse”.
R. L. Ser. 5. T. 4. 1895 (F. 1).
,Sulle superficie algebriche con un gruppo continuo transitivo di trasforma-
zioni projettive in se*. R. P. T. 10. 1896 (F. 2).
»Sopra alcune superficie del 4-0 ordine rappresentabili sul piano doppio“. R. L.
Ser. 2. T. 39. 1906 (F. 8).
»Superficie algebriche di genere zero e bigenere uno e loro casi particolari. R. P.
1910 (F. 4)
M. de Franchis.
,Sulle corrispondenze algebriche fra due curve“. R. L. Ser. 5. T.12. 1903.
Sulle varieta delle coppie di punti di dne curve o di una curva algebrica®.
R. P. 17. 1908.

»Sulle superficie che contengono un fascio irrazionale di curve®. R.P. T.20.
1905.

,Sugl integrali di Picard relativi ad una superficie doppia®, R.P. T.20. 1905.
M. de Franchis e (. Bagnera (Vide G. Bagnera e M. de
Franchis).
R. Garnier.
,Sur les surfaces du quatriéme ordre qui admettent un groupe infini discontinu
de transformations birationnelles“. C. R. T. 149. 1908,
L. Godeaux.
,Sur les surfaces qui représentent les couples de points d’une courbe hyper-
elliptique“. B. A. B. 1909.
,Sur les transformations des surfaces algébriques laissant invariant un systé-
me continu de courbes®. R. L. Ser. 5. T. 21. 1912,
G. B. Guceia.
,Sulle superficie algebriche, lo cui sezioni piane sono unicursali“. R.P. T. 1. 1887.
G. Humbert.
,Théorémes concernant nue classe de surfaces algébriques®. R.P. T. 3. 1889.
,Sur une classe de surfaces algébriques®. R. P. T. 4, 1890,
,Sur une classe de surfaces & génératrices rectilignes”. C.R. T.116. 1833.
,Sur la théorie des surfaces unicursales®. M. A. T. 45. 1894,
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Lur les surfaces de Kummer elliptiques”. Am. J. T. 16.

wour une propriété d’une classe de surfaces algébriques®. C. R, T. 1898.
»Théorie générale des surfaces hyperelliptiques®. J. L. Ser. 4, T.9. 1893.
»Sur la décomposition des fonctions 6 en facteurs“. C. R. T. 1897.

»Sur les fonctions abéliennes singuliéres®. C. R. T. 1898.

»Sur les fonctions abéliennes singulidres”. J. L. Ser. 5. T. 5. 1899.

»Sur les fonctions abéliennes singulitres®. J. L. Ser, 5. T. 5..1900.

,Sur quelques points de la théorie des courbes et des surfaces algébriques”.

J. L. 1894,
J. Hutchinson.

»On some birational transformations of the Kummer surface into itself*. Bul-
letin of the American Math. Soc. 1901.
H W.E Jung.
»Zur Theorie der algebraischen Flichen“. J. M. V. T. 19. 1910.

»Ueber den Doppelkurvendivisor einer algebraischen Fliche“, J. M. V. T, 19.
1910.

wZur Theorie der Kurvenscharen auf einer algebraischen Fliche®. J.f. M.
T. 138. 1910.
»Ueber das numerische Geschlecht einer algebraischen Fliche“, Mitteilungen
der mathem. Gesellschaft in Hamburg. T. 5. 1911,
S. Kantor.

»Sur les-surfaces qui possédent une série non lindaire de courbes rationnelles*.
C.R. T. 1381, 1910.

H. Lacaze,

»Sur la connexion lindaire de quelques surfaces algébriques*. A. F. T. Ser. 2.
T. 8. 1901.
B. Levi
»Sulla riduzione delle singolarity puntuali delle superficie algebriche®, Aunn. M.
Ser. 2. T. 26, 1897,

yRisoluzione delle singolarith puntuali delle superficie algebriche“, A.T. T.83.
1897,

A. Maroni.

»Sulle superficie algebriche possedenti due fasci di curve algebriche unisecan-
tisi“, A T. T. 88. 1903.

E. H. Moore.

»Algebraic surfaces of which every plahe section is unieursal in the light of
n-dimensional geometry“. Am. J, T, 10.

M. Noether.

»Zur Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer komplexer Variabeln“,
G. N. 1869 (N. 1).

»Ueber die auf Ebenen eindeutig abbildbaren Flichen®. G. N. 1870 (N, 2)..

Co
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»Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde von beliebig
vielen Dimensionen®. M. A, T. 2. (N. 8).

,,f]ber die eindeutigen Raumtransformationen, insbesondere in ihrer Anwen-
dung auf die Abbildung algebraischer Flachen®. M. A. T. 3 (N. 4).

,Uber Flichen, welche Scharen rationaler Kurven besitzen®. M. A. T. 8.
{N. 5).

,Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde®. Zweiter
Aufsatz. M. A. T. 8. 1874 (N, 6).

,Sulle curve multiple di superficie algebriche. Ann. M, Ser. 2. T.5 (X. 7).

»Extension du théoréme de Riemann-Roch aux surfaces algébriques®. C. R.
1886 (N. 8).

,Ueber die ein-zweideutigen Ebenentransformationen®. Erl. B. 1878 (N. 9).

»Ueber die totalen algebraischen Differentialausdriicke erster Gattung®. Erl. B.
1886 (N. 10).

,Useber die totalen algebraichen Differentialausdriicke erster Gattung. M. A.

T, 29 (N. 11).

,Zur Theorie der algebraischen Raumkurven“. B. B. 1883 (X. 12).

,Zur Theorie der algebraischen Raumkurven®, J. f. M. T. 93. 1883 (N. 13).

,Auzahl der Moduln einer Klasse algebraischer Flichen®. B.B. 1888 (N. 14).

,Ueber eine Fliche 6-er Ordnung vom Flichengeschlecht — 1. M. A. T. 21
{N. 18).

4Ueber eine Classe von auf die einfache Ebene abbildbarem Doppelebenen®.
M. A. T, 33 (N. 16).

P. Painlevé

,Sur les transformations rationnelles des surfaces et sur une classe d’équations
différentielles*. C. R. T. 110. 1890 (Pa. 1).

»Sur les surfaces algébriques qui admettent un groupe continu de transforma-
tions birationnelles*. C. R. T. 121. 1895 (Pa. 2).

.Sur les transformations simplement rationnelles des surfaces algébriques®.
C.R. T.110. 1890 (Pa. 3).

,Sur les transformations biuniformes des surfaces algébriques“. C. R. T. 122,
1896 (Pa. 4).

»Legons sur la théorie des équations différentielles“, professées & Stockholm.
Paris 1897 (Pa. b).

.Sur les surfaces qui admettent un groupe infini discontinu de transformations
birationnelles®. C. R. T. 126. 1898 (Pa. 6).

,Sur les fonctions qui admettent un théoréme d’addition”. A.M. T.27 (Pa. ).

A, Pensa.

,Sul’ influenza di alcune singolarita di superficie sul’ genere numerico e sul'
bigenere P con applicazione alla determinazione di superficie razionali di quintoor-
dine®. Mondovi. Vescovile. 1900 (Pa. 8).
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E. Picard,

»Sur une classe de surfaces algébriques”. B. S, M. 1878 (Pi. 1).

,Sur les surfaces algébriques dont toutes les sections planes sont unicursales.
J. £ M. T, 100 (Pi. 2).

»Sur les surfaces pour lesquelles les coordonnées d’un point quelconque ' ex-
priment par des fonctions abéliennes de 2 paramétres”. C. R. T. 92. 1881. (Pi. 8).

»Sur les intégrales de différentielles totales algébriques de premidre espece’.
C.R. T. 99. 1884 (Pi. 4).

ySur les intégrales de différentielles totales et sur une classe de surfaces algé-
briques. C. R. T. 99. 1884 (Pi. b).

»Sur les intégrales de différentielles totales. C. R. T. 100. 1885 (Pi. 6).

»Sur les intégrales de différentielles totales de 2-¢ espéce®. C R. T. 101. 1885
(Pi. 7).

»Sur les intégrales de différentielles totales algebriques de premiére espéce”.
J. L. Ser. 4. T. 1. 1885 (Pi. 8). .

»Sur les intégrales de différentielles totales de 2-e espece®, C.R. T, 102, 1886
(Pi. 9).

pSur les périodes des intégrales doubles“, C. R. T. 102. 1886 (Pi. 10).

»Sur le calcul des périodes des intégrales doubles®. C.R. T. 102. 1886 (Pi. 11).

pSur la transformation des surfaces algébriques et sur une classe d’équations
différentielles®. C. R. T. 103. 1886 (Pi. 12).

pSur les surfaces algébriques susceptibles d'une double infinité de transforma-
tions birationnelles?. C.R. T. 103. 1886 (Pi. 18). )

pSur la transformation des surfaces algébriques en elles mémes et sur un nom-
bre fondamental dans la théorie des surfaces®. C. R. T. 108. 1886 (Pi. 14).

»Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables®, J. L.
Sér. 4. T. 5. 1889 (Pi. 18).

pSur les intégrales de différentielles totales de seconde espce®. J, L. Sér. 4.
T. 2. 1886 (Pi. 17).

pSur un nombre invariant dans la théorie des surfaces algébriques®. C.R.
T.116. 1898 (Pi. 18).

pour deux nombres invariants dans la théorie des surfaces algébriques¥, C. R.
T. 119. 1894 (Pi. 19).

pour la théorie des surfaces et des groupes algébriques®. C, R, T. 120. 1894
(Pi. 20).

nSur la théorie des groupes et des surfaces algébriques®. R, P. T. 9 (Pi. 21).

pSur la théorie des surfaces algébriques. Revue générale des Sciences pures et
appliquées¥. 1894 (Pi. 29). ‘

pour la théorie des surfaces au point de vue de la géométrie de situation et sur
les intégrales de différentielles totales*. C. R. T. 124. 1897 (Pi. 28).
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,Sur deux invariants nouveaux da la théorie générale des surfaces algébriques®.
C. R. T.122. 1896 (Pi. 24).

»Sur la théorie des surfaces algébriques au point de vue de la géométrie de si-
tuation et sur les intégrales des différentielles totales®. C.R. T.125. 1897 (Pi. 25).

»Sur les intégrales doubles de seconde espéce. C. R. T. 125. 1897 (Pi. 26).

»Quelques remarques relatives aux périodes des intégrales doubles et aux cy-
cles 3 deux dimensions dans les surfaces algébriques®. C. R. T. 126. 1898 (Pi. 27).

»Sur les systémes linéaires de lignes tracées sur une surface algébrique®. R.P.
T. 1138. 1899 (Pi. 28).

»Sur une classe de surfaces algébriques dont les coordonnées s’expriment par
des fonctions uniformes de deux paramdtrest. B. S. M. T. 28. 1900 (Pi. 29).

»Sur les intégrales de différentielles totales de troistme espice dans la théorie
des surfaces algébriques®. A. E. N. Sér. 3. T. 18. 1901 (Pi. 29).

»Sur le nombre des conditions exprimant qu’ une intégrale double est de seconde
espéce®. A. E. N, Sér. 3. T. 19. 1902 (Pi. 30).

»Sur la transformation des surfaces algébriques. C. R. 1902 (Pi. 31).

»8ur quelques points fondamentaux dans la théorie des fonctions algébriques
de deux variables®. A. M.'T. 26 (Pi. 32).

»Sur les relations entre la théorie des intégrales doubles de seconde espece et
celle des intégrales de différentielles totales“. C. R. T. 137. 1908 (Pi. 83).

4Sur les périodes des intégrales doubles dans la théorie des fonctions algé-
briques de deux variables*. A, E. N. Sér. 8. T. 19. 1902 (Pi. 34).

oSur certaines surfaces dont toutes les intégrales de différentielles totales se
raménent a des combinaisons algébrico-logarithmiques®. A. E. N. Sér. 3. T. 20.
1908 (Pi. 85).

,Sur les périodes des integrales doubles et leurs rapports avec la théorie des
intégrales doubles de seconde espéce®. A. E. N. Sér. 8. T. 20. 1903 (Pi. 36). i

,Sur les périodes d’ une intégrale double de fonction rationnelle®. A. E. N.
Sér. 8. T. 19. 1902 (Pi. 37).

4Sur un théoréme général concernant les surfaces algébriques de conmexion
linéaire supérieure a ’unité*. C. R. T. 188. 1904 (PL 38).

,Sur la formule générale donnant le nombre des intégrales doubles distinctes
de seconde espéce. C. R. T. 138. 1904 (Pi. 39).

»Sur la formule générale donnant le nombre des intégrales doubles distinctes
de seconde espéce. A. E.N. Sér. 3. T. 21, 1905 (Pi. 40).

»8ur quelques théorémes relatifs aux surfaces algébriques de connexion linéaire
supérieure & I'unité®. C. R. T. 140. 1905 (Pi. 41).

,Sur une inégalité relative 4 la connexion linéaire et sur le calcul du genre nu-
mériqﬁe a’ une surface algébrique®. C.R. T. 140, 1905 (Pi. 42). o

»Sur quelques questions se rattachant 2 la connexion linéaire dans la théorie
des fonctions algébriques de deux variables indépendantes®. J.f. M. T. 129. 190)
(Pi. 43).
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»Sur la dépendance entre les intégrales de différentielles totales de premiére
et de seconde espéce d’ une surface algébrique®. C. R. T. 140. 1905 (Pi. 44).

»De I'influence des points multiples isolés sur le nombre desintégrales doubles
de seconde espéce d’'une surface algébrique®. C. R. T. 147. 1908 (Pi. 45).
E, Picard et G. Simart.
»Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes“. T, I.
1897, T. IL 1906. Paryz (P. 8.1, P. 8. II).
H. Poincaré.
nSur les transformations des surfaces en elles mémes“. C. R. T. 103. 1886.
ySur les résidus des intégrales donbles®. C. R. T. 102. 1886.
ySur les résidus des intégrales doubles*. A. M. T. 9. 1886.
y3ur les périodes des intégrales doubles. C, R. T. 125. 1897,
pSur la connexion des surfaces algébriques. €. R, T.183. 1901.
4Sur les cycles des surfaces algébfiques“. J. L. 1902. Sér. 5. T. 8.
pour les périodes des intégrales doubles*. J. T.. 1906, Sér. 6. T. 2.
pour les courbes iracées sur les surfaces algébriques®. C. R. T, 149. 1909,

ySur les courbes tracées sur les surfaces algébriques®: A. E. N. Sér. 8. T.27.
1910. ‘

nSur les courbes tracées sur une surface algébrique®. Sitzungsberichte der Ber-
liner Mathematischen Geesellschaft. T. 10. 1910.

L. Remy.

pSur les transformations birationnelles des surfaces du quatriéme ordre & points
doubles isolés®, C. R. T.149. 1909.

pSur la valeur de I’invariant p pour une classe de surfaces algébriques®. C. R.
T.147. 1908, '

»our les surfaces algébriques qui représentent les couples de points d' une courbe
de genre trois“. C. R. T.147. 1908.

ySur une classe de surfaces algébriques lieds aux fonctions abéliennes de genre
trois“. A. B. N. Sér. 8, T. 26, 1900. ‘

»Sur le nombre des intégrales doubles de seconde espéce d'une classe de sur-
faces algébriques®. A. E. N. Sér. 3. T. 26. 1909,

pSur certaines surfaces algebriques lides aux fonctions abéliennes de genre
trois“. J. L. Sér. 6. T. 4, 1908. '

pSur le nombre des intégrales doubles de seconde espece de certaines surfaces
algébriques. C. R. T.147. 1908,

»Sur une famille dénombrable de surfaces hyperelliptiques du quatridme ordre*.
B.S. M. T.85. 1907,

C. Rosati.

»Un’ osservazione sugl’ inviluppi dei sistemi algebriei di curve appartenenti ad
una superficie algeiorica“, R. L. Ser. 5. T. 16, 1907.

plntorno alla sovrabbondanze di un sistema lineare di curve appartenente ad
una, Superficie algebrica“. A. V. T. 69. 1909 /10.
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A. Rosenblatt. .
»Sur les surfaces qui admettent une série discontinue de transformations bira-
tionnelles en elles mémes*. C. R. T. 153, 1911.
»Algebraische Flichen mit diskontinuirlich unendlich vielen birationellen Trans-
formationen in sich“. R. P. T. 83. 1912,
G. Scorzo.
»Le superficie & curve sezioni di genere 3", Ann. M. Ser. 8, T. 16, 1909.
4L superficie a curve sezioni di genere 3%, Ann. M. Ser. 3. T.17. 1910,
C. Segre.
»Ricerche sulle rigate ellittiche di qualunque ordine”. A, T, T. 21. 1886.
»Nuovi risultati sulle rigate algebriche di genere qualunque®, A. T. T.22. 1887,
»Recherches générales sur les courbes et les surfaces réglées algébriques“. M. A,
T. 80. I partie. 1887.
»Becherches générales sur les courbes et les surfaces réglées algébriques®. M. A,
T. 83. II partie. 1889, !
»Intorno ad un carattere delle superficie e delle varieta smperiori algebriche®.
A, T. T, 31. 1896.
»Sulla scomposizione dei punti singolari delle superficie algebriche?. Ann. M.
Ser, 2. T. 25. 1896.
»Relazione del Concorso Internazionale per la medaglia Guecia®. R.P. T.26
1908.
F. Severi,
oIl genere aritmetico ed il genere lineare in relazione alle reti di curve trac-
ciate sopra una superficie algebrica®. A. T. T. 37, 1902 (S.1).
»Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica e sopra certe classi di
superficie’. M. T. Ser. 2. T. 54. 1903 (S. 2).
»Sulle superficie, che rappresentano le coppie di punti di una curva algebrica®.
A.T. T. 88. 1908 (8. 3).
»Osservazioni sui sistemi continui di curve appartenenti ad una superficie alge-
brica“. A. T. T. 89. 1904 (S, 4).
»Su alcune questioni di postulazione®. R, P. T. 17, 1903 (8. 5).
»Sulla deficienza della serie caratteristica di un sistema lineare di curve appar-
tenenti ad una superficie”. R, L. Ser. 5. T, 12. 1903 (8. 6).
pSulle relazioni, che legano i caratteri invariantivi di due superficie. R. I. L.
Ser. 2. T. 36. 1903 (S. 7).
»Sulle superficie algebriche, che posseggono integrali di 2-a specie®. R. L. Ser.5
T. 18. 1904 (8. 8).
»Sul teorema di Riemann-Roch e sulle serie continue di curve appartenenti ad
una superficie®. A. T. T. 40. 1905 (S. 9.
»intorno alla construzione dei sistemi completi non lineari che appartengono ad
una superficie irregolare“. R. P. T. 20. 1905 (8. 10).
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,Sulle superficie algebriche che posseggono integrali di Picard della 2-a specie®,
M. A, T. 61 1905 (S.11).

,Sulla differenza tra i numeri degli integrali di Picard della 1-a, e della 2-a spe-
cie®. A. T. T. 40. 1905 (8. 12). L

,Sur la totalité des courbes algébriques tracées sur une surface algébrique”.
C. R. T. 140. 1905 (S.18).

,Le théoréme d’ Abel sur les surfaces algébriques®. C.R. T.140. 1905 (S.' 14).

,Sulla totalith delle curve algebriche tracciate sopra una superficie algebrica“.
M. A, T. 62. 1906 (S.15). )

,Sulle curve algebriche virtuali appartenenti ad una superficie algebrica“. R. L.
Ser. 2. T. 88. 1905 (8. 16).

11 teorema d’ Abel sulle superficie algebriche®. Ann, M. Ser. 3. T.12. 1905
(8.17).

,Intorno al teorema &’ Abel sulle superficie algebriche ed alla riduzione a forma
normale degl’ integrali di Picard*. R. P. T. 21. 1905 (8. 18).

, Osservazioni varie di geometria sopra una superficie algebrica®. A. V. T. 65.
1906 (S.19).

,Sulla regolarith del sistema aggiunto ad nn sistema lineare di curve apparte-
nente ad una superficie”. R. L. Ser. 5. T. 17. 1908 (S, 20).

,La base minima pour la totalité des courbes algébriques tracées sur une sur-
face algébrique®. A, E. N. Sér. 8. T. 25. 1908 (8. 21). )

»Sulle superficie algebriche che ammettono un gruppo continuo permutabile
a due parametri di transformazioni birazionali“, A. V. T. 68. 1908 (8. 22).

,Lie superficie algebriche con curva canonica di ordine zero®. A. V. T. 68.
1908 (8. 28).

,Un sguardo d’insieme alla geometria sopra una superficie algebrica®. A. V.
T. 68. 1908 (8. 24).

,Da alcuni recenti risultati nella teoria delle superficie algebriche“. A. C. M.
T. 2. 1909 (8. 25).

»,Complementi alla teoria della base per la totalitd delle curve di una superficie
algebrica®. R. P, T. 80, 1910 (S. 26).

yAlcune relazioni di equivalenza tra gruppi di punti di una curva algebrica
o tra curve di una superficie®. A. V. T, 70. 1910/11 (8. 27).

,Sur les intégrales simples de premidre espéce attachées & une surface algé-
brigue®. C. R. T. 152. 1911 (8. 28),

,Sulle superficie e varietd algebriche irregolari di genere geometrico nullo.
R. L. Ser. 5. T. 20. 1911 (8. 29).

F. Severi e F. Enriques (Vide F. Enriques e F. Severi).
G. Simart et B. Picard (Vide B. Picard et G, Simart).
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R. Torelli.
plntorno alle determinazione dei sistemi lineari di curve sopra le superficie ri-
gate algebriche“, R. I. 1. Ser. 2. T. 36. 1908.
,,Sui sistemi algebrici di curve appartenenti ad una superficie algebrica®. A. T.
T. 42. 1906/7.
G. Scorza.
»Le superficie a curve sezioni di genere 3%, Anp, M. Ser. 8. T.16. 1909.
wLe superficie a curve sezioni di genere 8%, Ann. M. Ser. 3. T.17. 1909.
V. Snyder.

Infinite discontinuous groups of birational transformations which leave certain
surfaces invariant. T. A. M. 1910.

E. Traynard.
aSur une surface hyperelliptique®. C. R. T. 185, 1902,
»Sur une surface hypereliptique*. C. R. T. 140, 1905,
»Sur une surface hyperelliptique“. C. R. T. 140. 1905,

»Sur une surface hyperelliptique du quatrizme degré sur laquelle trente droites
sont tracées®, B. S. M. T. 38. 1910.

H. S. White.

nLinear systems of curves on algebraical surfaces“. The Boston Colloquium.
1903.

H, G. Zeuthen.

»Etudes géométriques de quelques-unes des propriétés de deux surfaces, dont
les points se correspondent un-a-un“. M. A, T. 4.

ROZDZIALE L

Pierwsze podstawowe prace ogélnej Teoryi powierzchni
algebraicznych, w szczegblnodci prace Noethera.

1. Wstep.

Teorya ogdlna powierzchni algebraicznych, ktéra, po pokonaniu niepo-
spolitych trudnodei, dopiero w ostatnich latach ubiegtych zostata zbudowana
w gléwnych swych zarysach, siega jednakze swemi poczatkami lat szesédzie-
sigtych ubieglego stulecia. Zapoczatkowali jg Alfred Clebsch i Max Noe-
ther, z kt6rych pierwszy, jak wiadomo, rozwinal Teorye krzywych algebraicz-
nych, stworzong przez Riemanna metodami przestepno-funkcyjnemi, po-
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stugujac sie metodami swojego mistrza, drugi opart te teorye na podstawach
algebraiczno-geometrycznych.

2. Wprowadzenie pojecia rodzaju powierzchni algebraicznej przez Clebscha.

Clebsch i Noether przystapili prawie réwnoczesnie do uogélnienia
poje¢, metod i twierdzen, odnoszacych sig do funkeyj algebraicznych jednej
zmienne]j niezaleznej, dla funkcyj dwéch (i wigcej) zmiennych algebraicznych,
najpiz6d w kierunku funkcyjno-teoretycznych rozwazaii Riemanna. W No-
cie z r. 1868-go, ogloszonej W Spraw. Akademii Paryskiej (Lit.), wprowadza
Clebsch pojecie rodzaju powierzchni algebraicznej zupelnie analogicznie
do pojecia, wprowadzonego przez siebie do Teoryi krzywych algebraicznych
rodzaju krzywej algebraicznej. Jest to liczba powierzchni algebraicznych linio-
wo od siebie niezaleznych rzedu n—4, przechodzacych przez krzywe podwdj-
ne i krzywe zwrotu danej powierzchni rzedu 7 ogdlnej, tj . posiadajacej tylko
osobliwosci wiasciwe ogélnej powierzchni rzedu 7 lub powierzchni odwrot-
nej tej powierzchni. Clebsch wypowiada bez dowodu wiasnosc niezmien-
noci tej liczby p wzgledem przeksztatcefi dwuwymiernych danej powierzchni.

3. Przeksuatcenia dwuwymierne powierzchni algebraicznpch i mfwordw
algebraicznych r-wymiarowych ( >2). Badania foethera.

Badania Clebscha, uwienczone nagroda Akademii Paryskiej, przerwa-
ta jego $mieré. Kontynuujac je Noether (N 1,2, 3,51 8), bada wiasno-
Sci przeksziatceni dwuwymiernych utworéw algebraicznych o wigcej anizeli
jednym wymiarze.

Niechaj powierzchnia o spélrzednych jednorodnych %, @5, %3, @,

f(@y, Ty, Ty, 2,) =0 6y

przechodzi przez przeksztalcenie dwuwymierne
0= 9 (Y1, Yz, Ys»> Ys)» @
(22)

F, vy ¥ss 4)=0. (3)

sy =0 (@, Lo, Ty, T,) (B=1,2, 3, 4)
na powierzchnig

Powierzchnie przeksztalcajace w przeksztalcenin dwuwymiernem (2) mo-
ga przechodzié wszystkie réwnoczesnie przez pewne punkty polozone na po-
wierzchni (3). Jezeli w punkcie P, potozonym na powierzchni (3), znikaja
wszystkie funkcye ¢ i ich pochodne az do rzedu k—1 wigcznie, natenczas
punktowi P na powierzchni odpowiada krzywa wymierna rzedu % na po-
wierzchni (1), gdy punkt P jest zwyczajuym punktem powierzchni (3), krzy-
wa za§ pewnego rodzaju wiekszego lub réwnego 0, gdy punkt 6w jest oso-
bliwym na powierzchni (3). Przeprowadzajac wszystkie powierzchnie, prze-
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ksztaicaJ:qce powierzchnig (3), przez krzywa wielokrotna powierzchni ®)
c?trzymujemy na powierzchni (1) krzywe pojedyficzg pewnegs rodzaju. Mo-’
Zemy zatem za pomocg przeksztalceri dwuwymiernych powierzchni usuwaé
pu.nk.ty wielokrotne i kizywe wielokrotne. Dla utworéw algebraicznych o wie-
cej niz dwéch wymiarach majg sig rzeczy zupelnie podobnie.

. U\yaZajmy teraz utwor algebraiczny o =2 wymiarach, dany przez
réwnanie jednorodne

f(ﬁvl,a:-,,....,x,ﬂ)—_—()_ (4)

Spélrzedne a; mozna wyrazi¢ jako funkcye algebraiczne # parametréw
)‘1’, kz,: R VI ] jako funkcye wymierne r--1 parametréw, zwigzanych
réwnaniem algebraicznem nieprzywiedlnem. Utwérzmy dla utworn (4) wy-
razenie nastepujgce:

BN e Sy
) o, T, Sl
'/,.,,”ic’ " 2k T A,
A )

Z “ 3

gdzie © jest funkcys jednorodng rzedu n—r—2 zmiennych-#'; za$ ¢ sg
state dowolne, od ktérych widocznie wartosé wyrazenia (5) zupelnie nie za-
lezy. Wéwczas mozemy uwazaé catki r-krotne nalezace do utworu (4):

5] S‘, €1 s © T 9 Tyia
_ = N 0, )
= BB dAy ... dh, {6)
AR v

. Przedewszystkiem chodzi o warunki, przy ktérych catki (6) s3 analogo-
nami calek Abela pierwszego gatunku na krzywych algebraicznych, t. j.
przy ktorych catki te sg wszedzie skoficzone na utworze (4). Pierwszym wa-
runkiem jest by rzad funkcyj © byt wlasnie najwyzej n—r—2. Utwdr al-
g.ebraiczny (4) bedzie w ogdlnosci posiadat utwory wielokrotne nizszych od
niego wymiaréw, na nim lezgce. W zalozeniu, ze te utwory wielokrotne oso-
bliwe sg najogdlniejsze swojego rodzaju, otrzymuje Noether (N. 3) jako
warunek konieczny i wystarczajacy skoficzonosci calek (6), aby utwér p-krot-
ny wymiarn & mniejszego od 7 posiadala powierzchnia 6 jako uiwér co-
najmniej p— 7 h-krotny. ’

4. Przeksztalcenie catek (6); ich niezmienmo$¢ wzgledem przeksztatceri dwn-
wymiernych; rodzaj stworn algebraicznego (4).

Przeksztatémy teraz utwér algebraiczny (4) za pomocg przeksztalcenia
dwuwymiernego

Prace mat.-fiz.,, t. XXIII 7
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e . AiedRosenblait sy
pl‘;:'f’i(’!/)y in:‘l)i‘(x); (1‘:1’ 2¢ 7ﬂ+2) (7)

na utwoér
F W Yare oo Yre) = 0. 8

Ot6z jezeli catki (6) przeksztalcimy przy pomocy tego samego prze-
ksztatcenia (7) na catki, nalezace do utworu przeksztalconego (8), natenczas
okaze sie najprzod, ze catki przeksztatcone bedzie mozna napisaé w postaci

.oy 3Yri2
, OIZ Iy Y, _97:-"" o X
J' = 7ﬁ_§‘__qp_ Ay dy, 9
J < Mooy,

gdzie O jest funkcya catkowitg zmiennych y. Zachowanie sie tej funkcyi
w utworach wielokrotnych, lezacych na utworze (8), jest zupetnie analogiczne
do zachowania sie funkcyj © w utworach wielokrotnych utworu (4). A wigc
catki (6) wszedzie skoriczone na utworze (4) przechodza na calki wszedzie
skoficzone na utworze (8), zupelnie taksamo zbudowane i naodwrét. A wigc
liczba p liniowo niezaleznych catek wszedzie skoriczonych jest niezmienna
wigledem przeksztatcen dwuwymiernych, a réwnoé¢ dwéch liczb takich p, 2/,
nalezacych do dwéch utworéw algebraicznych tych samych wymiar6w, jest
warunkiem koniecznym przeksztatcalnosci tych dwéch utwordéw na siebie.

5. Tiezmienniki liczbowe wzgledem przeksziatcei dwuwymiernych powierzch-
ni algebraiczoych.

Jak widzielimy, badania nad niezmiennoscig catek, nalezacych do utwo-
16w algebraicznych, sa zupelnie uogélnieniem metod Riemanna. Nieco
péZniej przystapili geometrzy, a mianowicie H. G. Zeuthen (M.A. T. 4)
i przedewszystkiem Noether (N. 6) do uogdlnienia badai Clebscha
nad krzywemi algebraicznemi do Teoryi powierzchni algebraicznych. Bada-
nia te byty prowadzone w dwojakim kierunku.

W Teoryi krzywych algebraicznych mamy pewne zwiazki liczbowe mig-
dzy liczbami charakterystycznemi kizywych, niezmienne wzgledem prze-
ksztalcen dwuwymiernych krzywych. Takiemi niezmiennemi wyrazeniami
sg dwa wyrazenia:

S —mbl ("f%_z)——; S -,

w ktérych o oznacza liczbe punktow rozgatezienia, ktére posiada funkcya al-
gebraiczna s (g), okre$lona réwnaniem f(s, &) ==0, 7 za$ oznacza rzad
réwnania; suma w drugiem wyrazeniu ma by¢ rozciagnigta na wszystkie pun-
kty wielokrotne krzywej. Oba te wyrazenia dajg rodzaj p-krzywej. Mozna

e ®
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sig wiec starac o znalezienie wyrazen analogicznych, zawierajacych liczby
chargkterystyczne powierzchni, niezmiennych wzgledem przeksztalcen dwi-
wymiernych.

{\by otrzymac takie wyraZenia niezmienne, uwazaja Zeuthen M, A.
T.4) i .Noether (N.‘G) stozki styczne do powierzchni, ktérych wierzcholki
alt?o lezg na tych'powxerzchniach, albo zewnatrz tych powierzchni. Otrzymuja
wowczas nastepujace wyrazenia niezmienne miedzy liczbami charakterystycz-
nemi powierzchni:

n'—2a+3n4Sp=mn/'—2a;+-3n, + Yy, ,

10
¢ —12a+24n-+3%v=c/ —12a/+24n,+3%y,. (11

We wzorach tych oznaczaja: #/, a, n, ¢ klase stozka opisanego z ogél-
nego punktu przestrzeni na powierzchni, jego rzad, rzad powierzchni i klase
pow1§rzchqi rozwijalnej, utworzonej przez plaszczyzny stateczne, styczne do
danej powierzchni. Sumy Zp, Tv sg rozciagniete na wielokrotnosci tych
punktéw fundamentalnych przeksztatcer dwuwymiernych, ktére sg polozone
na} powierzchni, wzglednie rozciagnigte sg na liczby, oznaczajace klasy stoz-
kow scidle stycznych (oskulacyjnych) w tych punktach.

) Takie same znaczenie maja z prawej strony wzoréw (10)i (11) sumy wy-
razow opatrzone wskaznikami 1 dla powierzchni przeksztatconej. Przytem
jeszeze doda¢ nalezy, ze sumy Zp, Xp, moggbyétez rozciagnigte na wszyst-
kie .te punkty wielokrotne, ktére nie sa fundamentalnemi punktami przeksztat-
cenia, albo tez na niektére z nich; taksamo ma sie rzecz odno$nie do sum
Iy, Byv;. W rzeczywistosci zatem wzory (10), (11) sa tylko o tyle zalezne
od samego obioru przeksztalcenia dwuwymiernego, ze w sumach T, By
wystgpujg punkty zwyczajne powierzchni, bedgce punktami fundamental’nem;
przeksztalcenia dwuwymiernego.

6. Powierzchnie dotgczone danej powierzchni. Twierdzenie o reszcie.

. W Teoryi krzywych algebraicznych, ktéra—jak powiedzieliSmy —rozwi-
neli Clebsch, Noether i inni, podstawowa jest praca Brilla i Noe-
thera (Lit), w kidrej antorowie badaja ukfady liniowe grup punktéw wycig-
tych na krzywej danej przez uktady liniowe krzywych, zwane uktadami krzy-
wych ,dotaczonych® (adjungirte Kurven). Uogélniajac to pojecie krzywych
do{qc.zony(.:h, wprowadza Noether (N. 6) pojecie powierzchni dotgczonych
danej powierzchni algebraicznej. Nalezy przez to rozumie¢ powierzchnie al-
gebraiczne dowolnego rzedu, przechodzace j—1 razy przez kaidg kizywa
J-krotng powierzchni danej.

) Powierzchnie dotaczone posiadajg kapitalng wlasnosé. zwangtwierdze-
niem o reszc ie ,Restsatz®, stanowigce analogon do wlasnosci, ktéra po-
siadaja krzywe dotaczone krzywej danej (Brill-Noether).
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Niechaj powierzchnia dotgczona wycina na powie‘rzchni danej, qprdcz
krzywych wielokrotnych, dwie krzywe cid,. Uwa_Za]rny fialsze dwie po-
wierzchnie dotgczone dowolnych rzedow, z kt6rych niechaj pierwsza przecho-
dzi przez krzywa C, wycinajac na danej powierzchni opréc? tego drugg krz?'<
wa €', druga za$ powierzchnia dolaczona niechaj przechodzi przez kr’zyvsfq C’} ,
wycinajac précz tego drugg krzywa Oy natengzas k_rzywe C' iC tez lgzi
na jednej i tej samej powierzchni dofgczonej danej powierzchni. Kr.zywe ci@
tudziez krzywe C1i G/, nazywajg si¢ krzywemi rezydual nemi (reszto-
wemi) jedna ‘wzgledem drugiej. Krzywe O i ‘C' nazywaja sig lt:rzywe~
mi korezydualnemi czyli spotresztowemi wzgledem krzywej C; 54
one réwniez korezydualne wzgledem krzywej C/. Wlasno$¢ k_o.rezydualn.osa
nie zalezy wiec od specyalnego rezyduum; to wiasnie stanowi istotg twier-
dzenia Noethera o reszcie. _

Szczegdlnie waznym jest specyalny rodzaj powierzchni dochzgnych,
ktére Noether nazywa powierzchniami dotaczonemi v. Sato gowmrzch—
nie dotaczone rzedu n—4, ktére nadto (oprocz przez krzyv.ve W1~e10kro_tr{e
powierzchni) przechodzg przez punkty wielokrotne ppw1erzchn1, a mianowicie
przechodzg przez kazdy punkt k-krotny powierzchni k—2 razy.

Dalszem podstawowem pojeciem, wprowadzonem przez Nogth era
(N. 6), jest pojecie powierzchni ¢, dotaczonych do .krzyxy}{ch plaskich lub
krzywych przestrzennych. Niechaj krzywa C bqt‘ime czqsczowem lub zupet-
nem przecieciem dwéch powierzchni Fy iF,, ma]qucb précz tego (ewentu-
alnie) wspélne pewne krzywe Cj, 4,-krotne, wzglednie iy-krotne, dlla tych po-
wierzchni. Niechaj précz tego powierzchnie te majg ewentua]@e Wspo]ne
pewne punkty Pj, ji-krotne, wzglednie jz-krotne.. Powi-erzchmaml c do-
taczonemi do krzywej C nazywajg sig p0w1erzchn.1e rZQd!.l nl—{—n?—fl,
gdzie m, 17, sa 1zedy powierzchni F i F,, jezeli po_\mer.zct.lme te posiadajg
kizywe O jako 4,—4,—1-krotne, punkty za$ P; posiadajg jako punkty oso-
bliwe tego rodzaju, ze przecinajg kazda galaZ krzywej C, przechodzacy przez
te punkty, j,—j,—2 razy, i jezeli nareszcie przez kazdy punkt stycznosci

obu powierzchni Fy i F, réwniez przechodza. - .

Powierzchnie ¢ dotaczone do danej krzywej C posiadajg nasi¢pujaca
wiasno§¢ kapitalng. Serya grup punktéw wycigtych przez te powierzchnie na
krzywej C nie zalezy od powierzchni F, i F, obranych, przechodzgcy.rch pizez
krzywa C, albowiem jest to zupeina serya kanoniczna 2p—2 (gdzie p jest
rodzajem krzywej C).

7. Thezmienniki geometrgczne przeksziatcer dwuwymiernych.

Powierzchnie ¢ dolaczone do danej powierzchni rzedu 7—4 posiada-

jq wazng wiasno$¢ niezmiennosci wzgledem przekszialcen dwuwymiernyclh
(2), przeksztatcajacych powierzchnig (1) na powierzchnig (3), a mianowicie

icm°
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za pomocyg przeksztalcenia
e =1%: ()

wymiernego, ktére jednak zreszta nie potrzebuje byé dwuwymiernem, prze-
chodza krzywe wycigte przez powierzchnie o na powierzchni (1) na krzywe
wycigte na powierzchni (3) przez powierzchnie %, dotgczone do powierzch-
ni (3). A wigc liczba powierzchni ¢, liniowo niezaleznych od siebie, dofa-
czonych do powierzchni (3), 16wna sie conajmniej liczbie liniowo niezaleznych
powierzchni ¢; réwna sie za$ dokladnie tej liczbie, jezeli przeksztalcenie jest
dwuwymierne. Liczba ta, nazwana przez Noethera (N. 6) ,Jodzajem
powierzchniowym® (Flachengeschlecht) powierzchni, jest wtasnie
liczbg p podwéjnych catek liniowo niezaleznych od siebie, nalezacych do po-
wierzchni algebraicznej (Zob. ustep 3).

Réwnoczesnie z rodzajem powierzchniowym wystepujg teraz inne utwo-
ry geometryczne i charakteryzujace je liczby niezmienne, a mianowicie ro-
dzaj krzywej ogélnej przecigcia powierzchni f==0 z powierzchnig ,rodzaj
krzywych* (Curvengeschlecht), ktéra to liczbe oznacza Noether
przez p®. Dalej drugg liczbg niezmienng jest liczba punktéw rucho-
mych spotkania dwdch krzywych przecie¢ f z o, ki6ra oznacza Noether
przez p?.

Ostatnia liczba jest zwigzana z liczba p® wazng relacya, ktérg tatwo
otrzymac, zwazajac, ze kazdg powierzchnie

glell =0,
gdzie ¢/, ¢ sg powierzchnie ¢ dofgczone do powierzchni f, mozna uwa-
za¢ jako powierzchnig dolgczong krzywej, kt6ra jest przecieciem powierzchni
f z = (Ustep 6). Stad wynika natychmiast réwnosé

P = p® —1.

(12)

Naturalnie réwnos$¢ ta wyraza tylko wtedy pewne twierdzenie geome-
tryczne, gdy p jest wigksze niz 1; gdy p =1, twierdzeniu temu réwniez
mozna nada¢ znaczenie, albowiem krzywe przeciecia f z % tworza wtenczas

- pek krzywych eliptycznych, nie przecinajacych sig, wiec mozna przyjac

pr=11ip?=0.

Moze zachodzi¢ nastepujaca okolicznoé¢, o ktorej w dalszym ciagu be-
dzie mowa: mianowicie krzywe przekroju powierzchni f z powierzchnig o
rozpadaja sie na kilka krzywych ruchomych, a wéwczas liczby p™@ i p@ traca
bezposrednie znaczenie.

8. KRrzgwe ,,wgréinone” (ausgezeichmete Curven).
miedzy liczbami p i pM,
Punktom fundamentalnym przeksztalcenia (2), pojedyficzym lub wielo-

Zwigzki zachodzgce
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krotnym, lezqcym na powierzchni (1), odpowiadaja na powierzchni (3) krzywe
fundamentalne, przez kt6re przechodza wszystkie powierzchnie ¢,. W szcze-
golnosci: punktom pojedyiczym na powierzchai pierwszej odpowiadajg krzy-
we wymierne (w szczeg6lnodci linie proste) wspdlne powierzchniom g, le-
zace na powierzchni (3). Jezeli jednak bedziemy uwazali powierzchnig, otrzy-
mang za pomoca przeksztatcenia dwuwymiernego z powierzchni, posiadajgcej
krzywe wspolne wszystkim powierzchniom ¢;, na ktérej to powierzchni dwu-
wymiernie réwnowaznej poprzedniej krzywe te zostaly przemienione na poje-
dyricze punkty (przy zalozeniu, ze dzialanie to jest mozliwe, o czem w Roz-
dziale 11T bedzie mowa), natenczas na powierzchni przeksztalconej mamy bez-
posrednio dane liczby p®, p® i zwiazki (12), o ile jednak nie zachodzi przy-
padek wyjatkowy, poprzednio oméwiony.

Liczby p i p® czynig zado§é¢ bardzo waznej nieréwnosci (N. 6), ktdra
otrzymamy, zwazajac Ze serya liniowa grup p®™—1 punktéw, wycigta na jed-
nej krzywej uktadu krzywych przecie¢ powierzchni f z powierzchniami o
przez wszystkie inne krzywe, jest specyalna i wymiaru p —2 (Brill i Noe-
ther, Lit.).

Poniewaz dla seryi specyalnej g, grup punktéw, lezacej na ogélnej
krzywej, mamy nieréwno$¢ (Brill i Noether L c.):

r(r4r—1)
R= S , (13)
gdzie = jest rodzajem krzywej, wigc wynika stad nieréwnosc
= (p—1)7; (14)

na specyalnych krzywych liczba p® moze by¢ mniejsza od liczby danej wzo-
rem (14), w szczeg6lnodci dla krzywych hypereliptycznych mamy:

M =2p—3.

W tym ostatnim przypadku mozna na ogd? przeksztatci¢ powierzchnie na po-
wierzchnig rzedu n z punktem n — 2-krotnym. Serya, wycieta przez krzywe
przecig¢ powierzchni f i ¢ na jednej z tych krzywych, moze by¢ tez zlozona
inwolucya, a zachodzi¢ to bedzie zawsze w przypadku p =3, w ktérym
mamy sie¢ (uktad co? krzywych) na powierzchni. W tym przypadku ma-
my wigc inwolucye co? grup punktéw na powierzchni. Nareszcie mogg
rozpadac sig wszystkie krzywe przekroju powierzchni f z ¢. W tym przy-
padku okazuje Noether, ze krzywe te muszg byé zlozone z krzywych
peku linij krzywych, lezacych na danej powierzchni. Jezeli uwazamy tylko
przypadek, gdy ten pek jest rodzaju zero, t. j. gdy jego krzywe uwazane jako
elementy utworu algebraicznego wymiaru 1, tworzg utwdr rodzaju zero, krzy-
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we przeciec [ z ¢ ztozone sg z p—1 dowolnych krzywych peku, a ze p@==0,
wige p¥ =1, mamy wiec pek krzywych eliptycznych. Powierzchnie te mo-
zemy przeksztalci¢ na powierzchnie rzedu n z prostg n— 3-krotna.

9. Wzory ,,postulacyi* Moethera.

Problemat obliczenia liczby powierzchni dotgczonych danej powierzchni,
albo danej krzywej, jest specyalnym przypadkiem ogé6luego problematu zna-
lezienia liczby powierzchni danego rzedu, przechodzacych przez dane krzywe
algebraiczne. Kazda krzywa, wspolna trzem powierzchniom algebraicznym,
posiada pewng liczbe, kiérg Noether (N. 7) nazywa ,ré6wnowaznikiem®
(»requivalenza®) krzywej; jest to liczba punktéw, ktdra z liczby przeciec
trzech powierzchni krzywa ta absorbuje. Punkt wielokiotny, wspélny trzem
powierzchniom, réwniez absorbuje pewng liczbe punktéw przecigcia tych po-
wierzchni, posiada réwaiez pewien réwnowaznik. Jezeli mamy pewna liczbe
krzywych wielokrotnych i punktéw wielokrotnych, przez ktére ewentualnie
krzywe wielokrotne mogg przechodzi¢, istnieje pewna liczba, ktdra jest catko-
witym réwnowaznikiem sumy tych osobliwodci i ktéra moze by¢ réwna albo
rézna (a mianowicie mniejsza) od sumy pojedyriczych réwnowaznikéw.

Postulacya“ krzywej wielokrotnej nazwat Cayley w swoich pra-
cach liczbe warunkéw, jakie dana krzywa nakiada na powierzchnie danego
rzedu, majgce ja zawieral. Postulacya krzywej i-krotnej rzedu m, szczebla
(rang) r, posiadajacej k punktéw podwojnych rzeczywistych a kidra jest
przekrojem zupelnym dwdéch powierzchni rzedéw p, g stycznych ze sobg
w k punktach, wynosi (N. 6) dla powierzchni F, rzedu n:

N = %i;? 39— 24 5| m— — "Hi;) (21+” (r-2k).  (15)

Gdy 1zad n powierzchni F, jest dostatecznie wysoki, mamy ten sam
wz0r (15) takze i dla krzywej, ktora jest tylko czeSciowym przekrojem dwéch
powierzchni. Postulacya punktu l-krotnego powierzchni i krzywych i-krot-
nych, przechodzacych przez punkt ! krotny j; razy wynosi, gdy stozek k ici-
sle styczny w punkcie I-krotnym nie zawiera czesci wielokrotnych:

% L+ ++ Y 2% LGt {(371—91—[—5) - (2z~;--1)-r,-}

1 .. .
~Z & 1) @l—2i+2).
Otrzymujemy stad na postulacyg powierzchni dotaczonych rzedu n-—4
powierzchni danej, a wiec posiadajacych krzywga i-krotng powierzchni jako
i —1-krotna, a punkt I-krotny jako ! — 2-krotny, wzdr nastepujacy:
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S+ i) {(3n-2¢+5) myi— o 2i—1) n}

7

|
%
CDI P

i(t—1) 3j—i—1) k-‘f‘l‘Z % 1i—1) (1—2) (16)

s

—_

_Z, 5 10— (31—20—2) ju.

We wzorze tym liczby my;, 7: oznaczajg rzedy i szczeble krzywych 4-krot-
nych powierzchni danej. Liczba spotkania dwdch krzywych ¢-krotnej i j-krot-
nej jest ki;. Nareszcie liczba gatezi, ktéremi krzywa i-krotna przechodzi przez

punkt l-krotny, jest ji;. Wprowadzajac klasg stozka cisle stycznego w punk-
cie l-krotnym

n=10—1)— X i(i—1) ja,
otrzymamy zamiast dwoch ostatnich wyrazéw wyrazy

}: .é (],—2) Vi — Z % 7 (-L'—l) (Z—’L) Jir-

i1
10.  Zwigzek miedzy viezmiennikami liczbowemi ustepu 5 a miezmiennikami
geomefrgcziemi ustepn 7.

Liczby p i p mozemy obliczy¢ zapomoca wiasnie przytoczonych wzo-
16w (16) Noethera, zakladajac, ze powierzchnia algebraiczna posiada tylko
takie osobliwosci, ktére w owych wzorach wystépuija. Zaktadajqc dalej, ze
na powierzchni niema krzywych ,wyjatkowych®, otrzymujemy na p i p® na-
stepujace wyrazenia

b= =D =208 — 5 3 (- fen—2-5m,

J

1 .
— 5 @I =Drl+ ¢ 25D 6 1) s~ PHCERN

+5 27 G=1) (=) By
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PO =n(n—42 41— D, (1B 1) n—2] (F+3)m

J

T2 TG 2 U= (G DS = A s (18)

— Dk k=3l 2 G—D) @F—1) G—D e (<T):

13 Jok

Powierzchniarzedu n posiadakrzywe j-krotne C; rzedéw m;, szczebla 7,
z punktami rzeczywistemi podwdjnemi w liczbie s;;; dwie krzywe Cji Gy
przecinaja sie w s;» punktach. Nadto powierzchnia posiada punkty
k-krotne osobliwe P, (oprécz owych punktéw podwéjnych), przez ktére prze-
chodzg krzywe C; hy, x1azy. Punkty te nie posiadajg zresztg innych osobli-
wych tworzgcych stozka oskulacyjnego, précz stycznych do krzywych, prze-
chodzacych przez te punkty; v jest klasg tych stozkéw Scisle stycznych.

Wzory powyzsze (17) i (18) dajg liczby p i pt¥, poprzednio geometrycz-
nie zdefiniowane, tylko wtedy, jezeli wptywy pojedyficzych osobliwosci po-
wierzchni na wartosci tych liczb sg od siebie niezalezne. Zobaczymy nieba-
wem, ze tak jednak czesto nie jest, a wigc wzory (17) i (18) nie zawsze dajg
rzeczywiscie liczby p i ph.

Zwréémy sie teraz do niezmiennych wyrazen liczbowych (10) i (11).
Zwiazki te zawsze wowczas zachodza, gdy tylko osobliwosci powierzchni sa tego
rodzaju, ze wywody Noethera (N.6) i Zeuthena (Lit) do nich sig sto-
sujg, a wiec w przypadku ogdlunych osobliwosci danej powierzchni. Obliczmy
wielkodci ¢/, @, n’/, wystepujace wtych wyrazeniach przy pomocy wzoréw po-
stulacyi Noethera (ustep 9), natenczas znajdziemy zwigzki nastepujgce:

¢ —12a -+ 24n-+ 3%y = 24 (p+1), (19)
- 26130+ Y =12(p41)— (p0 —1), (20)

w zatozeniu, ze wzory (17)1i (18) dajg rzeczywiscie liczby p ip®. A wiec
wyrazenia niezmienne (10) 1(11) i niezmiennie geometrycznie okreslone liczby
p1iph stojg ze soba w zwiazkach (19) i (20), jezeli wzory (17) i (18) sa praw-
dziwe. Jezeli jednak te wzory nie dajg prawdziwych wartodci liczb p i p™®,
natenczas—mimo to—mozemy wprowadzi¢ dwie liczby catkowite, okredlone
wzorami (17) i (18), = i =0, { wtedy mamy cztery liczby niezmienne po
dwie pary, a we wzorach (19)i (20) nalezy p ip® zastapi¢ przez = i=®.
Przypuéémyteraz, ze na powierzchni F' istniejg krzywe wyjatkowe, przeksztal-
cone zwykiych punktéw na f, wéwczas zmienia sie przy przeksztatceniu lewa
strona réwnania (20), ale réwnocze$nie zmienia sie i prawa strona, bo liczba
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2@ powierzchni F' bedzie odmienna od liczby p®M. A mianowicie, jezeli na
F mamy pojedyriczg prostg wyjatkows, natenczas rodzaj p'"' bedzie o 1 wiek-
szy, niz odpowiada wzorowi (18), ale z drugiej strony lewa strona wzoru (20)
tez rosnie o 1.

1. Powierzchnie, dla kidrych wzory liczbowe Moethera dajg wartos¢ ujem-
ng na p.

Pierwszy przyktad powierzchni, dla ktérych wzory Noethera dajg na
» warto§¢ ujemna, podat Cayley (Lit). Uwazajmy najprzéd zwyczajny
stozek rzedu » o & tworzacych podwdjnych, o » tworzacych ostrzowych,
woéwczas wzory Noethera dajg na p:

p=— (”__:%(717_2)+a+v., @1

a wige na rodzaj otrzymujemy warto$¢, réwng rodzajowi plaskiego przekroju
stozka, wzigtg ze znakiem przeciwnym.

Taksamo, uwazajac ogélng powierzchnig rozwijalna, ktérej krzywa zwrotu
jest rodzaju =, tudziez powierzchnie prostokreslng nierozwijalna, posiadajaca
tylko krzywg podwdjna, ktérej ogdlny przekrdj plaski jest rodzaju =, otrzy-
muje Cayley (L c.).

p=—-m=,

i stad przypuszcza: 1) ze wszystkie powierzchnie prostokreslne posiadajg ro-
dzaj réwny ujemnemu rodzajowi przekroju plaskiego; 2) ze wszystkie po-
wierzchnie, posiadajgce na p liczbe ujemng, dadzg sig naodwr6t przeksztatcic
dwuwymiernie na powierzchnie prostokreslne, wymierne lub nie. Zobaczymy,
ze pierwsze przypuszczenie jest stuszne, ale drugie nie.

W kazdym razie drugie przypuszczenie mogto sie w owym czasie wyda.
wac bardzo prawdopodobnem. Oto Noether (N. 15) wr. 1883 zbadat nader
ciekawg powierzchnig rzedu 6-go. Powierzchnia ta posiada krzywa podwéing
rzedu czwartego i rodzaju 1 i prosty podwdjna, nie przecinajaca tej krzywej,
a wigc wzor (17) daje bezposrednio liczbg p==—1. Powierzchnia ta nie jest
prostokreslna, ale daje sig przeksztatci¢ dwuwymiernie na powierzchnie prosto-
kreslng o przekroju rodzaju 1. Posiada ona pek stozkowych, ktéry (uwazany
jako utwdr algebraiczny cot) jest rodzaju 1, nalezy wiec do klasy powierzch-
ni, zbadanych przez Noethera (zob. ustep 12). Noether okazuje istnienie
na tych powierzchniach co® krzywych, przecinajacych kazda stozkowa w jed-
nym punkcie, z czego—jak zobaczymy—wynika wiasno$é podana powierzchni.

12.  Powierzchnie posiadajace pek krzpwych wymiernych.

Réw’ngcze's'nie z rozwijaniem ogélnej Teoryi powierzchni algebraicz-
nych zwréeit si¢ Noether (N. 5). do badania specyalnych klas powierzchni
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w kierunku nowym, ktéry sie okazal bardzo doniostym w dalszym rozwoju
Teoryi.

Wychodzac z zatozenia, ze dana powierzchnia posiada pek krzywych wy-
miernych, a wiec ze istnieje pek liniowy powierzchni algebraicznych, przeci-
najacych dana powierzchnig w jednej lub kilku kizywych algebraicznych wy-
miernych, zmieniajacych sig ze zmiang powierzchni przecinajacej, bada nature
danej powierzchni, a w szczeg6lnodci jej rodzaj.

Jezeli kazda powierzchnia peku przecina dang powierzchnie wedtug jednej
krzywej ruchomej wymiernej, natenczas zawsze mozna znale$¢ krzywg przeci-
najaca kazdg krzywa peku krzywych wymiernych w jednym punkcie i odwzo-
rowaé powierzchnie na plaszczyznie. Jezeli jednak liczba krzywych rucho-
mych przecie¢ danej powierzchni jedng powierzchnig jest wigksza od jednosci,
to w kazdym razie mozna dang powierzchnig przeksztatci¢ na powierzchnis,
majaca te samg wlasnos¢, ale ktérej krzywe maja rzad o dwa mniejszy. A wige
gdy powierzchnia jest rzedu nieparzystego, mozna jg odwzorowal na po-
wierzchni prostokreslnej. Pozostaje przypadek, gdy przez przeksztatcenie
danej powierzchni otrzymuje si¢ powierzchnie, na ktérej pek powierzchni wy-
cina kazda powierzchnia wiecej, anizeli jedne stozkowa. Iw tym ostatnim
przypadku — jak to znacznie pézniej okazal Enriques (E. 12, 13, 16),
a co dla specyalnej powierzchni rzedu széstego (porownaj ustep 11) okazat
juz Noether — mozna odwzorowa¢ powierzchnig na powierzchni prosto-
kreslnej.

13. Poglad na epoke omdéwiong.

Widzieli§my, ze pierwszym poczatkiem Teoryi powierzchni algebraicz-
nych jest uogélnienie dla nich poje¢ geometrycznych, pojeé przestgpnych
i zwigzkéw niezmiennych liczbowych Teoryi krzywych algebraicznych. Otrzy-
muja sie dwa rodzaje liczb catkowitych niezmiennych, jedne majgce bezpo-
$rednie znaczenie geometryczne, inne zdefiniowane za pomocg pewnych wzo-
16w, w sklad ktérych wchodza liczby charakterystyczne rzutowych wiasnosci
powierzchni. Rownocze$nie pojawiajg sie pierwsze badania nad ukiadami
krzywych algebraicznych, lezacemi na powierzchniach, i wiasnosciami po-
wierzchni, zwigzanemi z istnieniem tych uktadéw.

Rozwéj atoli tej nowej Teoryi doznaje wnet diuzszej przerwy. Jezeli
pominiemy prace, ktére—cho¢ blizkie Teoryi powierzchni algebraicznych — jed-
nak do niej bezposrednio nie naleza, mozemy skonstatowac, Ze po krotkiej
i nader $wietnej epoce poczatkowej rozwoju tej Teoryi, w ktérej przedewszyst-
kiem pierwsze miejsce zajmuja badania Noethera, zapanowal przez lat
mniej wiecej 10 zast6j. Dopiero Picard w wielostronne] swej tworczej dzia-
talnosci matematycznej podjat okolo r. 1885 pracg przerwang przez Noe-
thera, wzbogacajac podstawowemi rezultatami Teorye powierzchni algebra-
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icznych. Odtad pierwszeristwo w Teoryi tej przechodzi z Niemiec do Francyi,
a nieco p6Zniej okoto 1890 r. do Wioch. Odtad tez dzielg si¢ wyraznie dwa
kierunki badar: funkcyjno-teoretyczny, reprezentowany przedewszystkiem
przez Picard’a, i geometryczny, ktéry sig rozwingt we Wioszech. Dopiero
znacznie pézniej po roku 1900 nastgpuje, przez geometréw wloskich ziacze-
nie rezultatéw otrzymanych na tych obu odmiennych drogach.

Przedstawiajac rozw6j Teoryi w porzadku historycznym, najlepiej sig tu-
taj nadajacym, przystepujemy do oméwienia prac Picard’a.

ROZDZIAL 1L

Rozwéj teoryi calek na powierzchniach algebraicznych.
Prace Picarda.

1. (Calki pojeduficze na powierzchniach algebraicznych. Calki pojedyricze
pierwszego gatunku.

Uogélniajac w odmiennym kierunku, anizeli Clebsch i Noether,
koncepcye Riemanna, wprowadza Picard calki pojedyrcze lub o r6z-
niczkach zupelnych, nalezace do powierzchni (Pi. 4,5,6,7, 8,9, P. S. 1).
Uwazajmy powierzchnie

. fl@, v, 2)=0; M
catki ksztattu
T, Y
f Adz 4 Bdy, ®)
oy Yo

do niej nalezace, gdzie 4, B sg funkcye wymierne zmiennych z, y, 2

a (%, U, 2) punktem stalym na powierzchni, nazywajg si¢ calkami poje-

dyriczemi o rézniczkach zupelnych. Warunkiem catkowalnosci jest

_____ (3)

Zat6zmy, ze calki (2) sg na powierzchni wszedzie skoticzone, nazywajac

je catkami pierwszego gatunku, wéwczas catki (2) mozna przedstawi¢
w postaci

T PdxLQay
[
o Yo
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gdzie P, () sq wielomianami rzedu m— 2 wzgledem %, y, 2 irzedu m—3
odpowiednio wzgledem z, 2 1 ¥, 2.
Wprowadzajgc trzy nowe wielomiany

Ad=—Q, B=P, G:Q.ilz——;Pf,",

mamy tozsamosciowo:
Aft,+Bfly+Cfl, =4+ 4,+ 4. 4)

Tozsamos¢ (4) mozemy zastapi¢ dwiema innemi, zachodzacemi migdzy
czterema wielomianami 6,, 6,, 6,, 8, rzedéw m—3:
4

b fe Oy f y £ 637 + 8, =0, (5)
0,0 0,y + 05, . +04,,=0, ()

w spélrzednych jednorodnych.

Najogélniejsza powierzchnia danego rzedu nie posiada catek (2) wszg-
dzie skoriczonych odmiennych od liczby statej (por. Pi. 8, P. S. I). Zgodnie
z tem, nie mozna w ogélnosci znale$é czterech wielomianéw 6;, spetniajacych
warunki (5), (5'), ani tez trzech wielomianéw, spelniajacych warunek (4).

Zalézmy teraz, ze powierzchnia posiada tylko zwyczajne osobliwo-
§ci: krzywa podwdjng z punktami potréjnemi o trzech plaszczyznach stycz-
nych od siebie odmiennych, do ktérej to postaci (P. S. I.) dowolne powierzch-
nie dadzg si¢ dwuwymiernie sprowadzi¢, i ze mozna znale$¢ wielomiany rzedu
m—2 wzgledem z, y, 2, za$ odpowiednio rzedu m—3 wzgledem y, 2;
T, & &, Y.

Warunkiem koniecznym dla catek (2) jest, aby powierzchnie

4=0, B=0, (=0

kazda krzywg k-krotng powierzchni posiadaly jako &—1-krotng. Jezeli nadto
kazdy punkt p-krotny posiadajg powierzchnie te jako p—1-kroiny, natenczas
calki (2) sa wszedzie na powierzchni skorczone.

2. Przpklady powierzchni, posiadajgcych catki pojedpricze i powierzchni, nie
posiadajgcych caltek pojedyriczgch.

- Z poprzedniego wynika bezposrednio, ze powierzchnie wymierne, w szcze-
gblnosci wiec powierzchnie rzedu 2-go i 3-go, z wyjatkiem stozkéw eliptycz-
nych, nie posiadajg calek ksztattu (2).

Powierzchnie rzedu czwarlego moga posiada¢ najwyzej jedne catke, tak-
samo powierzchnie rzedu piatego (P. S.1). Warunkiem koniecznym i dosta-
tecznym istnienia tej catki na powierzchniach rzedu czwartego jest istnienie
czterech funkcyj liniowych
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@ byt +d, =0,

6 = @@+ 0y + ez I it

spetniajacych tozsamos$é (5).
Uwazajmy powierzchnie, przedstawiajgc jedno-jednoznacznie pary pun-
ktdw dwdch krzywych algebraicznych rodzajow p, p':

w:x(m,@; o, B’); y:'y(m: ﬁ; o/, BI): Zz"(”‘:ﬁ; 0": Irjl):
fle, {y=0, (=, §)=0.
Powierzchnia ta posiada p - p' catek (2), liniowo niezaleznych.

3. Calki pojeduficze na powierzchniach hypereliptycznych.

Powierzchniami hypereliptycznemi Picarda nazywaja si¢ po-
wierzchnie, pierwszy raz przez Picarda do nauki wprowadzone (Pi. 3, 8),
ktérych spétrzedne z, y, 2 wyrazajg sie¢ jako funkcye poczwoérnie peryo-
dyczne dwéch parametréw w, v w ten sposéb, ze w, v sa jednoznmacznie
okeeslone przez x, ¥, 2 (jezeli odwrécimy uwage od peryodéw). Powierzch-
nie te posiadaja doktadnie dwie catki pojedyricze pierwszego gatunku

/ duw i f dv
i dokiadnie jedne catke podwéjng wszedzie skoriczona na powierzchni (pierw-

szego gatunku):
f { dudv,

t. . rodzaj powierzchniowy tych powierzchni jest 1.

Warunkiem koniecznym i na ogé6t dostatecznym, "aby powierzchnia ro-
dzaju p==1, posiadajgca dwie catki pojedyricze pierwszego gatunku, byta hy-
pereliptyczna, jest aby krzywa przecigcia jedynej powierzchni dotaczonej rzedu
n—4 do powierzchni danej albo wcale nie istniata, albo tez byta rodzaju 0,
wzglednie sktadata sie z krzywych rodzaju 0.

Jak péiniejsze badania okazaly (E. 22, por. Roz. V, ust. 3), nie muszg
jednak powierzchnie rodzaju 1 o dwéch catkach pierwszego gatunku naleze¢
do jednej z dwoch powyzej wymienionych kategoryj, lecz powierzchnia dota-
czona moze na danej powierzchni wycina¢ krzywa rodzaju wigkszego niz zero.
Woéwczas powierzchnie nie bedg powierzchniami hypereliptycznemi Picarda.
Powierzchnie hypereliptyczne Picarda najnizszego rzedu sa rzedu széstego
{por. ustep 2). Natomiast mogg istnie¢ powierzchnie hypereliptyczne nizszego
rzedu niz szesé, jezeli punktowi z, ¥, # na powierzchni odpowiada wigcej,
anizeli jeden uktad na %, v. Przyktadem jest stawna powierzchnia rzedu 4
Kummera.
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4. Cykle liniowe na powierzchniach algebraiczuych.

Wiadomo, ze kazdy utwér (nie koniecznie algebraiczny) m—--1 wymia-
rowy, zamknigty, polozony w przestrzeni o n = m -1 wymiarach posiada
m liczb charakterystycznych koneksyj p,, Py, ..., Pm, zwanych liczbami
Betti'ego (por. P. S. L), dajacych liczbe cykléw od siebie réznych, niezalez-
nych i posiadajacych odpowiednio 1, 2,... m wymiaréw, potozonych na da-
nym utworze. Miedzy liczbami koneksyj zachodzi zwiazek kapitalny

(Z=1,2,..). 6)
W szczegblnosci: dla powierzchni algebraicznych mamy trzy rodzaje cy-
kléw, ktére mozna nazwac cyklami liniowemi, cyklami powierzchniowemi

i cyklami przestrzennemi. Mamy wiec trzy liczby p,, p,, ps, miedzy ktére-
mi zachodzi zwigzek:

Di=Paut+1—1i

Py=Ps-

Ot6z ogélne powierzchnie algebraiczne posiadajg (Pi. 6, P. S. ) liczby
P =ps = 1. Kazdy cykl liniowy na ogélnej powierzchni algebraicznej mozna
zatem usuna¢ przez odksztalcenie ciggle, sprowadzajac go do cyklu zerowego.
Picard podat kilka dowodow tego podstawowego twierdzenia.

Uwazajmy najprzéd powierzchnig specyalna:

e =1 (z, v)- @)
fla, =0,

jako okre$lajaca = w zaleznosci od y, i nazywajac x%, 2%, tudziez z%, 2%,
dwie dowolne grupy pierwiastkéw réwnania

f, =0,

mozemy w ogélnym przypadku znales¢é petlice, wychodzaca z punktu y,
i wracajaca do tegoz punktu, przemieniajgcg obie pary pierwiastkéw na sie-
bie. A ze kazdy cykl na powierzchni algebraicznej mozna przeksztatceniem
ciagtem sprowadzi¢ do cyklu polozonego na kontinuum dwuwymiarowem

Uwazajac krzywa

y = const.,

zatem kazdy cykl powierzchni (7) mozna sprowadzi¢ do pewnego cyklu nie-
skofczenie matego, otaczajgcego dwa nieskoriczenie blizkie pierwiastki row-
nania f(z, ¥,) =0, gdzie y, jest nieskoriczenie blizkie punkiowi rozgale-
zienia, a poniewaz powierzchnia uie posiada punktéw osobliwych, cykl ostatni
daje sie sprowadzi¢ do cyklu zero. Poniewaz oglna powierzchnia rzedu
m-tego daje przeksztalceniem ciaglem si¢ sprowadzi¢ do powierzchni (7) o tej
samej liczbie cykléw liniowych, wiec dla ogélnych powierzchni algebraiczmych
wynika stad p, = 1.
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5. Catki pojedyicze trzech gafunkéw na powierzchmiach algebraicznych.

Rownanie réiniczkowe Picarda klasy Tuchsa.

Précz catek wszedzie skoficzonych, oméwionych w poprzednich ustgpach
1—3, wprowadza Picard catki dwoch dalszych gatunkéw. Catkami ga-
tunkéw drugiego itrzeciego nazywaja sig catki (2), posiadajgce krzy-
we na powierzchniach, wzdtuz ktérych calka staje sig nieskoticzona. Wezmy
catke pojedyficza po cyklu nieskoriczenie matym otaczajacym (na utworze
czterowymiarowym) krzywe nieskoriczonosci (dwuwymiarowg w owej przestize-
ni) w okolicy dowolnego jej punktu. Caltka jest gatunku drugiego, jezeli
jej peryod wzdtuz cyklu réwna sig zeru (Pi. 7, 16, 17, P. S. L), a krzy-
wa nazywamy polarna.

Catka jest gatunku trzeciego, jezeli peryod jest od zera odmienny,
peryod nazywa si¢ polarnym, a krzywa nieskoficzono$ci nazywa sig loga-
rytmiczng.

Widzieli§my, ze kazdy cykl na powierzchni algebraicznej daje sig prze-
ksztatci¢ na cykl, polozony catkowicie na kontinuum

9y = const.

Ot6z Picard w genialny sposéb podjat badanie cykli na powierzchni Rie-
manna .
f@, y,2=0 . (8

(y stale), nalezacej do powierzchni algebraicznej (1). Catki Abela pierw-
szego i drugiego gatunku, nalezgce do krzywej (8)

J—_—lf) F(J“%’TM , (9)

w ktérych y jest parametrem, posiadaja peryody, bedace funkcyami parame-
tru y. Otéz peryody te spelniajg réwnanie rézniczkowe liniowe regularne
(klasy Fuchsa) rzedu najwyzej 2p, gdzie p jest rodzajem krzywej (8).
Réwnaunie to rézniczkowe odgrywa podstawows role w badaniach Picarda
nad cyklami liniowemi. V

Punktami krytycznemi réwnania Fuchsa sa wartosci ¢, dla ktérych
plaszczyzna styczna powierzchni (1) réwnolegla jest do plaszezyzny z, 2.
Krzywa (8) zyskuje nowy punkt podwdjny, a catka (9) peryod logarytmiczny,
ktéry jest funkcya holomorficzng wielkosci y, ale procz tego réwnanie
Fuchsa posiada teraz, w zamian za dwa utracone peryody cykliczne, holo-
morficzne, catke nieholomorficzng, posiadajaca punkt osobliwy logarytmiczny.
W og6lnym przypadku réwnanie Fuchsa jest nieprzywiedlne, a wiec mozna

icm°®

{33) . VPoslgpy_leoryi powierzchni algebraicznyit}.” ) ) 83

przejs¢ z jednej catki do wszystkich innych, t.j. przez odksztalcenie ciagle,
odpowiadajace zmianie wartosci ¥, mozna od jednego peryodu calki (9) przejsé
do wszystkich innych w liczbie 2p. Cykle réwnania (8) przechodza wéw-
czas na siebie, i z jednego cyklu mozna przeksztalceniem cigglem otrzymac
2p cyklow. Stanowi to drugi dowéd na to, ze na powierzchni ogélnej mamy
p=1

Jezeli oy, ®y,...., @y, jest nkladem 2p peryodéw catki Abela (9),
natenczas peryody te przechodzg za pomoca podstawied grupy Fuchsa
na peryody ; takie, ze mamy

Q=mho .. ey, (i=1,2, .., 2p),

gdzie liczby m sg catkowite. Jezeli teraz Py, P,..., Ps, sa peryodami do-
wolnej catki o rézniczkach zupelnych, nalezgcemi do cykléw C,, C,, ..., Cay,
kiére dajg peryody w,, ® w2y, natenczas, poniewaz te cykle przechodza
na nowe cykle, dane przez wzory

EEIRRRS

mh Gy =iy Oy,

wige i peryody P: przeksztalcajg sie przy pomocy tych wzoréw, czyli ze mie-
dzy peryodami mamy zwigzki:

Pi=m' P+~ . .-+mi, Py, (i=1,2,...,2p). (10)
Mamy tyle uktadéw 2p takich réwnan, ile grupa réwnania Fuchsa

posiada podstawient j liniowych niezaleznych.
W ogdlnosci réwnania (10) bedg spetnione tylko przez uktad wartosci

Pi=..... =Py, =0, (11)

co jest nowym dowodem na to, Ze na powierzchni ogélnej mamy p, = 1.
Jezeli z réwnari (11) mozna 2p—r (p = 0) wielkosci P obliczy¢ jako

funkcye liniowe jednorodne r pozostalych, natenczas mamy
po-1=r. (12)

RozwazaliSmy przypadek ogéiny, gdy réwnanie Fuchsa jest nie-
przywiedlne. Gdy réwnanie to jest przywiedlne (Pi. 16), natenczas
istnieje liczba ¢, speiniajgca nieréwnodci 2p > g = 1, kiéra jest dzielnikiem
liczby 2p, tak, ze kazda catka réwnania Fuchsa spetnia inne réwnanie
nieprzywiedlne tez klasy Fuchsa, ale rzedu ¢. Wéwczas powierzchnia al-

. . 2p e ges . . . .
gebraiczna posiada 2 cykléw liniowych, nie dajacych sie sprowadzi¢ jeden
do drugiego.

Prace mat-fiz., t. XIIL. 8
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6. Wartos¢ liczby p. Liczba calek pojedyticzych drugiego gatumku.
Uwazajac teraz 2p catek Abela (9) J; pierwszego i drugiego gatunku,
nalezgcych do krzywej (8), mozna znale§¢ 2p funkcyj wymiernych zmiennej
ya;, takich ze peryody catki )
&
Z [lv.'Ji
i=1
nie zalezg od .
Peryody tej catki sq to wlasnie liczby P; czynigce zados¢ réwnaniom
(10). Mamy wigc 7 uktadéw funkcyj a; liniowo niezaleznych. Peryody te
nie pochodzg od cykléw nieskoniczenie matych krzywej (8). Przyjmujgc

2p
Z @ Iy

) B:i:Lf'Iq T

@, 2

Z J R, y, ) dx,

“m 81

LN

gdzie #; (1=1, 2... m) sa pierwiastki réwnania rzgdu m o niewiadomej =

f, ¥, 2) =0,

otrzymujemy catke o rézniczkach zupetnych
| Rax+8dy, (13)

nie posiadajaca peryodéw, pochodzacych od cykléw nieskoriczenie matych,
a wiec calke drugiego gatunku. A ze (13) posiada » peryodéw, wiec stad
mamy réwnos¢:

P — 1= (14)

Réwnoczesnie widzimy, ze liczba catek liniowo niezaleznych pierwszego
i drugiego gatunku nie jest mniejsza anizeli 7, ale poniewaz catka drugiego
gatunku, nie posiadajaca peryodéw cyklicznych, jest funkcyq wymierng zmien-
nych z, ¥, 2, wigc liczba catek liniowo niezaleznych pojedyriczych pierw-
szego i drugiego gatunku wynosi doktadnie p,.

7. Rsztalt calek drugiego i frzeciego gatunku.

Przedewszystkiem gdy p, =1, catki drugiego gatunku redukujq sig do

funkcyj wymiernych, calki za$ trzeCIego gatunku posiadaja tylko peryody
polarne.

Uwazajmy calki drugiego gatunku. MieliSmy juz teoretyczny sposéb
znalezienia tych caltek, szukajac grupy réwnania Fuchsa odpowiadajgcego.
Otrzymujemy uktad réwnan (10), a stad r catek.
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Mozna stosowac inng metode. Uwazajmy najprzéd réwnanie

Z=f(, y); (15)
jego catki drugiego gatunku majg postaé

[ Paz+qay

Vi, v)
gdzie P, ¢ wyrazaja si¢ w ten sposéb:

P=A4,xm 2 dam 3 .., ¢ =DByam1+ ...,

przyczem A i B s funkcye wymierne wielkosci y. Spétezynniki 4 czynig
zados¢ pewnemu ukladowi réwnari rézniczkowych linjowych pierwszego rzedu.
Spoiczynniki B sa funkcyami liniowemi wielkosci 4 i ich pochodnych. Na-
reszcie trzeba wyrazi¢ warunki, aby catka (11) nie posiadala peryodéw loga-
rytmicznych, co moze zachodzi¢, gdy powierzchnia (15) ma punkty wielo-
krotne.

W przypadku ogélnym powierzchni (1) uwazajmy 2p catek J; drugiego
gatunku, nalezacych do krzywej (8). Poprzednic oméwiona funkcya R jest
funkcya liniowa jednorodng 2p funkcyj 4;(i=1, 2..., 2p) zmiennej y
taka, ze catka

L4

posiada peryody niezalezne od y. Poprzednio oméwiona funkcya S jest
funkcyg liniowg funkcyj B wymiernych wzgledem y. Na podstawie warunku
catkowalnos$ci mamy zwiazki miedzy 4 i B, tak, ze 4 dane sa uktadem réw-
nan rézniczkowych liniowych o 2p réwnaniach rzedu pierwszego o spélczyn-
nikach wymiernych wzgledem y, za$ B sg funkcyami liniowemi wielkosci 4
i jej pochodnych.

Co sie tyczy catek trzeciego gatunku, to na powierzchniach o p, > 1
istniejg z pewnoscig catki takie, nie redukujace sig do postaci

Wiz, y, &) +-XdilogRi(e, y, 2), (16)

gdzie funkcye ¥ i B sa wymierne wzgledem z, y, 2. Dla p, =1 Picard
(P. S. 1) sprawy istnienia takich calek nie rozstrzyga. Dopiero znacznie péz-
niej Severi (Zob. Roz. IV, ustep 6) okazal réwnoczesdnie, ze dla p; > 1 ist-
niejq catki trzeciego gatunku, nie bedace suma catek drugiego gatunku i wy-
razefi (16), i ze dla p, >1 innych calek trzeciego gatunku, précz wyrazer (16)
niema.

Takze calki trzeciego gatunku mozna redukowac do najprostszych po-
staci. Uwazajmy znéw réwnanie (15). Calki trzeciego gatunku redukujq sig
do postaci
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Pdz4-Qdy

.(X(@).I’B’f.. LVi@, v
gdzie P, @ sa wielomiany o zmiennych x, y, za§ 4, B,..., L sa wielo-
miany nieprzywiedlne pierwsze wzgledem f (x, y). Powierzchnie 4 =0 etc.
przecinajg dang powierzchnie wedtug dwéch krzywych

P P R 94
F=p, A= g, R::const.,((y).-é—;:.B..,.L.
Wielomiany 4, B.... L muszg by¢ dzielnikami pewnych imnych wielomia-

n6w ksztattu
M —N*f (=, v);

jezeli za$ same sq wielomianami tego ostatniego ksztattu, natenczas catka

» Myri
fdlo M—NVf

M4 NVF
jest catkq trzeciego gatunku o krzywych logarytmicznych
._ M Do M
=g = -

8. Cykle dwuwymiarowe na powierzchmiach algebraicznych. liczba P
koneksyj powierzchmi algebraicznej.

Kazdg powierzchnig cykliczng, t. j. cykl dwuwymi arowy na powierzchni
algebraicznej, mozna sobie wyobrazi¢ (P. S. 1) jako utworzong ruchem w so-
bie zamknigtym cyklu liniowego, wracajacego do pierwotnego potozenia.

Uwazajmy catki (9), nalezace do krzywej (8). Szukajmy takiej calki,
ktéra przyjmuje pierwotng wartos¢, gdy v, opisujac droge zamknieta, wrdci
do swego pierwotnego potozenia. Chodzi wisc o znalezienie catki

2p
0= Ao, (a7
i=1

nie zmienionej przez podstawienie

2p
U= mio; (i=1,2..20p),

=1

2zyli, ze liczby 4; powinny speinia¢ réwnania liniowe -
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A] = :11 ‘771% "g— Agmé *‘}—— [ -Jr ASP m}p, ]
(18)
. D
Ayp= Aymi®4 dom3P4 . . Ay, miZ.

Ot6z na ogdlnej powierzchni algebraicznej—jak wiemy—nie ma cykléw
liniowych, a moga dopiero wtedy powsta¢, gdy na powierzchni powstaja
punkty osobliwe, gdyz réwnania (10) dla wszystkich podstawien fundamen-
talnych grupy réwnania Fuchsa E beda tylko w bardzo specyalnych przy-
padkach spelnione pizez liczby P; nie wszystkie réwne 0. Natomiast na
ogdlnej powierzchni algebraicznej istnie¢ bedzie pewna liczba ukladéw liczb
4;, spelniajgcych uktady réwnar (18), ale gdy powierzchnia nabywa osobli-
wosci, natenczas tez liczby m; stajq si¢ od siebie zalezne i liczba niezaleznych
ukiad6éw, spetfniajacych réwnanie (18), bedzie sie zmniejszala, a temsamem
zmniejszy sig liczba cykléw dwuwymiarowych.

Chodzi teraz o to, czy istniejg powierzchnie cykliczne. nie sprowadza-
jace sig do zera przez odksztalcenia ciggle. Z tego, ze zachodzi to dla po-
wierzchni specyalnych, mozna odrazu wnioskowaé, ze zachodzi¢ bedzie dla
powierzchni ogdlnych (Pi. 16, P. S. L), ale tego rozumowania nie mozna bylo
stosowac, gdy chodzito o cykle liniowe i o catki o rézniczkach zupetnych.

Uwazajmy powierzchnig hypereliptyczng Picarda (ust. 3) o czterech
uktadach peryodow

0, 0, 0, o

powierzchnia ta, jak widzielismy, posiada catke podwdjng pierwszego gatunku

” dudr,

a wigc posiada peryody catki tej ksztattu
(i, k=1, 2, 3, 4).

o; 0 — oo’

9. Powierzchnie algebraiczne, zezwalajgce na przeksztalcenia ciggle dwnwy-
mierne same na sobie.

Teorye catek pojedyniczych i podwojnych stosuje Picard do specyal-
nych powierzchni algebraicznych, badajac ciagle przeksztatcenia powierzchni
na siebie. Przedewszystkiem mamy wazne twierdzenie, analogiczne do

" twierdzenia Schwarza dla krzywych algebraicznych (Pi. 13, 14, Po. 1).

»Jedyne powierzchnie, ktére mogg by¢ przeksztatcone na siebie za po-
mocg przeksztafcen zaleznych od dwéch parametréw, mogg by¢ tylko po-
wierzchnie rodzaju zero lub 1%,
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Dowd6d tego twierdzenia geometrycznego jest przestepny i opiera sie na
wiasnosciach catek pierwszego gatunku.

Powierzchnie, zezwalajace na przeksztalcenia ciagle zalezne od jednego
parametru (Pi. 16), moga by¢ dowolnego rodzaju. Uwazajmy powierzchnig
odwzorowujacg jedno-jednoznacznie pary punktéw dwéch krzywych algebra-
icznych, z ktérych pierwsza niechaj bedzie rodzaju p, druga rodzaju 1

fO,p)=0, 1od ey =0,

2=R0, g N, p),  y=R0, e N p),  a=R, (4 pi M, w).

Powierzchnia ta ma rodzaj réwny rodzajowi krzywe]j f/= 0. Powierzch-
nie dolgczone rzedu m—4 wycinajg na niej krzywe eliptyczne, nalezace do
peku rodzaju » krzywych eliptycznych, a mianowicie powierzchnie te wyci-
naja grupy 2p-2 kizywych, nalezace do seryi kanonicznej gg;iz na krzywej
7, ©)=0, ktéra jest obrazem peku.

W ogélnym przypadku powierzchni posiadajacej przeksztatcenie ciggle
zalezne od jednego parametru, rodzaju wiekszego od 1, mamy réwniez pek
krzywych tego peku. Nature tych powierzchni wyswietlil, jak zobaézymy,
w zupetnosci Enriques (E. 21, 22, roz. V, ust. 3).

Picard uzyskal wazny rezultat, ze wszystkie krzywe peku majg tensam
modut. Zresztg powierzchnie te dadza sie przedstawi¢ zapomocs trzech
parametréw o, §, O, gdzie miedzy «, § mamy zwigzek f(z, f)=0,
w ksztalcie

r=~Rlz, 8; B, 14(®)],

y=R |2, B; 0,V4(®)],

S=Ryfa, 5 O, VA®)],

przyczem 4 (0) jest wielomianem rzedu (4) wzgledem O, ktdérego spoiczyn-
niki nie zalezg od «, B.

Zaktadajac, ze przeksztalcenia ciggte tworzg grupe ciggla w sensie Liego,
mozemy stosowac teorye Liego:

1. Niechaj grupa posiada dwa parametry i niechaj jej przeksztatcenia
beda przemienne, natenczas spéirzedne powierzehni mozna przedstawic¢ jako
funkcye jednoznaczne dwéch parametréw 4, v, otrzymane przez odwrdcenie
dwdch catek o rézniczkach zupelnych

w gz " Yy s
| Paz+Gdy=u, [ PidetGay=v. (19)
2. Niechaj grupa posiada dowolng liczbe parametréw niezaleznych, na-
tenczas albo na powierzchni istnieje pek krzywych wymiernych lub rodza-
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jul, albo tez powierzchnia posiada grupe przemienna dwuparametrows, a wigc
przypadek ten redukuje sie do przypadku 1-go.

Do powierzchni, ktére otrzymujemy przez inwersye jednoznaczna calek
(19), naleza powierzchnie hipereliptyczne, t. j. powierzchnie o czterech parach
peryodow, o ktérych byta mowa w ustepie trzecim, i dla ktérych u, » 53 rOw-
niez funkcyami jednoznacznemi zmiennych z, y, 2, kiérych rodzaj geome-
tryczny wynosi 1, i kt6re posiadajg dwie catki pierwszego gatunku.

Dalej do powierzchni, otrzymujacych sie z réwnar (19), nalezg znie-
ksztalcenia powierzchni hypereliptycznych, a mianowicie najprzéd nalezg tu
powierzchnie, ki6rych spéhizedne posiadajg trzy pary peryodéw; rodzaj po-
wierzchni wynosi zero, powierzchnia posiada tylko jedne catke pierwszego
gatunku, a jedna para peryodéw jest polarna. Na powierzchni leza dwa peki:
pek krzywych wymiernych i pek krzywych eliptycznych. Typem tych po-
wierzchni sg powierzchnie, otrzymane przy pomocy réwnan J acobi’ego
dla catek Abela w przypadku znieksztalcenia, badanym przez Rosenhaina:

du dv
T T T s T e s e =
=)V (u—ay) ... (u—a))  (@=0)To—a)....(v—a,)
wd i vdv
e SR Ea— - =y,

(u—b) Viu—ny) .. (u—ay) = (v—b)Ve—a) .. (v—a,)
przyczem spolrzedne X, Y, Z powierzchni sa funkcyami symetrycznemi wy-
miernemi zmiennych u, v i V(u—ay).... (u—a,), Viv-a,). . (v—a,),
a wige potréjnie peryodycznemi funkcyami zmiennych z, y. Jezeli catki (19)
sg obie drugiego lub pierwszego rodzaju o mniej niz czterech peryodach, na-
tenczas posiadajg tylko dwa peryody. Jezeli za$, posiadajac mniej niz trzy
peryody, posiadajg peryody polarne, natenczas z, y, 2 redukuja sie do
funkeyj wymiernych e** i v, posiadajac tylko jeden uklad peryoddw.

10. Powierzchnie algebraiczne, zezwalajgce na nieciaglq serne nieskoficzong
przeksztatcen dwuwygmiernnch w sobie.

Przy pomocy wtasnosci niezmiennych powierzchni dolgczonych rzedu
m—<4 wyprowadza Picard pierwsze ogélne wlasnosci powierzchni, posia-
dajacych nieskoiiczong nieciggly serye przeksztalcen dwuwymiernych po-
wierzchni, ktérych pierwszy przyklad istotny podat nastepnie Humbert
(Lit. C R. 1897, 1898, J. L., Ser. 5, T. 51 6, 1899 i 1900).

Picard wypowiada nastepujgce twierdzenie:

-Powierzchnie, posiadajace wiasnosc, o ktéra teraz chodzi, majq rodzaj
geometryczny jeden lub zero“. Jednakze w dowodzie nie uwzglednia Picard
przypadku, gdy krzywe kanoniczne na powierzchniach rodzaju wiekszego niz
jeden przechodza pizy przeksztaiceniach same na siebie, a traktujac przypa-
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dek ten, gdy krzywe kanoniczne przechodza same na siebie dla rodzaju 2,

dochodzi do wnioskéw, ktére nie sa prawdziwe (por. E. 24, A. Rosenblatt
R.P. T. 33, 1912).

{l. Diasnosci powierzchni, nie posiadajgcych calek Picarda. Prace Hum-
berta i Castelmiovo.

Humbert (Lit. J. L. 1894) stosuje teorye Picarda catek o rézniczkach
zupetnych do badania whasnosci uktadéw krzywych algebraicznych na po-
wierzchniach, a wiec nawigzuje do prac Noethera (Roz. I, ust. 12). Réw-
noczednie Castelnuovo otrzymat niektére twierdzenia te same co Hum-
bert. Obaj opieraja sie w badaniu uktadéw krzywych algebraicznych na po-
wierzchniach na rezultatach swych badan nad inwolucyami niewymiernemi,
lezacemi na krzywych algebraicznych.

Humbert, uwazajgc catki Abela na krzywych algebralcznych docho-

dzi do nastepujacych rezultatéw dla inwolucyi Jn na krzywych algebraicz-

nych.

Y Gdy %> 1, natenczas albo inwolucya zlozona jest grupami inwolncyi
J%, albo tez inwolucya jest seryq liniowg g’;, albo nareszcie jest serya alge-
braiczna, utworzong z grup n dowolnych punktow.

Gdy na krzywe] algebraicznej istnieje inwolucya niewymierna J*! ro-
dzaju @, natenczas krzywa posiada & catek, dajgcych sig sprowadzi¢ do ca-
tek rodzaju ®, a wiec posiadajacych 2& peryodow.

Uwazajmy teraz powierzchnie, posiadajace uktad ciggly oo! krzywych
wymiernych, przecinajgcych si¢ w jednym ruchomym punkcie tak, ze przez
kazdy punkt powierzchni przechodzi n>1 krzywych. Powierzchnie te dadzg
sie odwzorowaé dwuwymiernie na ptaszczyznie, a wige sa wymierne, a krzywe
wymierne uktadu naleza do ukfadu liniowego oc® krzywych wymiernych.

Uwazajmy dalej powierzchnie, nie posiadajace calek Picarda pierw-
szego gatunku, natenczas kazda serya algebraiczna krzywych algebraicznych,
przecinajgcych sig w =1 punktach ruchomych, zawarta jest w uktadzie linio-
wym przynajmniej oo?. Gdy krzywe algebraiczne nie majg punktéw prze-
cigcia ruchomych, sama serya jest liniowa (pek liniowy).

Poniewaz krzywe algebraiczne danego rzedu na pewnej powierzchni na-
leza do skoficzonej liczby uktadéw algebraicznych na powierzchni, wiec na
powierzchniach, nie posiadajacych catek Picarda pierwszego gatunku,
wszystkie uklady algebraiczne krzywych tego rzedu nalezg do pewnej skosi-
czonej liczby uktadéw liniowych kezywych tego rzedu.

Nareszcie Humbert uogélnia twierdzenie poprzednio podane o ukla-
dach krzywych wymiernych na powierzchniach, okazujac, ze, gdy dwie krzywe
wymierne spotykaja sig w wiecej niz jednym punkcie, powierzchnia jest takze
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wymierna i istnieje uklad liniowy oo? krzywych wymiernych, zawierajacy
krzywe ukfad poprzedniego.

Roéwnocze$nie z Humbertem Castelnuovo odmienna zupelnie
droga, bo—opierajac si¢ na teoryi odpowiedniosci na krzywych stworzonej
przez Hurwitza,—dochodzi do twierdzenia podstawowego o inwolucyach
niewymiernych krzywych algebraicznych, ktére tez otrzymat Humbert
i ktéresmy whasnie podali na poczatku tego ustepu. Stad wyprowadza naste-
pujace twierdzenie o ukladach algebraicznych na powierzchniach algebraicz-
nych:

»Uklad krzywych taki, ze przez r>1 punktéw powierzchni przechodzi
tylko jedna krzywa ukladu, jest ukiadem liniowym*.

»Uktad krzywych oct, przecinajgcych sie w jednym punkcie ruchomym,
taki, ze przez punkt powierzchni przechodzi n krzywych ukladu, wiec uklad
0 ,indeksie® n, jest zawarty w ukladzie oo? liniowym krzywych wymiernych,
a wigc i powierzchnia jest wymierna“.

Ostatnie to twierdzenie jest prawie identyczne z poprzednio podanem
twierdzeniem Humberta.

Castelnuovo rozwaza tez przypadek indeksu 2, w ktérym to przy-
padku powierzchnia jest wymierna, gdy albo serya krzywych jest wymierna,
albo tez (jak wyzej—twierdzenie Humberta) krzywe seryi s wymierne.

12. Badania Painlevégo nad powierzchniami algebraicznemi, zezwalajgcemi
na gropy ciggle przekszfalcer dwuwymiernych.

Badania Painlevégo nad powierzchniami, posiadajgcemi grupy ciagte
przeksztatcerd dwuwymiernych (Pa. 2, Pa. 4, Pa. 5), wylozone sg w stawnych
jego ,Lecons de Stockholm®. Painlevé dowodzi, ze kazda powierzchnia al-
gebraiczna, posiadajaca skoficzong ciaglg grupe Liego, posiada temsamem
grupe ciagly skoriczong przemienng i algebraiczna, t. j. parametry przeksztat-
cenia wystepujq w grupie algebraicznie.

Jezeli grupa przeksztalcenia nie jest przechodnia, natenczas na po-
wierzchni istnieje pek krzywych wymiernych lub rodzaju 1. Jezeli krzywe sg
wymierne, powierzchnia sie daje zawsze odwzorowa¢ dwuwymiernie na walcu.

Jezeli krzywe peku sg eliptyczne, natenczas powierzchnia posiada, gdy
w jest rodzaj peku, e--1 calek Picarda, z kiérych jedna catka nalezy
do peku krzywych eliptycznych i posiada dwa peryody. Spétrzedne po-
wierzchni dadza sig wyrazi¢ jako funkcye algebraiczne pewnego parametru
u 1 jako funkcye podwdjnie peryodyczne pewnego parametru £ o peryodach
statych.

Nawzajem powierzchnie obu tych gatunkéw posiadajg grupy ciagle
przeksztatcei dwuwymiernych.

Prace mat-fiz, t. XXIIL 8%
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Jezeli grupa przeksztalcen dwuwymiernych jest przechodnia, natenczas
spéhizedne z, y, # powierzchni mozna wyrazi¢ jako funkcye jednoznaczne
i meromorficzne dwdch parametréw , v. Parametry te sa to wartosci dwdch
catek Picarda na powierzchni.

Jezeli obie catki Picarda posiadajg cztery pary peryodéw od siebie
niezaleznych, catki s3 gatunku pierwszego. Fuukcye z, y, # zmiennych
w, v sa funkcyami Abela, a mianowicie funkcyami hypereliptycznemi
zmiennych «, v. Nawzajem powierzchnie, ktérych spéhzedne z, ¥, & wy-
razajg sie jako funkcye hypereliptyczne zmiennych w, v tak, ze zmiennym
x, ¥y, & odpowiada jeden uklad u, v (jezeli uwazamy za identyczne uktady,
réznigce sie o wielokrotnosci peryodéw) posiadaja grupg oo? przemiefing
przeksztatcen dwuwymiernych

Jezeli jednak grupa peryodow jest mniejsza od czterech, wéwczas przy-
najmniej jedna z catek

SP&,y, &)dz-F[Q(x, y, 2) dy =,
S Pz, y, &) da + [ G (2, y, &) dy =

posiada krzywa, wzdtuz ktorej staje sig nieskoriczong. Krzywa taka nazywa
sig polarna. Jezeli catka staje wzdtuz krzywej logarytmicznie nieskoficzo-
ng, krzywa nazywa sig logarytmiczng. Jezeli z—g(y)=0 jest rzutem
krzywej polarnej na plaszczyZnie x, y, wéwczas ktadac

SU——g(y):X",

gdzie v jest pewna liczba catkowita, w rozwinieciu catki wedtug X mamy
wyraz 4 log X. Wowczas powierzchnia posiada spétrzedne 2, y, 2, wyrazal-
ne jako funkcye wymierne zmiennych w, v, albo jako funkcye wymierne
wielkosci u, e?, albo tez jako funkcye wymierne wielkosci e*, e*, albo na-
reszcie spétrzedne z, y, 2 sa funkcyami wymiernemi funkeyj p (w), p'(w), 7V,

!
gdzie V jest albo réwne v, atbo tez funkcyi v = Z ((;?, lub nareszcie funkcyi
—X\ . .
el (u~-~2, za$ p, o sg to znane funkcye Weierstrassa. Nawzajem u, v,

o (u)
wzglednie u, e*, wzglednie e*, ¢7, wzglednie nareszcie p, p', V sq funkcyami
wymiernemi zmiennych %, ¥, 2. Spétrzedne «, y, & sg funkcyami wymier-
nemi statych z,, ¥, 2, t.j. wartosci x, y, # dla warto$ci poczatkowych
u=0,v=0.

Rozwazania Painlevégo prowadza zarazem do dowodu stawnego
twierdzenia Weijerstrassa o funkcyach, posiadajgcych nastepujaca wha-
snos¢: Jezeli @ (w—--w/, v-Fv'), y (-, v-}o') dadza sig wyrazié jako
funkcye algebraiczne funkceyj = (1, v), ¥ (v, v); = (', ¥'), ¥ (&, ¢'), naten-

e ®
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czas powiadamy, ze funkcye te, zreszta nie podlegajace innym ograniczeniom,
posiadajg ,twierdzenie o dodawaniu® (Additionstheorem). Wa-
runkiem koniecznym i dostatecznym na to jest wiasnie, by funkcye z (u, v),
y{(u, v) byly funkcyami algebraicznemi albo funkcyj Abela zmiennych
%, v, posiadajacych te same peryody, albo tez byty funkcyami algebraiczne-
mi funkcyj, ktére mozna uwazaé jako znieksztalcenia tych funkcyj.

3. Prace Humberta nad teorng powierzchni hgpereliptycznych.

Humbert bada w pracy ogloszonej wr. 1893 (Lit. J. L. Ser. 4, T. 9)
powierzchnie hypereliptyczne, a wiec powierzchnie wprowadzone do nauki
przez Picarda, o ktérych juz méwiliSmy w ustgpach 3 i 9. Spélrzedne
Z, y, 2 dadza sie przedstawi¢ w ksztalcie

B (u, 2

_ By(u, v)
AN A

T B, )’

pot

AR

R (20)

gdzie funkcye 6;(u, v), =0, 1,2, 3 sg funkcyami theta rzedu m, a wiec
speiniaja warunki

Oi(w+ 2=, ©)=0; (u, v+ 275 =06;(u, v),
0; (t+a, v+b) =e=ma+e O (u, v), B (utb, vte)=e "+ 80;(y, v).

Funkcye te mozna sprowadzi¢ do pewnej postaci normalnej. Kazda funkcya
© normalna rzedu m da sie wyrazi¢ jako funkcya liniowa o spéczynnikach
statych pewnych oznaczonych m? funkcyj ©, posiadajacych t¢ same ,cha-
o, o
16,0
z ktérych kazda réwna sie 0 lub 1. Funkcye, wchodzace w sktad wyrazen
na z, y, 2 majg charakterystyke 0.

Jezeli powierzchnia hypereliptyczna (20) jest ogélna, to znaczy, ze jej
peryody a, b, ¢, 2=7 nie spelniaja réwnosci o spétczynnikach catkowitych
ksztattu

rakterystyke®, t.j. uklad czterech liczb charakterystycznych

Aa+Bb+Ce+D(ae—b)+E.2ai=0 21)

(por. Roz. V, ustep 5), natenczas kazda krzywa algebraiczna na tej powierz-
chni daje si¢ wyrazi¢ przez przyréwnanie do zera pewnej funkcyi normalnej
theta o tych samych peryodach i o charakterystyce zero:

Bu—xr, v—p)=0.

Gdy funkcye 6; (u, ), wystepujace w przedstawieniu (20), sg rzedu
m=2 normalne o charakterystyce zero, wtedy otrzymuje si¢ stawng po-
wierzchnie czwartego rzedu Kummera.
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Na powierzchni Kummera otrzymuje sig¢ kazdg krzywsg algebraiczna,
przyréwnywajac do zera funkcye theta normalng o dowolnej charakterystyce
rzedu parzystego lub nieparzystego. Jezeli ta funkcya jest parzysta rzedu pa-
rzystego o charakterystyce zero, natenczas jest ona przecieciem zupetnem po-
wierzchni Kummera z pewng powierzchnig algebraiczng. Jezeli jeden
z warunkéw poprzednich, t. j. parzystosci funkeyi, parzystosci jej rzedu, lub
waranku co do charakterystyki nie jest spetniony, to jednak kwadrat funkcyi
jest funkcya, spetniajacg wszystkie warunki, a wiec istnieje wowczas po-
wierzchnia, ktdra jest styczna do powierzchni Kummera wzdtuz tej krzywej
izresztg jej nie przecina. Wszystkie krzywe na powierzchni Kummera
(algebraiczne) sg rzedu parzystego.

Przedstawiajgc powierzchnie Kummera wzorami (20), mamy dane bez-
poérednio znaczenie geometryczne dwdch rodzajéw grup czterech funkcyj
theta, zwanych grupami Rosenhaina (w liczbie 80) i grupami Gopela
(w liczbie 60). Grupy te przedstawia Humbert zapomocg bardzo wygod-
nego algorytmu. Przy pomocy grup Rosenhaina i G6pela mozna skla-
syfikowa¢ wszystkie krzywe algebraiczne na powierzchni. Mamy nastepujace
rodziny krzywych:

1) Gdy rzad krzywych jest ksztaltu 4m mamy albo krzywe, ktére
sq przecigciem zupetnem powierzchni Kummera powierzchnia rzedu m,
albo krzywe, ktdre, po dodaniu czterech stozkowych tworzacych grupe Ro-
senhaina, stajg sie przecieciem zupetnem, albo nareszcie krzywe, ktére po
dodaniu dwdch stozkowych stajg sie przecieciem zupetnem.

2) Gdy rzad krzywych jest ksztattu 4m-}-2, natenczas albo po doda-
niu jednej stozkowej mamy pizeciecie zupelne, albo tez po dodaniu trzech
stozkowych mamy przecigcie zupetne.

W szczegdllnosci, na powierzchni Kummera krzywe rzedu czwartego
53 tylko albo przekrojami ptaskiemi, albo sg to krzywe bikwadratowe, t. j. zu-
petny przekr6j dwéch powierzchni rzedu drugiego. Krzywe rzedu széstego
réwniez dzielg sig na dwie rodziny, mianowicie albo na krzywe, ktére wraz ze
stozkowg tworzg przekrdj zupetny powierzchni rzedu drugiego, albo mamy
krzywe, ktére razem z trzema stozkowemi tworza przekrdj zupelny po-
wierzchni rzgdu trzeciego. Humbert bada zapomocy przedstawienia po-
wierzchni ksztattem (20) najrozmaitsze uktady powierzchni, wpisanych w po-
wierzchnie Kumm era, i konfiguracye czworoscienne, réwniez w te powierzch-
nie wpisane.

Waznym rezultatem jest, Ze krzywe jednej rodziny, ktérych rodzaj jest
D, tworzg uktad co?, wycinaja wigc na ogélnej krzywej uktadu zupeina serye
kanoniczng co?—!. Ciekawym jest dalej rezultat, ze wszystkie krzywe na

powierzchni Kummera bez punktéw wielokrotnych rzedu 4m sg spe-
cyalne.
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Na szczegblng uwage zastuguje kategorya krzywych na powierzc}’lm
Kummera, ktére Humbert nazywa ,courbes univoques®, a ktore
sa wyciete na powierzchni przez takie powierzchnie, kidre wPisane. §q W po-
wierzchnie, wpisane z kolei w powierzchnie Kummera, a mianowicie te po-
wierzchnie, w ktére wpisane sg powierzchnie, wycinajgce owe krzywe, styAka]a‘
sie z powierzchnig Kummera, dang wzdtuz krzywej 1zedu 4m ’lfategory1 po-
wyzej wymienionej, ktora z czterema stozkowemi tworzy przekrdj zupeiny po-
wierzchni. . _;

Humbert studyuje dalej ogélne powierzchnie (20), gdzie iun.kcye B
znormalizowane sa rzedu % o charakterystyce zero. Jezeli punkt9w1 na po-
wierzchni odpowiada tylko jeden uktad u, v, wtedy p’owierzc.hma posiada
jedne jedyng catke wszedzie skoficzong (por. usiep 3), t. j. rodzaj geogletrycz-
ny powierzchni jest 1. Taksamo ma sie rzecz, gdy kazdemu pljlnk’[O\lei na po-
wierzchni odpowiadajg dwa uktady wartosci parametrow, mianowicie «, v
i —u, —uv, jak to zachodzi na powierzchni Kummerz‘a; wowcezas Znowi
rodzaj geometryczay jest 1. Gdy kazdemu punktowi pow1er2f:hn1 h.yperelll.a-
tycznej odpowiada tylko jeden uktad u, v, wtedy powierzchnia posiada dwie
catki Picarda pierwszego gatunku (por. ustep 3). ]

Rzad powierzchni hypereliptycanej jest 247, jezeli niema uktadéw T,
dla ktérych funkcye ©; wszystkie znikajg. Tym uktadom w, U, dla.ktorych
wszystkie funkcye réwnoczesnie znikaja, odpowiadajg na powierzchni krzywe
wyjatkowe (Noether, por. Roz. I, ust. 8) jednobiezre. o

Krzywe algebraiczne danego rzedu tworzg jedne rodzine, jezeli si¢ dadza
wszystkie przedstawi¢ réwnaniem

(‘j(l{—)\’ 7_?——-—:1}:0,

gdzie charakterystyka funkcyi 6 jest zero, a X, w sg dwie liczby.sta%e .do-
wolne. Krzywe tej samej rodziny wycinaja na ogdlnej krzywej .te] rodziny
grupy kanoniczne fz,-p, wszakZe wymiar seryi kanonicznej nie }est‘ corl,
gdzie p jest rodzaj krzywej, lecz tylko ocP-3, albowiem na krzywej mamy
dwie catki pierwszego gatunku fdu, fdtv, otrzymujace sig z catek pierw-
szego gatunku Picarda, nalezacych do powierzchmi. _

Humbert bada réwniez powierzchnie dotaczone do powierzchni da-
nej rzedu n—3, to znaczy powierzchnie, ktére w krzywych wielokrotny'ch
i w punktach wielokrotnych powierzchni zachowujg sie zupelnie tak_san.m, jak
powierzchnie dolaczone rzedu m—4. Liczba ich rowna sig rodza]OWl’ prze-
kroju plaskiego powierzchni zmniejszonemu o 1. Humbert l?ada r(')\x{mei
powierzchnie dotaczone dowolnego 1zedu n-tg—4, ¢>0. Liczba liniowo
niezaleznych tych powierzchni réwna sig
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bg(@-Dntgp—1)4 =D =269

wycinajg one na danej powierzchni serye liniows krzywych o

1@—Dn+g@—1—1
parametrach. )

Ogolne twierdzenie Noethera o ,reszcie® (Roz. I, ust. 6) mozna przy
pomocy funkcyi © bezposrednio sprawdzi¢ na powierzchniach hypereliptycz-
nych. Humbert dowodzi dalej twierdzenia, ktére jest specyalnym przypad-
kiem ogdlnego twierdzenia o uktadach powierzchni dotgczonych (por. ust. 20).
Podczas gdy nie wszystkie krzywe dotaczone rzedu n—3 do krzywej pta-
skiego przekroju powierzchni sg wyciete przez powierzchnie dotgczone rzedu
n—3, to natomiast wszystkie krzywe dolaczone rzedu wiekszego niz n—3
sg wycigte przez powierzchnie dolaczone tego samego rzedu.

WidzieliSmy w Rozdziale I, ust. 7 i 10, ze istnieje dwojakie pojecie ro-
dzaju powierzchni, rodzaj geometryczny i rodzaj numeryczny, ktéry pézniej
nazwano arytmetycznym (por. Roz. III, ust. 5). Otéz wlagnie powierzchnie
hypereliptyczne sg przyktadem powierzchni, na ktérych te dwie liczby nie g
sobie réwne, albowiem rodzaj geometryczny réwna sie 1, rodzaj za$ arytme-
tyczny réwna sig — 1. ,

Pordwnywajac ogélng dotychczas rozwinietg teorye ukladéw krzywych
na powierzchniach algebraicznych z wiasnosciami ukladéw krzywych alge-
braicznych na powierzchniach hypereliptycznych, dochodzi Humbert do
kilku waznych wnioskéw. Najprzéd nie wszystkie uktady algebraiczne krzy-
wych na powierzchniach hypereliptycznych wchodza w sktad obszerniejszych
uklad6éw liniowych krzywych algebraicznych. Pochodzi to stad, ze na tych
powierzchniach istnieja dwie catki Picarda pierwszego gatunku [du,
fdwv, ktérych niema na powierzehni Kummera, gdzie wlanie wszystkie
uktady krzywych zawarte sq w ukladach liniowych. Powtére Humbert
stwierdza, ze gdy sie do uktadow krzywych na powierzchniach hypereliptycz-
nych zastosuje wzér Noethera, uogdlniajacy na powierzchni twierdzenie
Riemanna-Rocha dla krzywych algebraicznych (por. Roz. IV, ust. 2), to
gdy zastosujemy to twierdzenie do ukladéw krzywych, wycigtych przez
powierzchnie dolgczone rzedu n-{g—4, okaze sie, ze we wzorze tym na-
lezy uwzgledni¢ réznice migdzy rodzajem geometrycznym a rodzajem aryt-
metycznym, a wiec uwzgledni¢ istnienie calek o rézniczkach zupetnych.
Uwagi te Humberta przedstawia si¢ w jasnem $wietle, gdy w dalszym ciagu
poznamy rezultaty geometréw wloskich w Teoryi powierzchni algebraicznych
nieregularnych (Roz. IV). '

Najnizszy rzad powierzchni hypereliptycznych moze by¢ 6. Humb ert

=
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buduje powierzchnie hypereliptyczne rzedu 8, ktérych powierzchmie dota-
czone rzgdu 4 rozpadajg sig na Cztery plaszczyzny.

Powierzchnie, ktérych punkiom odpowiadaja dwa uktady parametréw
w, v, dadzg sig dwuwymierne odwzorowac na powierzchni Kummera, albo
tez sg to powierzchnie podwdjnie peryodyczne wzgledem kazdej ze zmiennych
z osobna. Powierzchnie te posiadajg wiec tylko jedne powierzchnie dotaczong
rzedu n—4. Posiadajg one p--1 powierzchni liniowo niezaleznych dota-
czonych rzedu n—3. Nareszcie posiadajq teraz

3¢(g—n+gp—1)+2+4@g—1)(¢—2) (g—3)

powierzchni dofaczonych rzedu n4-g—4. W szczegdlnosci bada wreszcie
Humbert powierzchnie rzgdu czwartego, dwuwymiernie odpowiadajace po-
wierzchni Kummera. Miedzy temi powierzchniami wazng jest powierzch-
nia, ktora jest miejscem geometrycznem wierzchotkéw stozkéw, przechodza-
cych przez sze$¢ dowolnych punktéw przestrzeni.

14.  Calki podwdjne drugiego gatunkn na powierzchniach algebraicznych.

W dalszych badaniach Picarda nad teorya calek na powierzchniach
algebraicznych wystepuje nowe pojgcie catek podwdjnych nowego rodzaju
(Pi. 26, 30, P. S. II). Calka podwdijna

JfRx, y, s)dxdy, (22)

gdzie R jest funkcyg wymierng zmiennych x, y, # jest catks drugiego
gatunku, jezeli dla kazdego punktu na powierzchni istniejg zawsze dwie
funkcye wymierne - U, ¥ zmiennych z, y, 2 takie, ze réznica pomiedzy catkg

(22), a calk
(22), a catky H(EF+€Z)dxdy . o
JJ Aex ' ex
jest w okolicy kazdego punktu danej powierzchni skorficzona. W szczegélno-
§ci zatem catka (22) jest catka drugiego gatunku, jezeli sama posiada po-
sta (23).
Picard uwaza najprzéd caltki ksztattu

( Pz, y,2)dzdy
ﬂ'”@—#ﬁ ’

gdzie 2>0, P jest wielomianem o zmiennych &, y, 2. Jezeli powierzch-
nia dana F(z, y, #) =0 nie posiada zadnych osobliwosci, natenczas calke
(22) mozna sprowadzi¢ do postaci

” (BZL%) a dy+_':’n5@%”?)’ dedy, 24)
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gdzie U, V s3 funkcye wymierne zmiennych @, y, 2, ale gdzie Pz, y,?)
i i ianem.
e W(l)e;(i):rlaja‘c sig¢ na tem, dowodzi Pica.rd, Z(; kazdg catke drugiego ga-
tunku na powierzchni, nie posiadajacej osobl_lwos’m,.moinail sprowadznf, do po-
staci dopiero co wypisanej. Jezeli zas pow1erzchmg pOS}ada zwyczajne 0S0-
bliwosci, t. zn. kizywa podwdjng z punktami potréjnemi, wt.edy pow1erzch-
nia Pz, ¥, 8)=0, wystgpujaca we wzorze (24), przechodzi raz jeden przez
wojna.
krzyw&»’pggwofiz?e postuguje sig Picard nastepujacem twierdzenie{n Ca-
stelnuovo (C. 16, por. Roz. III, ust. 6): ,,Uk%a(.i liniowy zupetny pow1erzcl:-
ni dany przez pewne linie-,podstawy* (base.) i pewne punkty-,podstawy“,
t.j. przez linie i punkty, przez ktére powierzchnie u.kladu mu'sz‘q w 'pe-.
wien okreslony spos6b przechodzi¢, wycina na dOWOlHEJ' p_%aszczyzme, jezeli
tylko rzad powierzchni jest dostatecznie wysoki, uktad liniowy krzywych zu-
petny i regularny (por. co do tych poje¢ Roz. Il ust. 2). . ‘
Ot6z gdy rzad wielomianu P(z, v, 2) we wzorze (24) jest dostatecznie
wysoki, wtedy przez dodanie catki ksztattu (23), gdz.1’e U, V sg fu‘nkcyat
mi wymiernemi zmiennych «, ¥, 2, mozna sprowadzm. caikQ'do t{el samej
postaci, ale gdzie wielomian ten P jest tylko rzedu o jednosc mniejszego.
Stad wynika nastepujace twierdzenie podstawowe dla calek druglego gatL.m-
ku: Jezeli catki te nazwiemy liniowo niezaleznemi od siebie, gdy zadna ich
kombinacya liniowa do postaci (23) sig nie sprowadza, wtedy. istnieje ozna-
czona liczba p catek drugiego gatunku Iy,..., I, od siebie niezaleznych ta-.
kich, ze kazda inna catka drugiego gatunku daje si¢ przedstawi¢ w postaci

" 2U AV
1111+....+ap1{,+u{f (%Jr-@) dw dy,

gdzie « sg pewne state (P.S.1I). Rzad p wielomianu P spetnia nieréw-
08¢

s p<2m—4,

jezeli powierzchnia jest zupetnie ogdlna danego rzgdu m, ale nie kazda catka

postaci

ﬁ I% dz dy : (25)

jest catkq drugiego gatunku. Przedewszystkiem rzad wielomianu P musi
by¢ wigkszy, anizeli liczba m—4. Nastgpnie musi by¢ spetnionych 2z-+-m—1

warunkéw, aby ta catka byla drugiego gatunku, przyczem = jest rodzajem,

przekroju ptaskiego powierzchni. .
Caltki drugiego gatunku, taksamo jak catki pierwszego gatunku, posia-
daja whasno$¢ niezmiennosci wzgledem przeksztatceri dwuwymiernych, przy-
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czem przeksztatcenia te mogg by¢ zupetnie dowolne, a wigc moga wprowa-
dza¢ lub usuwac krzywe wyjatkowe.

Picard podaje przyktad powierzchni, przedstawiajgcych pary punktéw
dwéch krzywych algebraicznych:

w(z, =0, ¢ ( §) =0,

P=R(a, 54 ), y=BRy(a, [ o, ¥), 2=R (s, §; o, F).

Jezeli catki
SR, B)d=, S8, &) da,
wzigte po pewnych cyklach C, C', nie sg funkcyami algebraicznemi spétczyn-
nikéw réwnart ¢ =0 i ¢ =0, ale sg funkcyami pizestepnemi tych spélczyn-
nikéw — co z pewnoscig w ogélnym przypadku zachodzi¢ bedzie — wtedy
catka podwoéjna :
IR (=, ) 8, ¥) du dot,

wzigta po dwuwymiarowem kontinuum, odpowiadajacem cyklom C, ¢, nie
redukuje si¢ do postaci (23). Mozna catki drugiego gatunku zdefiniowaé
inaczej. Uwazajmy catke
Jr Rz, y, 2)dzdy;
niechaj dla krzywej
2=8(x, ¥, =zlx, =0

funkcya wymierna R staje sie nieskoficzong. Uwazamy y jako parametr,
i niechaj rezyduum funkcyi wzdtuz krzywej powyzszej R bedzie v (x, y). Re-
zyduami catki nazywamy wowczas peryody cykliczne i polarne catki Abela.

271 [y (=, y) dy.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby catka powyzsza byla dru-
giego gatunku, jest, by wszystkie rezydua dla wszystkich krzywych na po-
wierzchni, wzdhuz ktérych funkcya B staje sie nieskonczong, byly zerem.

Picard okazal dalej, ze m—1 warunkéw, dotyczacych punktéw w nie-
skoficzonosci, potrzebnych na to, aby catka podwéjna byla drugiego gatunku,
sa zawsze same przez sig spelnione (Pi. 30, P. S. II).

Tak wiec tylko 2= warunkéw musi by¢ spelnionych, aby catka ksztattu

. (25) byla drugiego gatunku. Zresztg mozna doj$¢ do zupelnie tego samego

rezultatu, rozwazajac réwnanie rézniczkowe E, ktéremu, jak wiemy, czynig
zadosy¢ peryody cykliczne i polarne catki

P(z, y, ) dx

Prace mat.fiz.,, t. XXIIL 9
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. 15.- Cafki Picarda o réimiczkach zupelnych trzeciego gatunku. Twierdzenie
podstawowe Picarda w teoryi tych catek. [fiezmiennik p Picarda w teoryi tych
coek W pracy podstawowej dla calego rozwoju dalszego teoryi powierzchni
algebraicznych (Pi. 29, P. S.1I) przeprowadzit Picard bardzo wazne ba-
dania nad teorya catek o rézniczkach zupetnych trzeciego gatunku.

Uwazajmy wigc powierzchnie o zwyczajnych osobliwosciach (krzywa
podwdjna, punkty potréjne). Uwazajmy krzywg na powierzchni C rzedu d:

z=E(z, 1), Az, y)=0;

mozna znales¢ catke Abela trzeciego gatunku I, nalezacg do kizywej
F(z, y, §)=0, kitéra w d punktach M,, M,,..., M przecigcia krzywej
tej z krzywa C posiada d punktéw logarytmicznych o peryodach polar-
nych -1, za$ w nieskoficzonosci posiada, a mianowicie tylko w jednym z m
punktéw, punkt osobliwy logarytmiczny o peryodzie —d.

Catka ta posiada 2p-}-1 peryodéw (p rodzaj przekroju plaskiego)
0y, Og,..., 02y, 1. Jezeli y opisze kontur zamknigty, otrzymujemy naste-
pujace podstawienie peryodéw

ofp =l oty egp et
9

2
o'gp=m oy L ) wgy - plD),

1=1.

Spétezynniki catkowite m nie zalezg od obioru krzywej C, natomiast
zalez od tego obioru liczby catkowite p.. Punkty osobliwe catek o nie za-
leza tez od krzywej C. Sa to, jak wiemy punkty, ktérym odpowiada rodzaj
kizywej C mniejszy niz p.

Uwazajmy teraz 2p calek drugiego gatunku Jy, Jy,..., Ja, liniowo
niezaleznych i utwérzmy A calek I,, I,..., I, trzeciego gatunku, nalezacych
do krzywych logarytmicznych Oy, Cy,..., C.. Przypu$cmy, ze 2p peryo-
déw cyklicznych pewnej catki Abela

2 N
i w4 2 el 26) .
i=1 =1

nie zalezy od ¢, przyczem ay, Gy, ..., G, 54 funkcyami wymiernemi zmien-
nej y, za$ c; sg -statemi. Przypusémy, ze do catek I, I,,..., I, nalezg
odpowiednio uktady 2p liczb poprzednich p®, (i=1, 2,..., 2,), a miano-
wicie p®, v®,, .., 20, (=1, 2,..., 2p). Jezeli peryody cykliczne catki

icm

{51y Postepy Teoryi powierzchni algebraicznych. 101

(26) nie zaleza od y, natenczas, nazywajac je Ki,..., Kap, mamy:
Ki=m K - .. A miy Kyt op w4 L et (=1, 2,..., 2p). (27)

Jezeli istniejq liczby K;i ¢;, czynigce zado§é tym réwnaniom dla wszystkich
punktéw osobliwych, wtedy mozna znales¢ funkcye wyzej wymienione wy-
mierne @.

Przyréwnajmy peryody catki (26) odpowiednio do K, K, ..

B =K,

gdzie E; sa to wyrazenia na peryody, utworzone dla catki (26). Z powodu
odpowiedniego obrania wielkosci K; funkcye @, obliczone z réwnaril powyz-
szych, nie zmienig sig, gdy y opisze kontur zamkniety, gdyz uklad réwnag,
na ktéry ukiad powyzszy przejdzie

.y Kgpl

(=1,2,..., 2p),

] My By ... iy By e p® L b e =E,,

l me B ... —{—'mgg By 40, pP0F L a® = K,

jest rtéwnowazny uktadowi pierwotnemu.

Teraz zupelnie taksamo, jak dla catek o rézniczkach zupelnych pierw-
szego i drugiego gatunku, tworzy sie catke

SRdx4Sdy, (28)

gdzie [ R (z, y, 2) dx jest catka Abela, otrzymang w sposéb powyzszy,
funkcya za$ S ma ksztatt:

z. 8

10 < [
S:E — Zl / Rz, v, &) dz, F(x,, ¥, 2)=0.

3y
Catka (28) moze jeszcze, précz krzywych Ci, ..., C,, posiada¢ krzywg loga-
rytmiczng w nieskoriczonosci; zresztg niektére z liczb ¢ moga sie réwnaé
Zeri.

Ot6z jezeli teraz bedziemy uwazali jedng krzywg C,, natenczas moze
sie zdarzy¢, ze nie dla kazdej krzywej nieprzywiedlnej O, bedzie mozna uczy-
ni¢ zado$¢ réwnaniom (27), przyjmujac na ¢, wielko$c od zera odmienna, za$
na inne liczby ¢ warto$¢ zero. Taksamo moze sig zdarzy¢, ze do tej krzywej
bedzie mozna dolaczyé¢ drugg taks krzywg C,, tak ze tylko ktadac ¢;==¢,=0,
bedzie mozna spetni¢ réwnania (27), przyczem A=2. Ale widoczna, ze be-
dzie istniata taka liczba X, ze wprawdzie bedzie istniat taki ukiad krzywych
Cy, Cy,..., G, iz bedzie mozna uczyni¢ zado§¢ uktadowi réwnar (27) tyl-
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ko kiadac ¢, =c,=...=0,=0, ale gdy sie do tego uktadu X krzywych
dotaczy dowolng krzywe Ciy1, wowczas zawsze bedzie mozna uczyni¢ zado$§¢
uktadowi réwnail (27), przyjmujac na ¢y liczbg od zera odmienng. Wow-
czas niema catki Picarda trzeciego gatunku, ktdrej krzywe logarytmiczne
nalezalyby tylko do ukfadu owych X krzywych Ci, ..., G i kizywej w nie-
skoriczonosci; ale jakakolwiek bytaby A-1-sza krzywa Ohy1, istnieje catka
Picarda, kidrej krzywa logarytmiczng jest ta krzywa Chi1, madto krzy-
wemi logarytmicznemi mogg by¢ albo wszystkie krzywe albo tylko niektére
krzywe uktadu C,,..., Ci wraz z ewentualnie z krzywg w nieskoriczonosci.
To twierdzenie jest wiasnie fundamentalnem twierdzeniem dla ca-
tek trzeciego gatunku Picarda.

Mozna to twierdzenie tak zmodyfikowaé, by w wystowienie jego nie
wchodzita weale krzywa w nieskoficzonosci. Istnieje pewna liczba p taka,
ze nie ma catki, ktérej krzywemi logarytmicznemi bytyby pewne krzywe
C,, Cy,..., G, i zadna inna krzywa, przyczem nie wszystkie krzywe tego
uktadu musza by¢ logarytmicznemi; ale mozna dofgczywszy do ukladu krzy-
wych Cy, G,,..., (', dowolna krzywa C,11, znales¢ catke tak, aby fakt po-
wyzszy zachodzit dla krzywej C,y1, ktéra ma by¢ logarytmicznag, i dla uktadu
Ci,..., C,, w ktérem albo wszystkie krzywe albo tylko cze$¢ sg logarytmicz-
ne. Liczba p nie jest niezmiennikiem bezwzglednym, lecz zmienia sig, gdy
powstaja lub znikajg na powierzchni krzywe wyjatkowe. Ale Castelnuovo
i Enriques okazali w pracy, o ktérej w Rozdziale Il bedziemy mowili,
(C. E. b), ze, zwyjatkiem powierzchni przeksztatcalnych dwuwymiernie na po-
wierzchnie prostokreslne, w kazdej klasie powierzchni dwuwymiernie réwno-
waznych istniejg powierzchnie bez krzywych wyjatkowych. Na tych po-
wierzchniach liczba p jest niezmiennikiem w zupeinosci okreslonym.

Podstawows jest kwestya (ktéra jednak dopiero Severi rozwigzat
w zupelnosci, por. Roz. IV, ust. 6), czy istnieja powierzchnie posiadajace
p,=1, ale ktérych calki trzeciego gatunku nie wszystkie si¢ sprowadzajg
do kombinacyj algebraiczno-logarytmiczuych:

4 log By (e, y, &)+ P(z, ¥y, #),

gdzie R, P sg wymierne wzgledem zmiennych 2, y, 2. Jezeli napowierzch-
ni danej wszystkie catki trzeciego gatunku sg algebraiczno-logarytmiczne,
wtedy, jezeli dowolnie obierzemy p-}-1 krzywych na powierzchni, istnieje
funkcya wymierna, ktorej zera i mieskoiriczonosci sg tylko potozone wzdiuz
pewnych z tych krzywych z pewnemi wielokrotnosciami (Pi. 32, P. S. II).
Jako przyktad, podaje Picard powierzchnie Kummera, badang przez
Humberta (ust. 13).  Humbert okazal, jak widzielismy, ze wszystkie
krzywe na powierzchni sg parzyste rzedu 2d tak, ze istnieje powierzchnia
rzedu d styczna do powierzchni Kummera wzduz tej kizywej i zreszta jej
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nie przecinajgca. Zatem mamy tu p==1. Picard bada dalej inne przy-
ktady dla teoryi ogélnej, a mianowicie catki rézniczek zupetnych powierzchni

#=r(x) F(y),

ktére sig wszystkie sprowadzaja do kombinacyj algebraiczno-logarytmicznych,
i catki dla powierzchni
=P (),

gdzie wielomian P (y) jest rzedu m, ktorej catki réwniez sprowadzajq sig do
kombinacyj algebraiczno-logarytmicznych.

16. Isiczba catek podwdjnych drugiego gatumku liniowo miezaleingch. Wzdr
fundamentalny Picarda.

Przechodzimy do podania rezultatéw Picarda, dotyczacych wyznacze-
nia liczby liniowo niezaleznych catek podwdjnych drugiego gatunku (Pi. 32,
P. S.1I). Przedewszystkiem, gdy catka

, " @@, 9,2

@y, 0 “EO

gdzie wielomian @ (x, y, 2) znika na krzywej podwéjnej powierzchni, jest

ksztattu .
I Ga+sy) awaw

wtedy funkcye wymierne 4, B zmiennych x, 7, # s ksztattu

i U@ 4,2

Viz, vy, 2
T 9Go . g E T

T 9Ge .. e R
gdzie UiV sg wielomiany zmiennych z, 2 ze spélczynnikami wymiernemi
wzgledem y; dalej

g G, P

¥

sg wielomianami zmiennych z, y, przyczem g jest rzutem pozornego kom-
turu powierzchni na plaszczyzng z, y, za$ G jestrzutem krzywej podwéine;

na tg samg plaszczyzne. Funkcye —TC'TTT, g znikajg na krzywej podwdjnej,

LU 7
funkcye zas ralry na konturze pozornym. Otéz wyrazenia na 4, B da-

dzg sig przedétawic’ w ksztatcie prostszym:

M@, oy, 2
i+ gg._l.F,”

p—_N@ ¥y, 2

Gy o gp,_l.Ffl,

4=
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gdzie M i N sg wielomiany o zmiennych x, 2, znikajace na IZ:rzywej podwo’j.-
nej, zas gy, .- ., go—1 53 rzuty krzywych Cy,..., G spelma]afcych warunki,
o ktérych w poprzednim ustepie byta mowa; nareszcie stosunki

M N
g’ [’H

znikaja dla dowolnego y tylko wzdtuz krzywych C;. Kizywe Cy,..., G
wraz z krzywa w nieskoriczonosci (ewentualnie) i ewentualnie wraz z krzywe-
mi polozonemi na plaszczyznach y = const. sg jedynemi krzywemi 1ogarytr
micznemi, ktére catka trzeciego gatunku oprécz krzywej dowolnie obranej
moze posiada¢. Na podstawie tego okazuje Picard, ze do kazdej krzywej
C; mozna znales¢ wielomian Qs (z, v, 2) taki, ze calka

i > Y, B

¢@, ¥, ?)

sprowadza sig do postaci (23) i taki, ze kazde inne wyrazenie T ,

sprowadzajgce sig do tejze postaci, jest ksztattu:

Ao g 2 oy o)

gdzie liczby 4 sg stale, zas U, V sg wielomiany o zmiennych «, # wymier-
ne wzgledem y, znikajace na krzywej podwdijnej. Stad wynika,- ze kazda
catka ksztaltu (25), gdzie P znika na krzywej podwéjnej, do ktérej to catki
przez odjecie catek (23) sprowadza sig kazda catka drugiego gatunku, spro-
wadza sie znéw do ograniczonej liczby catek ksztattu

[[ M,‘({L‘, Y, Z) dz dy
¥4 ’
gdzie wielomiany M;(z, y, 2) znikaja na krzywej podwdéjnej, przez odjecie
calek ksztattu - -
)
I 15 (el 55 ()] a2 0w

U, V sg wielomiany o zmiennych , #, znikajace na krzywej podwoj-
nej, wymierne wzgledem y. Catka ogélna (25), niekoniecznie drugiego ga-
tunku, ma 2p rezydudw na linii w nieskonczonosci na powierzchni.- Mozemy
utworzy¢ 2p catek Jy,..., Jy, takich, ze wyznacznik rezydudw tych calek
jest od zera odmienny, i odejmujac catke
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2p
D A4,
i=1

gdzie 4; s liczby state, od catki (25), otrzymujemy catke drugiego gatunku.
Mozna zatem znales¢ pewna oznaczong liczbe s calek ksztatty

Pz, y, 2
/f — g dedy,

tak ze kazda catka ksztaftu (25) da sig przedstawi¢ w postaci:
N Pi(x,y, 8, R ATEN A
2w )| R arav ([ g5 (] oz v
Uwazajmy znéw catke pierwszego gatunku

z, Y, 2
([ 9609 4 g,

i nalezace do niej réwnanie Fuchsa (Pi. 34, 36, P. S. 11).

Jezeli by,..., by s punkty krytyczne réwnania, przyczem N jest klasg
powierzchni, wiedy do kazdego punktu nalezy catka (peryod catki Abela)
Q; (y) holomorficzna dla punkiu &; i taka, ze pewna druga calka réwnania
nieholomorficzna w punkcie 4; rosnie 0 9, (y), gdy y opisze droge zamknieta
okoto b;. Gdy wigc y opisze tor zamkniety, mamy:

D mQy) =0, (29)
gdzie m; sa liczby catkowite, za$ warto$cig catki
{ o(y) dy
na tym torze jest ’ .
E m; / U (y) dy, (30)

by
gdzie @ jest punktem dowolnym. Na odwrét, gdy zachodzi tozsamosc (29),
istnieje cykl dwuwymiarowy catki podwdinej taki, ze wartosé catki po tym
cyklu dana jest przez wzér (30).

Ot6z teraz uwazajmy dowolny cykl powierzchniowy, potozony catkowi-
cie w skoriczonosci. Cykl ten mozemy utworzy¢ przez odksztatcenie cyklow
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peryodéw o (y) catek réwnania E Picarda. Jezeli réwnanie E jest nie-
przywiedlne, wtedy funkcye @ (y) liniowo niezalezne sg ‘w liczbie 2p
(p jest rodzajem przekroju plaskiego). Nalezg one do 2p z punktéw oso-
bliwych réwnania E w liczbie N (N jest klasa powierzchni). Dochodzimy
stad do rezultatu, ze liczba peryodéw wynosi najwyzej N —2p. Ale Picard
uzupetnia ten rezultat dalszym rezultatem, orzekajacym, ze liczba peryodéw
jest najwyzej. N—4p; odnosi si¢ to do takich catek pierwszego gatunku po-
dwdjnych, ze dla dowolnego stalego y mamy calke pierwszego gatunku
Abela. Jezeli teraz bedziemy uwazali dowolng catke podwdijng

[ P@9,2 4,4,
wtedy odpowiadajgca jej catka Abela

"Plx, ¥, 2)
J (F; S de

posiada 2p--m —1 peryodéw, z ktérych m—1 wielomianéw y odpowia-
dajacych punktom w nieskoficzonoéci; zatem mamy N—2p— (m—1) pe-
ryoddéw catki podwéjnej. N—4p—(m— 1) z tych peryodéw odpowiada cy-
klom potozonym catkowicie w skoriczonosci.

Dla catek podwéjnych drugiego gatunku otrzymujemy stad twierdzenie,

ze warunkiem dostatecznym, aby wyrazenie ol dato sig sprowadzi¢ do ksztaltu

34 3B
3z "oy
jest, by wszystkie peryody catki

IF § s

byly zerem. Twierdzenie to jest prawdziwe dla dowolnej wartosci liczby p,
a dla wartosci liczby p=1 warunek powyzszy jest i konieczny. Stad otrzy-
mujemy liczbg catek drugiego gatunku p,, nie zaleznych liniowo na po-
wierzchni, dla ki6rej mamy p==1. Dana jest ona przez wz6r fundamen-
talny Picarda:

po=N—4p— (m—1) (81
i réwna sie liczbie peryodéw catki podwdjnej, potozonych catkowicie w skori-

czonoscl. Jezeli powierzchnia posiada liczbe p>1, wtedy liczba p, zmniej-
sza si¢ 0 p—1 i mamy wéwczas wzér:

fo=N—4p—(m—1)—(p—1). (32)
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Liczba p, jest niezmiennikiem bezwzglednym.

Jezeli jednak tylko b < 2p funkeyj @; jest liniowo niezaleznych, na-
tenczas nasza powierzchnia posiada 2p — 7 calek o rézniczkach zupetnych
drugiego gatunku.

Mozna tez warunek, aby powierzchnia posiadata 7 =2p —n catek
o rézniczkach zupelnych drugiego gatunku, wyrazi¢ w innej postaci:

»Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby powierzchnia posiadata 7
calek drugiego gatunku jest, by réwnanie E bylo spetnione przez » wielo-
mianéw y liniowo niezaleznych®.

Uwazajmy teraz dowolng catke (25), przyczem P przechodzi przez krzy-
wa podwéjng. Woéwczas mamy réwnanie rézniczkowe B rzedu 2p+m—1,
ktérego m—1 catkami sq wielomiany. Otéz warunkiem koniecznym i do-
statecznym, aby powierzchnia posiadata » calek liniowo niezaleznych, jest, by
2p-m —1—r calek ©; bylo liniowo niezaleznych. Otrzymujemy stad
twierdzenie, ktdre jest rozszerzeniem twierdzenia poprzednio podanego i daje
liczbg peryodéw catki (25) w przypadku, gdy powierzchnia posiada r catek
drugiego gatunku. Poniewaz w liczbie funkcye @; 2p+m—1—y sg
liniowo niezalezne, wiec catka ta ma

N—2p—(m—1)—r
peryoddéw. .

Otrzymujemy stad liczbg warunkéw na to, aby catka dana, gdzie funkcya
P przechodzi przez krzywe podwdine, byta drugiego gatunku. Mianowicie
liczba ta warunkéw wynosi 2p -— r, jezeli powierzchnia posiada r cafek Pi-
carda drugiego gatunku.

Mozna teraz rozszerzy¢ wzor (32), otrzymany w zatozeniu, ze powierzch-
nia nie posiada catek Picarda drugiego gatunku na przypadek, kiedy po-
siada r takich catek. Wowczas mamy wzér

bo=N—4p—(m—1)42r —(p—1). ®3)

Jezeli powierzchnia posiada d punktéw stozkowych odosobnionych, na-
tenczas we wzorze (32) nalezy zastapi¢ N przez N d i otrzymuje sie wzér

ogodlniejszy
pp=N4d—4p —-(mn - 1)+ 2r—(p—1). 34)

Uwazajmy teraz dwie powierzchnie F, w ten sposéb odpowiadajace so-
bie dwuwymiernie, ze na powierzchni F' mamy A4 punktéw fundamentalnych
przeksztalcenia, prostych punktéw powierzchni albo punktéw podwéjnych,
na powierzchni za§ F’ mamy 4’ punktéw fundamentalnych. Natenczas

mamy
p+F=¢ -+ F,

Prace mat.-fiz, t. XXIIL 10
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a stad otrzymuje sie zwigzek
N4+d—4p—~ (m—1)+F=N'+d —4p—m—1)4F'. (35

Otéz, jak widzielismy (Roz. I, ust. 10), mamy niezmiennik dwuwymierny

arytmetyczny
W—2a+3n+Ep=mn'—2a¢ +3n +Zp,.

(n rzad powierzchni, n/ klasa powierzchni, @ rzad stozka stycznego do po-
wierzchni z dowolnego punktu, teraz

a=m(m—1)y=2(m - 1)-+2p).

Zwiazek zatem powyzszy Rozdziatu I napisze sie przy obecnych zna-
kowaniach w postaci

N—(m—4)—4p4Su=N'=(n—4) — 4p' + S/, -

czyli jest to zwigzek tensam, co (35), bo do Ly wliczaja si¢ précz punktow
fundamentalnych F tez punkty podwéjne odosobnione, podwéjnie liczome,
w liczbie d. Liczby ¢, p, zalezg od natury arytmetycznej powierzchni, nie-
tylko od jej krzywych i punktéw wielokrotnych. I tak ogélna powierzchnia
rzedu wigkszego lub réwnego 4 (N. 12, 13) posiada tylko krzywe algebraicz-
ne, kiére sg przecigciem zupelnem powierzchni inng powierzchnia algebra-
iczng, wigc na takiej powierzchni mamy:

p=1, po=(m 1)(m*—3m-3).

Ale nje kazda powierzchnia bez punktéw osobliwych rzedu wiekszego
od 4 lub réwnego 4 posiada p=1, a wiec i liczba p, nie ma wartosci statej.

17. lDiczba catek Picarda pierwszego i drugiego gatunku. Zwigzek pod-
stawowy.

Liczbg catek pierwszego i drugiego gatunku na powierzchniach al-
gebraicznych zbadali dopiero matematycy wioscy, opierajac sie na teoryi
uktad6éw algebraicznych krzywych na powierzchniach algebraicznych, o czem
bedziemy méwili w Rozdziale czwartym, referujgc odno$ne prace Castel-
nuovo, Enriquesa i Severi’ego, w zwiazku jednak z wyktadem dotych-
czasowym rezultatéw prac Picarda podamy juz tu jego rezultaty; uzyskane
znacznie pbZniej w tej samej kwestyi liczby catek pierwszego i drugiego ga-
?ngufln)etodami, ktére byly zreferowane w ciggu tego Rozdziatu (Pi. 41, 42,

Picard opiera sig znowu na réwnaniu rézniczkowem E, dowodzac na-
stgpujacego twierdzenia, ktére udowodnit pierwszy Severi (S. 8, 11): ,Po-
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wierzchnie regularne, t. j. powierzchnie, ktdrych rodzaj geometryczny réwna
sig rodzajowi arytmetycznemu, nie posiadajg catek Picarda pierwszych
dwdch gatunkéw*.

Dowéd Picarda opiera sie zreszta na twierdzeniu geometrycznem
Castelnuovo, ze na powierzchniach regularnych dotaczone powierzchnie
dowolnego rzedu wycinajq na dowolnym przekroju plaskim uklad zupetny
krzywych dotaczonych krzywej plaskiej przekrojowej. Dalej opiera sig Pi-
card na wiasno$ci peryodéw catek Abela (Picard ,Sur la détermination
du nombre des périodes des intégrales abéliennes® B. S. M. 1883), ze liczba
peryodéw pewnej liczby liniowo niezaleznych calek Abela nie moze byé
mniejsza od podwdéjnej liczby tych catek.

Picard wyznacza dalej liczbe calek pierwszego i drugiego gatunku
w sposob nastgpujgcy. Jezeli ukfad powierzchni dotgczonych rzedu m—3
wycina na dowolnym przekroju ptaskiej powierzchni uklad liniowy krzywych
oo?-n—3~1 dolaczonych przekroju plaskiego rzedu m-—3, natenczas mamy
nieréwnosé:

=< 20,,_3.

Ale poniewaz (Roz. Iil, ust. 5) zachodzi nier6wnosé
Wy —3 =—<. Pg — Pa,
wiec otrzymuje sig stad nastepujgcg nieréwnoscé zasadnicza

k2

I

2 (g — 1) (36)

gdzie 7 jest liczbg catek Picarda pierwszego i drugiego gatunku. Liczba
ta jest, jak okazuje Picard, parzysta.

Liczba 7, catek Picarda pierwszego gatunku spelnia nier6wnosé

l\')| =

Ty

IA

a wigc mamy:
¥o = Py — Pas

Nareszcie w zwigzku z temi pracami Picarda jest jego nastepujacy
wazny rezultat (Pi. 43, P. S.11) o seryach grup punkiéw, wycietych na
krzywej plaskiej przekrojowej powierzchni. Mianowicie powierzchnie dota-
czone rzedéw = m — 2 wycinaja na dowolnym przekroju praskim ukiady zu-
pelne grup punktéw, wycietych przez krzywe dotaczone plaskie tych samych
rzedéw. A wige liczba o, dla kazdej powierzchni algebraicznej réwna sig
Py —Pa, mianowicie ze wzoru Enriquesa (Roz. I, ust. 5)
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-1

Dyg— Pa= Z O

m—3
i ze wzoru poprzedniego
P = 20m3
wynika natychmiast:
= 20p-3 = 20— Do,

ale poniewaz, jak zobaczymy w Rozdziale IV, zachodzi zwiazek, odkryty przez
Castelnuovo, Enriquesa i Severi'ego i o ktérym wtasnie przed
chwilg byla mowa

7= 2(Py — Da),
wiec stad natychmiast wynika:

Py —Po == Opm—3, (37)

co wyraza whadnie, ze tylko powierzchnie dofaczone rzedu m—3 moga na
krzywej ptaskiej wycinaé serye punktéw niezupeing. ’

18. Poglad na rezultaty nzyskane drogg przestepng przez Picarda.

Badania Picarda, wylozone w obecnym Rozdziale, wyswietlity zwigzek
migdzy koneksyg powierzchni w sensie Analysis situs i miedzy jej catkami
pojedyficzemi i podwéjnemi Badanie tych catek doprowadzito do kilku no-
wych niezmiennikéw, jednych z nich dopiero p6Zniej zrozumiano znaczenie
geometryczne, znaczenie geometryczne innych dotgd nie jest znmane. Po-
teznym $rodkiem badania okazalo sie pewno réwnanie rézniczkowe liniowe
klasy Fuchsa. Uwiericzeniem tych badan jest otrzymanie pewnego wzo-
ru, taczacego nowe niezmienniki p, p, z charakterami rzutowemi powierzch-
ni lub—co na jedno wychodzi — z pewnym niezmiennikiem liczbowym
powierzchni, otrzymanym juz przez Zeuthena i Noethera. Widzielismy
jednak, ze szereg pytan, tyczacych sig zaréwno calek pojedyriczych pierwsze-
go, drugiego i trzeciego gatunku, jak i catek podwdjnych drugiego gatunku
ppzosta} w tych badaniach bez odpowiedzi. Wspomnielismy tez juz, ze do-
piero na drodze geometrycznej uzyskano uzupelnienie rezultatéw Picarda
a mianowicie gléwnie geometrzy wloscy kombinujac metody funkcyjno-te-’
ogetyczne i geometryczne, odpowiedzieli na szereg z tych pytad. Jak wspom-
nieli§my, badania te bedg przedmiotem wywodéw Rozdziahi IV, wprzéd jed-
ﬂfik musimy w Rozdziale Il poznaé teoryg uktadéw liniowych na powierzch-
niach algebraicznych, ktérg, nawigzujac do prac Noethera, ugruntowali
geometrzy wioscy w ostatniem dziesigciolecin ubiegtego stulecia.
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ROZDZIAL IIL

Rozwdj Teoryi ukladéw liniowych krzywych

algebraicznych na powierzchniach algebraicznych,

ktéry zawdzieczamy geometrom wloskim. Prace
Castelnuovo i Enriquesa.

1. Wstep.

Widzielismy w poprzednim Rozdziale, ze badania przestgpne matematy-
kéw francuskich doprowadzity do odkrycia pewnych wlasnosci uktaddw linio-
wych i ogélnych uktaddéw algebraicznych na powierzchniach algebraicznych.
Natomiast badania czysto geometryczne, rozpoczete przez Noethera nad
temi ukladami krzywych doznalty po jego pracach diugiej przerwy. W la-
tach osiemdziesiatych rozwija si¢ natomiast Teorya uktadow liniowych
krzywych na ptaszczyznie we Wioszech, a rozwijaja ja Jung, Ber-
tini, Guccia i wielu innych. Teorya ta bada te uklady, redukujac je do
pewnych typ6w kanonicznych. Z poczatkiem ostatniego dziesieciolecia ubie-
gtego stulecia nadaje Castelnuovo Teoryl tej nowy kierunek i potezny
rozw6j, wprowadzajac do niej geometrye na krzywych algebraicznych, stwo-
rzong przez Brilla i Noethera (Lit.). W ten sposéb wprowadza nowe
podstawowe pojecia dla ukladéw liniowych krzywych na ptaszczyinie i r6w-
noczesnie stosuje te teorye do badania pewnych powierzchni, posiadajacych
pewne uklady krzywych, a dajgcych sig dwuwymiernie odwzorowaé na pla-
szczyZnie.

Analogicznie do tej Teoryi stwarza niedtugo potem Enriques teoryg
og6lng geometryczng ukladéw liniowych krzywych na ogdlnych powierzch-
niach algebraicznych, teorye, ktdéra wysuwa sie na pierwsze miejsce w calej
Teoryi powierzchni algebraicznych i daje podstawe do $wietnego rozwoju Te-
oryi tych powierzchni we Wioszech, tak dalece, ze odtad Teorya powierzchni
algebraicznych przechodzi prawie zupeinie w rece Wiochéw.

Chociaz przedstawienie teoryi rozwojéw ukiadu liniowych krzywych al-
gebraicznych na plaszczyZnie nie jest weale przedmiotem niniejszego referatu,
jednakze z koniecznosci musimy krétko wylozy¢ podstawowe jej pojecia.
Strescimy w tym celu gtéwna prace Castelnuovo w tej teoryi (C. 1).

2. Podstawowe pojecia w Teoryi nkladn krzywych na plaszczyinie. Tresc
pracy ,,Ricerche generali sopra i sistemi lineari di curve piane** Castelnnovo (1891).

Uktadem lini owym krzywych algebraicznychrzedu n, przechodza-
cych przez punkty 4; z wielokrotnosciami v; przepisanemi, wirtualnemi,
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nazywa sig¢ uktad wszystkich krzywych, spelniajacych te warunki. Uktad
ten moze procz punktéw 4, posiadac jeszcze innme punkty state, wspéine
wszystkim krzywym uktfadu, pojedyrficze lub wielokrotne. Wymiarem
wirtualnym = tego uktadu nazywa si¢ wymiar jego w ten sposéb obliczony,
jak gdyby warunki przejscia krzywej uktadu przez punkty 4, byty wszystkie
od siebie niezalezne. Wymiar ten moze by¢ réwny Iub mniejszy od wy-
miaru prawdziwego %, wymiaru istotnego uktadu; réznica tych liczb na-
zywa sig nadmiarem (sovrabbondanza) uktadu.

Uktadem dotaczonym (sistema aggiunto) pewnego rzedu do
uktadu danego nazywa sig uklad liniowy krzywych pewnego rzedu, kidre
przechodza vi— 1 razy przez punkt 4;, bedacy dla krzywych uktadu danego
1zedu n punktem wirtualnym ve-krotnym. Uklady dotaczone rzedu n—3,
gdzie n jest rzedem krzywej, sq najwazniejsze. Wymiar tych ostatnich ukta-
déw, powigkszony o jednos¢, nazywa sie, jezeli jest wirtualnie obliczony,
rodzajem wirtualnym, jezeli za§ jest istotnie obliczony rodzajem
istotnym danego uktadu krzywych.

Stopniem wirtualnym, (grado virtuale) ukltadu nazywa sig

liczba
nt— Z 7 1)
punkidw przecigcia dwéch krzywych uktadu oprécz punktéw wirtualnych.
Stopniem istotnym (grado effettivo) d nazywa sie liczba istotna ru-
chomych punktéw spotkania dwéch krzywych ukladu.
Uwazajmy dwie krzywe algebraiczne, nalezace do dwéch réznych ukta-
déw liniowych, oznaczajgc indeksami 1, 2 liczby charakterystyczne obu

uktadoéw. Liczbg wirtualng I punktéw przeciecia ruchomych obu krzywych
nazywamy liczbe

I=n0n® — 3 \0y® @

Przeksztalcajac teraz uktady liniowe za pomocg przeksztatcen dwuwy-
miernych ptaszezyzny, otrzymujemy twierdzenia, wyrazajace niezmiennosci
powyzszych liczb charakterystycznych wzgledem tych przeksztatcen. Nazwij-
my grupg punktéw A na pierwotnej ptaszezyznie grupg punktéw 4; powie-
kszong o grupg punktéw fundamentalnych przeksztalcenia, nie bedgcych
punktami 4;; nazwijmy dalej grupg 4% punktéw grupe, ktérg na przeksztat-
conej plaszczyznie tworzg punkty fundamentalne tej plaszczyzny i punkty nie
bedace fundamentalnemi, na ktére punkty 4; pierwotnej ptaszczyzny przecho-
dza. Natenczas liczby

kEy %, py=wy 8, T

sg niezmienne w przeksztalceniu, t. j. réwnajg sie liczbom na ptaszczyinie
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przeksztatcone], jezeli te liczby tak obliczymy dla punkféw A*, jak naI pier-
wotnej ptaszczyznie dla punktéw 4. Nadto p.roste, k-tore A przeksztarcelzu
odpowiadajg punktom fundamentalnym 4, nie nalezacym do punlétow é,
nalezy razem z krzywemi przeksztatconemi krzywych dq&qczonych rzedu n—
danego uktadu uwaza¢ jako krzywe dofgczone rzedu n*—3 uktadu, otrzyma-
nego przez przeksztatcenie ukiadu danego krzywyf:h. ' . .

Pojecia powyzsze, utworzone dla krzywych nieprzywie din y cd 1, moh
na w ten sposGb uogdlnic, aby sig stosowaty do krzywych przywiedinyca.
A mianowicie uwazajmy krzywe przywieding

C=C0 10O,  CO,

mozemy wéwczas liczby dajace charaktery wirtnalne }uzywyc.h C wyra;(i{;f
przez liczby dajace charaktery wirtualne krzywych nieprzywiedlnych

w spos6b nastepujacy:

1
7:2+ZL;J: li./’ Z'<'7’ (3)
i=1 i, j=1
1 I
; [ < 4)
s 3w Oy Lyl iski i<, ©
i=1 i, j=1
1 1
R . _ . 5
c:_—zo.v—!—zfi.p i==]. (5)

Uktad krzywych € moze by¢ ukiadem nieprzywiedlnym lub przyww_qlnym.

Miedzy liczbami charakterystycznemi istotn emi .krzywyc’h 0'1 krtzyk
wych O skladowych nie mozna oczywiscie ustali¢ zwxqzk.u rowgoscx, a
jak dla liczb charakterystycznych wirtu alnych; ‘mamy }efinakze pewne
nieréwnosci: i tak wymiar istotny uktade C nie jest mniejszy o.d sulr?{y
wymiardw istotnych ukiadéw krzywych C9, a ré\.;ma sig te! sumie tylko
wtedy, gdy albo tylko jeden z uktadéw skladowych jest meﬁkonczon_y a \:}szg
stkie inne krzywe sa odosobnione (wymiaru o), _albo tez wszystkie ukiady
nieskoriczone sa utworzone z krzywych jednego i tego samego uktadu peku
krzngghs.iQ tyczy rodzaju istotnego, to rodzaj istotny krzywych (' nie jest
mniejszy od rodzaju istotnego kizywych skiadowyc‘h. )

Serya charakterystyczna ukladu liniowego nazywa sig szrya}[
liniowa zupehna, wycieta na jednej krzywej ukfadu przez wszi/_s;ckxe inne. _ (?S
to wiec w oznaczeniach poprzednio wprowadzonych serya g, . Uktad linio-
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wy krzywych jest regularny, t. j. o nadmiarze zero, lub nieregularny,
t. j. o nadmiarze wickszym niz zero, zaleznie od tego, czy serya charaktery-
styczna jest niespecyalna czy tez specyalna. Castelnuovo wprowadza da-
lej pojecie ukladéw rezydualnych, Uwazajmy uktad krzywych C rzedu n
z punktami-podstawami 4; o wielokrotnosciach istotnych v;, ktére
réwniez uwazajmy jako wirtualne. Jezeli uktad krzywych C' rzedu n'< n,
posiadajacy w punktach A; wielokrotnosci wirtualne v/ < v;, zawarty jest
w uktadzie G, t.j. jezeli istnieje uktad liniowy krzywych ' rzedu n —n'
o wielokrotnosciach wirtualnych w—v/ w punktach 4, wiedy uktady ¢,
G nazywajg sie rezydualne wzgledem siebie w ukladzie liniowym krzy-
wych C.

Aby krzywe ukladu C rozpadaly sig na krzywe G/ ina krzywe C", na-
lezy na te krzywe nalozy¢ pewng liczbe warunkow, a mianowicie, jezeli
k, k', k" sa odpowiednio istotne wymiary uktadéw C, ¢/, O, wtedy
liczba warunkéw, ktére nalezy natozy¢ na uktad C, aby sig rozpadal na pe-
wng statg kizywa C” i na uktad C7 jest k—&; jezeli & — &' = 1, wtedy
krzywe sg jednowartosciowe (monovalenti).

Krzywemi podstawowemi (curve fondamentali) wzgledem
ukladu C nazywajg sig krzywe, nie posiadajace punktéw ruchomych przecie-
cia z kizywemi C; kizywe te sa wiec jednowartosciowe, bo warunek, aby
krzywe C miaty punkt wspolny z krzywg podstawows, powoduje rozpadnie-
cie sig¢ C na krzywa podstawows i na uktad rezydualny.

Wymiar istotny krzywych podstawowych jest zero z wyjatkiem przy-
padku, gdy ukfad C jest pgkiem, a krzywa fundamentalna zawiera krzywe
tego peku. Rodzaj istotny krzywych podstawowych nie przewyzsza nad-
miaru uktadu C. Nareszcie stopieri wirtualny krzywych podstawowych nie
przewyzsza zera.

Poniewaz uktad liniowy krzywych dofaczonych rzedu n— 3 uktadu da-
nego wycina na krzywych ukfadu danego serye kanoniczne, nie posiadajace
punkt6éw statych, przeto krzywe state wspdlne wszystkim krzywym dotaczo-
nym sg podstawowe dla uktadu €. Uktad liniowy krzywych dolqczonych
bez krzywych stalych nazywa siec ukladem dotgczonym czystym (si-
stema aggiunto puro).

Uktad dotaczony czysty jest nieprzywiedlny z wyjatkiem przypadku, gdy
uktad C sktada sie z krzywych hypereliptycznych, wtedy uklad dotaczony
jest pekiem liniowym, a krzywe dofgczone tworzg grupy p—1 krzywych
peku.

Uktad liniowy krzywych C wymiaru J spetniajgcego nieréwnoscé

k2t (249,

e ©
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gdzie p jest rodzajem krzywych C, za§ . liczbg catkowita = 1, daje sie
sprowadzic¢ albo do uktadu wszystkich krzywych ptaskich rzedu m < 21,
albo tez do uktadu krzywych rzedu M z punktem podstawy = M —p-krotnym.

Wszystkie pojecia, wprowadzone przez Castelnuovo do Teoryi ukla-
déw liniowych krzywych na plaszczyznie, uog6lnil, jak zobaczymy, Enriques
dla ogdlnych powierzchni algebraicznych. Z tego tez powodu podalismy ob-
szernie tre§¢ pracy Castelnuovo.

3. Badania nad specpalnemi klasami powierzchni.

Réwnoczesnie z Teoryg uktadéw liniowych krzywych na plaszczyz’p%e
zajeli sig geometrzy whoscy specyalnemi klasami powierzchmi, 2 n-ﬂanovncxe
powierzchniami algebraicznemi, na ktérych leza pewne ukiady liniowe krz.y-
wych algebraicznych. Prace te sq wczesniejsze od Teoryi ogélnych uktadéw
liniowych, ktérg Enriques stworzy! okoto r. 1893.

Powierzchnie, kiérych przekroje plaskie sg krzywemi wymiernemi, 53
wymierne. Picard (por. Roz. I ust. 12, Pi. 1,2, P. S. 1) i Guccia (Lit)
okazali, ze te powierzchnie sg albo prostokresine wymierne, albo tez sg po-
wierzchniami Steinera rzedu czwartego. )

Powierzchniami, ktérych przekroje plaskie sg krzywemi 'elipiyczném
i hypereliptycznemi, zajmuje sie Castelnuovo (C. 3), zaklad.a]qc, e WZory
postulacyi Noethera (Roz. I, ust. 9) daja liczbe powierzchni do.%a‘czt?l}y-cif
liniowo niezaleznych dla rzedow = n — 3 tych powierzchni (c<? sig  pOzZniej
okazato prawdziwem) i ze liczba liniowo niezaleznych powierzch.m dotaczonych
rzedu n—4, t. j. rodzaj geometryczny powierzchni, réwniez ]e'st dana przez
wzor Noethera; wyklucza wiec powierzchnie prostokredlne e{xptyczne i hy-
pereliptyczne, a uwaza tylko te powierzchnie, dla ktérych wzor No_ether_a
daje warto§¢ zero, ktéra sie réwna rodzajowi georr%etryczx.]emu Pgmerzghm.
Jak sig p6zniej okazato, istniej tez inne powierzchnie (a mianowicie uwazane
juz przez Picarda powierzchnie eliptyczne), ktére réwmei_posxada_]q rodzr_:xj
arytmetyczny ujemny, dany przez wzér Noethera; takze i te powierzchnie
wyjete sg z rozumowan Castelnuovo. '

Rezultat, do ktérego dochodzi Castelnuovo, jest ten, ze pfjwyzsze
powierzchnie o przekrojach eliptycznych i hypereliptyczaych sa Wymlernt?.

Enriques (E. 4) dowodzi wymiernosci powierzchri 0 p'rzekm]ach
plaskich hypereliptycznych bez wszelkich ograniczef, wykluczajac jednak na-
turalnie powierzchnie prostokresine. i

Castelnuovo udowodnit nastgpnie réwniez bez poprzedn}ch ograni-
czen (z wyjatkiem wykluczenia powierzchni prostokreslnych) wymiernos¢ po-
wierzchni o przekrojach piaskich eliptycznych (C. 11).
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Réwniez i te powierzchnie algebraiczne, ktére posiadajg uktad oo? prze-
krojéw piaskich przywiedlnych, sprowadzaja sig, jak to okazat Castelnuovo
(C. 9), do znanych powierzchni, a mianowicie do powierzchni prostokreslnych
i do powierzchni Steinera rzedu czwartego, tak ze poprzednio oméwione
twierdzenie o powierzchniach, ktérych przekroje ptaskie sg wymierne, mozna
uwazac jako specyalny przypadek obecnie podanego twierdzenia.

Powierzchnie, na ktérych istnieje uktad liniowy oo? krzywych hyperelip-
tycznych, bada Castelnuovo (C. 12). Zaktadajgc, ze serye liniowe grup
punktéw, wycigte na tych krzywych przez inne krzywe uktadu (serye, ktére
Enriques nazwat analogicznie do seryi charakterystycznych uktadéw linio-
wych na ptaszczyZnie seryami charakterystycznemi uktadéw na po-
wierzchni), nie sq specyalne, otrzymuje rezultat, ze powierzchnie te albo sg
wymierne, albo sie dadza dwuwymiernie odwzorowac¢ na powierzchniach pro-
stokreslaych eliptycznych lub hypereliptycznych. :

Dow6d opiera sig na waznem twierdzeniu, ktére udowodnit Castel-
nuovo (C. 10), opierajac sie na ogdlnych zasadach Teoryi uktadéw linio-
wych.  Uwazajmy dowolng inwolucye na plaszczyznie, a wigc powierzchnie
przedstawiajaca te inwolucye, ktérej spélrzedne sg funkcyami wymiernemi
spélrzednych @, y na plaszczyZnie. Otéz Castelnuovo dowodzi wymier-
nosci tej powierzchni, a wiec wymiernosci inwolucyj na ptaszezyznie.

Nareszcie bada Castelnuovo (C. 5) powierzchnie o krzywych ptas-
kich przekrojowych rodzaju 3. Badania te prowadzi w dalszym ciagu
G. Scorza (Lit.).

4. Teorga nkiadéw liniowych krzywuch algebraicznnch na powierzchniach
algebraicznuch. ,,Ricerche di Geomeiria sulle snperficie algebriche** €nriquesa (1893).

Uogdlniajac pojecia i metody, ktére Castelnuovo wprowadzit do
Teoryi krzywych na plaszczyznie, na uktady liniowe na ogélnych powierzch-
niach algebraicznych, tworzy Enriques podstawe geometryczng Teoryi
tych powierzchni, wykiadajac ja w dwéch wielkich pracach: ,Ricerche di
Geometria sulle superficie algebriche* (1893) i ,Introduzione alla Geometria
sopra le superficie algebriche (1896). W drugiej z prac tych uwalnia Teorye
od pierwotnych ograniczen, wprowadzajac zarazem pewien symbolizm znako-
waria, kiéry sie okazat bardzo praktyczny.

Uktad algebraiczny krzywych algebraicznych na powierzchni algebraicz-
nej jest liniowy wymiaru %, jezeli przez k=1 punktéw powierzchni prze-
chodzi jedna i tylko jedna krzywa i jezeli mozna odnies¢ rzutowo elementy
uktadu, t. j. krzywe ukladu, do punkt6w przestrzeni liniowej k-wymiarowej Sp.
Gdy % jest wigksze od jednosci, z pierwszego warunku wynika juz drugi (E. 2).

Uklad liniowy jest prosty—sistema semplice —, gdy nie wszystkie
kizywe, przechodzace przez punkt ogélny na powierzchmi, musza zarazem
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przejs$¢ przez pewne oznaczone inne punkty, w przeciwnym razie mamy na
powierzchni inwolucye. Za pomocs uktadéw liniowych mozna przeksztal-
ca¢ dwuwymiernie powierzchnie tak, ze krzywe uktadéw przechodza na prze-
kroje ptaskie w przestrzeni S, o r = 3 wymiarach. Krzywa og6lna, nalezaca
do ogélnego uktadu liniowego, jest nieprzywiedlna. Jezeli jednak wszystkie
krzywe uktadu liniowego sq przywiedlne, wtedy: a) albo wszystkie krzywe
skladajq sie z czesci statej (Iub kilku czesci statych) i z jednej czedci, tworza-
cej uktad liniowy krzywych na og6t nieprzywiedlnych; b) albo wszystkie krzy-
we skladajq sig z tej samej liczby krzywych, nalezacych do jednego i tego sa-
mego peku krzywych liniowego albo nieliniowego; c) albo tez zachodza obie
okolicznosci réwnoczesnie.

Og6lna krzywa w uktadzie liniowym, zlozonym z krzywych nieprzy-
wiedlnych, nie posiada punktéw wielokrotnych ruchomych, z wyjatkiem pun-
ktow, potozonych na krzywych wielokrotnych powierzchni.

Uktady liniowe sa normalne, jezeli nie sg zawarte w innych ukladach
tego samego stopnia, t.j. wuktadach posiadajacych tg sama liczbe punktéw
ruchomych spotkania dwéch krzywych uktadu. Uklady liniowe sg zupelne,
jezeli nie sa zawarte w innych uktadach liniowych krzywych tego samego ro-
dzaju, co ogélna krzywa danego uktadu. Uklad zupelny zawsze jest normal-
ny, ale nie na odwrét.

Kazdy uktad liniowy danego stopnia zawarty jest w jednym oznaczonym
ukladzie normalnym. Natomiast nie zawsze uktad liniowy danego rodzaju
zawarty jest w oznaczonym uktadzie liniowym zupelnym, chociaz zawsze,
jezeli zawarty jest w pewnym uktadzie zupetnym, zawarty jest tylko wtym
jednym uktadzie. Dwie kizywe, dajace razem krzywa przywiedlng uktadu zu-
petnego K, nazywaja sie rezydualnemi jedna wzgledem drugiej w ukta-
dzie K. Uktad krzywych rezydualnych krzywej C, nie posiadajacych skiado-
wych krzywych wymiernych wzgledem uktadu zupetnego K, jest réwniez zu-
petny. Uktad krzywych rezydualnych krzywej C dowolnej wzgledem uktadu
normalnego jest mormalny, jezeli posiada pewien stopien. Poniewaz kazdy
uktad liniowy zawarty jest w oznaczonym uktadzie normalnym, wigc mozna
zawsze dodawac ukiady normalne do siebie, otrzymujac uktady normalne lub
tworzy¢ wielokrotnosci danego uktadu normalnego.

Powierzchnie dotaczone danej powierzchni sg to powierzchuie,
wycinajace na ogélnym przekroju ptaskim danej powierzchni, krzywe dola-
czone, a ktére na przekroju plaskim, przechodzacym przez punkt wielokrotny
odosobniony powierzchni, wycinaja krzywa, ktéra razem z dowolng prosts
przez punkt wielokrotny daje krzywg dofaczona.

Powierzchnie dotgczone rzedu n— 4 wycinaja na powierzchni danej
uktad liniowy krzywych —system kanoniczny— posiadajgcy kapitalng wha-
sno$¢ nastepujgaca. Krzywe tego uktadu wycinajg na ogélnej kizywej dowol-
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nego ukladu liniowego seryg liniowa, ktdra jest rezydualng seryi liniowe]
charakterystycznej wzgledem seryi kanonicznej (serya charakterystycz-
na nazywa sie serya liniowa, wycieta przez wszystkie inne krzywe uktadu
liniowego na danej krzywej). Na krzywych uktadu liniowego rezydualnego
uktadu danego wzgledem krzywych fundamentalnych uklady, t. j. kezy-
wych nie posiadajacych punktéw ruchomych przecigcia z krzywemi uktadu
danego, krzywe kanoniczne réwniez wycinaja seryg rezydualng seryi charak-
terystycznej uktadu czeSciowego.

Uktad kanoniczny posiada wiasno$¢ niezmiennosci wzgledem przeksztat-
cefi dwuwymiernych w sensie nastepujacym. Uwazajmy uktad liniowy posia-
dajacy i-krotny punkt-podstaweg w punkcie zwyczajnym powierzchni f,
t.j. punkt, przez ktéry wszystkie krzywe ukladu ¢ razy przechodza. Przy
przeksztalceniu uktadu na uklad przekrojéw piaskich nowej powierzchni F,
punki-podstawa przechodzi na krzywa wyjatkowg (curva eccezionale)
rzedu 4, wspélng wszystkim powierzchniom dotaczonym rzedu n—4 po-
wierzchni przeksztalconej F, albo tez moze przejé¢ na punkt wyjatkowy
F, t.j. punkt, przez ktéry przechodzg réwniez wszystkie powierzchnie dota-
czone rzedu n—4. Enriques zaklada mozno$¢ takiego przeksztalcenia
dwuwymiernego powierzchni, aby wszystkie krzywe wspélne wszystkim po-
wierzchniom dotaczonym rzedu n— 4, ktdre sie dadzg przeksztalcié¢ na pro-
ste punkty powierzchni, zostaly rzeczywiscie przeksztatcone na te punkty. Na
powierzchni przeksztatconej mozna odrézni¢ w sposéb niezmienny wzglgdem
przeksztalceri dwuwymiernych uktady czyste i nieczyste (sistemi
purii sistemi impuri), t. j. uktady, posiadajace punkty-podstawy i ukla-
dy bez punktéw-podstaw.

Powierzchnie dotgczone powierzchni danych a bedace rzedu dowolnego
mozna zdefiniowac niezaleznie od natury osobliwosci, jakie posiada dana po-
wierzchnia, ustanawiajac, ze zachowanie sie ich w punktach osobliwych po-
wierzchni jest takie same, jak zachowanie sie niezmiennych przy przeksztat-
ceniu dwuwymiernem powierzchni dofaczonych rzedu n—4, z tym wyjatkiem,
ze punkly wyjatkowe nie nakladajg zadnych warunkéw. Przekroje plaskie
przecinajg powierzchnie dotaczone w krzywych dolaczonych do krzywych
przekrojowych.

Poniewaz serya charakterystyczna powierzchni rodzaju geometrycznego
P >0 jest specyalna, wigc wynika stad, ze na tych powierzchniach kazda
krzywa zawarta jest w ukfadzie zupeinym, ktéry—jak wiemy—ijest jedyny.

Uldadem krzywych dotgczonym ukladu przekrojéw plaskich na po-
wierzchni nazywa sie ukiad liniowy krzywych, wycinajacy na przekrojach
plaskich powierzchni seryg kanoniczng, a serye liniows réwng sumie seryi ka-
nonicznej i seryi wyznaczonej przez ¢ punktéw, schodzacych sie w punkcie
osobliwym d-krotnym na przekroju plaskim powierzchni, przechodzacym przez
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ten punkt. Ukladem dotaczonym dowolnego ukladu liniowego wymiaru
= 3 prostego nazywa si¢ uktad liniowy, wycinajacy na krzywych ukfadu da-
nego seryg kanoniczng, a na krzywych rezydualnych krzywej fundamentalnej
ukiadu danego serye, zawartg w sumie seryi liniowej kanonicznej uktadu re-
zydualnego, a réznicy seryi wycietej przez uktad dany na krzywej rezydualnej
i seryi charakterystycznej ukladu rezydualnego.

Uktad dotgczony krzywych plaskich wyciety jest przez powierzchnie do-
faczone powierzchni danej. Ukfad dotaczony dowolnego uktfadu liniowego
krzywych wycina na krzywych uktadu serye kanoniczng zupelng lub nie-
zupeing, posiadajacg niedostatek (diffetto di completezza) .
Jezeli m jest rodzaj krzywych, wiedy wymiar istotny uktadn dolgczonego
dany jest przez wzér:

r=p,+5—o—1L (6)

Wymiarem wirtualnym nazywa sig liczba p, = — 1, przechodzs-
ca na wymiar istotny, gdy o =0. Nazwijmy & (r C') niedostatek, jaki na
krzywych r-krotnego ukiadu r G ukfadu krzywych przekrojowych ptaskich C
wycina uktad dolgczony do ukladu krzywych rC. Niedostatek ¢ (r ()
ro$nie lub przynajmniej nie maleje, gdy 7 roénie. Dla kazdego uktadu krzy-
wych C, mozna znales¢ taka liczbg catkowita n, aby, gdy r = p, zacho-
dzita nieréwnosé

)z 3y,

gdzie ¢ (C,) jest niedostatek seryi wycietej przez uklad dofaczony ukiadu €,
na krzywych tego uktadu.

Liczba & (rC) posiada maximum skoficzone. W istocie, jezeli p,
jest rodzajem geometrycznym powierzchni, a p, jestrodzajem arytmetycznym
wirtualnym, danym przez wzory postulacyi Noethera, zachodzi wazna nie-
rownos¢

§(r0) < pyg—Pa- M

Enriques przypuszcza, Zze maximum wiasnie réwna sig stronie prawej,
coby bylo réwnoczesnie dowodem niezmiennosci liczby p. we wszystkich
tych przypadkach, gdzie powierzchnia posiada osobliwosci, wystepujgce we
wzorach postulacyi Noethera.

Enriques dowodzi, ze jezeli

3(20) =0,
natenczas:

§(rC)=20
nie tylko'dla r=1, ale i dla wszystkich r = 2. Mamy wiec twierdzenie
nastepujace:
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JJezeli ukiad czysty C na powierzchni rodzaju p, >0 posiada takg
wlasnosé, ze 3(2C)=0, wtedy kazdy uktad dolgczony dowolnego uktadu
czystego wycina na nim serye kanoniczng zupetng“. Stad wynika, ze na po-
wierzchniach rodzaju p,>0 i na ktérych dla ukladu czystego C mamy
2(20) =0, zachodzi réwnos¢ )

Py = Pe (®)

i wzory postulacyi Noethera sg prawdziwe dla powierzchni dofgczonych
rzedéw =n — 4. Na odwrét, jezeli te wzory sg prawdziwe, mamy dla kaz-

dego uktadu czystego C
# 3(C) = 0.

Powierzchnie dofaczone dowolnego rzedu wycinajg na powierzchniach,
dla kiérych zachodzi réwnosé (8), uklad zupetny, do ktérego nalezy dana
“krzywa zupelna.

Uwazajmy teraz uklad nieczysty, posiadajgcy punkty-podstawy 7,
iy, . ..., i-krotne. Uktad dotaczony posiada punkty te odpowiednio jako
i,—1, 4—1,...., i,—1-krotne. Kazdy uktad nieczysty mozna otrzymac
z uktadu czystego, albo tez posiadajacego proste tylko punkty-podstawy, na-
kadajgc punkty-podstawy na krzywe tego ostatniego uktadu. Nareszcie uktad
dotgczony uktadu nieczystego posiada wymiar p, + = — 1. Wszystko to za-
chodzi w zatozeniu (8), albo tez w zatozeniu réwnowaznem & (2 C)=0. Jezeli
serya charakterystyczna uktadu przekrojéw plaskich danej powierzchni jest

zupelna, wtedy z réwnosci
8(0)=0

5(20)=0, ©)

wynika réwnosc¢

a stad réwnos¢ (8), ale z réwnosci (8) lub z réwnosci (9) nie musi koniecznie
wynika¢, ze serya charakterystyczna uktadu jest zupelna. Jezeli p,>2,
i nadto uktad kanoniczny powierzchni jest nieprzywiedlny, wtedy z dwéch
nastepujacych warunkéw: a) istnienia dowolnego ukiadu czystego prostego
o seryi charakterystycznej zupetnej, i b) wymiaru p, -+ = — 1 uktadu dota-
czonego, wynikajg réwnosci (8) i (9).

Na powierzchniach, dla ktérych mamy p, =p. > 0, serya charaktery-
styczna kazdego ukladu czystego jest zupetna, jezeli jest zupeta serya cha-
rakterystyczna nktadu kanonicznego.

Enriques zakfada w dalszym ciagu pracy, ze powierzchnia posiada
seryg charakterystyczng uktadu kanonicznego zupetna. Dowodzi nastepnie
nadzwyczaj waznego twierdzenia, kidre stanowi analogon do znanego twier-
dzenia Riemanna-Rocha dla krizywych algebraicznych i daje wymiar
uktadu liniowego krzywych algebraicznych, potozonego na danej powierzchni.
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Twierdzenie to nazywa sig¢ twierdzeniem Riemanna-Rocha dla po-
wierzchni.

Uwazajmy dowolny uktad liniowy C. Niechaj n, = beda stopniem
i rodzajem tego uktadu; niechaj dalej 4 bedzie indeksem specyalnosci
tego uktadu, t.j. liczbg liniowo niezaleznych krzywych ukiadu kanoniczne-
g0, przechodzacych przez krzywg danego ukfadu liniowego C; nareszcie nie-
chaj o bedzie niedostatkiem seryi liniowej, jaka na krzywej C wycinaja krzy-
we kanoniczne. Wtedy wymiar r uktadu C réwna sie

r=n—za+tp-+l-do—i.

Jezeli mamy dwa uklady liniowe (i Oy, kiére sa rezydualne jeden
wzgledem drugiego, to znaczy ze ich suma daje uktad kanoniczny danej po-
wierzchni, wtedy miedzy liczbami %, =, @ charakterystycznemi ukladu
C i migdzy liczbami n,, 7, o, charakterystycznemi ukiadu C, zachodzg
nastgpujgce zwiazki:

n—a="n —=

s W == .

Liczba ©—7 nazywa si¢ nadmiarem (sovrabbondanza), ukladu
liniowego C.

Enriques dowodzi nastepujacego waznego twierdzenia: Uktad O’ do-
taczony do uktadu C bez punktéw-podstaw posiada nadmiar o' réwny zeru.
Uktady takie nazywajg sie regularnemi. :

Liczba n — «4-p-+1 nazywa sie wymiarem wirtualnym p ukla-
du, za$ liczba » wymiarem istotnym. Mamy wiec réwnosé:

F—p=w—1.
Wzér na wymiar wirtualny ukladu liniowego
p=n—=n4p-+-1—1i

mozna takze wyprowadzi¢ niezaleznie od zaloZenia, ze serya charakterystycz-

na ukfadu kanonicznego jest zupeina, ale nie mozna bez tego zalozenia na-

0gd6t okazad, ze liczba o nie moze by¢ ujemna. Uwazajmy jednakze ukiady
L . . —1

C, ktérych wymiar istotny nie jest mniejszy od liczby 'P"Qk , przyczem

PW jest rodzajem krzywych kanonicznych. Dla tych ukfadéw mozna dowiesé,

ze liczba o nie moze by¢ ujemna, a wigc wymiar istotny tych ukladow

spelnia nieréwnos¢ )
rzan—s+p+1—i.

Szczegdlnie waznemi dla danego ukladu krzywych sg jego krzywe
fundamentalne, t. j. krzywe, ktére sg zawarte w oo™ krzywych danego
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uktadu. Mamy nastepujaca réwnoé¢ miedzy liczbami o, ¢ danego uktadu C,
liczbami o, , 4, uktadu rezydualnego wzgledem krzywej fundamentalnej i ro-
dzajem II tej krzywej fundamentalnej

w—t=0u0, —¢ +II.

Stad wynika w szczegdlnosci, ze uklad C regularny wymiaru wigkszego
niz rodzaj p powierzchni nie moze posiada¢ krzywych fundamentalnych ro-
dzaju wigkszego niz zero.

Uwazajmy teraz ukiady mC, m-krotne danego ukfadu liniowego, nie
posiadajacego punktow-podstaw i nieprzywiedinego. Enriques okazuje, ze
gdy m jest dostatecznie wielkie, uktad taki jest regularny. Krzywe funda-
mentalne ukiadu C sa réwniez krzywemi fundamentalnemi uktadu m C.

Miedzy krzywemi fundamentalnemi szczegdlne miejsce zajmujg krzywe
rodzaju zero. Krzywe te sg réwniez fundamentalne dla uktadu krzywych ka-
noniczaych, t.j. nie nakiadaja warunku na powierzchnie kanoniczne rzedn
n—4, a wiec jezeli dang powierzchnig tak przeksztatcimy, ze krzywe karo-
niczne przejdg na przekroje ptaskie danej powierzchni, wtedy krzywe funda-
mentalne przejda na punkty podwdjne powierzchni przeksztatconej. Albo tez
krzywe fundamentalne naktadaja warunki na krzywe kanoniczne, a wowczas,
przy powyzszem przeksztatceniu, krzywe fundamentalne przechodza na krzy-
we wymierne, polozone na przeksztatconej powierzchni. Albo nareszcie krzy-
we fundamentalne moga by¢ krzywemi wyjatkowemi, 1 wtedy dadza sig prze-
ksztalci¢ na zwyczajne punkty powierzchni,

Nareszcie Entiques bada uktady liniowe ztozomne, t. j. takie, ze
krzywe, przechodzgce przez jeden punkt powierzchni, przechodzg zarazem
przez pewne inne punkty powierzchni. Méwi si¢, ze uklad C ztozony jest
przez inwolucyg In- .

Obrazem inwolucyi na danej powierzchni F/ jest pewna powierzchnia
F. Otoéz, jezeli m punktom na powierzchni F' odpowiada jeden punkt po-
wierzchni F', wtedy mamy zwigzek nastepujacy miedzy uktadami kano-
nicznemi obu powierzchni. Uktad kanoniczny powierzchni F réwna sie su
mie ukfadu liniowego krzywych przeksztatconych krzywych kanonicznych po-
wierzchni F' i krzywych koincydencyi inwolucyi na powierzchni F. Jezeli
p®, P oznaczajg odpowiednio rodzaj krzywych kanonicznych na F’ i na F,
jezeli ¢ jest rodzaj krzywej koincydencyi na F, za§ & liczba punktéw prze-
cigcia krzywej koincydencyi na F z krzywa, odpowiadajaca krzywej kano-
njcznej na F', wtedy mamy zwigzek nastepujacy:

PO = m (p9—1) + =143,

Specyalnym przypadkiem inwolucyj sz inwolucye wymierne, ktérych
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obrazem sg powierzchnie wymierne. Sie¢ (uklad linjowy oc?) krzywych na
powierzchni daje zawsze takg inwolucye wymierng. Jezeli grupy inwolucyi
takiej sktadajq sig z dwoch punktéw, natenczas krzywe sieci sa hypereliptycz-
ne, a krzywe kanoniczne powierzchni sg tez hypereliptyczne i utworzone przez
pary punktéw inwolucyi.

5. Dalszy rozwdj ogolnej teoryi nkladéw liniowgch na powierzchmiach.
wInfroduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche" Cariquesa.

W dalszej pracy podstawowej dla teoryi ukiadéw liniowych uogélnia
Enriques znacznie teorye, wytozong w ,Ricerche: Uogélnienie to obej-
muje przedewszystkiem zaréwno powierzchnie, dla ktérych jest spetniony
warunek (8), t.j. powierzchnie regularne, jak i powierzchnie o p,>p, t. . niere-
gularne. Nastgpnie rodzaj geometryczny nie podiega juz ograniczeniu 2,0,
alemoze by¢ réwny zeru. Dalej uogélniajac podstawowe pojecia teoryi, rozwaza
Enriques réwnoczesnie z uktadami nieprzywiedlnemi uklady przywiedlne.

Dzigki twierdzeniu fundamentalnemu, kiére panuje nad calg
pracg, nie podlegajg juZ rozwazane powierzchnie zadnym ograniczeniom, wy-
razajgcym sie rzutowo w ograniczeniach co do natury krzywych wielokrotnych
i punktéw wielokrotnych, a wiec ograniczajace krzywe fundamentalne na po-
wierzchni. Bardzo wygodny symbolizm znakowania pozwala Enriquesowi
ujednostajni¢ traktowanie wszystkich krzywych, w szczeg6lnosci za$ krzy-
wych wyjatkowych, tak Ze rezultaty i twierdzenia stosujg sie w brzmieniu
jednostajnem do wszystkich powierzchni dwuwymiernie réwnowaznych.

Uwazajmy wiec utwér algebraiczny podwéjnie nieskonczony (ente dop-
piamente infinito). Punktem utworu jest albo punkt wiasciwy, albo
punkt niewtasciwy, t. j. krzywa wyjatkowa przeksztalcona pojedyriczego pun-
ktu w przeksztalceniu dwuwymiernem. Tak samo przez krzywa na utworze
rozumie sie pewng liczbg wiasciwych krzywych nieprzywiedlnych wraz z pe-
wng liczbg krzywych wyjatkowych.

Jako obraz rzutowy utworu oo mozemy uwazac powierzchnig F, poto-
zong w pewnej przestrzeni n-wymiarowej E, bez punktéw osobliwych. Mo-
zna interpretowaé czeséci 1zeczywiste i urojone spoétrzednych jako spétrzedne
przestrzeni czterowymiarowej Riemanmna. Krzywa na F przedstawiona jest
w tej przestrzeni przez powierzchnig Riemanna.

Podstawowem dzialaniem na powierzchni jest dodawanie punktu O
do krzywej (', na ki6rej punkt O lezy. Jezeli punkt O bedziemy uwazali za
nie nalezacy do krzywej G, t.j. jezeli powierzchnia Riemanna, przedsta-
wiajaca krzywa O bedzie posiadata otwér w punkcie O, wiedy

c+o0

oznacza krzywg O z punktem O, uwazanym za nalezacy do krzywej C.

Prace mat.-fiz., t. XXIIL 11
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A wiec obrazem krzywej C - O jest powierzchnia Riemanna bez otworu.
Jezeli zas O bywa uwazane za nalezace do C, natenczas C - O oznacza su-
me krzywej O 1 krzywej wyjatkowej O, ktéra przez przeksztalcenie dwuwy-
mierne z punktem fundamentalnym w O przejdzie na rzeczywistg krzywa
wyjatkowg na powierzchni przeksztatconej. Z tego wynika co nastepuje: Je-
zeli krzywa O posiada punkt O jako 4-krotny, natenczas krzywa

C—H Or
posiada ten sam punkt jako Z— p-krotny.
Rozumowanie Enriquesa jest nastepujace. Krzywa € majaca w O
punkt i-krotny posiada w tym punkcie 3%—-2 przej$¢ od jednego liscia po-

wierzchni Riemanna do drugiego, a wiec jezeli bedziemy uwazali odpowia-
dajgca powierzchnig Riemanna i wykonamy otwér w 0, wtedy odpadnie

tych i (i ;— 1)

przejSc. Jezeli nastepnie dotaczymy do tej powierzchni poje-
dy'r'lczy lis¢ Riemanna i polgezymy z kazdym z ¢ lisci tej powierzchni, be-
dziemy mieli 4—1 nowych przej$¢ miedzy lisémi powierzchni Riemanna,
a wigc zostalo teraz usunietych

== G=2

i(i—1)
~— e
przejsé tyle, ile usuwa otwér w punkcie ¢— 1-krotnym powierzchni Rie-
manna.

Jezeli jest dana jedna jedyna krzywa, nie bedzie mozna znalede takiej
powierzchni, aby na niej byto mozna w zupetnosci krzywa okresli¢, to znaczy
okresli¢ jej koneksye. Nalezatoby dla kazdego punktu z osobna okreslic¢, czy
go r{aleiy uwaza¢ za zwyczajny punkt powierzchni Riemanna odpowiada-
jacej kizywej, czy za otwor tej powierzchni, Jezeli jednak dany jest nieskori-
czony uklad krzywych, wystarczy okresli¢ krzywa w punktach wspélnych
wszystkim krzywym, t. j. w punktach-podstawach.

Punkty-podstawy uktadu bez krzywych statych naleiy uwazaé jako
otwory w odpowiadajgcej krzywej powierzchni Riemann a.

Jezeli krzywa uktadu cigglego C jest sumg dwdch krzywych

C= (¢! + O“,

wt.edy C" i O nazywajg sig krzywemi  czeSciowemi krzywej C. Czescia-
mi krzywych moga by¢ tez krzywe wyjatkowe. Reszta punktu O p-krotnego
0 wzgledem uktadu krzywych C jest uklad krzywych, nalezacych do uktadu
poprzedniego i posiadajacych punkt O jako p-krotny. Punkt O nie nalezy
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wiedy do krzywych, t.j. na powierzchni Riemanna odpowiadajacej krzy-
wym resztujgcym mamy w punkcie O otwér; mozemy symbolicznie napisaé

¢'=C— 0.

Jezeli C posiada punkt O jako i— p-krotny, wtedy €’ posiada tensam
punkt jako ¢-krotny.

Uktadem liniowym oo na utworze algebraicznym oc? i na kazdej po-
wierzchni dwuwymiernie réwnowaznej danej nazywamy uklad takich krzy-
wych, ze przez r dowolnych punktéw natym utworze przechodzi jedna i tylko
jedna krzywa i ze kazdg krzywg moZna jednoznacznie odnies¢ do punktéw
pewnej przestrzeni liniowej S;, a wigc kazdemu punktowi w S, odpowiada
uktad liniowy oo krzywych, zawarty w uktadzie co” krzywych. Jezeli
r =1, mamy peki wymierne, kazdemu punktowi pewnej prostej odpowiada
krzywa peku i nawzajem.

Latwo udowodnié, ze druga wiasnos¢ uktadéw krzywych wynika z pierw-
szej wiasnosci (por. ust. poprzedni). Dla 7 =1 natomiast istniejg uktady
nieliniowe, peki nieliniowe, czynigce zadosy¢ pierwszemn warunkowi.

Jezeli do ukladu | C| dodamy krzywa stata C' i jezeli punkt O jest
i-krotny dla | C'| za$§ p-krotny dla krzywej C', natenczas na powierzchni
Riemanna mamy punkt i - g-krotny, w ktérym jest otwér, i punkt ten jest
punktem-podstawg i -+ .-krotnym dla ukiadu | C| - C'.

Uktad oot krzywych nie posiada punktéw ruchomych spotkania dwéch
krzywych ukladu; jezeli jednak wymiar 7 > 1, wtedy punkty ruchome opi-
sujg calg powierzchnie. Nie jest rzeczqg mozliwa, aby punkty ruchome
spotkania opisywaly tylko pewng linig a nie calg powierzchni¢. Natomiast
jezeli wogdle niema punktéw ruchomych spotkania dla r > 1, wtedy ukiad
utworzony jest z krzywych, z ktérych kazda sktada sig z m > 1 krzywych,
nalezgcych do pegkn wymiernego lub niewymiernego. Pojecia stopnia
istotnego, rodzaju istotnego, wymiaru istotnego i seryi charakterystycznej
zostaly juz poprzednio zdefiniowane. Migdzy liczbami wymiaru 7 ukladu
i stopnia n uktadu zachodzi nieréwnosé

n=%—1.

Uklady liniowe sg albo proste albo ztozone. Uktad oo krzywych
jest prosty, jezeli uktad oo™ kizywych, przechodzacych przez dowolny punkt
powierzchni, ma stopiefi n—1. Natomiast ukiad jest zlozony, jezeli uktad
krizywych cor—! ma stopied n—m, m>1. Witedy mamy inwolucye I, na
powierzchni i zachodzi réwno$¢:

fL=mS.
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Jezeli ¥ =2 1 jezeli powierzchnia uie jest wymierna (n>1), wtedy
mamy whasnie inwolucye I, na powierzchni.

Dang powierzchni¢ mozna odwzorowa¢ w przestrzeni S, zapomocg
ukfadu krzywych na powierzchni. Krzywym ukfadu odpowiadaja hyperpta-
szczyzny w S,. Krzywym przechodzacym przez punkt dowolny na powierzchni
odpowiadajg hyperptaszczyzny, przechodzace przez punkt dowolny w prze-
strzeni S,, gdy ukfad obrany na powierzchni jest prosty. Rzedem powierzch-
ni w S, jest istotny stopiei ukladu krzywych n. Jezeli uktad na po-

. . , . . . . . n
wierzchni nalezy do inwolucyi I,, wéwczas mamy powierzchnie rzedu pon

Mozna w inny jeszcze sposéb tak odwzorowaé powierzchnig dana, aby
mie¢ zawsze odpowiedniosc¢ jedno-jednoznaczna, mianowicie uwazajac oprécz
uktadu ocr pgk wymierny krzywych na pierwotnej powierzchni i odwzoro-
wujac w przestrzeni S, tak, aby krzywym ukiadu | C'| odpowiadaty hyper-
plaszczyzny, przechodzace przez punkt O, za$ pekowi odpowiadaty hyper-
plaszczyzny, przechodzace przez pewno S,_7, nie zawierajace O.

Przeksztalcenia poprzednie stuzg do dowodu nastepujacych twierdzen
(por. ustgp poprzedni):

Jezeli uktad liniowy jest przywiedlny, wtedy albo n==0, i uklad sklada
sie z krzywych ziozonych z krzywych peku, albo krzywe ukiadu sktadaja sie
z czesci stalej i z krzywej nieprzywiedInej ruchomej,; albo nareszcie zachodza
obie okolicznosci powyzsze réwnoczesénie. Ogélna krzywa ukladu liniowego
nieprzywiedlnego nie posiada punktéw wielokrotnych ruchomych, nie leza-
cych na liniach wielokrotaych powierzchni.

Uwazajmy wktad | O] i krzywa C' i zalézmy ze krzywa C' zawarta
jest catkowicie w krzywych uktadu | C'|; bedzie wéwezas istniat pewien wktad
{C"] o wymiarze = 0 krzywych pozostalych resztujacych uktadu | C} wzgle-
dem krzywej C'

[Cl—C=]C"].

Jezeli | €' | ma punkt 0 jako punkt-podstawe p-krotny, zas | C | tego
punktu-podstawy nie posiada, wtedy Or jest krzywa stala uktadu [C"], gdyz
C nie posiada tego punktu jako punktu-podstawy.

Mamy dalej nastepujace wazne twierdzenie: jezeli uklad | C| zawarty
jest czgSciowo w ukladzie | 0" |, wiedy stopiert ukladu | C'| przewyzsza sto-
pied uktadu | C 1.

Krzywa fundamentalng nazywa sig krzywa, ktéra jest czescig
sktadowq krzywych ukiadu cor (r>>1), przez jeden jej punkt przechodzgcych.
Do krzywej fundamentalnej K nalezy dolaczyé krzywe state czesciowe K,
wkiadu rezydualnego, otrzymanego po odtaczenin krzywej X i jego punktéw-

podstaw O¢, kt6re nie sq punktami-podstawami dla ¢ tak, ze ukfad rezydu-
alny przyjmuje ksztalt
|C'|=|C0] —K—0r—XEK,.
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Enriques rozréznia krzywe fundamentalne wilasciwe, ktérych ro-
dzaj C' jest mniejszy, anizeli rodzaj krzywych C' i krzywe fundamentalne
niewtasciwe, dla ktérych te oba rodzaje sq sobie réwne.

Odwzorowujac utwér co? jako powierzchnie rzutows, ktorej przekroja-
mi plaskiemi sg krzywe uktadu | |, widzimy, ze krzywa fundamentalna staje
sig punktem zwyczajnym lub wielokrotnym na tej powierzchni. Jezeli rodzaj
przekroju plaskiego przez ten punkt jest muiejszy, anizeli rodzaj przekroju
ogélnego ptaskiego (np. dla punktéw wielokrotnych odosobnionych), wtedy
mamy krzywg fundamentalng wtasciwa, w przeciwnym jednak razie mamy
krzywe fundamentalng niewtasciwa.

Poniewaz kazdg powierzchnie mozna odwzorowaé w pewnej przestrzeni
S, tak, zeby nie posiadata zadnych punktéw osobliwych, aby wiec jej plaskie
przekroje miaty wszystkie ten sam rodzaj i byty nieprzywiedlne, mozna wiec
na kazdej powierzchni w przestrzeni S, znales¢ uklad liniowy nieprzywiedlny,
prosty i bez krzywych fundamentalnych. Uklady takie nazywa Enriques
ukladami nieosobliwemi.

Podstawowem jest pojecie ukladéw normalnych (por. ustgp poprzed-
ni). S3 to uktady, ktére nie sg zawarte w innych ukladach tego samego stop-
nia n>>0, ale sg wiekszego wymiaru.

Peki nieprzywiedlne n =0 uwaza sie zawsze za normalne.

Poniewaz mamy

nzr—1,

wige najwyzszy wymiar ukladu jest ¥ =n--1. W tym ostatnim przypadku
przeksztalcajac przestrzen n--1-wymiarows przy pomocy wzoréw postaci

L XH+1=_IL%-!

X, = ,
1 Lu-;—i' Ln_,_z

otrzymuje sig powierzchnig wymierna, bo zawierajacq uklad cor krzywych
wymierniych jako krzywych n-tego rzedu w S,ys.

Podstawowem twierdzeniem dla uklad6éw liniowych jest twierdzenie:

»Na utworze algebraicznym kazdy uklad liniowy nieprzywiediny albo
jest normalny, albo jest zawarty w jednym jedynym ukladzie normalnym tego
samego stopnia“.

Majac dane uktady liniowe normalne, mozemy w rozmaity sposéb two-
rzy¢ nowe uktady liniowo normalne.

Pierwszym sposobem tworzenia jest dodawanie uktadéw. Z dwéch
uktadéw | C, |, | G, | tworzy sig trzeci uklad, kiory zawiera wszystkie krzywe
0, +-0,, a jest nieprzywiedlny; na stopien tego nowego uktadu mamy wzér

n=n,+n, +2%, 10)


GUEST


198 Alfred Rosenp]aﬂ. (78)

gdzie 7 jest liczbg ruchomych przecie¢ krzywych C, i 0. Uklad taki zawsze
istnieje, jest jedyny i jest nieprzywiedlny, wyjawszy gdy | Gy 1i] Gy na-
lezg do jednego i tego samego pgku. Wtedy uklad ten jest przywiedlny.

W ten sam spos6éb definiujemy ukiad |nC|, gdzie n jest liczbg cal-
kowita.

Pojecie uktadéw normalnych mozna uogélni¢ dla uktadéw przywiedl-
nych. W ogélnosci nazywa sig uktad normalnym, jezeli jego krzywe nie
nalezg jako krzywe catkowite do uktadu o wigkszym wymiarze. Twierdzenie
0 jednoznacznie okreslonym ukladzie normalnym stosuje sie i do ukladow
przywiedlnych, wiec zupetnie ogélnie kazda dowolna krzywa na powierzchni
zawarta jest w jednym ukiadzie normalnym wymiaru = 0.

Takze twierdzenie o istnieniu sumy dwdéch uktadéw zupetnych stosuje
sie do dowolnych uktadéw liniowych nieprzywiedinych lub przywiedlnych
o wymiarze = 0.

W teoryi uktadéw liniowych gérujgcem jest twierdzenie o reszcie.
Opiera sig ono na lemmacie nastgpujacym:

Uwazajmy dwa dowolne uklady linjowe | C; | (r=1)i |0 ] (r = 0)
normalne, wtedy uklad

[Gl—106|=]C1,

gdzie C, jest krzywa dowolng uktadu | C, !, jest uktadem normalnym.
Jezeli | C, | ma wymiar r= 2, za§ | C; | ma wymiar = 1, wtedy
uktad
[Cl=]C|—0C
nie zalezy od krzywej C; uktadu | C; |, a wiec istnieje uktad | C'| taki, ze
mamy

| C Cl==|0GCs}|.
Uklad vF G
. . . l 02 I - 01
pisze sig w ksztalcie
|G, —C .

Kazdy uklad | C; | mozna uwazaé za wycigty czesciowo przez uktad
nieprzywiedlny prosty | C'| tak, ze uklad resztujgcy jest tez prosty.

Ale uktad | 0; | moze posiada¢ punkty-podstawy O.f,... Ops, kt6-
rych | C | nie posiada. Mamy wiec ogdlnie:

[C=10—=C,—0p—....— O |.
Kazdy uktad | O, | mozna uwaza¢ zawsze za réznicg dwoch uktadéw
nieprzywiedlnych
501[":]0—02 I
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Na podstawie wywodéw poprzednich mozna wprowadzi¢ pojecie stopnia
wirtualnego, ktore zastgpuje stopien istotny, gdy definicya tego ostat-
niego zawodzi. Mianowicie mieli§my wzér (10)

n=1n Fn,+ 24

w przypadku, gdy uktady | G, | 1| G, | sg wymiaru > 0 i nieprzywiedine.
Jezeli | G, | jest przywiedlne i ma wymiar =0, mozna znale§¢ uklady
nieprzywiedlne | C| i |0, ]| tak, ze mamy

[Cl=]C+ G
a wtedy liczba
Ny =Mn—"n; — 2i

nazywa si¢ stopniem wirtualnym ukfadu | €, ;. Liczba ta nie zalezy od
uktadu obranego | G, '. Nu podstawie tego rezultatu dwa jakiekolwiek ukta-
dy (nieprzywiedlne i przywiedlne o wymiarze = 0) o stopmiach wirtualnych
Ny, Ny, majg sumeg | C; -+ €, | stopnia wirtualnego n, 4+ n, -+~ 27. Moze-
my wigc w szczeg6lnosci obliczy¢ stopien wirtualny krzywej 07, uwazajac
dwa uklady |C| 1| C—0r]

[0l =1C|—1C—0r].

Stopiefi ten wynosi ¢ (p —2).
Na stopieni wirtualny uktadu | C:, ktéry jest réznicg dwoch ukladéw

nieprzywiedlnych | C' |, | C” |, mamy, jezeli

[ ¢ =10—C"—X0 |,
wzor:

n=n'—n" —2i—Tp%,

gdzie ¢ jest liczbg przecie¢ krzywych Ci C".

Jak pojecie stopnia mozna tak zmodyfikowad, azeby sie stosowato do
wszystkich uktadéw krzywych, podobnie mozemy rozszerzy¢ pojecie rodzaju,
wprowadzajac rodzaj wirtualny. Mianowicie jezeli krzywa ogdlna ukladu
przywiedlnego sklada sie z s krzywych nieprzywiedlnych o rodzajach
%y ..., %, zZtaczonych z sobg w p punktach tak, ze w tych punktach mamy
iy, .... 9, przejs¢, taczacych po dwa liscie s powierzchni Riemanna odpo-
wiadajacych tym s krzywym (w kazdym punkcie ¢-krotnym jest i 2_}—)
przejsé), wtedy rodzaj krzywej wynosi:

F=n b m b bR b b d . i — s 1L (11)

Stosujac wzdr ten do uktadu krzywych = |, kiéry otrzymano jako re-
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zydualny wzledem uktadu nieprzywiedinego | C| nieprzywiedlnego uktadu | G, |

|G |=|0C—C,—20 |,
mamy wzor

R &@T‘D+i_1. (12)

Przechodzimy do przedstawienia najwazniejszego dzialania na powierz-
ni, wprowadzonego przez Enriquesa, ktére okazata sig nader ptodnem dla
odkrywania nowych wtasnosci niezmiennych powierzchni. Jest to konstrukcya
uktadéw poddotgczonych (subaggiunte) danego uktadu. Przede-
wszystkiem nalezy wyjaséni¢ pojecie tych powierzchni poddotaczonych.
Sg to powierzchnie, wycinajace na dowolne] plaszczyznie krzywe dotaczone
do krzywych przekroju plaskiego danej powierzchni. Uktad powierzchni pod-
dofaczonych danego rzedu jest identyczny z ukladem powierzchni, ktérych
przekroje pekiem plaszezyzn, przechodzacych przez dowolna prosts, sa dola-
czone do przekrojéw powierzchni danej przez te ptaszczyzny.

Krzywemi poddotaczonemi szczebla # na powierzchni nazywa
Enriques krzywe, wycinajace na ptaskich przekrojach powierzchni rodzaju
= GrUpy Seryi goz—24,x, Wycigte przez krzywe dofaczone rzedu n —3 -} 7 (r20)
krzywej ptaskiej. Powierzchnie zatem poddotaczone wycinaja na powierzchni
danej, précz krzywych wielokrotnych, krzywe poddotaczone. Otéz jest rzecza
wazng, ze zachodzi i odwrotne twierdzenie, t. j. twierdzenie nastepujace: Kaz-
da krzywa poddotgczona szezebla 7 na powierzchni, nie bedacej prostokresing
i ktérej przekroje ptaskie sg rodzaju > 0, jestwycigta przez pewng powierzch-
ni¢ poddotaczong ¥, 3., 1z¢du n — 347, Dowdd opiera sie na twierdze-
nin Castelnuovo (ust. 8), ze powierzchnie, ktére posiadajg co? przekrojow
plaskich rozpadajacych sig, albo sq prostokreslne, albo sg powierzchniami
Steinera rzedu czwartego.

Dalszem pojgciem podstawowem jest pojecie krzywych poddotaczo-
nych uktadu liniowego nieprzywiedlnego | C|.

Enrigques nazywa serya grup punktéw 92n—24rn seryq‘ zupelng na-
stepujaca:

1) Gdy = >0, r = 0, sume seryi kanonicznej 921_12 na krzywej ukla-
du danego i - krotne) seryi charakterystycznej, a wigc dla peku (n =0) serye
kanoniczng g.,__2 Tak samo dla * = 0.

2) Gdy = >0, r=—5 < 0, réznice migdzy serys kanoniczng @l

i p-krotng seryq charakterystyczng, zakladajac, ze ta serya p-krotna jest spe-
cyalna.

3) Gdy ==0, r >0, serye g;:_ﬁ wszystkich grup punktéw rn — 2
na krzywej,
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Krzywe poddotgczone wycinaja na ukladzie | D | serye gox—24ra
Qznaczmy ten ukiad przez K,. Suma K, i krzywych fundamentalnych da-
nego uktadu jest tez ukladem K.

Suma K, --sC jest krzywa uk}adu K.

Kazda krzywa, wycinajaca na krzywych pekunalezgcego do ukiadu | C|,
Serye §az—24rn 1 Die przechodzaca przez punkty-podstawy peku nie bedgce
punktami-podstawami uktadu | ('}, jest krzywg poddotgczong.

Dla r dostatecznie wielkiego istnieje zawsze nieskoficzenie wiele krzy-
wych poddotgczonych. Ukladem | K, | nazywa sie ten uktad krzywych bez
czesdel statych fundamentalnych dla uktadu danego. Jezeli sig odniesiemy do
powierzchni F, w przestrzeni S, rzedu n, ktérej przekroje sg rodzaju = >0
iktéra nie jest prostokresina, wtedy kazda krzywa, ktdra przekroje pla-
skie peku ogo6lnego przecina w seryi gon—24,, i nie przechodzi przez punkty
przeciecia osi peku z powierzchnig F,, jest krzywg poddotaczong K.

Jezeli uklad normalny | €| daje jako rezyduum uktadu nieprzywied!-
nego | €| uklad nieprzywiedlny | C' :

lerj=jc—ony,

jezeli dalej | K| oznacza ukiad poddolgczony szczebla 0 ukladu | C| i je-
zeli istnieje ukiad
i K'— " <‘ R

wtedy ten uktad jest uktadem poddotaczonym szczebla O uktadu | C' {. Tak
samo, jezeli istnieje uklad

K| =K — (r-1)0" |,

jest on ukladem krzywych poddotgczonych szczebla 7 ukladu | Cf
Mozna obraé r tak wielkie, aby uklad | K, | zawierat uktad |(r4-1) C""
i aby uktad
[ B —(r+1) 0"

byt wymiaru dowolnie wielkiego.
Mamy dalej twierdzenie: Jezeli

|Cl=jC+C ],
i jezeli kizywe fundamentalne uktadu | C' | sg krzywemi fundamentalnemi
ukiadu | C |, to
K +s+1nC”

sa krzywemi poddolgczonemi szczebla s dla uktadu | €', t.]j. nalezqdo ukia-
du ' K,'. Z réwnosci


GUEST


132 Alfred Rosenblatt. (82)

e+1DC=|C+rC|

wynika, ze krzywe poddofaczone szczebla r >0 wzgledem ukladu | C | sa
poddotaczone szczebla 0 wzgledem uktadu | (r 4 1) C'|, i nawzajem.
Mamy dalej nastepujace twierdzenie: ‘
Jezeli mamy ukfad
1Cl=| 0450,

wtedy otrzymamy krzywe poddolaczone ukiadu | C' | z kizywych poddota-
czonych uktadu | C'/, odejmujgc C” i nakladajac punkty-podstawy X 0=,
tak ze bedzie:

|K'|=|K—C"—X01].

Ogdlnie otrzymuje Enriques nastepujace twierdzenie podstawowe:

»Uwazajmy uklady | C|, | ¢ | nieprzywiedlne proste i nie posiadajace
krzywych, ktdre krzywe tych ukladéw przecinaja tylko w jednym punkcie.
Jezeli

[ 0" =|C—C" — X0

ijezeli uktad | C'| ma punkty-podstawy 4, kt6re nie sq punktami-podsta-
wami dla uktadu | C'|, wtedy:

1) jezeli istnieje uktad

| K — Q" — % Oi—1 I,

jest to uktad krzywych poddotaczonych | K’ | ;

2) nawzajem, jezeli uktad | K’ | jest ukladem poddotaczonym dla ukta-
du | C"| i jezeli dalej krzywe fundamentalne uktadu | C" | sg krzywemi

fundamentalnemi uktadu | €' | z wyjatkiem punkiéw 4, ktére sg fundamen-
talne tylko dla uktadu | C’ |, wtedy uktad

[ K'+C" L2 A4 30 |

jest uktadem krzywych poddotaczonych uktadu | O1.

Najwazniejszemi ukladami na powierzchniach sg uktady dolgczone
(aggiunte) system6w danych.

Uwazajmy najprzéd uktad przekroj6w ptaskich powierzchni nieprosto-
kreslnej bez osobliwosci w pewnej przestrzeni S,. Uktadem dolaczonym
uktadu krzywych ptaskich przekrojowych nazywamy uktad poddotgczony po-
wierzchni, posiadajacy ewentualnie punkty state, nie bedace punktami-pod-
stawami uktadu | C|.

Krzywe dotaczone | n C| czyli krzywe dotgczone szczebla n—1 uktadu
| C| sq okreslone w sposéb nastepujgcy:

|0l =|(n—1) C+G, | .
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Na podstawie tej definicyl mozna teraz zdefiniowac uklad‘dochzony do
krzywych uktadu | G' | nieoscbliwego bez krzywych, ‘ktérg w ]edx?ym punk-
cie przecinajg krzywe ukladu i z punktami-podstawami % A*. Mozemy zna-
lesé liczbe m tak wielka, ze uktad

| C" | ={nC—C' — L4
bedzie uktadem nieprzywiedlnym bez punktéw‘podstax.v przypadkowych.
Wtedy uktad | . | krzywych dolgczonych jest ckreslony jako uktad
[G/ =] (C)— C" =S4~ | =| (1—1) O Co = =247 L.

Jest to uktad poddotaczony wzgledem uktadu | G |, posiadajacy ewen-
tualnie krzywe wyjatkowe fundamentalne dla uktadu | C' .

Jezeli mamy dwa uklady | €' |, | C" | nieosobliwe i jeZeli. B sa pun-
kty-podstawy dla ukladu | C|, nie bedace punktami-podstawami dl.a ukladu
| ¢, za$ punkty 4, podstawy dla uktadu | C" |, nie s3 punktami-podsta-
wami dla ukfadu | C'{ i jezeli

1O [ =1 G4 Cm 24,
wiedy: i Gnliz—-i G,,"+C'"’+EA‘”‘+$BI }

Mozemy teraz te definicye uogoini¢, stosujac je do dowo Inego uktadu
nieprzywiedinego | €. .

Uwazajmy ukiad | L |, spelniajacy warumki nastepujace: Jest on nie-
osobliwy i nie posiada peku krzywych, przecinajgcych krzywe uktadu w jed-
nym punkcie. Jezeli mamy

|L|=|C+ 0 24

i jezeli punkty B sg punktami-podstawami wkladu | L, a n}ie ukladu 1 ¢,
wtedy uklad dotaczony ukladu | C | zdefiniowany jest w sposdb nastepujacy:

| Coj=|L—C'—S41—SB|. (19)

Uwazajmy teraz dwa dowolne uktady | C|, | (?’ ls podleg‘aja‘ce je-
dynie temu ograniczeniu, by byly nieprzywiedlne. Jezeli mamy zwigzek

|Cl=]0C+Cr424],

ijezeli B sq punkty-podstawy ukfadu | C'[, nie bedace punktami-podstawa-
mi uktadu @ 7 |, wtedy zachodzi zupelnie ogélny zwigzek podstawowy:

| G| =] C/+C"+ S 41+ EB . (14)


GUEST


134 Alfred Rosenblatt. 84)

Zwigzek ten nazywa Enriques twierdzeniem fundamen-
talnem teoryi dotaczania na powierzchniach. )

W istocie dalsza teorya ukladéw liniowych, a w szczegdlnosci teorya
ukiadéw niezmiennych krzywych, odkrytych przez Enriquesa, otrzymuje
sig przez stosowanie tego twierdzenia.

Zdefiniowali$my uklad dotaczony danego ukladu krzywych na pewnej
powierzchni, obrazie uwazanego utworu geometrycznego co?. Dla réznych
powierzchni mamy rézne uklady dotaczone, poniewaz mogg powstawac i zni-
ka¢ kizywe wyjatkowe. Jezeli istnieje powierzchnia bez krzywych wyjatko-
wych, wtedy mozna na niej catkowicie okresli¢ uktad dofaczony. Krzywe
fundamentalne uktadu danego dzielg si¢ na niewtasciwe, t.j. takie
kizywe, kiorych krzywa rezydualna ma ten sam rodzaj, co krzywa uktadu,
inakrizywe whasciwe, gdzie rodzaj krzywej rezydualnej jest mniejszy od
krzywej uktadu danego.

Plerwsze kezywe nie wplywaja na uklad krzywych dolgczonych w tym
sensie,. ze uktad krzywych dotgczonych rézni sie od uktadu poddotaczonego
tylko o krzywe state.

Inaczej jednak jest, jezeli uktad liniowy posiada wlasciwe krzywe funda-
mentalne. Wtedy krzywe dotgczone uktadu | O nietylko wycinajg na krzy-
wych € grupy kanoniczne, ale na krzywych O rezydualnych krzywych O

wzgledem krzywej wiasciwej fundamentalnej © wycinaja seryg, ktdra jest
sumg seryi kanonicznej g;:_ig tej krzywej i seryi, ktérej grupe tworza punkty

wspélne krzywych. Powierzchnie, posiadajace pek krzywych wymiernych,
majg wlasno$¢ nastepujaca: krzywe ukiadu dolaczonego uktadu krzywych,
przecinajgcych w p>1 punktach krzywe owego peku, przecinajg krzywe peku
najwyzej w p—2 punktach. Wiec jezeli istnieje uktad, dla ktérego mamy
p=1, wtedy niema ukfadu krzywych dotaczonych tego uktadu.

Enriques wprowadza dalej pojecie powierzchni dotaczonych.

Sg to powierzchnie poddotaczone, wycinajace na powierzchni krzywe
dofaczone uktadu plaskiego. Sg to wiec powierzchnie poddotaczone rzedu
n—3, wycinajgce krzywe dolaczone na przekrojach plaskich, na przekroju
plaskim za$, przechodzacym przez punkt ¢-krotny powierzchni, wycinajg
-one kizywe dolgczone po dodaniuy prostej, przechodzacej przez punkt g-krot-
ny. A wiec majg w purnkcie t-krotnym punkt t—2-krotny (poréw. ust. po-
przedni).

Ogé6lnie powierzchniami dofgczonemi g, 4., rzedu n— 4 -1y, albo
powierzchniami dotgczonemi szczebla dodatniego 1ub ujemnego r—1, nazy-
wajg. sie powierzchnie, ktére wycinajg krzywe dofaczone szczebla r—1,
a wige uktad krzywych

1t (r=1)C| = (rO).|.
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Dla powierzchni wymiernych mamy nastepujace twierdzenie. Jezeli po-
wierzchnig wymierng odwzorujemy na plaszczyinie, wtedy krzywe plaskie
rzedu n—3 dotgczone krzywych plaskich rzedu n, przedstawiajacych l_irzywe
ptaskie powierzchni, przedstawiajg krzywe przekroju powierzchni z powxer?ch-
niami dotaczonemi rzedu m — 3, jezeli rzad powierzchni jest m, i nawzajem.

Dla powierzchni prostokre§lnych mamy co nastepuje: Powierzchnie do-
faczone rzedu n—3--r wycinaja na tworzgcych r—1 punktéw préFz krzy?
wej wielokrotnej; dla r =0 niema powierzchni dolaczonych. Na pow1er2f:hn1
prostokresinej rzedu n krzywe dolaczone ukiads, wycietego przez powierz-
chnie rzedu r 4 1 (r>0), sg wyciete przez powierzchnie dolgczone rzedu
n—3-r.

Z twierdzenia fundamentalnego wyplywa natychmiast twierdzenie No-
thera o powierzchniach dolaczonych krzywych przestrzennych. Jezeli mam;{
na powierzchni ukfad liniowy | K|, kt6ry posiada krzywg rezydl_laln@ K
wzgledem powierzchni rzedu dostatecznie wysokiego m, wtedy valerzchme
dotaczone, przechodzace przez XK', rzedu n--m—4 i posiadajace w p}xnl'(-
tach-podstawach é-krotnych | K| punkty-podstawy i— 1-krotne, wycinaja
krzywe dotgczone nkladu | K ¢, i nawzajem, a wigc wycinajg na krzywych
ukladu grupy kanoniczne, i nawzajem.

Chodzi teraz o obliczenie wymiaru ukladu powierzchni dofaczonych.
Dla obliczenia tego podstawowem jest nastepujgce twierdzenie Enriquesa:

»Powierzchnie poddotaczone rzedu n —2 -k, gdzie & jest liczbg do-
statecznie wielka, wycinaja na dowolnej plaszczyznie wszystkie krzywe pod-
dotaczone szczebla & przekroju plaskiego“. ‘ .

Stad wynika, ze i powierzchnie dolgczone rzedu n—4—-r dla » dosy¢
wielkiego wycinajg na przekrojach plaskich wszystkie krzywe dotaczone prze-
krojéw plaskich. ) )

Jezeli N,_4,. oznacza liczbg powierzchni dotgczonych stopnia s, gdzie
s jest liczha dostatecznie wielks, natenczas mamy zwiazek:

Naotrusi= Nomsp 5 on 5629, (15)

Znajac liczbe Ni_14, dla s dostatecznie wielkiego, ktérq 'dajq wzory
postulacyi N6thera, mozemy przy pomocy wzoru (15) obliczy¢ wszystkie
iiczby Nyn—44,, ktore wiasnie beda te same, co liczby, obliczone przy pomocy
wzoréw postulacyi Nothera. Istotne wartosci wymiaréw ukladéw dotaczo-
nych nie beda mmiejsze od tych liczb. ]

Nazwijmy 8 (s G) niedostatek (defizienza) seryi grup kgnomcz-
nych, wycietych na krzywych uktadu | s C'| przez krzywe uktadu | (s C). ;
wtedy, jezeli zatozymy, ze dla s = 7 stosujg sie wzory (15), mamy:

2((s+1) 0) =3 (s0)
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dla s = r. Natomiast dla s < 7 zachodzi nieréwnosc:
S((s+1)C)y=28(s0).

Liczby & (sC) rosna zatem, lub przynajmniej nie malejg, gdy s rosnie
{por. ust. poprzedni), i majg skoriczone maximum. WprowadZmy oznaczenie

w; =8 (E0) — 3 ((—1)C),

wtedy o; jest niedostatkiem ul%%adu liniowego krzywych, wycietego przez po-
wierzchnie dolgczone rzedu n — 4 -4 na przekrojach ptaskich. Otrzymuje-
my wzor podstawowy:

.’__l PO [ L "
Bpape =Mooy £ CDOACZD S0 g
Stad wynika wzér: '
8(r0) = 2, w, an
mamy za§ ©,p1=0,ps==....=0, '

Widzimy wigc, Ze obliczajgc liczbe N,_4 przy pomocy wzoréw postu-
lacyi Noethera i nazywajqc jg wéwczas N7,_4, mamy réwnosé:

"
N’n—4:Nn~4 ha Z ;.
1

Enrigues na podstawie poprzednio wylozonej teoryi wprowadza nie-
zmienniki powierzchni algebraicznych w sposéb dwuwymiernie niezmien-
ny. Otrzymuje sig je z twierdzenia fundamentalnego. Jezeli I A° sg punk-
tami-podstawami uktadu | C'| ale nie uktadu | 0’|, za§ I A% s3 punktami-
podstawami uktadu | 0" | ale nie ukladu | C'|, wtedy mamy zwigzek:

! Cr+0ﬂ/l+EAl l zi Cnl__{__ O"—|—2A” ! i
Stad otrzymujemy wazng réwnos$é:
O =0 —Z A | = |G —0"—3Z 4" . (18)

Jezeli uktad | G| zawiera uklad |C'|, wtedy kazdy inny uklad na
powierzchni | C" | ma tez te wlasno$é, ze uktad | C./'| zawiera uktad | O |.
Punkty 4’ wystepuja dla uktadu | G — ¢’ | jako czesci state; tak samo
punkty 4" dia uktadu | G,” — C"|. Krzywe te rezydualne, pozbawione cze-
s’ci‘ statych, nazywajq sic kanonicznemi. Krzywe zatem kanoniczne wyci-
Tnajg na ogolnej krzywej uktadu nieprzywiedlnego | G| grupe specyalng re-
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zydualng seryi charakterystycznej ukladu | | i punktow-podstaw ukfa-
du  C .

Krzywe uktadu kanonicznego sa wyciete przez powierzchnie dotgczone
rzedu n— 4, précz krzywych osobliwych i krzywych wyjatkowych. Liczbe
liniowo niezaleznych krzywych ukiadu kanonicznego nazywamy wiasnie ro-
dzajem geometrycznym p,.

Twierdzenie fundamentalne pozwala teraz otrzymac dalsze niezmienniki;
mianowicie z réwnoéci (18) otrzymujemy natychmiast réwno$é:

|20/ —20'—284' | =20, —2C" —2X 47|, (19)

Ot6z moze by¢, ze obie strony réwnosci (19) przedstawiajg rzeczywiscie
pewien ukiad krzywych, ale ze obie strony réwnosci (18) rzeczywistych ukta-
déw krzywych nie przedstawiaja. W kazdym razie krzywe, okreSlone przez
(19) tworza wtedy pewien uklad liniowy, zwany ukladem bikanonicznym.

Liczbe P krzywych bikanonicznych liniowo niezaleznych nazywa En-
rigues drugim rodzajem powierzchniowym (bigenere).

Nareszcie mozna przedstawi¢ uktad dany symbolicznie za pomocg wyra-
Zenia:

140, —iC—iX 4], i=23..... (20)

Jezeli istnieje uktad kanoniczny, wiedy uktad (20) jest ukladem i-krot-
nym danego ukiadu kanonicznego, jednak mogloby zajs¢, ze nie istnieje ani
uktad kanoniczny ani ukiad bikanoniczny, ale istnieje uklad przedstawiony
przez wyrazenie (20) dla ¢ > 2. Mamy zatem nowe liczby niezmienne.

Uktad bikanoniczny posiada wielkie znaczenie dla Teoryi powierzchni.
W istocie podaje Enriques przyktad powierzchni, dla ktérej mamy p,=0,
ale natomiast zachodzi P,>0.

Jest to powierzchnia rzedu széstego z szescioma prostemi podwdjnemi,
ktére sg krawedziami prostego czworoécianu, a wiec mamy n—4=2. Za-
tem niema powierzchni rzedu n — 4, dotaczonej do powierzchni danej.
Enriques przytacza inny przykiad, ktéry podat byt Castelnuovo {por.
ust. 6). Jest to powierzchnia rzedu 7-go o prostej potréjnej i o krzywej
stozkowej podwdjnej, nie przecinajacej prostej powyZzszej, posiadajgca nadto
trzy punkty tacnodalne, ktérych plaszczyzny tacnodalne przechodzg przez
prosta powyzszq. Powierzchnia ta posiada niezmienniki

2,=0, P, =2.

Dalej definiuje Enriques w' sposéb niezmienny dwuwymiernie 1o-
dzaj liczbowy, arytmetyczny, danej powierzchni.
Jezeli niedostatek seryi wycietej na ukladzie | C | przez krzywe ukladu
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dotaczonego nazwiemy & (C), wtedy gdy uktad | C; | zawarty jest w ukladzie
I ¢!, mamy nierdwnos¢ (por. ust. poprzedni):

8(0) = 8(0).

Gdy uktad | C, | nie jest zawarty w uktadzie | C'|, uktad zas | C| jest
uktadem prostym, mozna obra¢ r dostatecznie wielkie, aby uktad | » C'| za-
wierat uklad | C, |, albowiem przeksztalcajac tak, aby ukiad | C| stat sig
uktadem przekrojow plaskich, gdy | C| jest ukltadem prostym, a wycinajac
krzywa podwdjng przez pewna powierzchnig stalg S, jezeli # jest dosy¢
wielkie, nazywajac D krzywa podwdéjng, a D, rezydualng krzywg krzywej D
wzgledem krzywej wycietej przez S, mamy rezultat taki, ze uktad

|7C+ D+ D,

zawiera uktad | C,|, a krizywe D i D, zawiera jako czesci state.

Ot6z niedostatek ¢ (rC) ma maximum skoniczone %, ktére jest wieksze
od zera lub réwne zeru. Otéz definiujemy rodzaj arytmetyczny p. przy po-
mocy réwnosci:

E=p, — pa= D, ;. @1
1

Liczba % jest najwiekszym niedostatkiem seryi, wycietej na dowolnej
krzywej przez uktad dotaczony. Zatem liczba p,, rodzaj arytmetyczny po-
wierzchni, spetnia nieréwnosé:

Ds = Dy
Gdy mamy réwno$¢ ¢
’ . Dy = Da,
natenczas zawsze zachodzi
d(rC)=0,

jezeli 7 >0, Nawzajem (por. ust. poprzedni), gdy mamy réwnosci
§(Cy=0, 8§(20)=0,

wiedy o(rC)=0 dla r>2 1 p,=p,. Zobaczymy, ze Castelnuovo
okazat (ust. nastepny), iz réwnosé

§(C)=0
g(2C) =0,

pociaga za sobg réwnosé

) Ngs?qpn’ie }vprowadza Enriques znéw na podstawie swej teoryi nie-
zmienniki, ktére juz wprowadzit byt Noether (Roz. 1, ust. 8), rodzaj linio-
wy (genere lineare) p®, t. j. rodzaj krzywych kanonicznych i stopien
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wirtualny krzywych kanonicznych p®. Enriques okresla te wielkosci
niezaleznie od istnienia krzywych kanonicznych na powierzchni, a wigc i dla
wartosci niezmiennikéw p,=1, 0. Mianowicie zachodza nastgpujace zwigzki:

=z, —3(z—1)+n—+r, (22)
p=n,—4(zx—1)Fn-4r. (22a)

W zwigzkach tych = in sq to rodzaj i stopien dowolnego ukfadu linio-
wego | G|, za$ liczby =, i, s3 odpowiednie liczby dla ukladu dolaczonego
| G, 1; liczba 7 jest to liczba punkt6w-podstaw ukladu C'|. Miedzy wielko-
sciami p®, p@ zachodzi zwigzek Noethera:

PP =ph—1, (23)
a wiec mamy zwigzek mu réwnowazny:
Ng— T, =1— 2, 24

Otéz prawe strony wzoréw (22) i (22a) nie zalezg od wyboru ukfadu
iC]. Sa one zawsze niezmienne W przeksztalceniach dwuwymiernych po-
wierzchni, nie posiadajacej krzywych wyjatkowych, jezeli te przeksztatcenia
krzywych wyjatkowych nie wprowadzajg krzywych wyjatkowych.

Tak samo zachodzi réwnosé (24) zawsze dla dowolnej wartosci p, .

Najpowazniejszg trudnoscig w badaniu niezmiennych wtasnosci po-
wierzchni algebraicznych jest wystgpowanie krzywych wyjatkowych, t. j. krzy-
wych, ktdre sie dadza przeksztaici¢ na zwyczajne punkty powierzchni. Gdy
mamy p, >0, istnieje fylko skoriczona liczba krzywych wyjatkowych. Opie-
rajac sig na lemmacie, ze dla powierzchni, dla ktérej p,==p.>0, ukfad dotg-
czony uktadu, nie posiadajgcego krzywych wiasciwych fundamentalnych,-
réwniez nie posiada krzywych wiasciwych fundamentalnych, dowodzi Enri-
ques, ze powierzchnie 0 njezmiennikach powyzszych dadza sig przeksziatcic
na powierzchnie, nie posiadajace krzywych wyjatkowych. o

Enriques przyjmuje bez dowodu, ze dla powierzchni nieregularnych,
a wiee gdy p,>p. 1 jezeli nadto p,>0, mozina réwniez wykona¢ przeksztal-
cenie, usuwajace krzywe wyjagtkowe powierzchni.

6. Drace Castelmuovo i Enriquesa nad dalszym rozwojem teoryi ukiadéw
Tiniowych krzywych algebraicznych na powierzchniach algebraiczngch.

Widzielismy w poprzednim ustepie znaczenie dwoch utworéw geome-
trycznych, zwigzanych z danym nktadem liniowym krzywych na powierzchni,
mianowicie seryi charakterystycznej g::l danego ukladu wymiaru r
i stopnia = i uktadu dolgczonego (szczebla zero) uktadu danego.

Prace mat.-fiz, t. XXIIL 12
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Utwory te bada Castelnuovo (C. 13). Serya charakterystyczna moze
by¢ albo zupetna, np. na powierzchniach wymiernych lub na ogédlaych po-
wierzchniach danego rzedu, albo tez niezupelna, jak np. na powierzchniach
prostokredlnych lub na powierzchniach hypereliptycznych. Otéz whasnosc
ta seryi charakterystycznej pozostaje w Scistym zwigzku z wlasnoscig re gu-
larno$ci lub nieregularno$ci danej powierzchni.

Nazwijmy 2, niedostatek seryi, wycietej przez uklad krzywych dotaczo-
nych rzedu v na przekroju plaskim. Uwazajmy, jak w poprzednim ustepie,
sume¢ niedostatkéw ukladéw dofgczonych rzedéw od n—3 az do rzedu
I—1, zakfadajgc, ze dla uktadéw dofaczonych wyzszych rzedéw niedostatki

znikajg. Kladac wowczas
1=1

A=) 8,

v=n—3
otrzymujemy juz poprzednio podang réwnos¢
Tn—g — 9"71—4 =A 3

gdzie 7, oznacza wymiar istotny uktadu powierzchni dotaczonych rzedu
n—4, za$ #'._y jest wymiarem wirtualnym.

Uwazajmy teraz A -1 plaszczyzn dowolnego peku; istniejg wowczas
zawsze, jak to okazuje Castelnuovo, powierzchnie dotaczone rzedu
n —3--4, wycinajace na tych plaszczyznach z géry oznaczone krzywe do-
faczone rzedu n —3, a nadto zawierajace A razy prosta peku, nierozpada-
jace sig. Stad mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie, ktére jest punktem
wyjécia badafi Castelnuovo (C. 13, por. C. 16). ,Jezeli na powierzchni
mamy uktad prosty krzywych i jezeli grupa punktéw, nalezaca do punktéw
.ruchomych przeciecia dwéch krzywych, jest serya specyalna gl dla p,— p.41

_ kezywych peku wyznaczonego przez te dwie krzywe, wtedy jest ona tak samo
specyalng seryg g, dla wszystkich krzywych peku«.

W szczegdlnym przypadku, gdy ukiad dotgczony rzedu n—3 wycina
na uktadzie danym serye kanoniczna zupelna, wtedy grupa punktéw na
krzywe]j ukfadu danego, ktéra jest specyalna dla tej krzywej, jest tez specyal-
ng dla kazdej innej krzywej uktadu, ktéra przez nig przechodzi.

Stad wynika wazne twierdzenie:

»Uktad liniowy prosty nieprzywiediny bez whasciwych krzywych funda-
mentalnych taki, ze uktad dotaczony wycina serye kanoniczng zupetna, po-
siada serye charakterystyczng réwniez zupelng*. ’

S_tqd opierajgc sie na lemmacie z teoryi grup punktéw na krzywych
orzekajacym, ze suma minimalna seryi kanonicznej i dowolnej seryi zupe}ne}
jest tez zupelna, otrzymuje sie twierdzenie nastepujgce, o ktérem juz méwi-
liSmy w poprzednim ustepie:
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sJezeli dla pewnego dowolnego uktadu prostego i nieprzywiedlnego bez
krzywych fundamentalnych zachodzi réwnos¢

8.3=0, (23)
wtedy zachodza tez réwnosci nastepujace:
On—3pr=0, r=1,2 3.... {(26)
a wigc mamy:
by =DPe

i dla kazdego uktadu nieprzywiedinego na powierzchni bedzie:

r=20,1,2 3....

IS
Oﬁ—-3+r:Ol

Na powierzchni regularnej, p,~p., kazdy uklad liniowy zupeiny posiada
serye charakterystyczng zupelng®.

Dalej uwaza Castelnuovo powierzchnie nieregularne. Nazwijmy re-
gularnym uktad niespecyalny na powierzchni i taki, Ze migdzy jego rodza-
jem =, stopniem 7 i wymiarem s zachodzi zwigzek nastgpujgcy:

s=n—r-+p.— L. (27)

Uktad dotgczony szczebla k dostatecznie wysokiego do dowolnego ukfa-
du nieosobliwego jest regularny, a wigc mamy:
Sp==1Tg — T+ Pa— 1.
Dla uktadéw regularnych niedostatek ¢ seryi charakterystycznej speinia
nier6wnos¢:
8= Py —De,
a mianowicie, gdy serya charakterystyczna jest niespecyalna, wowczas mamy
Py =0, a wigc zachodzi réwnos¢:
C=py—Pe=—Pa.

Zatem warunkiem koniecznym i dostatecznym, by serya charaktery-
styczna byta nietylko zupelna, ale by istnialy uktady o seryi charakterystycz-
nej niespecyalnej, jest, aby zachodzita réwnosc:

Py=p.=0.

Wiemy, ze Castelnuovo (C. 7, por. ust. 3) undowodnit wymiernosc
inwolucyj na ptaszczyznie. Zamocg rozumowar analogicznych do rozumowari
przeprowadzonych w owej pracy, mozna udowodnié, ze serya charaktery-
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styczna uktadu liniowego na powierzchni, przedstawiajacej inwolucye na po-
wierzchni regularnej, jest zupetna. Stgd wynika:

»Powierzchnia, ktérej spélrzedne sa funkcyami wymiernemi spoirzed-
nych powierzchni, posiadajgcej niezmienniki p, = p,, réwniez posiada nie-
zmienniki p, = p.~.

Stad, poniewaz powierzchnie prostokreélne posiadajg p, =0, po= — p,
wynika w szczegdlnosci, ze powierzchnie, posiadajace pek niewymierny krzy-
wych, sg z pewnoscig nieregularne, t. j. majg

Pg > Da-

W pracy réwnoczesnej z poprzednig (C. 5) dochodzi Castelnuovo
do nastepujgcego waznego rezultatu:
» Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby dana powierzchnia byla
wymierna jest, by oprécz réwnosci
pg :pa - O:
P,=0,

zachodzita réwnosé

gdzie P, jest drugim rodzajem powierzchniowym (bigenere) powierzchni, przy-
czem z pierwszych réwnosci bynajmniej nie wynika réwnosé ostatnia“.

Rzutowo: majac dang powierzchnie rzedu n z linig podwéjng rzedu D,
rodzaju =, z T punktami potréjnemi, otrzymuje sig nastepujgce warunki ko-
nieczne i dostateczne wymiernosci powierzchni:

1) MEMQ—@L_@D-]—QTJﬂ_l:O, t.i. pa=0.

2) Niema powierzchni rzedu 2 (n— 4), przechodzacej podwdjnie przez
krzywe podwdjng, oprécz powierzchni ztozonych z samej powierzchni danej
i dowolnej powierzchni rzgdu n—8, t. j. mamy Py=p,=0.

WidzieliSmy, ze powierzchnie, posiadajace niezmienniki Pe=p.=0,
mozna scharakteryzowac w ten sposéb, ze wszystkie uktady liniowe posiadaja
seryg charakterystyczng zupelng i ze istnieja uktady, kt6rych serya charakte-
rystyczna jest niespecyalna. Otéz mozna uktad taki tak obraé, by byt pro-
sty 1 nie posiadat krzywych fundamentalnych whasciwych.

Uktad dofaczony | C' | jest wtedy i tylko wtedy przywiediny, gdy
uktad dany | C'| sktada sie z krzywych hypereliptycznych. Jest on zlozony
wiedy i tylko wtedy, gdy w ukladzie | ¢ | zawarty jest ukiad krzywych hy-
pereliptycznych, posiadajacy wymiar o jednos¢ mniejszy od wymiaru uktadu
0. Gdyuktad | C| nie podlega ani jednemu ani drugiemu ograniczeniu,
a nadto nie posiada krzywych fundamentalnych wiasciwych i ma serye cha-
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rakterystyczna specyalna, wtedy ukfad | C' | nie posiada tez krzywych fun-
damentalnych wiasciwych i ma serye charakterystyczng niespecyalna.

Otéz teraz mozemy uwaza¢ uktad | €| dolaczony do uktadu | C1,
uktad | O | dotgczony do ukladu [C"] it d. Otoz, gdy powierzchnia jest
wymierna, wtedy ciag uktadow dotgczonych

PO L, 107, 1G],

nie moze by¢ nieskoriczony, a wiec jeden z tych ukladéw nie spetnia tych
warunkéw, ktére spelnia uktad | ¢}, Otéz, gdy, opr6cz p, i ., jest tez P,
zerem, wtedy whasnie ciag ten musi sie koriczy¢, a stad naodwrét wynika wy-
miernosé powierzchni.

Przyktad Enriquesa, podany w ustepie poprzednim, okazuje ze
w istocie moze by¢ p,=p, =0, ale jednak P,>0. Krzywe bikanoniczne
w przykladzie owym nie istnieja, sg rzedu zero.

Castelnuovo podaje przykiad, o ktérym juz mowiliémy w poprzed-
nim ustepie, gdzie

Py=p.=0, Py=2.

Rodzajem liniowym p® powierzchni, zdefiniowanym niezmienniczo
przez Enriquesa, zajmuje sie tez Castelnuovo (C. 15). Widzielismy,
ze tg liczbg mozna zdefiniowaé jako niezmiennik

N7~ 3(z—1) (22)

na powierzchni bez krzywych wyjatkowych, przyczem n, = sa charaktery
uktadu | C'] bez punktéw-podstaw. Otéz dla uktadéw, posiadajacych punkty-
podstawy, wyrazenie (22) daje wartos¢ mniejsza niz p™. Mozemy wiec zde-
finiowa¢ nowy niezmiennik, mianowicie maximum wyrazenia (22) ito tez na
powierzchniach, posiadajacych skoriczong liczbe krzywych wyjatkowych.
Wszystkie powierzchnie algebraiczne mozna podzieli¢ na dwie wielkie
kategorye. Do pierwszej nalezg powierzchnie, na ktérych istniejg uktady
dotaczone wszystkich rzeddw, t. j. istnieja uklady | C9 , i=1, 2,... s
do drugiej kategoryi nalezq powierzchnie, na ktérych dziatanie dolaczanie
koticzy sig po pewnej skoriczonej liczbie dziatar.
Dla pierwszych powierzchni mamy dla kazdego ukiadu | C :
n=<2n—2 i T T, (28)
dla drugich istniejg zawsze ukfady liniowe, dla ktérych:
n>2z—2 i T > W, 29)

Uwazajmy teraz dowolng powierzchnie i uklady krzywych polozone na
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tej powierzchni, speiniajgce nier6wnosé (28). Liczba (22), ktdrg nazwijmy o,
spetnia, jezeli ja obliczymy dla uktadu krzywych spetniajacego nieréwnosc
(28), pewna nieréwnos¢, ktérg otrzymamy, obliczajac liczbg liniowo niezalez-
nych krzywych bikanonicznych, t. j. krzywych uktadu (20) ustgpu poprzedza-
jacego. Otrzymamy wéwczas nier6wnosc:

Pzp+ 000 ) (30)
zatem, poniewaz P; =0, wiec liczba o posiada pewne skoficzone maximum,
jezeli jg obliczymy dla wszystkich tych ukladéw, dla ktérych zachodzi nie-
réwnosé (28).

Ot6z to wiasnie maximum definiuje Castelnuovo jako rodzaj linio-
wy p®.

Zachodzg zatem nastepujace okolicznoS$ci:

1) gdy mamy p®>1, wtedy, od pewnego uktadu poczawszy, istniejg
wszystkie uktady dalsze 7-kanoniczne.

2) gdy mamy p®=1, wtedy albo uktady 4-kanoniczne istniejq i skia-
daja sig z krzywych eliptycznych peku, albo tez nie istnieja. Na powierzch-
niach pierwszej kategoryi kazdy uklad krzywych spelnia warunki (28), a wigc
rodzaj liniowy zawsze jest p!D= 1. Powierzchnie zatem, dla ktérych rodzaj
liniowy p® jest < 0, naleza do drugiej kategoryi. Na powierzchniach dru-
giej kategoryi istniejg uktady liniowe, dla ktérych zachodzi nieréwnos¢ (29).
Nawzajem, gdy mamy p® = 1, wtedy powierzchnia nalezy do pierwszej ka-
tegoryi.

Uwazajmy teraz na powierzchniach drugiej kategoryi wszystkie uktady
liniowe, spefniajace nieréwnosci (29). Dla tych uktadéw liczba o tez posiada
maximum skoficzone, ktére nazywa Castelnuovo drugim rodzajem
liniowym (genere lineare secondario), znaczac go przez pd.

Powierzchnie, na ktérych mamy

i < 1

sg dwuwymiernie réwnowazne albo powierzchniom prostokreslnym, albo tez
powierzchniom posiadajacym oct stozkowych.
Do powierzchni, na ktérych mamy

p(l) > 1,
nalezg powierzchnie wymierne, dla ktérych:
i = 10,

ale Castelnuovo nie wyklucza tez moznosci nalezenia do tej kategoryi
takze innych powierzchni.
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Opierajac sig na teoryi ukladow krzywych na plaszczyznie rozwija Ca-
stelnuovo (C. 16) podstawowe wlasnosci uktadéw liniowych powierzchni
okres’l_onych pewnemi krzywemi-podstawami i punktami-pod sta—’
wami, przez kiére to utwory powierzchnie uktadu linjowego powierzchni
majq w pewien okreslony sposob przechodzi¢. Badanie powierzchni dota-
czonych do danej powierzchni, tworzacych zatem ukfad liniowy, prowadzi C a-
stelnuovo do podstawowego twierdzenia, dajacego gbérng granice nie-
c!o.statku & seryi charakterystycznej dowolnego nieskoficzonego uktadu
llplowego na powierzchni. Mianowicie niedostatek ten nie przewyzsza roz-
TICY Pg—Pa, mamy wiec nieréwnos$é wazna:

8 =Py —Pe- (31)

P{osty dowdd nieréwnosci Castelnuovo (30) podatw kilka lat poiniej
Severi (S.6). Dowdd polega na nastepujgcych rozwazaniach:

Jezeli ukiad uwazany jest za uklad przekrojow plaskich powierzchni
W prze.strzeni S;, posiadajacej tylko krzywa podwéina z punktami potréjnemi
%jezeh fx, T, Tr 54 stopniem, rodzajem i wymiarem ukiadu 1 kC!, zas r’
jest wymiarem uktadu '(kC), |, wtedy mamy réwnosé ’ '

W =rm+p,— L

) Sta‘fi znajdziemy juz twierdzenie Riemanna-Rocha dia uktady | kC!
gdzie I jest liczba dostatecznie wielka: ’

Ty = M — w - Pa L.

Ot6z na podstawie lemmatu, orzekajacego, ze powierzchnie dolaczone
dowolnego rzedu do kizywej przestrzennej, bedqcej przecieciem powierz-
chni d?mej z powierzchnia dowolna, wycinajg oprécz punktéw podwéjnej
k.rzywe; seryg liniowa zupetna (gdy rzad powierzchni dowolnej jest dostatecz-
nie V{ySOkl, jest to twierdzenie Castelnuovo (C. 8)), otrzymujemy na-
step.uja:cy rezultat: gdy p, >0, wiedy powierzchnie dofaczone rzedu n—4
wycinajg na krzywej £C, gdy k jest dostatecznie wielkie, serye zupelng, gdy
za$ p,=0, wiedy serya charakterystyczna uktadu ! kC | nie jest specy;lna
Z twierdzenia ostatniego wynika nieréwnos¢ Castelnuovo. .

Twierdzenie podstawowe o seryi charakterystycznej ukladéw liniowych
daje natychmiast twierdzenie o wymiarze ukladéw liniowych, znane jako
twierdzenie Riemanna-Rocha (por. ust. 4). Juz Noether (N. 8) uogo6l-
nit twierdzenie Riemanna-Rocha z teoryi krzywych algebfaicznych na
ukfady liniowe krzywych na powierzchni. Zaktadajac, ze powierzchnie al-
gebraiczne posiadajg zawsze p,=p,=p i ze serya charakterystyczna jest
zupelna, oznaczajgc dalej przez i indeks specyalnosci ukladu [ €, t.]. liczby
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liniowo niezaleznych powierzchni kanonicznych, przechodzacych przez ogélng
krzywa ukiadu | C |, otrzymuje Noether nierdwnosé:

rzn—a4p4+1—1,

wyrazajaca wlasnie twierdzenie, o kt6ére chodzi. Widzielismy w ustepie 4, o ile
Enriques uzupetnit rezultaty Noethera. Jeszcze dalej posunagt sie¢ Ca-
stelnuovo, postugujac sig nieréwnoscia

N
0= Py — Da-

Uwazajac seryg zupelna rezydualng seryi charakterystycznej wzgledem
seryi kanonicznej, wprowadZmy wielkosci

k=p,—p.—2¢

tudziez 1, niedobér (diffetto di completezza) seryi, wycietej przez
krzywe kanoniczne na krzywych €. Wtedy mamy nieréwnosc:

rezn—n4p.+1--1,

wyrazajaca wiasnie twierdzenie RiemannaRocha na powierzchni, a mia-
nowicie mamy réwnosc:

r=n—a+p.+1—i-Fk-+.

Mozemy teraz wprowadzi¢ pojecie nadmiaru (sovrabbondanza)
uktadu | C'}
s=k--.

Jezeli mamy s==0, wtedy zaréwno serya charakierystyczna posiada
maximum niedostatku, jak i serya wycieta przez krzywe kanoniczne jest zu-
pelna, i na odwr6t w zatozeniu, ze uktad | C | nie posiada punktéw-podstaw.
Uktady takie nazywajg si¢ regularnemi.

Uktady regularne mozna otrzymac w nieskoriczonej liczbie na dowolnej
powierzchui. Castelnuovo dowodzi bowiem, ze jezeli uktad | €| jest
uktadem nieprzywiedlnym przynajmniej co?® i jezeli taksamo uktad | ¢'-H5C |
jest nieprzywiediny, wiedy uklad ten dla liczby % dostatecznie wielkiej jest
regularny, jezeli punkty-podstawy | C | sg i punktami-podstawami przepi-
sanymi uktadu | G'+%C | (por. ust 6).

Podstawowa wlasno$¢ powierzchni regularnych podaje Enriques
(E. 15). Istnieja powierzchnie, na kt6rych istnieje uktad algebraiczny krzy-
wych algebraicznych, nie zawarty catkowicie w uktadzie liniowym, np. po-
wierzchnie, posiadajace niewymierny pek krzywych dowolnego rodzaju. Otéz
Enriques okazuje, Ze fakt powyzszy nie zachodzi dla powierzchni regular-
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nych. Na powierzchniach regularnych kazdy uktad ciggly krzywych algebra-
icznych zawarty jest w uktadzie liniowym.

Powierzchnie algebraiczne mozna tez klasyfikowa¢ wedtug natury krzy-
wych kanonicznych powierzchni. Przypadek, gdy krzywe kanoniczne posia-
dajg rodzaj p'V=1, jest wyjatkowy i bardzo zawily. Enriques bada
przypadek (E. 7), w ktérym krzywe kanoniczne sg hypereliptyczne, sg dalej
nieprzywiedlne i nie posiadajg tez punkt6éw sktadowych, wspdlnych wszystkim
krzywym kanonicznym. Powierzchnie te albo posiadajg pek wymierny krzy-
wych rodzaju 2, albo sie tez dadzg odwzorowaé na podwéjnej plaszczyzZnie
0 krzywej rozgalezienia rzedu osiem lub dziesieg.

Plaszczyznami podwéjnemi nazywamy powierzchnie o réwnaniu postaci

2i=f(x, y);

krzywa algebraiczna f(x, y) =0 nazywa sie krzywa rozgalezienia.

Clebsch (M. A)) i Noether (N. 9) pierwsi zajeli sig¢ wiasnosciami
plaszczyzn podwéjnych. Clebsch odwzorowat te plaszczyzny na plaszczy-
Znie pojedyriczej i okazal wymiernosé pewnych plaszezyzn podwéjnych, mia-
nowicie, précz plaszczyzny podwdjnej z krzywa rozgatezienia rzedu drugiego,
takze plaszczyzny z krzywa rozgalezienia rzedu czwartego.

Noether okazal naodwrdt, ze jezeli ptaszczyzna podwojna jest odwzo-
rowaina na ptaszczyznie pojedynczej t. j. jest wymierna, wtedy krzywa rozga-
fezienia daje sie dwuwymiernie przeksztalci¢ albo na krzywa rzedu 27 z pun-
ktem 27 — 2-krotnym, albo na krzywa rzedu széstego z dwoma punktami po-
tréjnemi nieskoriczenie sobie blizkiemi.

Z twierdzenia o wymiernosci inwolucyj potozonych na plaszezyznie
(C. 7y mozna réwniez korzysta¢ dla wyprowadzenia typéw plaszczyzn po-
dwdéjnych wymiernych, a mianowicie mamy trzy typy inwolucyi na plaszczy-
Znie, z ktérych mozna otrzymac odpowiednie typy plaszczyzn podwéjnych.
Inne kryteryum wymiernosci ptaszezyzn podwdjnych podali Castelnuovo
i Enriques (C.E. 4). Plaszczyzna podwdéjna z krzywg rozgalezienia rzedu
2n Ch, jest wymierna lub odwzorowalna na powierzchni prostokresinej, jezeli

»plurigeneri® P,—_—P3=.A.=P[g;] sg rowne zeru. Przytem [an] jest naj-
wigkszg liczba catkowita zawartg w liczbie —37%.
Z twierdzenia tego wynika, ze powierzchnie, posiadajgce peki liniowe
krzywych hypereliptycznych rodzaju p>1 z >2p—2 punktami-podstawami,
s wymierne lub odwzorowalne na powierzchniach prostokresinych. )
Plaszczyznami podwdjnemi niewymiernemi zajmuje si¢ Enriques
(E. 6). Praszczyzny te rodzajow p, = p. =P, =1 dzielg sig na cztery kiasy:

Prace mat.-fiz.,, t. XXIIL 13
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1. Ptaszczyzny podwdjne z krzywa rozgatezienia rzedu széstego.

2. Plaszczyzny podwdjne z krzywa rozgatezienia rzedu 6smego i dwoma
punktami poczwdrnemi.

3. Plaszczyzny podwdjne z krzywg rozgalezienia rzedu dziesigtego
z punktem 7-krotnym i z dwoma punktami potréjnemi nieskoficzenie bliz-
kiemi. .

4. Plaszczyzny podwéjne z krzywa rozgalezienia rzedu dwunastego
z punktem 9-krotnym i z trzema punktami potrGjuemi nieskoriczenie bliz-
kiemi.

Powierzchnie ¢ niezmjennikach p, =p,= P, =1, jezeli nie posiadaja
krzywej kanonicznej, majg rodzaj liniowy, zdefiniowany za pomoca wzoru
Enriquesa poprzedniego ustgpu. Otéz Enriques dowodzi, ze, gdy mamy
Ppy=Da=P,=1, wiedy nie istnieje krzywa kanoniczna istotna, a wiec nalezy
przyja¢ pM=1. Zatem na powierzchniach o niezmiennikach p,==p,=P,—=1
kazdy uktad liniowy czysty (bez punktéw-podstaw i nieprzywiedlny) rodzaju
wirtualnego = ma wymiar = i stopien 2z — 2,

Jezeli powierzchnia o tych niezmiennikach jest odwzorowalna na pta-
szezyZnie podwojnej, wtedy albo powierzchnia posiada sie¢ (uktad co?) bez
punkiéw-podstaw rodzaju i stopnia drugiego, nalezaca do inwolucyi, wyzna-
czonej przez uklad na powierzchni, albo tez posiada czysty pek krzywych
eliptycznych, réwniez nalezqcy do inwolucyi. Stad otrzymuje sie klasyfikacye
tych ptaszczyzn podwdjnych, wyzej podang.

Otrzymujemy pewne plaszczyzny podwoéjne, uwazajac powierzchnie,
ktérych krzywe kanoniczne sg rodzaju p®=2 lub pW=3,

Jezeli mamy p®=2 (E. 9), przyczem przez rodzaj malezy rozumiec
w przypadku, gdy krzywe majg punkty-podstawy, rodzaj wirtualny, wtedy gdy
powierzchnia jest regularna, p, = p,, albo jg mozna dwuwymiernie odwzoro-
wa¢ na powierzchni rzedu széstego o trzech prostych ostrzowych, potozonych
na jednej plaszczyinie, albo tez, gdy p®W =2, p, =p, =2, wéwczas mamy
ptaszczyzng podwéjng o krzywej rozgalezienia rzedu dziesiatego i o dwéch
punktach pigciokrotnych nieskonczenie blizkich.

Powierzchnie rodzaju p"'=3 regularne, p, = p, >0, przyczem znowt
przez pt nalezy rozumiec rodzaj wirtualny, albo majg p,= 3, a wtedy ma-
my plaszczyzng podwdjng o krzywej rozgatezienia rzedu O0smego, albo tez
maja p, =2, a wtedy tez krzywa rozgalezienia rzedu dziesigtego, ztozong
z prostej i z kizywe] rzedu dziewigtego z trzema punktami potréjnemi na tej
prostej i z dwoma dalszemi punktami potréjnemi nieskonczenie blizkiemi do
tamtych. Albo mamy p,=1, a wéwczas: albo mamy powierzchnie rzedu
6smego z krzywa podwojng rzedu czternastego, ktéra jest krzywa poéwéjna
ogoinej powierzchni rzedu siédmego o krzywych przekrojowych hyperelip-
tyczaych, albo tez mamy plaszczyzng podwdjna rzedu dziesiagtego z pun-
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ktem poczwérnym i z czterema parami punktéw potréjnych nieskofczenie
blizkich.

7. Dalsze postepy teoryi uktadow liniowych krzywych na powierzchmiach
algebraiczngch.  Prace Castelnuovo i Enriquesa: ,,Sopra alcume questioni nella
teoria delle superficie®.

W poprzednio wylozonych rezultatach Teoryi powierzchni algebraicz-
nych przedewszystkiem jest jedna rzecz niezupelna. Mianowicie jest to kwe-
sya krzywych wyjatkowych na powierzchni, a w szczegdlnosci kwestya po-
wierzchni, zawierajacych nieskoriczenie wiele krzywych wyjatkowych. Zba-
daniu krzywych wyjatkowych poswigcona jest przedewszystkiem
wsp6lna praca obu autoréw Castelnuovo i Enriquesa (C. E. 5), ktdrzy
stworzyli teorye ukladéw krzywych na powierzchniach algebraicznych.

W pracy tej najprzéd, streszczajac podstawowe wyniki teoryi ukladéw
liniowych, rozszerzajg autorowie kilka twierdzed poprzednich. I tak rozsze-
1zaja twierdzenie Riemanna-Rocha (ust. 6) na ukfady liniowe zupelnie
dowolne przywiedlne lub nieprzywiedine.

Badajq nastepnie zwigzki migdzy niezmiennikami powierzchni bez-
wzglednemi, t. j. niezaleznemi od krzywych wyjatkowych, 1 wzglednemi, t. j.
zaleznemi od krzywych wyjgtkowych.

Pierwszym takim zwiazkiem jest zwiazek migdzy niezmiennikiem wzgled-
nym (ust. 6), danym przez wzdr poprzednio podany

W =T, - 3(.‘:— 1)-—{—72,
a rodzajem i-krotnym (i-genere) P; powierzchni. Niechaj bedzie

n< 2z —2,
wtedy mamy nieréwnosc¢
P;;paf%:—lz(w—i)+l, i>1. (32)

Jezeli uktad |iC, | wycina na krzywych uktadu | C | serye miespe-
cyalna, zachodzi nier6wnos¢ (32) réwniez, gdy mamy n=2% —2 (por. ustgp
poprzedni).

Drugi zwiazek miedzy niezmiennikami otrzymamy, wprowadzajgc nowy
niezmiennik wzgledny Zeuthena i Segrego (Zeuthen Lit, Segre A,
T., T. 31, 1896). Jezeli ¢ jest liczbg podwdjnych punktéw peku liniowego
krzywej na powierzchni, n liczbg punktéw-podstaw peku, = rodzajem krzy-
wych peku, wtedy niezmiennik ten okreslony jest jako wyrazenie

I=2—n - 4=. (33)
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Wzgledny ten niezmiennik zmienia sig, gdy na powierzchni powstajg
albo znikaja krzywe wyjatkowe, przeciwnie anizeli ». A wigc suma o -7
jest niezmiennikiem bezwzglednym, a mianowicie mamy zwigzek

o T=12p.+9.

Jest to wz6r, nie réznigcy sig od wzoru (20) Roz. 1.

Niezmienniki I, o zalezg od krzywych wyjatkowych na powierzchni.
A mianowicie, gdy powierzchnia posiada ¢ krzywych wyjatkowych, wtedy, gdy
powierzchnia przeksztatcona nie posiada krzywych wyjgtkowych, niezmiennik
 roénie o liczbg e; dalej niezmiennik I rosnie o e, gdy powierzchnia zy-
skuje e krzywych wyjatkowych, a wiec zachowuje sie wprost przeciwnie.

Niezmiennik I daje sig tez obliczy¢ zapomocg peku niewymierne-
go T na powierzchni. Jezeli p, p’, A sg odpowiednio rodzajem krzywej pe-
ku, rodzajem peku i liczbg krzywych peku, posiadajacych punkt podwéjny,
wtedy mamy wzor:

(34)

T=A44(p—1) (¢ —1)—4 (35)
Przy pomocy réwnosci (34) i (35) otrzymuje sie wazna nieréwnosé:
Sz+4+rz=—1lp.+o-—38, (36}

gdzie =, r sg rodzajem wirtualnym { wymiarem uktadu, nie posiadajgcego
wirtualnie punktéw-podstaw. ]

Castelnuovo i Enriques otrzymujg nastgpujace rezultaty dla krzy-
wych wyjatkowych. Nazwijmy krzywa wyjatkows krzywg drugie go ga-
tunku, jezeli nie moze byc przeksztatcona na punkt prosty powierzchni, za§
krzywa wyjgtkowa pierwszego gatunku, jezeli takie przeksztatcenie da
sig uskutecznié.

Otéz Castelnuovo i Enriques dowodzg, ze jezeli na powierzchni
istnieje skoficzona ale zresztq dowolna liczba krzywych wyjatkowych pierw-
szego gatunku, wtedy, gdy zadne takie dwie krzywe nie przecinaja sie, moz-
na wszystkie te krzywe usunaé: przypadek ostatni zachodzi wowczas, gdy dla
kazdego uktadu liniowego krzywych na powierzchni mamy spelniong nieréw-
nosé:

n=2z—9.

A poniewaz, gdy istnieje na powierzchni uktad liniowy, dla ktérego ma-

my spelniong nierdwnos¢
n>2x—2,

wszystkie rodzaje P; (=1, 2...) sa réwne zeru, wiec kazda powierzchnia,
dla kt6rej przy pewnem ¢ dostatecznie wielkiem mamy spetniona nier6wnos¢
P;>0, daje sig przeksztalci¢ na powierzchnie, nie posiadajacy krzywych wy-
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jatkowych. Wykonywajac kolejno dziatania dotaczenia uktadéw przekrojow
piaskich w pewnej przestrzeni S, na powierzchni, mozna dojs¢ do ukiadéw
przywiedinych | €7 !. Jezeli uklady te posiadajg, jako czesci stale, krzywe
fundamentalne uktadu rezydualnego, krzywe te sg wyjatkowe pierwszego ga-
tunku rzedu < ¢, a rodzaj =¥ uktadu | C% | jest nizszy od rodzaju n‘;} ukfa-

jednostkach. Na-

du | C'—hy o, gdzie v krzywa jest wyjatkowa, oii(}%‘———l—)

tomiast, gdy krzywe stale nie sg fundamentalne dla uktadu | Ci—hy!, wiedy
mamy nieréwnos$é = = =9; moze to tylko zaj$¢ na powierzchniach, nie po-
siadajacych krzywych wyjatkowych pierwszego gatunku.

Najwazniejszym wynikiem badafi Castelnuovo i Enriquesa nad
wiasnosciami ukladéw dolaczonych kolejnych jest dowdd, ze powierzchnie,
dla ktérych wszystkie ,plurigeneri* réwnaja sie zeru, przeksztalcajq sie na po-
wierzchnie prostokresine.

Noether okazat (N.5) ze powierzchnie, zawierajace pek krzywych linio-
wy wymiernych, sg przeksztalcalne na powierzchnie prostokresine. Castel-
nuovo i Enriques (C.E. 4) okazali, ze og6lnie powierzchnie, zawierajace
ukifad liniowy rodzaju p>2 i wymiaru » = 3p — 5, sa albo wymierne albo
sig przeksztalcaja na powierzchnie prostokresine; taksamo sie rzecz ma, gdy
mamy p=2 i gdy powierzchnia zawiera pek krzywych z punktami-podsta-
wami, ktérych suma wielokrotnosci jest >2; taksamo réwniez, gdy mamy
pek krzywych rodzaju p==1 z przynajmniej jednym punktem-podstawa.
Jezeli dziatanie dolgczenia wzgledem ukladéw przekrojow ptaskich | € | kos-
czy sig na powierzchni po pewnej liczbie dziatar, wtedy istnieja uktady linio-
we, dla ktérych mamy nieréwnosé:

n>2n—2,

i nawzajem, gdy takie uklady istuiejg, dziatanie dotgczenia koriczy sie. Auto-
rowie dowodza, ze wowczas powierzchnia daje sie przeksztalci¢ na powierzch-
nig prostokreslng wymierng lub niewymierng. Mamy zatem wazne twier-
dzenie:

JJezeli powierzchnia rodzaju p, =10 posiada uklad liniowy nieprzy-
wiedlny albo przywiedlny wymiaru = 0 i rodzaju =>0, stopnia n>2x—2,
woéwczas powierzchnia przeksztalcalna jest na powierzchnie prostokresing®.
Jako bezposredni wniosek wynika stad, Ze powierzchnia posiadajaca ukiad
oct krzywych wymiernych, nie bedacych pekiem, jest wymierna, albo ze in-
wolucye na powierzchniach prostokredlnych sg wymierne lub odwzorowalne
na powierzchniach prostokresinych.

Powierzchnia, posiadajaca krzywe wyjatkowe drugiego gatunku,
lub nieskonczenie wiele krzywych wyjatkowych, przeksztalca sie na po-
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wierzchnie prostokre§lng. Powierzchnia, nie prostokresina i nieréwnowazna
dwuwymiernie powierzchni prostokreSlnej, daje si¢ zawsze przeksztalci¢ na
powierzchnig bez krzywych wyjatkowych. Jest to najwazniejszy wynik pracy
Castelnuovo i Enriquesa.

Niezmiennik wzgledny o, o ktérym byla mowa, pozostaje w nastepu-
jacym zwigzku z rodzajem liniowym Noethera p®, zdefiniowanym dla po-
wierzchni o p, > 0:

= +e,

gdzie e jest liczbg krzywych wyjatkowych. Na powierzchniach wymiernych
i na powierzchniach przeksztalcalnych na powierzchnie prostokresine mozna
zdefiniowa¢ liczbg p® jako maximum' niezmiennika o na. wszystkich po-
wierzchniach dwuwymiernie réwnowaznych tym powierzchniom. Liczbe te na-
zywajg autorowie rodzajem liniowym gléwnym (genere lineare prin-
cipale).

Powierzchnie o skoficzonej liczbie krzywych wyjatkowych maja rodzaj
p® = 1; jezeli mamy p®>1, wtedy mamy na ,plurigeneri¢ P; nieréwnosé:

Pi= E%Z,Q (PO —1)Fpa 1.
Powierzchnie prostokre$lne majg rodzaj liniowy p = — 8 (p—1) 41,
przyczem mamy p= — 7),; powierzchnie wymierne majg rodzaj liniowy

pW=10. Zatem reasumujac, mamy wynik:

Jezeli jest p® = 1, wtedy powierzchnie sg albo wymierne, gdy istnieje
uklad, dla ktérego zachodzi n>2= — 2, albo tez sg przeksztalcalne na po-
wierzchnie prostokreslne. Jezeli za$ takiego uktadu niema, wéwczas mozna
dziatanie dotaczenia przedtuzy¢ w nieskoficzonosé. Jezeli zachodzi p®W< 1,
wtedy powierzchnie mozna przeksztatcié na powierzchnie prostokresing ro-
dzaju p>1, rodzaju linlowego pW=—8 (p— 1)} 1.

Dalej wprowadzaja autorowie pojecie rodzaju liniowego wtér-
nego (genere lineare secondario) p®. Jest to maximum niezmiennika o,
obliczone jednak nie na wszystkich powierzchniach dwuwymiernie réwnowaz-
nych danej powierzchni, lecz tylko na tych powierzchniach, ktérych rzad n
irodzaj = przekroju plaskiego spelniajg nieréwno$é n <2z — 2. Liczba
tarowna si¢ zeru na ptaszezyznie i na powierzchniach eliptycznych prosto-
kreslnych. Tak wiec zawsze warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby po-
wierzchnia byla réwnowaina dwuwymiernie powierzchni prostokresinej, jest,
by zachodzita nieréwnoéé piv <0.

8. Poglgd na epoke rozwoju teoryi powierzchni algebraiczngch omdwiong
w Roz. 1L

Widzieliémy., ze zastuga zupelnego rozwoju teoryi uktadéw liniowych
krzywych algebraicznych na powierzchni, ktérego doniostosé dla Teoryi po-
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wierzchni wystepowata jasno w wywodach poprzednich, nalezy sie wytgcznie
Castelnuovo i Enriquesowi. Uogdlnili oni dla dowolnych powierzchni
teoryg ukladéw liniowych krzywych na plaszczyznie, a w szczegdlnosci En-
riques wprowadzil wazne pojecie krzywych dotgczonych do krzywych da-
nych na powierzchni i odkryt fundamentalne twierdzenie, wyrazajgce mnie-
zmienno§¢ uktadu kanonicznego krzywych na powierzchni, wprowadzajac
réwnoczesnie nowe niezmienniki powierzchni.

Prace tych autoréw, oméwione w tym Rozdziale, byly wylqcznie natury
geometrycznej. Niebawem jednak nastata potrzeba zdania sobie sprawy ze
zwigzku, jaki zachodzi migdzy temi geometrycznemi rozwazaniami a teorya
przestepna, ktéra poznaliémy w Rozd. II. Réwnoczesnie w rozmaitych roz-
wazaniach tego Rozdzialu wystgpowaty uklady nieliniowe na powierzchniach
algebraicznych. Nastata potrzeba zbadania uktadéw nieliniowych na po-
wierzchniach, ktdre jako specyalny przypadek obejmuja uktady liniowe. Dal-
szy rozw6j Teoryi powierzchni algebraicznych, wylozony w nastepnym Roz-
dziale, idzie wtagnie w tych dwdch kierunkach i prowadzi ostatecznie do zu-
pelnego wy$wietlenia podstawowych zagadnieri tej Teoryi.

ROZDZIAE 1V.

Rozwéj ogélnej Teoryi powierzchni algebraicznych
w ostatnich latach (1903 — 1912) we Wioszech.
Prace Severi’ego.

1. Uklady algebraiczne krznwych na powierzchniach algebraicznych. Bojecie
seryi charakterpstucziej tuch nkladow.

) Kazdy uktad liniowy krzywych na powijerzchni algebraicznej nalezy
do pewnego oznaczonego uktadu algebraicznego krzywych algebraicznych
pewnego rzedu (w przestrzeni S,) i pewnego rodzaju. Wszystkie krzywe da-
nego rzedu i rodzaju na powierzchni naleza do pewnej skoriczonej liczby nie-
przywiedlnych uktadéw algebraicznych (N. 12, 13).

Poznawanie coraz to nowszych klas powierzchni, na ktérych lezg linio-
we uktady linij krzywych algebraicznych zawarte w obszerniejszych uktadach
algebraicznych, daty powdd do ogélnych badan nad uktadami algebraicznemi
krzywych. Badania te réwnocze$nie wyswietlity zwigzek zachodzacy miedzy
teorya przestepna a teoryg algebraiczng powierzchni algebraicznych.
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Juz wroku 1896 (E. 15) otrzymat Enriques wazny rezultat, dajacy
zwiazek migdzy uktadami algebraicznemi krzywych na powierzchniach a nie-
zmiennikami powierzchni. WidzieliSmy w ust. 6 poprzedniego Rozdziaty, ze
na powierzchni regularnej p, = p, dowolny uktad algebraiczny krzywych za-
warty jest w uktadzie liniowym.

Badajac uktady ogélne krzywych na powierzchniach algebraicznych, na-
lezy przedewszystkiem uog6lni¢ pojecie seryi charakterystycznej dla tych
ukladéw. Pojecie to wog6lna Severi (S. 4). Severi definiuje najprzod
serye charakterystyczng na dowolnej krzywej ukladu liniowego, ktéra takze
moze by¢ odosobniona, t. j. naleze¢ do ukfadu liniowego wymiaru zero.
Przeprowadimy przez t¢ krzywe C uktad liniowy nieskoriczony | E| tak, iz
krzywa C nie jest czescia stalg tego uktadu i niechaj uktadem rezydualnym
bedzie uktad | D |, wtedy zupeina serya charakterystyczna na krzywej C
zdefiniowana jest jako serya zupelna, do ktérej nalezy réznica dwéch seryj

lEC —|DCY,

gdzie | EC| jest serya zupelna, do ktorej naleza przeciecia krzywych ukladu
\ Eizkizywa C, i taksamo | D C | jest serya zupeina, do ktorej nalezg prze-
cigcia uktadu | D | zkrzywg €. Serya ta nie zalezy od obioru uktadu linjo-
wego | E|. Rzad seryi tej réwna sie stopniowi wirtualnemu krzywej (7, ale
serya sama nie musi istnie¢ nawet, gdy stopien wirtualny jest = 0. Gdy
jednak stopien wirtualny jest wiekszy lub réwny rodzajowi krzywej, z pewno-
Scig serya charakterystyczna istnieje. Gdy serya charakterystyczna istnieje,
wtedy suma jej i seryi wycietej przez krzywe kanoniczne daje sume seryi ka-
nonicznej i par punktéw lezacych w punktach podwéjnych krzywej C.

Uwazajmy teraz ukiad algebraiczny ocor nieprzywiediny, to znaczy
ukiad, ktérego obrazem jest utwor algebraiczny r-wymiarowy ¥V, nieprzy-
wiedlny, uktad, ktérego krzywa catkowity jest dana krzywa. Severi dowo-
dzi, ze jezeli mamy p = 1, wtedy na krzywej C istnieje serya liniowa cha-
rakterystyczna, ktérej grupy wycigte sg przez ocr—1 krzywych uktadu alge-
‘braicznego nieskoficzenie blizkich krzywej C. Jezeli mamy ¢ =1 i jezeli
uktad kezywych jest pekiem, wtedy réwniez istnieje serya charakterystyczna
na krzywej i jest rzedu zero.

Do krzywej C odosobnionej, na ktérej istnieja serya charakterystyczna,
stps.uje sie tez twierdzenie Castelnuovo o wymiarze tej seryi, a miano-
wicie:

0= —14-p;—p,. 1

Z'f\tem na ;?owi?rz.chpi r‘egulamej, Dy ==Pa, serya charakterystyczna na
krzywej odosobnionej nie istnieje. Natomiast jezeli mamy p, > p,, istniejg
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zawsze krzywe odosobnione o seryi charakterystycznej wymiaru p,— pa—+1,
czyli warunkiem koniecznym i dostatecznym nieregularnosci powierzchni jest
istnienie krzywej odosobnionej z seryq charakterystyczng = 0.

Opierajac sie na twierdzeniu Castelnuovo i uwazajac uktad algebra-
iczny zupelny wymiaru R, ktérego krzywe nalezg do ukladéw liniowych zu-
petnych wymiaru 7, mamy nieréwnosé:

E=r4p,—pe. @

Z nieréwnosci (2) wynika natychmiast twierdzenie Enriquesa, o kt6-
rem przed chwilg byla mowa, gdyz dla p,=p, mamy R =r, a zatem na
powierzchni regularnej kazdy ukfad algebraiczny jest catkowicie zawarty
w uktadzie liniowym. W szczeg6lnosci dla powierzchni, posiadajacych niewy-
mierny pek krzywych algebraicznych, ktére (Roz. III, ust. 6) sa nieregularne,
mamy twierdzenie, ze nieregularno$¢ p,— p. tych powierzchni nie jest mniej-
sza od rodzaju p peku, t.j. ze

P =DPy— Da-

Enriques (E. 18) udowodnil, ze powierzchnie, posiadajgce p catek
Picarda pierwszego gatunku o 2p peryodach, posiadajg uktad algebraiczny
nieliniowy i nie nalezgcy do uktadu liniowego, a wiec sa nieregularne.

Severi podaje w oméwionej pracy bardzo prosty dowdd tego twier-
dzenia, otrzymujac wazny dalszy rezultat, a mianowicie, ze nieregularnos¢
tych powierzchni nie jest mniejsza od liczby calek Picarda wszedzie skon-
czonych na powierzchni, t. j.

P =Py—Pa;

specyalnie, gdy mamy p=1, t.j. gdy na powierzchni mamy jedne calke
wszedzie skoriczong Picarda, powierzchnia posiada pek niewymierny ro-
dzaju 1 krzywych algebraicznych.

Dalszym waznym krokiem naprzéd w naszej teoryi jest podstawowy re-
zultat Entiquesa (E. 19), otrzymany w r. 1904. Enriques okazat, ze na
kazdej powierzchni nieregularnej istniejg uktady nieliniowe kezywych alge-
braicznych, nie zawarte w uktadach liniowych, a mianowicie na kazdej po-
wierzchni nieregularne] wszystkie krzywe danego rzedu nalezg do pewnej
skoriczonej liczby uktadéw algebraicznych na ogél nieliniowych.

Enriques odwzorowuje powierzchnig dang na ptaszczyznie s-krotnej,
gdzie s jest rzedem powierzchni. Postuguje sig lemmatem, ktéry sam przez
sig jest bardzo ciekawy i orzeka, ze krzywa, ktdra sig w ciggly sposéb zmienia
na powierzchni, nie moze rozpa$¢ sie na dwie lub wiecej czedci, nie zyskujac
przez to nowych punktéw podwojnych lub wielokrotnych. Na podstawie tego
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lemmatu dowodzi, ze serya charakterystyczna uktadu algebraicznego zupel-
nego jest zupetna. Stad wynika, ze uklad regularny liniowy, majacy wymiar

r=n—a+p.+1,
nalezy do uktadu algebraicznego zupelnego o wymiarze

re=n-—a-Fp,-+1,
ztozonego z co?y—*a liniowych ukladéw nieréwnowaznych.
Severi (S. 10) dowodzi réwniez tego samego twierdzenia przy pomocy
podanego wyzej lemmate Enriquesa, postepujac zresztg zupetnie taksamo
jak przy definicyi (S. 4, por. wyzej) seryi charakterystycznej kizywej dowolnej-

2. Twierdzenie Riemanna-Rocha dla nktadéw algebraicznuch krzywuch.

Kilka razy juz w ciagu poprzednich wywodéw byta mowa o uogdélnienin
dla powierzchni klasycznego twierdzenia Riemanna-Rocha.

W pracy o ukfadach algebraicznych krzywych na powierzchni (S. 9) do-
wodzi Severi nastepujacych twierdzeri, odnoszacych sie do uogdlnienia
twierdzenia Riemanna-Rocha: ,Niechaj n, =, ¢ bedg odpowiednio stop-
niem wirtualnym, rodzajem wirtualnym i indeksem specyalnosci (t. . liczbg
powierzchni kanonicznych, przechodzacych przez dana krzywa) krzywej nie-
przywiedlnej lub przywiedlnej C tak, ze zachodzi nastepuijgca nier6wnosé:

Patn—az—4+1—i=0;

wtedy C nalezy do uktadu liniowego o wymiarze
rZpatn—a+1—1q,

i do uktadu ciggtego algebraicznego o wymiarze
BEzp+n—n+1-—1,

sktadajacego sie z cofy—#s uktadow linjowych nieréwnowaznych*.
.Dowéfi_opiera sig na nastgpujacym lemmacie: Uwazajmy krzywa (' na

pqmerchm i p.rzeprowadz’my przez nig powierzchnie S, wycinajaca na po-

wietzchni danej krzywa resztujaca K. Powierzchnie dotgczone do krzywej K

prz'echodzqce przez kizywa C i przez punkty podwéjne K, wycinaja na krzy-
wej K serye liniowa zupena.

3. Rrzywe wirtualne na powierzchmiach algebraicznych.

Severi (S. 16) wprowadza pojecie krzywych wirtualnych (nierzeczywi-
stych), nader wazne dla ogélnej teoryi uktadéw krzywych na powierzchniach
W spos6b nastepujacy: J
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Uwazajmy dwie krzywe rzeczywiste 4, B:réznicg krzywych tych
C=A4—B
defininje Severi zapomocag umdéw nastepujacych:
1. Jezeli istnieje uktad
|D4+4—B|=]E|

uktad ten nazywa sie sumg kizywej D i krzywej wirtualnej C. Krzywa wir-
tualna C nazywa sie réznicg uktadéw E i D:

C=FE—D.
2. Dwie krzywe wirtualne C, C;:

C=A—B, C,=4,— By,

sg rownowazne, jezeli zachodzi réwnosé
A+ B =4, -+ B.

Krzywym wirtualnym mozna nadac stopief wirtualmy i rodzaj wirtualny
zupetnie taksamo, jak krzywym rzeczywistym 4— B. Taksamo mozna wpro-
wadzi¢ pojecie indeksu specyalnosci 4, jako liczby liniowo niezaleznych krzy-

wych uktadu liniowego
I[L+B - 41,

gdzie L jest uktadem kanonicznym, nie pozbawionym krzywych wyjatkowych-

Jezeli A — B jest krzywa wirtualng, wtedy indeks specyalnoéci zmienia sig,
jezeli krzywe wyjatkowe odejmiemy od uktadu |L|. Np. dla ukladu

1Ci=14—24]=]—4]

mamy
|L—Cl=|L+4],

to znaczy uktad dotaczony do | 4 |. Natomiast, odejmujac krzywe wyjatko-
we powierzchni od ukladu | LV, otrzymamy uktad | L 4- 4 — 20|, kiéry
to ukiad na og6t ma inny wymiar anizeli | L4-41.

Mozemy dla krzywych wirtualnych uogélni¢ twierdzenie Riemanna-
Rocha, dochodzac do niego droga zupelnie podobng do tej, ktdrg sie to
twierdzenie otrzymuje dla krzywych istotnych. Otrzymamy wéwcezas

r=patn- w4 1—1,

gdzie n, = sg wirtualne charaktery krzywej 4 — B. Jezeli kizywa ta nie jest.
istotna, wtedy mamy # = — 1, a wiec zachodzi nierdwnosc:

—lzpat+n—at+1-—1.
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Nareszcie Severi stosuje pojecie grup wirtualnych do punktéw na
krzywej. Jezeli uktad grup punktéw A—B nie istnieje, ale uklad | L--B—4 |
istnieje i ma wymiar ¢ -1, wtedy (¢ = 0) mamy

r=n—p-i,
przyczem 7= —1.

W odczycie, wygtoszonym na Kongresie Rzymskim w r. 1908 (S. 25), za-
stanawia sie¢ Severi nad przyczynami nieregularnosci ukfadéw liniowych;
pierwsza jest to, ze niedostatek seryi charakterystycznej ukladu liniowego
moze by¢ mniejszy od nieregularnosci p,—p, powierzchni, druga za$ jest
niezupetnos¢ seryi liniowej, wycietej na krzywej C przez powierzchnie do-
taczone rzedu » — 4.

Ot6z Severi dowodzi, ze jezeli stopiefi i rodzaj wirtualne uktadu linio-
wego spetniajg nieréwnosé

n-n4+p.41—4=0,

wtedy niedostatek seryi charakterystycznej uktadu liniowego nieprzywiedinego
dany jest przez zwiazek
8=py—Pa.

Dowéd jednak twierdzenia tego (por. Rosenblatt R. P. T. 33) nasu-
wa pewne watpliwosci, a samo twierdzenie z pewnoscig nie zawsze jest praw-
dziwe. Mianowicie, jezeli jeden z uktadéw | C |, tworzacych ukfad {C}
0 pg — ps uktadach liniowych, ma wymiar wiekszy, niz pozostate, wtedy bar-
dzo dobrze by¢ moze, ze serya charakterystyczna, wycieta na krzywych C
przez uktad | C'!, jest zupetna, albowiem niema krzywych uktadéw | O}
linjowych innych, anizeli krzywe ukladéw, nalezacych do uktadu {CY, nie-
skoriczenie blizkich krzywej ¢ uwazanej.

Oznaczajac zatem przez | D | uklad | E — D |, mozna wprawdzie ob-
ra¢ ukiad ten tak, aby uktad | D | byl regularny, ale stad jeszcze nie wynika,
aby niedostatek seryi charakterystycznej krzywej O ukiadu | O], réwnajacy
sig niedostatkowi seryi charakterystycznej krzywej D ukladu | D i, musiat
by¢ réwny p,— Pa- .

Ta sama uwaga odnosi sie do przypadku, gdy nier6wnosé

n—c+p-+1—iz=0

dla ukladu | G| nie jest speinjona, i jezeli uktad | ¢ | nalezy do ukladu al-
gebraicznego, zfozonegoz ocf, i < Py—DPa, uktadéw liniowych. I teraz nieko-
niecznie, jak Severi twierdzi, wszystkie te uktady liniowe musza by¢ tego
Samego wymiaru.
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Na uwage zastuguje nastepujacy rezultat Severi’ego (S. 19):

»Jezeli miedzy charakterami wirtualnemi n, = krzywej C na powierzchni
spetnia sie nieréwnosc¢

N—m4pPs+1—i=0,

wiedy istnieje jeden i tylko jeden uklad algebraiczny zupehy, utworzo-
1y z cofy—ra uktadéw liniowych nier6wnowaznych, do ktérego krzywa C na-
lezy jako krzywa catkowita®.

W zwigzku z badaniami poprzednio wyltozonemi pozostaja badania nad
kwestya, jakie uktady krzywych na powierzchni s regularne. Widzielismy,
ze Picard (Roz. 1, ust. 20) okazat drogg przestepna, ze niedostatek, wyciety
na przekrojach ptaskich powierzchni przez krzywe dotgczone rzedu 27 — 2,
t. j. wycigte przez powierzchnie dotaczone rzedu n—3 ,» wynosi doktadnie:

Wy 3 = Pg— Pa.

Severi dowodzi (S. 20) drogg geometryczng twierdzenia og6lniejszego
od twierdzenia Picarda:

Jezeli krzywa C nalezy do ukiadu ciaglego przynajmniej ool, ale kté-
'y nie jest pgkiem niewymiernym, i jezeli zawarta jest w ukladzie
liniowym | D | tak, ze istnieje uktad liniowy

|El=|D—C],

wtedy serya, wycigta przez uktad | E | na dowolnej krzywej ukladu liniowego
[ D], jest zupelna. :

Stad wynika regularnos¢ uktadu | 07| dotgczonego do krzywej C, na-
lezacej do ukladu ciagtego przynajmniej ool, ktéry nie jest pekiem niewy-
miernym. Stad tez wynika nastepujace znaczenie nadmiaru (sovrabbondanzay
uktadu | G |: jest to niedostatek seryi, wycietej przez uktad | €' | na krzy-
wej uktadu | 20 .

Ogolna krzywa uktadu algebraicznego zupelna nie moze nalezeé do
ukladu algebraicznego, ktéryby nie byt catkowicie zawarty w uktadzie (S. 19).
Alei dowolna szczegdlna krzywa uktadu (S. 24) nie moze naleze¢ do ukta-
du, ktéryby nie nalezat catkowicie do ukladu S. A wiec gdy rodzaje wirtu-
alne krzywej spetniaja nierdwnosé

—af P+l —iz0,

wtedy istnieje jeden jedyny ukiad algebraiczny zupetny, ktérego dana
krzywa jest krzywg catkowita, ztozony z co?s—7s ukladdéw liniowych nieréw-
nowaznych.
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Opierajac sie na poprzednio podanem twierdzeniu o zupetnosci seryi,
wycietej przez uklad | B | na krzywych ukiadu | D|, dowodzi Severi
(S. 24), w sposéb odmienny od poprzednio podanego sposobu (S. 20), istnie-
nia ukiad6éw regularnych na kazdej powierzchni, a wigc taksamo jak w pracy
poprzednio oméwionej (S. 20) regularnosci ukfadu | C'| dotaczonego do
ukladu | €|, ktéry nie jest pekiem niewymiernym. Twierdzenie o zupetno-
$ci seryi wycigtej przez uktad | E | na D pozwala réwniez (S. 20) na dowdd
twierdzenia o istnieniu krzywej wirtualnej 4 — B rodzaju =, stopmia n
i indeksu specyalnodci 4. Wystarczy, aby zachodzita nieréwnosc:

rzn—r+p.+1—i=0.

4, Zwigzek podstawowy miedzy liczbg catek Ricarda pierwszego i drugiego
gatunikn na powierzchni algebraicznej a nieregularnoscig powierzchui.

Mowilismy juz w Roz. II, ze dopiero wspdlnym usilowaniom Castel-
nuovo, Enriquesa i Severiego udato sie znales¢ liczby calek Picarda
pierwszego i drugiego gatunku. Pierwszy krok w tym kierunku poczynit En-
riques (E. 18), okazujac, ze na powierzchniach, ktdre posiadajg p catek Pi-
carda plerwszego gatunku o 2p peryodach, zawsze istniejg uktady algebra-
iczne, nie zawarte w uktadach liniowych, a wiec powierzchnia jest nieregularna.
Severi (S. 8) dowodzi, ze powierzchnie o koneksyi liniowej p® >1 sg nie-
regularne. Dowodzgc (ust. 1), ze na powierzchniach nieregularnych istnieja
uktady zupelne nieliniowe, nie zawarte w uktadach liniowych, odwrdcit En-
rigues poprzednie twierdzenie Severi’ego, albowiem z twierdzenia Hum-
berta (Roz. II, ust. 11), ze gdy powierzchnia nie posiada calek Picarda
drugiego gatunku, wtedy kazdy ukiad algebraiczny zawarty jest w ukladzie
liniowym, wynika, ze powierzchnie nieregularne posiadajg catki Picarda
pierwszego gatunku, ze wiec na nich zachodzi p, > 1.

Twierdzenie to rozwija Severi (S. 11), opierajgc si¢ na lemmacie, Ze
liczby calek Picarda pierwszego i drugiego gatunku p, ¢ spelniajg nie-
réwnosé:

g—D ZPy—Pa ©)

Uwazajmy mianowicie catke drugiego gatunku, posiadajaca tylko jedne
krzywg polarng pierwszego rzedu I (x, ¥, @). Nazwijmy funkcyg rezydualng
na tej krzywej C spolezynnik rozwinigcia catki Abela drugiego gatunku
I(x, vy, 2) (y state) w okolicy przecieé plaszczyzny y =1y z krzywa C,

jezeli (z,, ¥, 2,) jest punktem przecigcia. Grupa pun-

stojacy przy T —a

ktéw na kizywej C, w ktérej funkcya ta rezydualna o (x, ¥, %) posiada zera
na kizywej C i jest w nich regularna, a wigc grupa punktéw, w ki6rych catka
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I(x, y, 2) jest regularna, jest grupg seryi charakterystyczunej, istniejgcej na
krzywej.

Jezeli catka I jest funkcyg wymierna, wtedy grupa charakterystyczna
jest grupg punktéw-podstaw peku krzywych I = const.

Otéz na kazdej powierzchni F, na ktdrej p,>1, istnieja catki Pi-
carda drugiego gatunku, ktére przez dodanie funkcyi wymiernej nie dadza
sie sprowadzi¢ do catek pierwszego gatunku. Grupa seryi charakterystycznej,
nalezgca do catki Picarda drugiego gatunku, nie jest grupg charakterystycz-
ng wycieta na krzywej C przez uklad liniowy |C|. A wiec serya charakte-
rystyczna uktadu tego mie jest zupelna, czyli, Ze powierzchnia na podsta-
wie twierdzenia Castelnuovo jest nieregularna. Poniewaz przez dodanie
funkcyi wymiernej mozna kazda caltke drugiego gatunku sprowadzi¢ do catki
posiadajacej jedne krzywe polarng pierwszego rzedu, wiec powyzsze twierdze-
nie jest zupelnie udowodnione. Poniewaz dalej kazdej z ¢ — p liniowo nie-
zaleznych catek Picarda drugiego gatunku, ktérych zadna kombinacya
liniowa nie jest calka pierwszego gatunku, odpowiada grupa niezalezna seryi
charakterystycznej na jedynej wspélnej krzywej polarnej pierwszego rzedu,
wigc stad wynika nieréwnosd¢ (3). Jak juz mowilismy, Enriques odwrécit
twierdzenie Severi'ego, okazujac, ze na powierzchni algebraicznej kazdy
uktad ciagly zupelny posiada serye charakterystyczng zupelng, a wiec na pod-
stawie twierdzenia Castelnuovo i na podstawie twierdzenia Humberta
istniejg catki pierwszego gatunku, a wiec i gatunku drugiego, gdyz mamy
q—DP =Py~ Da-

Ot6z opierajac sig na tych rezultatach, dowodzi Severi (S. 12) réw-
nosci

§—P =0y —Da, 4

q=2p, (5

skad wynikajg natychmiast nastepujace nieréwnosci:

tudziez nieréwnosci

DEP—Da (6)
q=2(pg—Pa)- ()

Juz na tem miejscu powiemy, ze w tym samym roku 1905 Castel-
nuovo (C. 18, 19) poczynit ostatni krok, ktdry jeszcze pozostawat do wyko-
nania, dowodzac, ze zachodzi nastepujaca nieréwnosé

P =Py—Da; &)
jako ostateczny wniosek otrzymuje sie wiec podstawowe réwnosci:

P=p,—Pa, (9)
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g=2(p;—pa), (10)

ktére w zupelnosci rozwigzujg nasz problemat.

Réwnoczesnie z poprzedniemi badaniami Picard, jak widzieliSmy
w Roz. II, opierajac si¢ na réwnaniu rézniczkowem | E |, wyprowadzil réw-
niez (Pi. 41, 42, 44) réwnosci (4), (9) 1 (10).

Severi w dowodzie réwnosci (4) opiera sig na lemmacie: jezeli krzywa
na powierzchui zawarta jest w uktadzie algebraicznym nieskoriczonym, wtedy
istnieje catka drugiego gatunku, ktérej krzywa polarng pierwszego rzedu jest
tylko krzywa C, za§ grupg charakterystyczng nalezaca do catki jest dowolna
grupa seryi charakterystycznej na krzywej C. Rozwazajgc zupelng serye cha-
rakierystyczna na krzywej C, dochodzi Severi do réwnosci (4). Rozwaza-
nia, tyczace sig 1zeczywistosci peryoddw catek Picarda, dajanastepnie nie-
réwnos¢ (5), skad wyplywaja nieréwnosci (6) i (7). Ale najwazniejszym kro-
kiem — jak juz powiedzieli$my -— byt krok ostatni, ktérego dokonat Castel-
nuovo dowodzac nieréwnosci (8).

Wiadomo, ze jezeli na krzywej rodzaju p mamy dowolng grupe n = h
punktéw, wiedy n statych, okreslajacych polozenia tych punktéw, mozna po-
dzieli¢ na dwie grupy, mianowicie na grupe n — p statych, od ktérych grupa
zalezy wymiernie, i na grupe p statych, od ktérych grupa zalezy niewymier-
nie. Mianowicie funkcye symetryczne odcietych i rzednych punktéw grupy,
ktére sg funkcyami Abela 2p-peryodycznemi p wartosci sum catek Abela
w punktach grupy, zaleza wymiernie od p-1 funkcyj Abela, zwigzanych
réwnaniem algebraicznem (twierdzenie Weierstrassa).

Podobnie ma sig rzecz ze statemi, okreslajacemi réwnania krzywych na
powierzchniach. Uktad regulamy o wymiarze

r=n—z-4+14p,

zawarty jest w ukiadzie algebraicznym cor~ry—ra, utworzonym z oofy—fa
uktad6éw liniowych cor. Obrazem tych uktadéw jest utwér p, — p.- wymia-
rowy, kidry zalezy algebraicznie od p, — pe=p parametréw &, ..., &, tak,
Ze mamy réwnanie algebraiczne

V(Eys Eyrennn bppa) =0.

Taki utwér Castelnuovo nazywa utworem Picarda, poniewaz
Picard badat pierwszy te utwory (Pi. 21). Ot6z istnieje grupa cor prze-
ksztalcedi, przeksztalcajacych uklady liniowe regularne na powierzchni na inne,
nalezace do tego samego uktadu algebraicznego zupeinego, co dawne. Kaz-
dym dwom uktadom odpowiada jedno oznaczone przeksztalcenie, przemie-
niajgce te uktady na siebie, a wiec grupa jest przechodnia; nadto jej prze-
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kszalcenia sq przemienne, a wiec utwory wielowymiarowe Picarda po-
siadajg grupg co? przechodnia przeksztalceri dwuwymiernych przemiennych.

Przypadkowi p =1 odpowiadajg krzywe rodzajéw 1 i 0. Przypadkiem
» =2 zajmuje sig¢ Picard i dochodzi do rezultatu (Roz. II, ust. 9), ktérysmy
juz poprzednio poznali. Na utwory algebraiczne, wigcej niz dwuwymiarowe,
uogblnia réwniez Picard rezultaty, otrzymane dla przypadku p=2.

Utwér algebraiczny p-wymiarowy, posiadajacy grupe oof przeksztal-
cefi przemiennych, posiada p calek ksztattu

y

w= [Plas, (=1,...

k=1

'y D)5

z ktérych sig otrzymuje £;, jako funkcye jednoznaczne o 2p peryodach:
. Uy) E=1,...,p+1).

Catki te, jak okazat Painlevé (Pa. 7), sg wszedzie skoficzone
na utworze algebraicznym.

Utwor algebraiczny ¥, posiada, oprécz grupy =c? przeksztalcer, serye
cor przeksztatcen, ktére wprawdzie nie tworza grup, ale dajg inwolucye g;’“‘
punktéw na utworze algebraicznym. Rozwazajgc grupe powyzsza i podgrupy
tudziez serye inwolucyi na utworze, dochodzi Castelnuovo do podanejjuz
poprzednio nieréwnosci (8), z ktérej wynikajg nieréwnosci (9), (10), réwniez
juz wyzej podane.

Ei==; (Uy,. .

5. Twierdzenie fibela na powierzchmiach algebraiczngch. Teorya réwmno-

-waznosci krzywych na powierzchniach algebraicznnch.

Stawne twierdzenie Abela, dajgce przestepne kryteryum réwnowazno-
§ci grup punktéw na krzywej algebraicznej, nogéinia Severi dla powierzchni
algebraicznych (S. 17, 18).

Pierwszem twierdzeniem Abela na powierzchniach nazywa Se-
veri twierdzenie nastgpujgce:

JJezeli I, ..., I, sq p catkami Abela na powierzchni pierwszego
gatunku, wtedy warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby uklad
ciggly nalezat do ukladu liniowego jest, by—jezeli nazwiemy z,, ..., @,
punkty przecigcia dwéch krzywych uktadu, za§ T catke Picarda pierwszego
gatunku— zachodzity réwnodci

n

D L@ =0

f=1

(h=1,2, ..., p)

w ktérych Gy (h==1, 2,..., p) sa pewne stale

Prace mat.-fiz., t. XXIHI 14
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Mamy wiec analogie do twierdzenia Abela na krzywych, ktdre orzeka,
iz warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby dwie grupy punktéw & i na-
lezaty do tego samego uktadu liniowego, jest:

Z uy (&) = Z e ()

i i

k=1,..., p)

 gdzie u; sy catkami pierwszego gatunku.

Dowdd opiera sie na nastgpujacym lemmacie, ktéry sam przez sig jest
bardzo interesujacy: ,JeZeli na krzywej algebraicznej serya oc! grup v
punktéw jest taka, ze m grup, przechodzgcych przez punkt dowolny, tworzy
grupe nv punktéw z owym punktem jako n-krotnym, nalezaca do seryi linio-
wej, wtedy 1 serya oco! grup v punktéw nalezy réwniez do seryi liniowej“.

Pierwsze twierdzenie Abela na powierzchniach mozna przedstawié
w innej postaci, opierajgc si¢ na nastgpujacem kryteryum réwnowaz-
nosci dwéch krzywych na powierzchni: ,Jezeli dwie krzywe wycinajg na
krzywych peku nieprzywiedlnego grupy réwnowazne, wtedy krzywe te albo
sg réwnowazne, albo sig mogg rézni¢ o krzywe peku®.

Stgd wynika nastepujaca posta¢ pierwszego twierdzenia Abela:

»Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby ciagty uktad krzywych
zawarty byt w uktadzie liniowym jest, by suma wartosci kazdej catki pierw-
szego gatunku Picarda w punktach wspélnych krzywej uktadu a krzywej
statej nieprzywiedlnej, nalezgcej do peku liniowego, nie zalezata od obranej
krzywej uktadu cigglego®. Z twierdzenia tego wynika nieréwnosc (8), wiec
twierdzenia (9) 1 (10) Castelnuovo.

Z twierdzenia poprzedniego wynikajg dalsze wazne twierdzenia:

1. Jezeli krzywe uktadu ciggtego wycinajg na krzywej stalej, nalezacej
do ukiadu liniowego, grupy réwnowazne, wtedy ten uklad ciggly zawarty jest
w ukladzie liniowym.

2. Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby uktad algebraiczny za-
warty byl w ukladzie liniowym jest, by grupy krzywych, przechodzace przez
punkty na powierzchni, nalezaty do jednego i tego samego ukladu liniowego.

Drugie twierdzenie Abela na powierzchni, odnoszace sie do in-
wolucyl I n punktéw na powierzchni, podaje warunek konieczny i do-
stateczny, aby te inwolucye byly regularne, t. j. aby ich obrazem byt utwér
algebraiczny regularny. Warunkiem tym jest, by suma wartosci dowolnej
catki Picarda w punktach grup inwolucyi byta stata.

Severi (S. 19) podaje takze czysto algebraiczny dowéd pdprzednio
podaqego kryteryum, pozwalajacego orzec, ze dany uktad ciagty krzywych al-
gebraicziych zawarty jest w uktadzie liniowym, jezeli wiadomo jest, ze krzy-
we ukladu tego wycinajg na krzywej nalezacej do nieskoﬂczoneg,o uktadu
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krzywych, ktéry jednak nie jest pgkiem niewymiernym, grupy séryi liniowej.
Twierdzenie to rozszerza nawet Severi w tej pracy, okazujac, ze wystarczy
wiedzie¢, ze grupy kA4 (k>1) tworzg serye liniowg na krzywej, aby orzec, ze
krzywe ukladu | 4! nalezg do obszerniejszego ukiadu liniowego. Dowdd
opiera sig na waznem twierdzeniu Castelnuovo (C. 20), dajacem kryte-
ryum, aby serya algebraiczna grup punktow na krzywej rodzaju p nalezala
do seryi liniowej. Jezeli n, v sq rzedem i indeksem tej seryi, wtedy warun-
kiem koniecznym i dostatecznym, aby serya ta nalezata do seryi liniowej jest,
by serya ta posiadata 2v(n -+ p — 1) punkiéw podwojnych.

Warunek, by uktad, do ktérego krzywa C nalezy, nie byt pekiem niewy-
miernym, jest koniecziy; mozna utworzy¢ uktad } 41}, ktorego krzywe wyci-
naja grupy seryi liniowej na krzywej G, mimo to jednak {4} nie nalezy do
ukfadu liniowego. Nareszcie niedawno rozszerzyt Severi (8. 27) twierdze-
nie, dajace kryteryum réwnowaznosci dwéch krzywych 4, B algebraicznych,
podane w poprzednio oméwionej pracy (S. 17). Jezeli dwie krzywe 4, B
wycinajg na krzywych uktadu cigglego grupy réwnowazne, wtedy albo s3
réwnowazne, albo sie réznig o krzywe fundamentalue uktadu.

6. Teorna podstawy (basis) uktaddw krzpwych algebraicznych na powierz-
chni algebraicznej.

Najwazniejsze jednak badania Severi'ego w teoryi uktadéw algebra-
icznych na powierzchni sa badania nad podstawg (basis) uktadéw krzywych

_ na powierzchni.

Dawniej juz znane byly obszerne klasy powierzchni, posiadajace tg
wazng wlasnosé, ze kazdy uktad krzywych algebraicznych na takiej powierz-
chni lub przynajmniej jego wielokrotno$¢ daje sig otrzymac przez dodawanie
albo przez odejmowanie pewnej liczby uktadéw algebraicznych krzywych, raz
na zawsze stale na powierzchniach obranych. Uklady te, za pomocg ktérych
kazdy inny uklad da sie wyrazi¢ w sposéb powyzszy, tworzg wlasnie podsta-
we na powierzchni algebraicznej.

I tak na ptaszczyZnie kazdy uktad liniowy krzywych bez punktéw-pod-
staw jest wielokrotnoscig uktadu liniowego prostych. A wiec i na powierzch-
niach wymiernych istnieje podstawa. Na ogdlnej powierzchni dowolnego
rzedu (N. 13, 14) kazda krzywa algebraiczna jest przecieciem zupetnem tej
powierzchni powierzchnig pewnego rzedu, zatem podstawe stanowig prze-
kroje ptaskie.

Na powierzchni Kummera (Humbert Lit. J. L., Ser. IV, T.9) réwniez
przekroje ptaskie tworza podstawg. W Rozdziale V poznamy dalsze przyktady
takich powierzchni. Severi (S. 13, 15) wprowadza pojecie podstawy na
zupelnie dowolnej powierzchni algebraicznej. Niechaj dwie krzywe Oy, G,
naleza do tego samego uktadu algebraicznego, co piszemy symbolicznie:

S N
(}1;—3 9y
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krzywe te' mogg byc¢ zlozone z pewnej = 1 liczby krzywych, posiadajacych
pewne wielokrotuosci. Nazwijmy krzywe skladowe tych dwéch krzywych
G, G, ..., G, wtedy mamy réwrosé: :

WO A4 nC=uq O+ G 1)

gdzie liczby &, p sg liczby catkowite dodatnie, albo piszac — A==y dla
i=1{-F1,..., | mamy:

Il

1
ZII A Ci=0. (11a)

Mowi sie, ze krzywe s3 algebraicznie ze sobg zwigzane (algebrai-
camente legate). Jezeli te krzywe nalezg nie do ukladu ogélnego, ale
dq uktadu liniowego, méwi sie o liniowym zwigzku mideby krzy\:vemi
(llnealrn}ente legate). Podstawowem pojeciem dla uktadu ¢ krzywych
]est'p01qc1e macierzy tych krzywych (matrice discriminante). Nie-
c.ha] ..., my bedq rzedy tych I krzywych, niechaj dalej 7y, ==k, bedg
hczby punktéw ruchomych przeciecia sie¢ krzywych C;i C, ,za,s' i n’iecha'
bedzie stopniem wirtualnym krzywej C;. Uwazajmy macier’z N :

M, M9, ..--, N1
[ T2, N22,...., Ny ir
: : (12)
i‘ M1, Meg,...., Mg
U, ma, ..., my 1
Jest to wasnie macierz, nalezaca do krzywych Cy,..., C;. Wryznacz-

nik pierws.zy'ch 7 v:fierszy nazywa sig wyznacznikiem tych
iCznerlnjwaza]my najprz6éd dwie krzywe 4, B, zwiazane régnanigrgzzg;crz-‘
YA+ pnB=0,
wiedy musi by¢ p = -\, awiec:
Ad=)\B,

krzywe zatem 4, B posiadajg charaktery, spelniajace réwnosci
N1 == Mgy == Ny, .
Nawzajem, gdy stopnie wirtualne krzywych spetniaja warunki

Ty == Mgy == 1yy > 0,

icm°
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zachodzi réwnos¢
LA4=)B.

Gdy dalej mamy

Nyy =Ny = Ny =0
wtedy, gdy O jest przekrojem ptaskim powierzchui, zachodzi réwno$¢
A0+ 24=2041B.

Przekr6j ptaski C mozna zastapi¢ krzywa dowolna, ktérej stopieri wirtualny
jest >0. kLatwo stad dojs¢ do warunku koniecznego i dostatecznego, aby
krzywe O, ..., Ci byly algebraicznie ze soba zwigzane. Warunkiem tym jest,
aby macierz (12) tudziez wszystkie jej wyznaczniki stopnia I byly zerami.
Nawzajem, gdy ta macierz jest zerem i jezeli liczby Ay, ..., M s3dodatnie, zas
liczby e, - .., M 5@ ujemne, to oznaczajac
. ll1+1=—>~1+1,---, Pl:“)~11
iuwazajac krzywe 4, B

A=2C 4. +1GC,

mie¢ bedziemy réwnosci:

B=pu1 O+ -l

VA=21B,
jezeli zachodzg zwigzki:
|44|=|AB|=|BB|>0.
Jezeli stopnie wirtualne réwnajg sig zeru, wtedy znéw mamy
20+ 2r4=10+ 1B,

gdzie C jest krzywa dowolng stopnia wirtualnego wiekszego niz zero, albotez
stopnia zero, ale przecinajacg krzywe A1 B przynajmniej w jednym punkcie.

Uwazajmy teraz uktad algebraiczny oo* krzywych, do ktérego nalezg
krzywe algebraicznie sobie réwnowazne 4, B, gdy odwzorowujemy uktad
ten krzywa

v, 7)=0.

Severi, uwazajac z jednej strony catki Abela trzeciego gatunku tej
krzywej, z drugiej strony catki Picarda trzeciego gatunku na powierzchni,
dochodzi do nastepujacego waznego twierdzenia.

 Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby krzywe Ci, ..., G, byty
algebraicznie zwiazane, jest istnienie catki trzeciego gatunku Picarda, kt6-
rej osobliwosci logarytmiczne sg pofozone tylko na krzywych Cy,... G“.

Dwie catki trzeciego gatunku Picarda, posiadajace te same krzywe lo-
garytmiczne, majg peryody polarne do siebie proporcyonalne i zarazem pro-
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porcyonalne do liczb ), jezeli nie wszystkie wyznaczniki I—1 stopnia ma-
cierzy (12) réwnajg sie zeru.

WidzieliSmy w Roz. II, ust. 7, ze Picard, badajac istnienie na powierz-
chni calek trzeciego gatunku, postawil pytanie, czy na powierzchniach o ko-
neksyi liniowej p, =1 istniejg calki trzeciego gatunku, nie sprowadzajace
sig¢ do kombinacyj algebraiczno-logarytmicznych.

Otéz warunkiem koniecznym i dostatecznym aby catki Picarda trze-
ciego gatunku sprowadzaty sig do kombinacyj algebraiczno-logarytmicznych,
jest regularnos§é¢ powierzchni.

Najwazniejszym jednak rezultatem Severi’ego jest twierdzenie naste-
pujace o podstawie krzywych na powierzchni. Picard udowodnil istnienie
liczby p charakterystycznej dla powierzchni (Roz. II, ust. 15), posiadajgcej
wlasno$¢ nastgpujaca:

»Kazdy uktad p-41 dowolnych krzywych stanowi catkowity uktad
krzywych algebraicznych tego rodzaju, ze istnieje pewna catka Picarda
trzeciego gatunku, ktéra tylko na tych krzywych moze sie sta¢ logarytmicz-
nie nieskoficzong, ale nie kazdy uktad ¢ dowolnych krzywych na powierzchni
posiada tg wtasnos¢. Stad na podstawie twierdzenia wyzej podanego mozna
znales¢ pewng liczbe p krzywych algebraicznych od siebie niezaleznych

Gy,..., C, tak, aby kazda kizywa C byta zwigzana z temi krzywemi réwna-
niem postaci:

7\O+2 NGi=0 A==0.
=1

Dla powierzchni regularnych twierdzenie to orzeka, ze wprawdzie mozua
obra¢ ¢ krzywych tak, aby nie istniata funkcya wymierna, ktdrej zera i bie-
guny lezg tytko na tych p krzywych, ale jezeli do tych p krzywych dolaczy-
my dowolng p 4 1-sz3 krzywa, wtedy istnie¢ bedzie funkcya wymierna, ktg-
rej zera i bieguny s potozone tylko na tych krzywych.

Aby otrzyma¢ uklad ¢ krzywych, ktéry tworzy podstawe na danej po-
wierzchni, potrzeba i wystarcza, aby ich wyznacznik byt od zera odmienny.
Wszystkie uktady krzywych, ktére tworzg rézne podstawy, majg ten sam znak
wyznacznika.

Badajac wlasnosci niezmienne wzgledem przeksztatces dwuwymiernych
liczby p, dochodzi sie do rezultatéw nastepujacych:

Jezeli powierzchnia F' przechodzi na powierzchnie F’ wten sposéb, ze
znika ¢ krzywych wyjatkowych na powierzchni F, powstaje za$ e’ krzywych
takich na powierzchni F' i jezeli wszystkie te krzywe wyjatkowe sa pierw-
szego gatunkn, wtedy mamy zwigzek:

gt =g +e.
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Nareszcie zapomocg podstawy krzywych na powierzchni mozna uogdl-
ni¢ wzér Bézouta dla krzywych plaskich, a wigc znale$¢ wzor, dajqcy liczbe
przecie¢ dwéch krzywych algebraicznych na powierzchniach algebraicznych.
Niechaj na powierzchni, ktérej podstawe stanowig krzywe C,, ..., G, bedg
dwie krzywe C, D, wtedy jezeli mamy

? g
Ao+ X, M0=0,  pD X pli=0,
i=1

i=1

liczba punktéw przeciecia krzywych C, D wynosi:

| C, ]);—_—rlgﬂ)\,-p.k.m,k (E, k=1,...p)
Stopiefi wirtualny krzywej C, nie posiadajgcej punktéw-podstaw prze-

pisanych wynosi .

n = i BN ik

Nareszcie rodzaj wirtualny tych krzywych réwna sig

1 N 1
992 S A Mg — o5 z NO+1,

T =

i=1
0= 2w — 2 — 1y -

Dalszy ciag badari nad teorya podstaw ukiadéw krzy\x_zych na powierz-
chni oglosit Severi wr. 1908 (S. 21), zajmujac sig g%éwmg pojeciem pod-
stawy minimalnej (basis minima) krzywych na pox.merzch@ac}?.

Podstawa minimalna ukitadu krzywych na p0w1erzch}11af:h jest to
podstawa, posiadajaca tg wiasnosc, ze w zwigzku, jaki. zachodzi mlgd’zy do-
wolna krzywa na powierzchni a p krzywemi tworzgcemi podstawe, spéezyn-
nik przy krzywej réwna sig jednosci, a wiec mamy:

= 0
O:—: ‘_: )\zcm'

Podstawa minimalna jest specyalnym przypadkiem po'dsta.wy, ktdrg
Severi nazwal podstawa posrednia (basis intermedlarla): Pod-
stawe taka tworzg p krzywe wiedy, jezeli liczba )., kiéra wystepuje przy
kizywej C w zwigzku

)\Cgﬁ nNCi,
i=1
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dzieli wszystkie liczby );. Podstawe posrednig tworzy ¢ krzyw.yc’h algebra-
icznych takich, ze ich wyznacznik ma ze wszystkich' \yyznaczmkow nalezg-
cych do réznych podstaw warto$¢ bezwzgledng najmniejsza. o v
W przypadku gdy p=1, moze by¢, ze krzywa C, Posnada]a,ca naj-
muiejszy stopiedl wirtualny lub najmniejszy rzad, nie daje pods’Fawy po-
sredniej, jest bowiem wirtualng, a nie istotna, ale w kgzdym razie mozna
otrzymaé podstawe posrednia, ztozong z dwéch krzywych istotnych.
Jezeli dla dwoch krzywych 4, 4, zachodzg zwigzki

Ny =Ny = Nyo

rtedy, jak widzieli$my, mamy
e y KA, =k 4,,

i oba uktady | 4,] i {4,] sa tego samego rzeduy, stopnia wirtualnego i rodzaju.
Jezeli s nazwiemy liczbe uktadéw {4} (i=1, 2,... o), posiadajacych ten-
sam stopiefi, rzad i rodzaj, wtedy liczba ta o jest zawsze skonczona i nie za-
lezy od obioru uktadu krzywych na powierzchni.

Severi wprowadza nowe dzialanie na ukladach krzywych algebraicz-
nych na powierzchni. Jest nig dzielenie uktadu B przez uktad 4, okre-
$lone nastepujgcym zwiazkiem migdzy temi uktadami:

MA=B.

Jezeli dziatanie to jest mozliwe, niekoniecznie musi by¢ mozliwe w je-
den tylko sposob. Moze by¢ kilka uktadéw takich, ze

)\1;412)\2[12%. ...%)NEA.‘,EO,

ale z pewnosciag mamy nier6wnos¢ 8 < ¢ to znaczy, ze liczba uktaddw, otrzy-
manych przez dzielenie uktadu B przez liczbe X jest skoriczonai < o.
Przykiadami powierzchni, na ktdrych dzielenie jest jednoznacznie wy-
konalne, albowiem o =1, sa powierzchnie, ktérych podstawa minimalna
utworzona jest tylko z jednej krzywej, a wigc np. najogélniejsze powierzchnie
danego 1zedu, p =1, albo powierzchnie wymierne, p=1. Taksamo na po-
wierzchniach rodzaju geometrycznego 1 o krzywej kanonicznej rzedu zero,
t j. gdzie mamy | G, | =| C|, zachodzi tasama okoliczno$¢, albowiem dla
tych powierzchni — jak zobaczymy — mamy albo p,=1, albo p,=— 1.
W pierwszym przypadku otrzymuje sig natychmiast ¢ =1, poniewaz kazdy
uklad zupelny na powierzchni regularnej jest liniowy. W drugim przypadku
powierzchnia (Roz. V, ust. 5) jest hypereliptyczna szczebla r=1. Jezeli
dzielnik (divisor) powierzchni (Roz. V, ust. 5) §==1, wtedy powierzchnia
jest powierzchnia Jacobi’ego, nalezaeg do krzywych hypereliptycznych ro-
dzaju 2, a wiec (S. 2) mamy s =1. Taksamo ma sie rzecz, gdy mamy ¢>-1.
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Podaje tez Severi przyktady powierzchni, na ktérych dzielenie nie da-
je jednego uktadu krzywych. Sa to powierzchnie regularne, posiadajace liczby
charakterystyczne (Roz. V, ust. 6)

P,=0, p,=0, Py=1, P,=0,

i powierzchnie nieregularne hypereliptyczne szczebla > 1 o liczbach cha-
rakterystycznych

=0, Pa=—1

W dowodzie istnienia podstawy minimalnej na powierzchniach nalezy -
odrézni¢ dwa przypadki p > 11 p=1.

1. W przypadku p > 1 niechaj C, 0,,..., 0, tworza podstawe po-
$rednig. Niechaj dalej krzywe Dy, D,,..., D,y W liczbie o—1 bedg krzy-
wemi od siebie niezaleznemi i niezaleznemi od krzywej (';, ale posiadajace-
mi stopnie wirtualne i liczby przecie¢ dane przez réwnosci

|GG |=]CD:|=|DD;]|,

i=1,2...,6—1,

wtedy krzywe Cy,..., G,, Dy, ..
wszystkie krzywemi istotnemi.

2. Niechaj bedzie p=1, wtedy krzywe G, Dy, ..., Doy tworzg row-
niez podstawg minimalng. Jednak teraz krzywa €, moze by¢ wirtualna,
a jezeli chcemy mie¢ same krzywe istoine, zastepujemy C, przez 4 — B
i otrzymujemy p + o krzywych istotnych 4, B, D,,..., D,_;.

Najnowsze badania Severi'ego nad podstaws ukiadéw algebraicznych
na powierzchniach algebraicznych wyltozone sa w pracy, ogloszonej w r. 1910
(S. 26). Praca ta jest gtéwnie poswiecona powierzchniom algebraicznym, ze-
zwalajgcym na nieciagly nieskoriczong serye przeksztalcer dwuwymiernych,
ale zawiera szereg rezultatéw, odnoszacych sig do ogélnej powierzchni.

Severi otrzymuje warunek konieczny i dostateczny, aby dzielenie,
okreslone réwnaniem

-» D,y tworza podstawe minimalng i sg

r"A=B

byto tylko w jeden sposéb mozliwe. Potrzeba i wystarcza, aby liczby Ais
byty pierwsze wzgledem siebie.

Nazwijmy krzywa 4, arytmetycznie istotng (aritmeticamente
effettiva), jezeli jest istotna, okresla uklad zupelny ciagly, do ktérego na-
lezy i jezeli wszystkie krzywe tego samego rzedu, stopnia i rodzaju posiadajg
te same wiasnosci, co ta krzywa. Uwazajac tych o krzywych, dla ktérych

]AiA.'lzl.AiAkl_—“!A;‘Ak|, (‘Z:,k:l,Q,...,G)

’

mamy dla pewnej liczby catkowitej & réwnosci:
Prace mat.-fiz.,, t. XXIII. 15
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]

YA, =14,
Uwazajmy krzywe wirtualne

A — A, A —dy, ..., A —4,,

nazywajac ie M, M,,..., M,, mamy wtedy ¢ dziatan, polegajacych na do-
dawaniu tych krzywych do dowolnej krzywej arytmetycznie istoinej B.
Uktad s krzywych B;, Bs,..., B, w ten sposéb otrzymanych, przechodzi
przez te dziatania na siebie, a wigc mamy grupg Abela @, albowiem dzia-
lania te sq przemienne. Jezeli p. jest rzad podgrupy G, ztozonej z dziatan,
ktorych peryody dzielg A, wtedy dzielgc przez A, otrzymamy p krzywych od
siebie odmiennych. Uwazajmy uktady liniowe na powierzchni nieregularnej.
Liczba uktadéw liniowych, otrzymanych przez dzielenie danego uktadu przez
liczbe X, speinia nieréwnosé: < oA*@y—rs), Istniejg uktady liniowe, posiada-
jace te liczby maksymalng uktadéw ilorazowych.

Teorya podstawy na powierzchni pozwala wyznaczyé wszystkie uktady
krzywych danego wirtualnego stopnia na powierzchni. Jezeli Gy, C,, ..., G,
jest podstawg posrednia, wtedy krzywa, dla kt6rej

AC=X 0y O 4230y A 2,0, (13)

posiada stopien wirtualny

P
HZZ Nixdi Mg - (14)
i, k=

i 1

Forme, wystepujaca po prawej stronie wzoru (14), nazywa Severi for-
ma fundamentalng kwadratowa podstawy.

Dla danego n mamy pewna liczbe rozwiazafi (A, Xy,..., X,). Dla
kazdego rozwigzania i dla kazdej liczby \ dostatecznie wielkiej nalezg krzywe
arytmetyczne istotne, nalezace do o uktadéw ciaglych, otrzymujacych sig
z jednego ukladu przez dziatania grupy G.. Dwie podstawy posrednie zwig-
zane s3 ze sobg zwigzkami ksztattu

)‘éri—E—)‘i)\lt01+~-‘~+)\|‘)\pipr (Z:l, 2’...,[3)7

tak ze formy fundamentalne kwadratowe, odpowiadajgce tym podstawom, prze-
chodza, przy pomocy przeksztatceri liniowych o module =+ 1 na siebie.
Uwazajmy teraz powierzchnie regularne p,=p,; jezeli te powierz-
chnie posiadaja grupe nieskoficzong nieciaglq przeksztalcen dwuwymier-
nych, wtedy grupa ta jest albo hologdrycznie albo meryedrycznie ze skoficzo-
nym indeksem izomorficzna z nieskoficzong grupa przeksztalcer liniowych

o module - 1, przeksztalcajacych na siebie forme fundamentalng kwadratowg
powierzchni.
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Jako przyktad powierzchni, dla ktérej, postugujac sie ogélng teorys pod-
stawy, mozna wyznaczy¢ wszystkie przeksztalcenia dwuwymierne tej po-
wierzchni na siebie, uwaza Severi powierzchnig zbudowang przez -Fano
(F. 3) czwartego rzedu z krzywa drugiego rodzaju i széstego rzedu, ktérg po-
znamy w Roz. V.

7. Poglad na rozwdj Teoryi powierzchmi algebraiczngch w ostatmich latach.

Ogélna teorya uktadéw algebraicznych na powierzchniach zostata wia-
sciwie dopiero ugruntowana dzieki wylozonym w tym Rozdziale podstawo-
wym twierdzeniom o zwigzku miedzy nieregularnoscig powierzchni i wiasno-
$ciami seryi charakterystycznej ukladéw liniowych na powierzchni. Gtéwnym
rezultatem sg tu twierdzenia, tyczace sie istnienia uktadu algebraicznego
zupetnego, do ktérego pewien dany uklad nalezy, o seryi charaktery-
stycznej zupelnej. Niedostatek p,—p, seryi charakterystycznej ukladu
liniowego regularnego daje whasnie liczbe catek Picarda pierwszego
gatunku. WidzieliSmy jednak, ze rezultaty w tym kierunku otrzymane sg do-
tad niezupelne. Tylko jezeli spelnione sa pewne nieréwnosci, mozemy orzec
co$ blizszego o wymiarach tych uktadéw.

Drugim podstawowym rezultatem jest teorya podstaw uktadéw krzywych
na powierzchni, stworzona przez Severi'ego. Tu chodzi przedewszystkiem
‘0 znalezienie liczby krzywych tworzacych podstawe na powierzchni, co przed-
stawia czesto wielkie trudnosci. Waznym jest dowdd istnienia podstawy
minimalnej i stosowanie teoryi podstawy do znalezienia przeksztalcef dwu-
wymiernych powierzchni samej na siebie.

W nastepnym Rozdziale oméwimy szereg prac, stosujacych te teorye
uktadéw algebraicznych w konkretnych specyalnych przypadkach.

ROZDZIALE V.

Specyalne klasy powierzchni algebraicznych.

1. Wstep.

Znaczenie og6lnych metod geometréw wioskich, oméwionych w po-
przednich dwoch Rozdziatach, wystepuje w calej pelni w zastosowaniu og6l-
nych twierdzen do specyalnych klas powierzchni. Ci sami uczeni, ktérzy po-
fozyli podwaliny Geometryi krzywych na powierzchniach algebraicznych, po-
suneli znakomicie naprzéd catym szeregiem prac badania nad réznemi klasa-
mi powierzchni algebraicznych, podajgc oprécz badafi dwuwymiernie nie-
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zmienne]j natury, przedstawienie rzutowe tych powierzchni w przestrzeniach §,.
Te metody rozjasnity dopiero prawdziwg nature tych rozmaitych klas po-
wierzchni. Mimo, ze wiele wtym kierunku zdziatano, pozostato jednak jeszcze
rozlegte pole do dalszych poszukiwar.

Nie oméwimy wszystkich badan nad rozmaitemi klasami powierzchni,
lecz ograniczymy sig do najwazniejszych, tak ze z wywoddw tych bedzie mo-
2na sobie wyrobi¢ obraz, jak powierzchnie sig dzielg na rézne typy zaleznie
od rozmaitych wartosci niezmiennikéw.

2. Powierzchnie, przedstawiajace pary punkiéw jednej lub dwdch krzywych
algebraicznpch.

Powierzchnie, przedstawiajace pary punktéw jednej lub dwéch krzywych
algebraicznych, badajg De Franchis (R. P. 1903), Maroni (Lit) i Severi
(S.2,3). Severi bada (S.2) powierzchnie, odpowiadajgce dwuwymiernie
parom punktéw krzywej rodzaju = = 3. Gdy rodzaj wynosi 2, mamy, jak
wiadomo, powierzchnie hypereliptyczne, albo ich znieksztalcenia, gdy za$ ro-
dzaj wynosi 1, mamy (S. 8) powierzchnie prostokreslne eliptyczne. Powierzch-
nie, badane przez Severi’ego, posiadajg niezmienniki

p=tm(m—1), po=iz(a—1)—n, p»= (r~—2) (47—5).

Severi bada powierzchnie te, odwzorowujac je dwuwymiernie zapo-
mocg kongruencyi linij prostych cigciw krzywej kanonicznej Cz’““z , Izedu
2q—2, rodzaju =, w przestrzeni S;_;.

Ogoélna teorya tych powierzchni, rozwinigta przez Seve ri'ego, opiera sie
na teoryi odpowiedniosci na kizywej algebraicznej; teorye te stworzyl Hur-
witz (M. A. T. 28), a Severi rozwingt ja metodami geometrycznemi. Se-
veri definiuje geometrycznie odpowiedniosci wartosciowe i zupetnie ogélae
odpowiedniodci. Dowodzi, ze istnieje skoriczona liczba odpowiedniosci na
krzywej, tak ze kazda inna odpowiednios¢ jest zalezna od tych odpowiednio-
Sci w znaczeniu okreSlonem przez Severi’ego.

Teorye te natychmiast mozna stosowa¢ do badania uktadéw krzywych
na powierzchni, ktérej punkty odpowiadaja jednoznacznie parom punktéw
dwdch krzywych. Powierzchnie te posiadajg dwa peki krzywych, odpowiada-
jace tym dwom krzywym. Severi wprowadza pojecie niezaleznosci i zalez-
nosci krzywych na powierzchni. Krzywe I, T7,..., I'* sg zalezne, jezeli
istniejg liczby catkowite dodatnie, albo ujemne takie, ze krzywa

AT/, TV | T

pf)siada wal_'tos’ciowoéc' (valenza) zero, to znaczy daje si¢ wyrazi¢, jako kom-
binacya liniowa pewnej liczby krzywych obu pekéw na powierzchni, Istnieje
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maximum liczby krzywych niezaleznych na powierzchni, a wiec istnieje pod-
stawa ukiadéw krzywych na powierzchni (por. Roz. IV, ust. 6).

Podstawg minimalng (por. Roz. IV, ust. 6) nazywa sie taka podstawa,
ze w zwigzku liniowym, jaki dang dowolng krzywa T' wyraza przez krzywe
podstawy I, I'”, ..., I'®, spéiczynnik przy I' réwna sig jednosci. Wyzna-
czniki réznych podstaw podzielne sg przez wyznacznik podstawy minimal-
nej, ktory jest ta samg liczbg dla wszystkich podstaw minimalnych.

Za pomoca podstawy na powierzchni mozna wyrazi¢ liczbe punktéw
przecigcia dwéch krzywych na powierzchni tudziez rodzaj i stopien dowolnej
krzywej na powierzchni. ,Szczeg6lnie interesujacym jest przypadek, gdy obie
krzywe, na ktérych lezq pary punktéw, sg identyczne; wowczas na powierz-
chni bedacej obrazem par punktéw uporzadkowanych, t. j. par punktéw krzy-
wej algebraicznej, opatrzonych wskaznikami porzadkowemi 11 2, podstawa
utworzona jest przez krzywe obu pekéw, odpowiadajacych punktom krzy-
wej, i przez dowolng krzyws, ktéra kazda krzywa pekéw przecina w jednym
punkcie.

Nareszcie uwaza Severi powierzchnie, przedstawiajgce pary punktéw
krzywej algebraicznej nieuporzadkowane. Takze i na tych powierzchniach
istniejg podstawa i podstawa minimalna. W specyalnym przypadku krzy-
wej eliptycznej, gdy pary punktéw nie sg uporzadkowane, mamy powierzch-
nie prostokresing eliptyczna.

3. Powierzchnie algebraiczne, zezwalajgce na ciggle grupy przeksztalcert
dwnwymierngch. Powierzchnie nieregnlarne rodzajn geomelrycznego zero.

W Rozdziale I zreferowali$my prace matematykéw francuskich nad po-
wierzchniami, zezwalajacemi na grupy ciagte przeksztatcen dwuwymiernych.
Matematycy whoscy zajeli sie najprzéd powierzchniami, zezwalajgcemi na nie-
skoriczenie wiele przeksztalced rzutowych. Powierzchnie te bada Enri-
ques (E.) i otrzymuje nastepujace rezultaty. Albo przeksztakcenia te na-
leza do grupy oc? Liego przeksztatcer rzutowych przechodnich, wtedy
powierzchnia jest zawsze wymierna; albo tez przeksztalcenia te naleza do
nieprzechodniej grupy Lie'go oo!, a wiedy pek trajektoryi grupy albo zlo-
zony jest z krzywych przestepnych i powierzchnia jest wymierna, albo zlo-
zony jest z krzywych algebraicznych i powierzchnia jest odwzorowalna na
powierzchni prostokreslne;j.

G. Fano (F. 1, 2) okresla blizej rzutowo powierzchnie, posiadajace
grupg przechodnig przeksztatcen rzutowych. Dadzg sie one odwzorowaé albo
na plaszczyZnie, albo na powierzchni rzedu 2 w przestrzeni 8,, albo nareszcie
na stozku wymiernym normalnym w pewnej przestrzeni S,y1, tak Ze grupie
przeksztatceni rzutowych odpowiadaja odpowiednio na plaszezyznie grupa ho-
mografii, a w przestrzeni pewna grupa przeksztatceri rzutowych, przeprowa-
dzajacych powyzsze powierzchnie w siebie.
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Teorya powierzchni ogélnych, zezwalajacych na grupy ciagte przeksztat-
cefi, doznata znakomitego rozwoju przez badania Enriquesa, ogloszone
wr. 1905 (E. 21, 22). Najprzéd bada Enriques powierzchnie nieregularne
rodzaju geometrycznego p,=0. Mamy tu dwa przypadki do odréznienia,
a mianowicie przypadek p, << —1 i przypadek p,= — 1.

Gdy p. < — 1, powierzchnia daje si¢ dwuwymiernie odwzorowa¢ na
powierzchni prostokreslnej. W istocie podat Castelnuovo sposéb kon-
striukeyi pekéw niewymiernych krzywych na powierzchniach nieregularnych
rodzaju geometrycznego zero (por. E. 18). Uwazajac taki pgk, poniewaz
mamy pM= 1, gdyz w przypadku p<1 powierzchnia jest juz odwzoro-
walna na powierzchni prostokreslnej, z wzoru Castelnuovo-Enriques
(por. Roz. 111, ust. 7)

At4(p—1)(x—1)=18—12p — pO, 1)

wktérym A jest liczba krzywych peku posiadajacych punkty podwéijne, p ro-
dzaj pgku, = rodzaj krzywych peku i gdzie p=— p,, otrzymujemy wowczas
r=0. Jezeliza$ p,=— 1, krzywe peku powyzszego sg rodzaju = =1.
Pek ten jest eliptyczny. Jezeli # > 1, wtedy na powierzchni, oprécz peku
niewymiernego, istnieje drugi pek wymierny krzywych eliptycznych, przecina-
jacych krzywe peku niewymiernego w n>>1 punktach. Jezeli rodzaj geome-
tryczny powierzchni jest p,>0, 6w pek ostatni jest tez, jak zobaczymy,
niewymierny. Pek ten zawsze jest bez punktéw-podstaw. Jezeli ===1, wiedy
znéw na powierzchni mamy pek krzywych wymierny, jezeli p, =0, niewy-
mierny, jak zobaczymy, jezeli p,>0, zawsze bez punktéw-podstaw. Mo-
duty krzywych kazdego peku s3 tesame, nie zmieniajg si¢ z krzywa.

Powierzchnie, posiadajace niezmienniki p,=0, p,=—1, zezwalajgna
grupe ciagla algebraiczng oo!, ktdrej trajektorye sg krzywe eliptyczne peku
wymiernego; a wigc grupe eliptyczng (Pa. 5). Nawzajem: kazda powierzchnia,
posiadajaca grupe ciagty oot, kiorej trajektoryami sq krzywe eliptyczne peku
wymiernego lub niewymiernego, a wiec grupe eliptyczna, posiada, Ijrc’)cz tego
peku, drugi pek eliptyczny. Gdy pek trajektoryi jest niewymierny, z pe-
wno$cia mamy p,>0, gdy pek ten jest wymierny, wtedy zachodzi p,=0.

Powierzchnie eliptyczne dadzg sie analitycznie przedstawic w sposéb
nastepujacy. Spéhzedne X, Y, Z sg funkcyami wymiernemi parametréw
v, w, zwigzanych réwnaniem

fw, w)y=0
funkcyami wymiernemi funkcyj
p(U; &, @), ?'(U; 9, 9,

zwigzanych réwnaniem Welerstrassa. Przytem parametr U iperyody @, €7
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wyrazajg sie zapomoca parametru % i peryodéw «, o réwnania eliptycznego
peku eliptycznego krzywych w sposéb nastgpujacy:

U=u-+ro+4pe', =ae-fbdo,

Liczby a, b, o', b’ sa cztery liczby catkowite o wyznaczniku

O =detb.

e —a'b’=n>0,

za$ liczby X, p sg uklady n wartoéci catkowitych tak, ze Ao -}po' dla tych
n uklad6éw wartosci przybiera # wartosci, nieprzystajacych do siebie modulo
peryodéw Q, Q.

Dopiero, gdy kazdy uktad v, w skojarzymy z n ukladami liczb A, .,
otrzymamiy calg powierzchnie. Powierzchnie te posiadaja réwnania

n=0

X= E & p, (u4ro,) v (z—a)....(z—a), €3]

=0

Y=p'(u; 0, o), Z=z,

gdzie e jest n-tym pierwiastkiem jednosci, liczby catkowite h; sq mniejsze
niz 7, za$ suma ich jest okre$lona kongruencyg

Sk =0 (mod n).

Funkcye p, dla v=0, 1,..
o peryodach

. n s3 odpowiednio funkcyami p (u; &, &)

r

=0w—ve', ¥=ne, v=0,1,... n—1,

i @=ne0, =0, v=n.

Liczba o, jest réwna o' dla v=0, 1,..
y=mn.

Wartosci niezmiennikéw P; (i=1, 2...) pozwalajg teraz odrézni¢ po-
wierzchnie eliptyczne prostokresine od powierzchni eliptycznych nieprosto-
kreslnych. Oba te rodzaje powierzchni eliptycznych posiadajg p.=—1, ale
powierzchnie prostokreslne majg wszystkie liczby P; (¢ =1, 2...) réwne ze-
ru, natomiast powierzchnie nieprostokresine posiadajg albo P, >0, albo P;>0.

W dalszej pracy (E. 22), poswieconej réwniez powierzchniom, zezwa-
lajacym na grupy ciagte przeksztatcefi dwuwymiernych, nie ogranicza sig
Enriques do przypadku p,==0. Opiera si¢ na twierdzeniach, otrzymanych
rownoczesnie przez de Franchisa (R. P. T. 20), Castelnuovo (C. 17)
i twierdzeniach wlasnych, odnoszacych sig do pekéw niewymiernych krzywych
algebraicznych na powierzchniach. De Franchis okazatl, ze jezeli powierzch-

.n—1, za$ réwna o dla
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nia posiada dwie catki Picarda pierwszego lub drugiego gatunku, z ktérych
jedna jest funkcya drugiej, wtedy posiada pgk krzywych niewymiernych.
Twierdzenie to jest specyalnym przypadkiem ogélniejszego twierdzenia Ca-
stelnuovo i Enriquesa (C. 17), orzekajacego, ze jezeli zachodzi nieréw-

nosé
Pz 2(pa+2),

wtedy powierzchnia posiada niewymierny pek rodzaju = 2.

Z twierdzenia tego wyprowadza Castelnuovo nastepujacy rezultat.
Powierzchnie rodzaju arytmetycznego ujemnego albo dadza sie odwzorowaé
na powierzchniach prostokreslnych (rezultat Enriquesa), albo tez po-
siadaja pek krzywych eliptycznych, albo nareszcie sq powierzchniami
hypereliptycznemi pojedyficzemi lub wielokrotnemi. W tych trzech
przypadkach mamy odpowiednio:

py:()s Da<<—1; ng(), PDa=—1; pg=1: Po=—1.

Na podstawie tych rezultatéw otrzymuje Enriques podstawowe wha-
snoéci powierzchni rodzaju arytmetycznego p,=—1, geometrycznego
Py >0. Gdy zachodzi p, > 1, wtedy powierzchnie posiadaja pek krzywych
eliptycznych rodzaju p > 1, w ktérym wszystkie krzywe majg ten sam mo-
dul. Otéz rodzaj p tego peku wtadnie sie réwna Dy, a krzywe kanoniczne
powierzchni sg zlozone z krzywych tego peku, a mianowicie krzywag kano-
niczng tworza 2p, — 2 krzywych tego peku, nalezacych do grupy kanonicz-
nej peku, précz tego wszystkie krzywe kanoniczne mogg zawieraé pewng
czesC sktadowy statg, ktérg tworzgq czesci rozpadajacych sie krzywych peku.

Jezeli mamy p, =1, p,=—1, wtedy powierzchnia posiada dwie nie-
zalezne od siebie catki Picarda pierwszego gatunku. Jest ona albo prosta
powierzchnig hypereliptyczng, to znaczy spéhzgdne z, y, 2 wyrazaja sie
jako funkcye hypereliptyczne argumentéw w, v, albo tez jest przeksztalce-
niem wymiernem powierzchni hypereliptycznej, czyli powierzchnig hyperelip-
tyczng wielokrotna, to znaczy pewnemu uktadowi argumentéw wu, v odpo-
wiada 7 > 1 uktadéw spéirzednych =, y, 2.

Powierzchnie hypereliptyczne pojedyricze nie posiadaja krzywej kano-
nicznej, a wigc wszystkie rodzaje powierzchni P; réwnajg sie 1 (=1, 2,..).
Powierzchnie hypereliptyczne wielokrotne, odwzorowujace sie na powierzch-
niach hypereliptycznych pojedyficzych @, tak ze punktowina ® odpowiada
wigcej niz jeden punkt na tej powierzchni F', sa dwojakiego rodzaju. Jezeli
na powierzchni @ niema krzywej rozgatezienia, wtedy i powierzchnia F jest
hypereliptyczna; natomiast, jezeli na powierzchni @ istnieje krzywa rozgate-
zienia, wtedy na powierzchni F istnieje pek eliptyczny krzywych eliptycz-
nych. Na powierzchni F istnieje wowczas krzywa kanoniczna i utworzona
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jest z czesci krzywych wielokrotnych w peku. Krzywa s-kro’_ma wchodzi
w sktad krzywe]j kanonicznej X dokladnie s—1 razy. Mamy wigc

K:E ii;.l k,

gdzie & sg krzywe, na ktére sie krzywa peku rozpada. Krzywe tego }?Qku
sq trajektoryami grupy ool eliptycznej. Procz tego peku posiada powierz-
chnia F' drugi pek eliptyczny krzywych rodzaju =>>1. Mamy nier(')wnos?
P, > 1. Teoryg powierzchni, posiadajacych grupe oo? cigglych przeksztaif:en
przemieanych, zajmuje si¢ tez Severi (S. 22). Zaktadajac, ze grupa ta jest
bezwzglednie przechodnia, to znaczy, ze kazdy punkt powierzchni bez wy-
jatku mozna przeprowadzi¢ w kazdy inny, otrzymuje czysto geometryczna’z
droga warunki konieczne i dostateczne nastepujace. Po pierwsze musi by¢
Po=1, pa=—1, po drugie krzywa kanoniczna musi sie réwnac zeru. Je-
zeli p,=1, p,=—1 1 kizywa kanoniczna wigksza jest od zera, wtedy po-
wierzchnia odwzorowalna jest na powierzchni wielokrotnej o charakterach
Py=1, pa=— 1 z kizywa kanoniczng rzedu zero, a wigc otrzymuje sig re-
zultaty Picarda, Painlevégo i Enriquesa. )

Severi podaje réwniez (S.29) geometryczny dowdd twierdzenia Ca-
stelnuovo (por. E. 18), ktére udowodnit tez Enriques w pracy, pfzed
chwilg omawianej (E. 21), o istnieniu peku niewymiernego na powierzchniach
nieregularnych rodzaju geometrycznego zero. Dowdd Severi'ego jest na-
stepujacy. Krzywe rozpadajace sie, z ktdrych kazda jest ztozona z v krzy.-
wych ukladu algebraicznego oo! istniejgcego na powierzchni nieregularnej,
przechodzacych przez punkt powierzchni, nalezg albo do oo? albo do co!
uktadéw liniowych. Jezeli p, = p, = 1, wtedy zachodzi tylko pierwszy przy-
padek. Punkty, z kiérych wychodzg krzywe réwnowazne, to jest naleZa{c.e do
tego samego uktadu liniowego leza na krzywych tworzacych pek niewymierny
rodzaju 1. Jezeli za§ mamy p,— p,> 1, wtedy, gdyby istniaty co®-uktady
liniowe o n krzywych, powierzchnia, przedstawiajgca inwolucye grup n
punktéw v-krotnych nalezgcych do tych krzywych, przeksztatca sig dwuwy-
miernie na utwor algebraiczny Jacobi'ego V,, przedstawiajacy grupy p
elementow ukladu oo! na powierzchni. Poniewaz utwér ¥, posiada grupe
przechodnig oo przeksztalcenn na siebie, wiec otrzymuje stad sig uk}aq cig-
gly wymiaru = p — 2 powierzchni dwuwymiernie réwnowaznych owej po-
wierzchni, wypetniajacy caly utwér V,, ale wéwczas na podstawie twierdze-
nia Severiego (S. 27) utwér algebraiczny V, bytby rodzaju geomeirycz-
nego zero. Lecz utwor ten posiada rodzaj geometryczny 1. Zatem mna po-
wierzchni F istnieje co! uktadéw liniowych sobie nieréwnowaznych, nfileiq-
cych do owego nkiadu, skad wynika, ze powierzchnia F' posiada wiasnie pgk
rodzaju p,— Pe-
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4. Powierzchnie hypereliptyczne.

Teorya powierzchni hypereliptycznych, ktérej pi
. ' : hyper s j pierwsze podstawy poto-
zy’% ch;ard, byta, jak widzieliémy, przedmiotem doniostych badan P}; ipnle-
végo i Hun.‘lbe:rta, z ktérych pierwszy uzupenit badania Picarda nad
przeksztafceniami dwuwymiernemi powierzchni, drugi za$ badat og6lnie
uktadypkrzywych algebraicznych, potozone na tych powierzchniach.
race matematykow francuskich dotyczyly prawie w i
. . ! viacznie po-
wierzchni pyper.ehptycznych prostych, t. j. powierzchni, ktérych pugk—
to~m odp9w1ada jeden uktad wartosci oprécz wielokrotnosci peryodéw, ipo-
\x“r;erzchm- Kumm era, 'gdzie punktowi odpowiadajg dwie takie pary.
OSt?:ltI:llCh latach pO(.ij(;h o0gdlng teorye powierzchni hypereliptycznych row-
Tgf(z);:sr:deagnera i De Franchis (Lit. R. L. 1907, M. S. 1908, R, P
, tudziez Enriques i Severi (E.S. 1,2, 3 bazl jac t erzch-
nie metodami geometrycznemi. 29 Plac 1e powlersch-
Jezeli punktowi x, y, 2 odpowiadajg » Sci
. , Y, jg r=1 par warto$ci u, v, wted
liczbe 7 nazywaja Enri i i i i i hy; o
-, ywajg iques i Severi stopniem powierzchni hyperelip-

Peryody funkcyj hypereliptycznych Z i¢
staci moomel e ypereliptycznych mozna zawsze sprowadzi¢ do po-

Jl, 0, g, h
1 b
IO: —5_’ h! g’

) Liczba catkowita 8 = 1 nazywa sig dzielnikiem (divi j
ehp.tyczn'ych. Kazda powierzchnia hypereliptyczna szczet()la vaflsioclrz)ieflilillli{acyg
moze_byc uwgiana jako obraz inwolucyi I,; na specyalnej powierzchni hy-
pereliptycznej, z.wanej powierzchnig Jacobi'ego, ktéra przedstawia af
punktéw krzywej hypereliptycznej rodzaju 2. Na powierzchni J acobi;')egz

mamy dwa IOdZa]e pl’ZekSZtﬂ}( enia p0w1EIZChIlI na siebie 4.
P
sam Mianowicie
pIZekSZtaICeﬂIa rodz aju pilerw SZegO

u' 4- 14 = const. , v - v = const.

inwolucyjne rzedu drugiego i przeksztatcenia ro dzaju drugiego

% — u = comnst. , v — v = const.

two i i

gier;icergrngamqgfq oo? przemienna. Istniejg przeksztatcenia rodzaju dru-
» Tzgdu 9, tworzgce inwolucye I takie, ze powierzchnie przedstawia-

jace te inwolucye powierzchni J i’ i i
Stesebla 1 (o coichiime o) acobi’ego, s3 powierzchniami Picarda

icm°®

(131) Postepy Teoryi powierzchni algebraicznych. 181

Powierzchnie Picarda, t.j. powierzchnie szczebla 1, scharakteryzowane
s wartosciami niezmiennikéw

]Jg:P4:1, _pa::——lA

Powierzchnie te nie posiadajg kizywych wymiernych, oprécz krzywych
wyjatkowych; jezeli za$ posiadajg krzywa eliptyczna, wiedy posiadaja dwa
peki eliptyczne krzywych eliptycznych.

Na powierzchni Picarda o modufach ogélnych wszystkie uktady krzy-
wych s wielokrotnosciami jednego z nich.

Enriques i Severi badajg dalej inwolucye na powierzchniach
hypereliptycznych Jacobi’ego.

Inwolucye te sa albo rodzajéw p,=0, pa=—1, a wtedy sg to po-
wierzchnie eliptyczne (ust. 4), ktére majg P, =0, gdy sa odwzorowalne na
powierzchniach prostokresinych, majg za§ Py;=1 W przeciwnym razie. Albo
tez inwolucye te przedstawiaja powierzchnie hypereliptyczne szczebla 1 o nie-
zmiennikach:

py=1, pa=—1,
Albo tez mamy powierzchnie wymierne, a wiec wartodci niezmiennikéw sa:

py=p.=0, P,=0,

albo powierzchnie regularne o wartosciach niezmiennikow:

pg:p,,:(), Pg':1) PS::O’

albo wreszcie powierzchnie regularne o wartoéciach niezmiennikéw:

Pe=pa=1, P=1, i=12....

Inwolucye na powierzchni Jacobiego sa wtedy i tylko wtedy regu-
larne, gdy istnieje tylko skoficzona liczba przeksztalcen gatunku drugiego
tych inwolucyj na siebie. Zaleznie od tego, czy mamy powierzchnie hyper-
eliptyczue, czy tez eliptyczne, inwolucya posiada oo? albo ool przeksztatcen
na siebie sama.

Mozna dalej klasylikowaé inwolucye wediug koincydencyi. Gdy ist-
nieje krzywa koincydencyi, inwolucya jest wymierna, albo réwnowazna po-
wierzchni prostokresinej eliptycznej. Gdy niema weale koincydencyi, wtedy
mamy po=—1 1 p,=0 albo p,=1. Nareszcie, gdy istnieje skoficzona
ticzba punktéw koincydencyi, powierzchnia jest regularna. Mamy twierdzenie
wazne nastepujace. Kazda powierzchnia hypereliptyczna szczebla 7 > 1
o dzielniku 5 jest odwzorowaniem inwolucyi na powierzchni Picarda o dziel-
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niku 9, ktéra to inwolucya powstaje przez przeksztalcenie dwuwymierne po-
wierzchni Picarda samej na siebie.

Powierzchnie hypereliptyczne szczebla r> 1 moga zaleze¢ od trzech
modutéw. Powierzchnie te maja wéwczas szezebel r=—2 i sg regularne.
Przypadkowi =1 odpowiadaja powierzchnie Kummera. Przypadkowi
é>1 odpowiadaja powierzchnie uogdlnione Kummera, ktére w przestrzeni
Shat1 stanowig analogon powierzehni Kummera dla przestrzeni S;.

Powierzchnie nieregularne szczebla 7 > 1 sg eliptyczne i posiadajg dwa
peki krzywych eliptycznych. Maja one Po=—1, ,plurigeneri® za$ réwnajg
sig zero lub 1, a mianowicie mamy p,=0. Liczba ¥ moze byé¢ tylko réw-
na 2, 3, 4 lub 6. Powierzchnie hypereliptyczne regularne rodzajéw
Py=p.=P;=1 odpowiadajg wartosciom liczby r=3, 4, 6, 8, 12, 24.
Liczby te odpowiadaja grupom przeksztaiceri na siebie same krzywych alge-
braicznych rodzaju 2, a mianowicie odpowiednio albo grupom cyklicznym
rz¢du 3, 4, 6, zalezac od jednego modutu, albo grupom bidiedrycznym rze-
du 8, albo grupom bidiedrycznym rzedu 12, albo grupom bitetraedrycznym
1zedu 24 bez moduléw.

Autorowie badajg obszernie te powierzchnie, dajac obrazy rzatowe
W przestrzeni wielowymiarowej lub tréjwymiarowe;j.

Powierzchnie eliptyczne majg, jak widzieliSmy (ustep poprzedni), dwa
peki krzywych eliptycznych, a mianowicie pek wymierny, ktéry zawsze po-
wierzchnie posiadajg i pek eliptyczny. (Bagnera, De Franchis R. L.
1907 i Enriques-Severi E. S. 12). Jezeli krzywe tego ostatniego peku
s3 eliptyczne, wtedy — jak okazujg Enriques i Severi i réwnoczesnie
Bagnera i De Franchis — powierzchnie sg hypereliptyczne, t.j. posia-
dajg oo? grupe przeksztatcen przemiennych. Powierzchnie hypereliptyczne
rodzajéw p,=0, p,=—1 charakteryzujg sie wéréd powierzchni eliptycz-
nych rodzajéw p, =0, p, = —1 tem, ze ,plurigeneri“ P;, ¢=1, 2,... sg
rowne zeru lub 1.

Réwnoczesnie z Enriquesem i Severim badaja tez Bagnera
i De Franchis ogélne powierzchnie hypereliptyczne. Nazywajg oni po-
wierzchniami F powierzchnie, ktérych spétrzedne wyrazajg sie jako funkcye
poczwornie peryodyczne o peryodach:

PO, By, oy, oy
i

! 4 ! I
Lo, o), of, o

Punktowi powierzchni odpowiada jeden uktad u, v, lub wigcej anizeli
jeden uktad, Pierwsze powierzchnie sg to powierzchnie, zbadane przez Pi-
carda i Humberta i omawiane w Rozdziale . Autorowie otrzymuja, po-
dobnie jak Enriques i Severi, twierdzenie podstawowe, ze powierzchnie,
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przedstawiajace inwolucye na powierzchniach hypereliptycznych, odpowiadaja
wlasnie inwolucyom, utworzonym przez skoficzone grupy przeksztalcert dwiu-
wymiernych powierzchni hypereliptycznych na siebie same. Przeksztalcenia
te odpowiadajg holoedryczno-izomorficznie grupom podstawiefi liniowych
jednorodnych postaci

U =cau-Bv,
o |
vV =ru-+3dv.

Wyznacznik podstawienia «8 — By nazywa sie modulem podstawienia.
Rodzaj powierzchni F' jest jeden lub zero, zaleznie od tego, czy na powierz-
chni hypereliptycznej istnieje podstawienie o module odmiennym od jedno-
§ci, czy takiego podstawienia niema.

Powierzchnie 7' moga by¢ nieregularne tylko dia rodzaju geometrycz-
nego zero {précz powierzchni hypereliptycznych szczebla 1). Powierzchnie
rodzaju zero sg nieregularne, gdy grupa (I') jest cykliczna i daje sig sprowa-
dzi¢ do ksztaltu

2y w=u-tc, v =pv,
gdzie p. jest pierwiastkiem jednosci.
Powierzchnie sg regularne, gdy w grupie przeksztatcedi istnieje dziatanie,
dajace sig przedstawi¢ w postaci

g) u=iu, v =pu,
gdzie obie liczby X, p., kt6re sg pierwiastkami jednosci, sq rézne od jednosci.

Gdy powierzchnie F' sg odwzorowaniem inwolucyj odpowiadajacych
grupie o), mamy powierzchnie nieregularne rodzaju geometrycznego zero,
a wiec powierzchnie eliptyczne. ,Plurigeneri“ sg albo zero albo 1. Autorowie
otrzymujg 7 typéw tych powierzchni. Powierzchnie te, précz liniowego peku
krzywych eliptycznych, posiadajg eliptyczny pek krzywych eliptycznych i na-
wzajem powierzchnie eliptyczne tego ostatniego typu (por. wyzej) sa hyper-
eliptyczne. Wyznacznik n (ust. 6) tych powierzchni moze tylko przyjmowac
wartosci 2, 3, 4, 6, 8, 9. Powierzchnie regularne, przedstawiajace grupy
cykliczne ksztattu £), sg wymierne.

Powierzchnie, przedstawiajace grupy, w sktad ktérych wchodza grupy
cykliczne ksztattu (), ale ktére same nie sg cykliczne, sg regularne rodzaju
zero, drugiego rodzaju 1 i sprowadzajg si¢ do trzech typéw.

Nareszcie powierzchnie, odpowiadajace grupom ziozonym wytacznie
z przeksztatcen unimodularnych, posiadajg rodzaj geometryczny 1. Powierz-
chnie te mozna rozklasyfikowaé na 10 typéw. Odpowiadajg one albo grupom
cyklicznym, albo diedralnym, albo nareszcie grupom tetraedralnym.
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Bagnera i de Franchis (Lit. R. P. 1910) obliczajg dla powierzchni
hypereliptycznych i dla powierzchni nieregularnych rodzaju zero liczbg p Pi-
carda i Severiego. Liczby Picarda i Severi'ego nie sg sobie
réwne na powierzchniach, posiadajacych punkty osobliwe, przechodzgce na
powierzchni niezmiennej dwuwymiernie bez punktéw osobliwych na krzywe
fundamentalne, nie dajace si¢ zamieni¢ na zwyczajne punkty powierzchni.
Tych punktéw osobliwych nie potrzeba uwzglednia¢ przy obliczaniu liczby
Picarda. Natomiast nalezy je uwzgledniaé, obliczajgc liczbg p Severiego.
Jezeli p, oznaczac bedzie liczbe Severi'ego, wtedy mamy zwigzek

bt po=I+4(p,—p)+2. ®
Uwazajmy funkcye hypereliptyczne, posiadajgce tablice peryodéw

Wy, O, Oz, Oy |
)

o/, o), e o,

ktdre sprowadzi¢ mozna do postaci

0, 1, &, ¢

gdzie liczba catkowita ¢ jest, jak wiemy, niezmienna wzgledem przeksztalcer
peryodéw o module 1 i nazywa sie dzielnikiem funkcyi.
Miedzy peryodami o poprzedniej tablicy zawsze istnieje jeden zwigzek
ksztattu
L a,, 0.0 =0, 4)

gdzie a,,, sq liczbami catkowitemi. Jezeli istnieje tylko jeden zwiazek taki,
to jest, jezeli powierzchnia hypereliptyczna jest ogé6lna, wtedy liczba p dla
takich powierzchni szczebla 1 jest réwna jednosci.

Jezeli migdzy peryodami o mamy wigcej niz jeden zwigzek ksztattu (4),
powierzchnia jest osobliwa. Jezeli mamy dwa zwigzki ksztaltu (4), wtedy
liczba p jest réwna 2. Powierzchnie takie nazywaja si¢ pojedyriczo-
osobliwemi.

Jezeli migdzy peryodami mamy trzy zwigzki ksztattu (4), powierzchnia
posiada liczbe p réwna trzy i nazywa si¢ podwdjnie osobliwa. Jezeli
nareszcie mamy migdzy peryodami cztery zwiazki ksztaltu (4), wtedy liczba p
réwna si¢ 4, a powierzchnia nazywa si¢ potréjnie osobliwa,

Na powierzchniach hypereliptycznych szczebla 1 liczby p Picarda
i Severi'ego s3 sobie réwne, gdyz niema punktéw osobliwych. Liczba [
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Picarda wynosi w czterech] powyzszych przypadkach odpowiednio
po=2>5, 4, 3, 2.

Autorowie badaja nastepnie liczbe p dla powierzchni szczebla wigkszego
niz jeden (ust. poprzedni). Powierzchnia przedstawia wéwczas inwolucye na
powierzchni hypereliptycznej szczebla jeden, a grupa punktéw inwolucyi
otrzymuje sie z jednego punktu przy pomocy podstawy grupy I' liniowej
zmiennych u, v rzedu skoficzonego. Istnieje 20 typ6w tych powierzchni, 10
typ6w regularnych rodzaju jeden i 10 typéw rodzaju geometrycznego zero.

Powierzchnie szczebla 2 sg to uogdlnione powierzchnie Kummera
(ust. poprzedni) i odpowiadajg parom punktéw w, v i —u, —v powierzchni
hypereliptycznej szczebla jeden. Powierzchnie te moga znéw by¢ albo nie-
osobliwe albo pojedyficzo, podwdjnie lub potréjnie osobliwe. Liczba Pi-
carda réwna sig p==1, 2, 3, 4, ale poniewaz powierzchnia posiada 16
punktéw osobliwych, liczba p, Severi’ego réwna sie odpowiednio 17, 18,
19, 20. Liczba p, jest odpowiednio réwna 5, 4, 3, 2. Dalej mamy po-
wierzchnie szczebli 3, 4 1 6.

Powierzchnie Fy szczebla 3 posiadajg 9 punktéw biplanarnych, zwigk-
szajacych liczbg p 0 18. Mamy teraz pp=1 1 2, zatem ps=19 i 20,
ip=312

Powierzchnie F, posiadajg albo gp=1, ps=19, p,=3, albo pr=3,
albo pp=1, ps==20, g, =2.

Powierzchnie F, posiadaja niezmienniki pp=1, ps=19, p,=3.
Mamy nastepnie powierzchnie Fy szczebla o$m o niezmiennikach pp=1,
ps=20, p,=2, dalej powierzchnie F, szczebla 12, pp=1, ps=20,
po =2, nareszcie powierzchnie F,, szczebla 24 tez o wartosciach pp=1,
ps=20, p,=2.

Nastepnie badaja autorowie liczbg p dla powierzchni rodzaju geome-
trycznego zero. Powierzchnie nieregularne rodzaju geometrycznego zero po-
siadajg warto$ci pp=ps=2, p,==0. Naleza do nich powierzchnie niewy-
mierne prostokreslne. Istnieje 7 typéw powierzchni nieregularnych rodzaju
zero hypereliptycznych. Sa one szczebla 2, 3, 41 6. Dla tych powierzchni
pr=pg=2.

Powierzchni regularnych rodzaju zero hypereliptycznych mamy trzy ro-
dzaje. Sg ome szczebla 4 i 8, o rodzaju drugim 1 i posiadajg odpowied-
nie niezmienniki dla szczebla 4 pp=2, ps =10, p,=0, za$ dla szczebla 8
pr=1, pg==10, p, =0.

5. Powierzchnie, posiadajgce nieskoriczong nieciggly serue przeksztalcer
dwnwymiernych.

W Rozdziale II-im méwilismy juz o pierwszych badaniach Picarda
i Humberta nad powierzchniami algebraicznemi, ktére nie zezwalajgc na
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grupy ciggle przeksztatcefi dwuwymiernych, posiadaja nieskoficzenie wiele
przeksztatcedi dwuwymiernych na siebie same (ust. 9).

Pierwsze przyktady powierzchni takich podat Humbert (Lit. C.R.
1897,1898 i J. L. Ser. V, T.516). Sg to powierschnie Kummera, posia-
dajace peryody @, b, ¢, zwiazane réwnaniem o spélczynnikach catkowitych
ksztattu

da4+Bb+4Cc+D(ac— b))+ E=0.

W tym samym czasie podat Painlevé (Pa. 6) prostsze przyktady ta-
kich powierzchni regularnych rodzaju geometrycznego P,=1 z krzywg ka-
noniczng rzedu zero.

Dalsze klasy powierzchni tych odkryli matematycy wloscy w poprzed-
niem dziesigcioleciu tego stulecia. Fano (F. 3) odkryt powierzchnie rzedu 4
0 wszystkich rodzajach réwnych jednosci:

Py=Py=P,=...=p,—1.

Jest to powierzchnia ogdlna rzedu czwartego, przechodzaca przez krzy-
w4 1zedu széstego rodzaju 2,

Réwnoczednie Enriques (E. 25) okazal, ze powierzchnie, ktére w po-
staci rzutowej odkryt juz byt w r. 1896 (E. 5, por. C. 14), a posiadajgce nie-
zmienniki

Py=ps=0, P,=1, Py=0,

posiadajg wszystkie nieskoriczong nieciagly serye przeksztatcenn dwuwymier-
nych. Nawzajem, mozna kazda powierzchnig o niezmiennikach powyzszych
odwzorowa¢ dwuwymiernie na owych powierzchniach Rozdziatu I, przecho-
dzacych podwoéjnie przez krawedzie czworodcianu. Przeksztalcenia dwuwy-
mierne tych powierzchni sg innego rodzaju, anizeli przeksztatcenia powierz-
chni dotychezas zbadanych, a mianowicie na powierzchniach tych istnieje nie-
skoficzenie wiele pekow liniowych krzywych eliptycznych. Kazdemu pekowi
odpowiada nieskoriczenie wiele przeksztatcesi dwuwymiernych powierzchni
w taki sposéb, ze kizywe peku przesuwajg sie same na siebie, ale mimo to
nie naleza one do ciaglej grupy przeksztalceri. Powierzchnie te bada w dal-
szym ciagu Fano (F. 4).

Przeksztatceniami dwuwymiernemi powierzchni Kummera i wogole
powierzchni rzedu 4, posiadajacych 1< 7 <16 punktéw podwdéjnych,
zajmujg si¢ w dalszym ciagu Hutchinson (Lit), Garnier (Lit) i Remy
(Lit. C. R. 1909). Przeksztatcenia te otrzymuje sie whasnie przy pomocy pun-
ktéw podwdinych, istniejacych na tych powierzchniach.

Ogéina teorya powierzchni algebraicznych, posiadajacych nieskoficzenie
wiele przeksztatceri na siebie, jest po raz pierwszy traktowana przez Enri-
quesa (E.24). Enriques otrzymuje nastepujace twierdzenie o niezmien-
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nikach tych powierzchni. Rodzaj arytmetyczny tych powierzchni jest p, = 0.
Rodzaj geometryczny moze sig¢ rdwnac zeru, ale wowczas rodzaj drugi P,
jest wigkszy od zera. Nareszcie rodzaj liniowy powierzchni p® réwna sie
doktadnie jednosci.

Enriques okazuje dalej, ze wszystkie klasy powierzchni, posiadajgce
niezmienniki, spefniajace powyzsze warunki, posiadajg peki krzywych elip-
tycznych wymierne lub niewymierne. Wyjatek moze stanowic¢ przypadek

py=Po=p=pt=1,

w ktérym to przypadku krzywa kanoniczna jest rzedu zero. W przypadku
tym istniejg zaréwno powierzchnie z pekiem krzywych eliptycznych jak i po-
wierzchnie bez krzywych eliptycznych.

Gdy zachodzi p, > 1 i taksamo, gdy wprawdzie p,=p.,=1, ale
P, >1, mamy na powierzchni peki krzywych eliptycznych, z ktérych w pierw-
szym przypadku zlozone sg krzywe kanoniczne, w drugim przypadku krzywe
bikanoniczne. W przypadku p,=p,=1, P, =1 istniejg albo nie istnieja,
jak powiedzieliSmy, krzywe eliptyczne. ‘

Enriques dowodzi dalej istnienia pekéw eliptycznych krzywych elip-
tycznych na powierzchniach o niezmiennikach p,=1, p.=0.

Nareszcie w przypadku rodzaju geometrycznego p,=0, a wiec p, =0,
albo mamy P, > 1 i krzywe bikanoniczne sg zlozone z krzywych peku wy-
miernego krzywych eliptyczaych, albo P,=1, P,=0, a woGwczas po-
wierzchnia — jak widzieliSmy — posiada nieskoriczenie wiele pekéw krzy-
wych eliptycznych. albo naresz¢ie P,=1, P;>0, i wtedy istnieja peki
krzywych eliptycznych, z ktérych zlozone sg kizywe sestikanoniczne, to zna-
czy, ze P,>1. Enriques nie bada w pracy tej, jakim dalszym dwu-
wymiernie niezmiennym warunkom. musza czyni¢ zadosy¢ niezmienniki po-
wierzchni, aby posiadala mieskoficzong nieciggly serye przeksztatcer, nato-
miast podaje nowy wazny sposéb otrzymania takiej seryi przeksztalcef,
jezeli na powierzchni leza dwie krzywe algebraiczne K, K,, ktére przecinaja
wszystkie krzywe eliptyczne peku w dwéch grupach punktéw Gy, G, po-
siadajacych nastgpujgca wiasnosé: zadna wielokrotno$é jednej z tych grup
nie jest rownowazna zadnej wielokrotnosci drugiej z nich.

Uwazajmy wowczas catke eliptyczna pierwszego gatunku w, nalezaca
do krzywej eliptycznej peku. Niechaj wartosci catki tej w punkcie u (v, ¥, 2)
i w punkcie » (2, ¥, ') spelniaja kongruencye ’ ' N

v Yug, =1+ Sug,,

gdzie ug,, g, 53 wartosciami catki eliptycznej w punktach grup @, i G,. Na
podstawie twierdzenia Abela spotrzedne punktu (z', ¥/, 2). sg funkcyami

Prace mat.-fiz,, t. XXIIL 15%
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wymiernemi spétrzednych punktu (z, y, 2), i parametréw &, 7, wchodzg-
cych wymiernie w réwnanie krzywej eliptycznej. Stad wynika, ze #/, 3/, 2’
sg funkcyami wymiernemi spotizednych x, y, & na powierzchni, i na odwrét
%, if, # g funkcyami wymiernemi spétrzednych &/, ¥, 2’ na powierzchni.
Zatem réwnania

ve=u—-+kXug —kSug,, (5)
dla wartodci £ =1, 2,.... dajg nieskoriczong nieciaglq serye przeksztatcern

dwuwymiernych powierzchni.

Ogélna teorya powierzchni regularnych zezwalajacych na nieciagly nie-
skoriczong seryg przeksztalcen, postgpita znacznie naprzéd w ostatnich cza-
sach dzigki pracom Severiego (S. 20), zreferowanym w poprzednim Roz-
dziale w ust. 6. WidzieliSmy, ze przeksztalceniom powierzchni algebraicznej
odpowiadajg przeksztatcenia liniowe pewnej formy kwadratowej samej na
siebie. Izoformizm grupy przeksztatcen powierzchni i grupy przeksztalcer
formy kwadratowej jest albo holoedryczny albo meriedryczny ze skoficzonym
indeksem. Nie wszystkim przeksztalceniom formy musza odpowiadaé prze-
ksztalcenia powierzchni.

Severi stosuje te teorye do powierzchni Fano rzedu 4, ktérg pozna-
liSmy przed chwila. Znalezienie przeksztalcen dwuwymiernych powierzchni
sprowadza sig do rozwigzania réwnania Pella

P—Tut=1.
Mamy zatem nieskoficzenie wiele uktadéw oo? krzywych
| (¢—3u)C,+uC, |,

gdzie O, jest owa krzywa szostego rzedu, a O, jest przekrojem plaskim.
Krzywe tych ukiadéw sg rodzaju i stopnia 2.

Stad otrzymuje Severi rezultat, ze jedyne przeksztatcenia dwuwymierne
powierzchni na siebie inwolucyjne sq wiasnie okreslone przez uktady krzy-
wych poprzednio otrzymanych. Jezeli jeden z tych uktadéw dany jest przez
wzér 10, +mC,, gdzie liczby I i m spelniajg réwnanie

Bh6lm+2mi=1,
wowczas liczby charakterystyczne przeksztalcenia
I=aC+80, T, =10 436,
dane s przez wzory:

2

a=P—2m, B=2m(43Im), 1=21(31+2m), 5—2m
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Wszystkie przeksztalcenia powierzchni otrzymuje sig z dwoch przeksztat-
cent inwolucyjnych o module —1. Dwa takie przeksztalcenia sa:

1, 6 —-17, —6
S= ( ] i 8= ( ) .
0, —1 48, 17
Wszystkie przeksztalcenia dwuwymierne powierzchni na siebie otrzy-
muje sig:
1) jako przeksztaicenie modularne, odpowiadajace nastepujacemtt pod-
stawieniu modularnemuy, t. j. o wyznaczniku jeden

—17, —19
U=8'8= [ ],
48, 271
mianowicie potegom tego podstawienia;
2) jako przeksztalcenia dwuwymierne, odpowiadajgce podstawieniom
o module — 1, mianowicie przeksztatcenia, odpowiadajace podstawieniom

Sui,  i=0,1,2,3,...,

ktére sa wszystkie inwolucyjne. Tak wiec wszystkie przeksztalcenia otrzy-
muje sig z dwéch podstawien S, U.

Pierwsze przykiady powierzchni nieregularnych, posiadajacych nieciagls
nieskoniczong seryg przeksztalcei dwuwymiernych, podaje A. Rosenblatt
(C.R. T.153. 1911, R. P. T. 33. 1912). Przeksztalcenia tych powierzchni
otrzymuje si¢ poprzednio wylozona metodg Enriquesa.

Nareszcie w pracy z roku biezacego (E. 30) wraca Enriques do swych
dawniejszych badaf nad powierzchniami temi i dowodzi, ze powierzchnie, po-
siadajace pek liniowy krzywych eliptycznych, posiadajg wszystkie nie-
skoficzenie wiele przeksztalcen dwuwymiernych, przesuwajacych krzywe elip-
tyczne w siebie. Emnriques uzywa do dowodu odwzorowania powierzchni,
o ktérych mowa, na plaszczyznach podwéjnych.

Krakéw w marcu 1912,
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G. Bagnera e M, de Franchis.

»S0pra le equazioni algebriche F'(X, ¥, Z)=0, che si lasciano risolvere
con X, YV, Z funzioni quadruplamente periodiche di due parametri®. A. (. M,
T. 2. 1909.

»lntorno alle superficie regolari di genere uno, che ammettono una rappresen-

tazione parametrica medisnte funzioni iperellittiche di due argomenti“. A. C. M,
T. 2. 1909.

A. Berry.
o »On quartic surfaces which admit of integrals of the first kind of total diffe-
rentials®. C. P. T. T. 18. 1900,

‘ »On certain quintic surfaces which admit of integrals of the first kind of total
differentials. Second paper. C. P. T. T. 20. 1904.

»A generalisation of & theorem of M. Picard with regard to integrals of the
first kind of total differentials*. A. M. T. 27. 1903.
F. Enrigues,
: »Sui moduli d’una classe di superficie algebriche e sul teorema d’ esistenza par
le funzioni algebriche di due variabili. A, T. T. 47, 1912,
'+ . M. de Franchis,

", Le superficie irrazionali di 4-0 ordine di genere geometrico-superficiale nullo.
R. P. T. 14. 1900. a
M. de Franchis e G. Bagnera (Vide G. Bagnera e M. de Fran chis).
L. Godeaux.
»Sur les systémes linéaires quadruplement infinis de courbes appartenant & une
surface algebrique*. Bulletin de 1’ Académie de Cracovie. 1912,

Sur les surfaces algébriques dont les courbes canoni ipti
. iques sont ellipti -
bles®, M. A. T. 72. 1912. A prides dor

Sur les transformations rationnelles entre deux surfaces de genr “
‘ ,,' - genres un“. C, R.
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E. Picard.®

,Sur un théoréme relatif aux surfaces, pour lesquelles les coordonnées d'un
point quelconque s’ expriment par des fonctions abéliennes de deux paramdtres®.
M. A, T.19. 1882.

,Sur -la transformation des surfaces algébriques en elles-mémes®. C. R.
T. 103, 1886.

,Sur les résidus des inidgrales doubles de fonctions rationnelles. C. B.
T. 124. 1897.

_Sur les intégrales doubles de seconde espce dans la théorie des surfaces algé-
brigues“. C. R. T. 127. 1898.

,Sur Ia réduction des intégrales doubles et sur un nouvel invariant dans la thé-
orie des surfaces algébriques“. C. R. T. 126. 1898,

»Quelques remarques sur les intégrales doubles de seconde espéce dans la thé-
orie des surfaces algébriques®. C. R. T. 129, 1899,

JSur les périodes des intégrales doubles de fonctions algébriques“. C. R.
T. 125, 1897,

,Sur la réduction des intégrales doubles de fonctions algébriques®. C. R.
T, 126, 1898.

,Sur les intégrales doubles de seconde espdce dans la théorie des surfaces algé-
briques. C. R. T. 125, 1897

,Sur les périodes des intégrales doubles*. C. R. T. 183, 1901.

,Sur les périodes des intégrales doubles dans la théorie des fonctions algébri-
ques de deux variables“. C. R. T. 133. 1901.

,Sur les périodes des intégrales doubles et sur une classe d’équations différen-
tielles linéaires®. C. R. T. 134. 1902,

,Quelques remarques sur les périodes des intégrales doubles et la transforma-
tion des surfaces algébriques®. C. R. T. 184. 1902.

,Sur les intégrales de différentielles totales de troisibme espéce dans la théorie
des fonctions algébriques de denx variables®. C. R. T. 132. 1901.

,Sur une propriété curieuse d’une classe de surfaces algébriques‘. C. R.
T. 135. 1902.

,Sur les intégrales doubles de fonctions rationnelles dont tous les résidus sont
pals“. B. S. M. Sér. 2. T. 26. 1902,

,Sur certaines surfaces algébriques pour lesquelles les intégrales de différen-
tielles totales se raménent & des combinaisons algébrico-logarithmiques®. C. R.
T, 136. 1903.

#) Uzupelnienie to prac Picarda obejmuje prawie wytacznie noty w C. R., ktérych
treé¢ rozwinieta jest obszerniej w pracach poprzednio wyliczonych. Catkowity spis prac
Picarda znajduje sie w jego biografii przez Lebona (Paryz 1910).

e
Prace mat-fiz,, t. XXIIL 15


GUEST


192 ) __ Alired Rosenblatt.

.19

»5ur les périodes des intégrales doubles et leurs rapports avec la théorie des
intégrales doubles de seconde espéce”. C. R. T. 137. 1908,

»Sur quelques points de la théorie des fonctions algébriques de deux variables
et de leurs intégrales®. C. R. T. 188. 1904.

»Sur quelques équations fonctionnelles et sur une classe de surfaces algébri-
ques. C.R. T. 139" 1904,

»Sur les relations entre la théorie des intégrales doubles de seconde espéce
ot celle des intégrales de différentielles totales*. C. R. T. 187. 1903.

»5ur les résidus et les périodes des intégrales doubles de fonctions rationnelles®.
C. R. T. 132, 1901.

A. Rosenblatt.
oSur quelques inégalités dans la théorie des surfaces algébriques®. C. R.
T. 154, 1912,
»Sur certaines classes de surfaces algébriques irrégulidres et sur les transfor-

mations birationnelles de ces surfaces en elles-mémes®. Bulletin de 1’ Académie de
Cracovie. Juillet 1912.

»Sur les surfaces algébriques irrégulidres de genre linéaire p( >> 1%, Prace
matematyozno-fizyczne. T, 28, 1912,
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W. SIERPINSKI.

0 krzywych, wypelniajacych kwadrat,

(Sur les courbes qui remplissent un carré).

ROZDZIAL 1L

Wywdéd krzywej Peamno.

Pierwszy przyktad krzywej ciaglej, wypetniajacej kwadrat, podat w r. 1890
G.Peano w postaci czysto analitycznej V. Interpretacye geometryczng krzy-
wej Peano dali A. Schoenflies? oraz E. H. Moore?d.

W rozdziale niniejszym zamierzam przedstawi¢ pewien oryginalny spo-
s6b otrzymania krzywej Peano. Sposob ten, bedacy pewna modyfikacya
metody Schoenfliesa, wydaje mi sie naturalnym i fatwym do spamietania,
a przytem daje si¢ z odpowiedniemi zmianami zastosowac tez przy wyprowa-
dzaniu innych krzywych, wypetniajgcych kwadrat, jak to zobaczymy w na-
stgpnych rozdziatach.

Oznaczmy przez K kwadrat o wierzchotkach przeciwlegtych (0,0) i (1,1),
i wezmy pod rozwage dowolng dane krzywe ciagls C,, przebiegajaca w kwa-

) Sur une courbe qui remplit toute une aire plane. Mathematische Annalen, Bd.
86, p. 157.

%) Zob. Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, T. I (1900),
p. 122,

8 On certain crincly curves. Transactions of the American Mathematical Society.
Vol. I (1900), p. 72 -90.
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