W. SIERPINSKIL

Przyczynek do rdiniczkowalnosci funkcyj.

(Contribution & la dérivabilité des fonctions).

W pracy niniejsze]j zajme sig blizszem zbadaniem pewnej funkcyi, posia-
dajacej r6ine ciekawe osobliwosci i przedstawiajacej przez to pouczajacy
przykiad dla teoryi funkcyj, zwtaszcza, ze odnodne rozwazania dadzg sig prze-
prowadzi¢ w sposéb prawie catkiem elementarny.

Oznaczmy przez Exz najwieksza calod¢, zawartaw «, i potézmy dla
I<LeLl:

Enz
@)=, @nz—Enz—1) =2=; (1)

n=1

ta wasnie funkcya bedzie przedmiotem naszych badar.
Pol6zmy przez skrécenie:

Qnz ~Enz —1)Enz = 9. (%); 2)

powiadam, ze dla 0 < o < 1:

n

on(@) = 2 (no—k+ | nz—k|). ®

k=1

Zauwazymy przedewszystkiem, Ze suma % | | jest réwna zeru dla
w<01i réwna 2u dla w > 0: mozemy wiec w sumie (3) rozciagna¢ sumo-
wanie tylko na wartosci k& < na < n i napisaé:
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n Enaz

2(nm-—ls+[nx—k )522 (7ZI——7{2)__(2’IZ:1)——E7’L$6——1) Enz,

pue} k=1

co byto do okazania.
Z réwnosci (3) znajdujemy dla « iy, lezacych w przedziale (0, 1):

@ — o) =nt@—y)+ D, ((ne—k|—|ny—Fk)). @

k=1
Powiadam, ze dla wszelkich rzeczywistych a i 6:
Hai—loll<la—=0b].

W samej rzeczy, kazda z dwéch nieréwnosci, na ktdre si¢ wypisana rozpada,
wyraza tylko znane twierdzenie, ze modut r6znicy nie jest mniejszy od rdz-
nicy modutéw.

W szczeg6lnodci, ktadac a =nx — &k, b =ny — k, otrzymamy:
l[lne—%]—|ny—kl|<n]lz—y].

Stad, wobec wzorit (4) i twierdzenia, ze moduf sumy nie przenosi sumy mo-
dutéw, otrzymujemy w jednej chwili:

lon@) — o) | <20 |2—y . ©)

W szczeg6lnosci, dla y=0, wobec ¢,(0) =0, dostajemy dla 0<La<1:

Len (@) 1 <

skad wnosimy natychmiast o zbieznosci szeregu (1).
Wobec (2) mozemy dalej napisac:

2ntx,

@)=, 20 G

n=1

W myél (5) mamy przy wszelkiem naturalnem p:

i cp,.(x) E%(y)<ZI%(@"‘P"(=/)|<2\$ ylz

) a=p+1 n=p41 n=p--1 n=p-+1

nt’

a ze:
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7
ﬂ;‘_l 2 n (n—l) M
wiec:
T w (X S w (% 1 2
S0 ‘?n(;’)]<~lw—yl- ®)
I n=ptl n=p+1 P

Ktadac w szczegdlnosci p =1 i zwazywszy, ze w my$l (5):

@ —e@I<2iz—yl,

otrzymamy z tatwoscia:

If@ -7l

co dowodzi, ze funkcya 7 (%) spetnia w przedziale (0, 1) tak zwa-
ny warunek Lipschitza. Stad tez wynika natychmiast, ze funkcya
f(z) jest cigglta w uwazanym przedziale.

Zajmiemy sig teraz obliczaniem pochodnych naszej funkcyi.
Jezeli dla  stale dodatnich, zmierzajacych do zera, stosunek

f(zo+ k) — [ ()
h

4{m—yli

zmierza do oznaczonej granicy, to powiadamy, ze funkcya f(z) posiada
w punkcie z, prawostronna pochodna, ktéra oznaczamy symbolem

f @)

Podobniez, jezeli wypisany wyzej stosunek zmierza do oznaczonej gra-
nicy dla kb stale njemnych, zmierzajacych do zera, to warto§¢ tej granicy ozna-
czamy symbolem

F ()

i nazywamy lewostronng? pochodng funkeyi f(x) w punkcie %,.

Moznaby z latwoscia udowodni (tak jak to sig robi dla pochodmych
zwyktych), ze jezeli dla danej wartosci =, istnieje pochodna lewostronna (lub
prawostronna) kazdego z pewnej skoriczone] liczby sktadnikéw, to istnieje tez
pochodna lewostronna (wzglednie prawostronna) ich sumy i réwna jest sumie
lewostronnych (wzglednie prawostronnych) pochodnych uwazanych skad-
nikéw.

1) Pojecia te zostaly wprowadzone przez du Bois-Reymonda i Dini'ego.
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Potézmy przy danych naturalnych n oraz & <n:
|nw—1 | = (@) ©)
Zatézmy, ze x, ma dang warto$§¢ rzeczywista.
Rozréznimy trzy przypadki: 1) &k < nw,, 2) k=mnz,, 3) &k > nx,.
W pierwszym przypadku potézmy z,— Z =20: bedzie to liczba do-

datnia, gdyz nx, >%k. Dla:

|z —z, | <& Dbedzie x}wo——a:%

zatem
ne—k>0, skad d(@)y=nx—Ek.

Bedzie wiec dla 0 < |z — 1, | < 8:
b ({L‘)—- ¢ (xo) =,

z— z,
.skad: )
Py () = ¢ (@) =mn.

W drugim przypadku bedzie dla z >

Y (@) =nx—k, skad gﬁ%{%—@zm oraz {'\ (%) =mn,
0
za§ dla = < z,:

¢ (@)=—(nz—Fk), skad M%Ei(ﬂg) =—n, oraz §_(z,) = —n.

W trzecim przypadku potézmy w %= 0: bedzie to liczba dodatnia.
Dla [z—1x, | < & bedzie:
P k
2L X, -{—8:?, zatem ne—k <0, skad ¢ (@)=— (nx—k)
oraz, dla 0 < |z — 2, < B:V
0@ =)

r—x, ’
skad: : )
. '\PI_}_ (xO) == "PI_ (wo) _ 'n .
Mamy wiec: )
. c{»’+ (@o)=n dla k< nz,, oraz z})’_l_ @) =—n da k>nsm,
zas ‘
(L@)=n da kE<nam, oraz ¢ (z)=-n da k>nz,.
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Stad, wobec (9) i (3) w jednej chwili:

kna, k<n
rp;ﬂy_ (@) =n*-+n 2 1 vnz 1
k=1 k> nx,

=n*+nEnx,—n(mn—Enz) =2nEnz,,

kL nzx, kL
¢ @)=n'4n N1—nN1;
k=1 k>nz,

to ostatnie wyrazenie réwne jest oczywiScie wyrazeniu cp;+ (%,) wrazie nie-

catkowitego nz,, gdyz wtedy warunek k< nw, réwnowazny jest warun-
kowi k< nx,, za§ warunek k> nx, — warunkowi k > nx,. W razie za$
catkowitosci iloczynu nz, warunek k < nz, réwnowazny jest warunkowi
k< ne, —1, za§ warunek % > nw, — warunkowi k>nx,—1, skad
w jednej chwili znajdujemy:

¢, @) =n*+n(Enz,— 1) —n(n—Enx, 1)
=2nEnz, —2n.

Oznaczajac symbolem p (z) liczbe 1 w razie catkowitego # i zero w razie @
niecatkowitego, bedziemy mogli powiedzie¢, ze w przedziale (0, 1) stale:

9., (@) =2nEnaz,

(10)

¢, (@) =2nEnz, —2np (nm)

Niech teraz = oznacza dowolna dang liczbe dodatnia. Obierzmy liczbe
naturalng p, tak wielkg, aby byto

<e. (11)

S

Potézmy dalej:

Selosw, f@=s@+n. (12

Bedziemy mogli napisa¢ dla x, i ©==z,, nalezacych do przedziatu
0, 1):
f @) —F =) :Sp(m)_“sy (o) _{__Tp(m)‘rp(wo) (13)

x — @, T — %, T —
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Wobec nieréwnosci (8) mamy:

<= (14)

W mysl (12)i (10) i wobec oczywistych wasnoéci jednostronnych po-
chodnych, wnioskujemy, ze istniejg pochodne s;+ (%) 1 s, (%) i ze mamy:

d LP;_“_ ( !)) Ll E na
vy (ﬂfﬂ) = 2 A= 92 Z e 0 ’
n=1 n=1
(18)
2, (@) 2 _
@)=Y =2 Bl @)

n=] n=1

W mys] definicyi pochodnej prawo- oraz lewostronnej, jako granicy od-
powiedniego stosunku, mozna do danego naturalnego p dobraé takie dodat-
nie 8, izby byto dla 0 < . — z, < 8: :

2Oy @ (16)
za§ dla —d <& — 2, < 0:
=2l g @) a)

Mamy dla 0 <2, < 1:
Enz, <ne, < n,

Z Enw,,\E 12<~’

ne==p+1 n=p }-1

za§ wobec 0 <Cp (nx,) < 1 tembardziej:

skad (w mysl (7)):

ny) N 11
skad: npH W P
| Enam—p(na) |1
: 2.
“n:p-{—l " p

Zatem, wobec (15):

icm
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, w Enz, o Enz,| _ 2
sy 00 —2 XTI = 2 B SR < (18)
n==1 n=p-H
Ena:o—-n(na;) < Enz, —p (nz,) 2
[ (@) —2 z; 2 f §+l~——7ﬁ———~ <5 (19

Wobec (13), (14), (16) i (18) znajdujemy dla 0 < — , < 3:

<,

'@;cﬂ

T — T, 71,3

if(m)—f(xo)_zé En

|
|
L P
h

f
—w mysl (11); wobec zas (13), (14), (17) i (19), znajdujemy dla —8<z—x,<0:

f @) — 7 (m) QEEﬂxo—p(ﬂx”)l< <e.

€L — %,

n=1

Stad w jednej chwili:
s Enx
fra) =2 “o, l

n=1

(20)

, o o Enz, — p (nz,)

Fl(@) =2 Z = R R,

Funkcya f(z) posiada wiec w przedziale (0, 1) dla kazde-

go punktu oznaczona w zupeino§ci pochodng prawostronng

oraz oznaczong w zupetnosci pochodng lewostronna. Pochod-
ne te sg ograniczone w przedziale (0, 1), gdyz wobec (20):

o

o 1
LACIRSIOES
i tembardziej: ,
[ () | < 4.

Niech x, oznacza liczbe niewymierna. Przy zadnem naturalnem # nie
bedzie wtedy nwx, liczbg catkowita: bedzie zatem stale p (nx,) =0. Wzory
(20) dadza wiec wartosci réwne dla pochodnych z kazdej strony, co dowodzi,
ze dla niewymiernych warto$ci , istnieje dla naszej funkcyi
oznaczona w zupeino$ci pochodna
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O Bnz, !
1 (@) = 2 o :
n==1l

Niech teraz z, oznacza liczbe wymierna i niech %;— (g naturalne) bedzie jej

postacig nieprzywiedlng. Mamy oczywiscie p (%p) =1 tylko dla n podziel-

nych przez ¢, t.§. dla n=yg¢, 2¢q, 3¢q,...

Stad:
e 1 _ 1y 1
2=l e T e A
skad:
A SR I B
f+(%o)—f_(w)—.?§k—3>—qg.

Zatem: dla wszystkich wartosci wymiernych przedziatu (0, 1)
pochodne lewostronna i prawostronna funkcyi f(x) sa rézne?.
Dla wartodci tych nie istnieje zatem pochodna f' ().

Ze wzoréw (20) znajdujemy dla z, > 0:

F @) >0,

gdyz wszystkie sktadniki odpowiedniego szeregu sq dla 2, > 0 nieujemne,
a dla dostatecznie wielkich n stale dodatnie. Wnosimy stad z tatwoscia, ze
funkcya f(x) jest stale rosngca w przedziale (0, 1). :

Funkcya f(z) przedstawia zatem w przedziale (0, 1) przy-
ktad funkcyi ciagtej, stale rosnacej i nie posiadajgcej po-
chodnej w pewnej wszegdzie gestej mnogosci punktéw.

Zauwazymy, e przyktady funkcyj o powyzszej wlasnosci podali:
Weierstrass?, Schwarz®, Dini® i Liiroth®.

') Geometrycznie znaczy to, ze kizywa y=/f(x) posiada we wszystkich punktach
o wymiernych odcigtych punkty katowe.
%) Przyklad ten zostal ogloszony dopiero w r. 1882-gim przez Cant ]
tische Annalen X9, p. 591). g ntor (athema-
% ,DBeispiel einer stetigen nicht differentiirbaren Function* (G
Abhendlungen. Berfin 1890, p. 269—274): (Cestmmetic Mathemst.
:’; BF?[;afenﬁ per la teorica delle funzioni‘ di variabili reali* Piza 1878, p- 168
odatek ttomacza w przekladzie dzieta Dini’ego4): ,Grundl ir eine o
der Functionen etc®. Lipsk 1892. Str. 200. 29 agen T eine Theorie

e _®

icm
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Najprostszym z mnich jest przyklad Schwarza, ktéry podaje (dla
x> 0) funkcyg

v Eor Vorg —Eong
F(w):Z:)E x4 222"90 E2s

Funkcya ta nie spelnia jednak (i to w zadnym przedziale) warunku Lip-
schitza i nie wszedzie posiada skoriczone jednostronne pochodne.

Moznaby dalej zapyta¢, czy nie da sig zbudowac¢ taka funkcya stale ro-
snaca, ktéraby dla zadnej wartodci pewnego przedziatu nie posiadata po-
chodnej. Na to pytanie musimy jednak da¢ odpowiedZ odmowna, wynika
bowiem z pewnego twierdzenia Lebesguelal, ze kazda funkcya ciggta mo-
notoniczna pantachicznie posiada pochodng. To samo da sig powiedzie¢
i 0 funkcyach, ktére spetniaja w danym przedziale warunek Lips chitza.

Powr6¢émy do naszej funkcyi. Zajmiemy sig teraz blizszem zbadaniem
biegu funkeyj £y () i f_ (x). Powiadam, ze funkcya [} () jest stale rosna-
ca, oraz ciagta dla kazdej wartosci niewymiernej i nieciagta dla kazdej warto-
§ci wymiernej. Aby tego dowies¢, zauwazymy przedewszystkiem, ze dla
0< 2 1 mamy:

O<2Enw<z_}_‘z_<

n!i
X n=p+1
skad wniosek, ze szereg

fL@=23 " @1)

jest zbiezny jednostajnie w przedziale (0, 1). Stad, w mysl znanego
twierdzenia, wnioskujemy, Ze f; () bedzie funkcyg ciagiy conajmniej dla
wszystkich tych wartosci zmiennej, dla ktérych wszystkie sktadniki beda jed-
noczesnie cigglte. Zatem f4’_ (x) bedzie w kazdym razie funkcyg ciagta dla
wszystkich wartosci niewymiernych, gdyz funkcye Enz moga by¢ nieciagle
li tylko dla wymiernych z.

Niech teraz « i ¥ >« beda dwie liczby przedziatu (0, 1). Mamy oczy-
wicie przy wszelkiem naturalnem n:

Enx < Eny,

co dowodzi, ze sktadniki szeregu 1) (#) sa odpowiednio nie wigksze od sktad-

%) Legons sur I'intégration etc. Paryz 1904, p. 128. Dowdd tego twierdzenia upro-
$cit nastepnie G. Faber: Math. Annalen 69 (1910), str. 381 i nast.

1%
Prace mat.fiz, t. XXIIL
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nikéw szeregu ) (x). Jezeli teraz okazemy, ze cho¢ jeden ze sktadnikéw
tego ostatniego szeregu jest wigkszy od odpowiedniego sktadnika szere-
gu | (), to stad bedzie wynikato natychmiast, ze [ (2) <[} (y), czyli ze
funkcya f (%) stale ronie w przedziale (0, 1).

Miedzy kazdemi dwiema nieréwnemi liczbami lezy, jak wiemy, nieskori-

czenie wiele liczb wymiernych. Oznaczmy przez % (g naturalne) jakakolwiek

liczbe wymierna, lezaca miedzy = iy. Wobec

p
rL <Y,
S
bedzie:

x <p<qy.
Wobec gz < p bedzie tembardziej Eqx < p; symbol E gy oznacza naj-

wigksza calosé, nie wiekszg od gy: skoro wigc p jest catoScia <C gy, to be-
- dzie p <Eqy. Jest zatem:

Eqy<p<Eqy, skad Egquz <Egqy,

<o dowodzi, ze ¢-ty sktadnik szeregu [, (y) jest wigkszy od q-tegob sktad-
nika szeregu f (#). DowiedliSmy zatem, ze funkcya f) (x) jest stale ro-
smgca.

Zbadamy teraz zachowanie sig funkcyi /) () dla wartodci wymiernych.

‘Niech Ty = % (¢ naturalne) oznacza liczbe wymierng przedziatu (0, 1).

Usuiimy sktadnik 2 F;gw

z szeregu na’f) (x): pozostaly przez to szereg be-

dzie oczywiscie szeregiem zbieznym funkcyj nie malejacych, a suma jego be-

dzie funkcya nie malejaca f_'|_ (x) — Qng Bedzie wiec przy wszelkiem
<Xyt
2Eqx 2Eq=,
Fr@— =55 <1 ) — =1,
skad:

Egx,—Eqx
qS
Wobec <, bedzie gz < p oraz tembardziej Egx < p, co wobec

catkowitosci obu stron réwnowaznem jest nieréwnosci Eqe p—1. Jest
wigc

£y @) —F, (@)> 2 (22)

Eqwz, — Eqz > 1,

icm
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skad, wobec (22):
e —f@> 5

przy wszelkiem z < @,. Dowodzi to, Ze funkcya £ (z) jest nieciggia dla
r=ux, ito meclqgla ze strony lewej. Opierajac si¢ na uwadze, ze wszystkie
sktadniki szeregu [ (x) sa funkcyami ciagtemi ze strony prawe] dla kazdej
wartodci przedzialu (0, 1), moznaby, wobec jednostajnej zbieznosci szeregu
wnioskowa¢ o prawostronnej ciagtosci funkcyi f4’_ () w calym uwazanym
przedziale.

Zajmiemy sie teraz funkcya £ ().

Ez—p(@) = G(x). (23)

Potézmy przy wszelkiem z:

G (x) bedzie oczywiscie najwigksza catoscia mniejsza od 2. Wobec wzo-
6w (20) i (23) bedzie:
2 G (n x)

=1

fL@)=

Wz6r ten pozwolitby nam bada¢ funkcye 7’ (x) zupelnie taksamo, jak
badali$my funkcye f_'}_ (x). Doszlibysmy do wniosku, ze [ (x) jest funkcyg
stale rosngcq, ciagla dla wszystkich liczb niewymiernych, dla liczb za$ wy-
miernych ciaglg ze strony lewej i nieciagla ze strony prawej.

Pochodne prawostronna i lewostronna funkcyi f(x) sa
wiec funkcyami pantachicznie niecigglemi, a zarazem panta-
chicznie ciggtemi.
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