02 o A. Axer. (30)

o? loc 1
M) =EE) zloga
1 AaPl' (k) vall(v)y -1
Towem e~ Ty~ ) et ol a)
Fiir den besonderen Korper der vierten Einheitswurzeln, worin das
Dirichlet’sche Ergebnis -
[, =ax + 0 (Vz) (a=r)

(Spezialfall von (4)) vor einigen Jahren durch Sierpifiski zu

® l2], =z + 0 (V)

verscharft worden, — und voraussichtlich iiberhaupt fiir quadratische Kérper

mit negativer Diskriminante, auf welche das Sierpifski'sche Verfahren

sichtlich unmittelbar anwendbar ist und dabei zum gleichen Ergebnis (8)
3

fithren wird, — lassen sich in der Folge die Schitzungsfehler 0 (.1:"‘) in (5), (6),

2
(7) zu 0(:53) verschérfen.

W. SIERPINSKI.
Przyczynek do teoryi maximéw i minimdw.

(Contribution 4 la théorie des maxima et minima).

W pracy niniejszej pragne poda¢ prosty przykiad funkcyi ciaglej, posia-
dajacej wszedzie gestg mnogosé wlasciwych maximéw i wszedzie gestq mno-
gos$¢ wiadciwych miniméw.

O funkeyi f(x), okreslonej w pewnym przedziale (a, b), powiadamy,
ze posiada dla danej wartosci x, wewnatrz tego przedzialu wlasciwe ma-
ximum (wzglednie wiadciwe minimum), jezeli istnieje taka liczba do-
datnia 3, iz nieréwnosci

0 < 1 L Ty 5 < 8
ociggajg za soba nieréwno$¢:
pociagaa za s Fl@) < fz)  (weglednie: f(2) > [ (@),

Jezeli za§ mozna powiedzie¢ tylko, ze istnieje taka liczba ¢ > 0, przy ktorej
nieréwnosci
I<laz—z] e
pociagajg za soba nieréwnosé o
F(m) < fxg) (wzglednie: [ (x) > f(z,),

to méwimy, ze funkcya f(z) daje dla z ==, niewtasciwe maximum
(wzglednie minimum).

Powiadam, ze funkcya o pantachicznej mnogosci wlasciwych maximéw
i wlasciwych minimOw bedzie funkcya

23" 2)

ro =Y B2,

n=0

M
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gdzie © () oznacza réznice bezwzgledng miedzy liczbg 2 a najblizsza (Z )
catoscia. .

Wobec takiej definicyi funkcyi ¢ () mogloby sig na pierwszy rzut oka
wydawaé, ze jest ona dwuwartosciowg dla tych liczb @, ktére leza w samym
$rodku miedzy dwiema kolejnemi liczbami catkowitemi (t. j. dla liczb formy
k-4, gdzie k oznacza cato$¢). Mozemy bowiem dla x =k -} uwazacza
najblizszg catos¢ réwnie dobrze liczbe %, jak liczbe & 1, a wiec potozy¢

v@=z—k, lub o(x)=k+1—=.
Dwuznacznos¢ ta jest jednak tylko pozorna, gdyz dla z =k -} oba wypi-
sane przed chwilg wzory dajg jedng i t¢ sama wartoé¢, mianowicie ¢ (k-}-1)=1.
Z definicyi funkcyi ¢ () wynika tez natychmiast, ze stale
0<p@) <4,

a przytem o (1) = 0 tylko dla liczb calkowitych, zas ¢ () =14 tylko dla
Wyprowadzimy jeszcze kilka prostych wiasnosci funkeyi o (z), na kté-
rych wypadnie nam si¢ pézniej opierac.
Niech % oznacza liczbg catkowita, zas # liczbe rzeczywista, taka iz

le—k|<i, czyli E—i<ea<lk-1.

W mysl definicyi funkeyi « (2) bedzie:

p(@)=|z—k],
gdyz najblizszg dla & catoscig jest tu oczywiscie k.
Mozemy wigc powiedzie¢ (wobec ¢ (k) =0), ze
v@—tW=lz—k|, da |z—1[<}. )

Niech teraz k& oznacza liczbe catkowits, zas 2 liczbe rzeczywista, taky iz

le— @+ 1 <3
k<z<k-41.

Mamy tu wiec

Jezeli 2 k44, to bedzie oczywiscie

th+) —e@=5—(—k=0E&+Y) —2>0,
jezeli za§ 2 > k- §, to:

D — 2@ =4— G+ 1—=z—E+D >0,

3) Przyczynek do teoryi maximéw i minimow. 105

W kazdym wigc razie jest:
e+ —s@=lz—E+H], da [z—E+HI <} B
Udowodnimy wreszcie, ze dla wszelkich rzeczywistych 2 iy zachodzi nie-
réwnosc:
fe@—eiI< |z—yl 4)

Wobec jej symetryi wzgledem x iy, wystarczy dla dowodu zalozy¢, ze
z <y, a nawet ze z <y, gdyz dla £ =y nieréwno$¢ (4) jest spelniona
oczywiscie. Dalej, wobec

s () <0

-8

0<g(x) <}y oraz —3<—
mamy Zawsze <

le@ —e(@ | <H
skad wynika, ze dla | x—y | > } nieréwnos¢ (4) bedzie spetniona. Wystar-
czy wiec dla dalszego dowodu zaloZyd, ze lz—y|<ioraz x<y.

Rozréznimy tu dwa przypadki.

1) Miedzy liczbami 2% i 2y niema zadnej calo§cl. Ktadac E2x=p,
bedziemy mieli:
y p<L2e<2y<p+1,
skad

p+1
P crcy< 23;2%, .

Jezeli p jest parzyste, to bedzie oczywiscie

s@=2—%, sw=v-7,

zatem:
s@) —g =xr—y-

Jezeli natomiast p jest nieparzyste, to oczywiscie mamy:

. 41 -1
s =270, =",

skad: ? () — 9 WHy=y—=.

W kazdym wiec razie w badanym przypadku:
(@ —s)I=le—yl-

9) Miedzy 2z i 2y zawiera sig liczba catkowita (oczywiscie tle’(?
jedna, gdyz ¥y —z <4, skad 2y — 22 < 1). Niech p oznacza owg catosé.
Bedzie oczywiscie:

Prace mat-fiz. t. XXIL

10
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p—1<2e<p<2y<p+1,

czyli
— 1
2=l o oy< zf+
2 2
Jezeli p jest parzyste, to
b
av(:r)z—‘gﬁm, eW)=9— 75

shad le@—r@) | <lo@ |+ e

:%~x—|—y——%=?/~*$‘—‘liv"?/|a

co przez zestawienie stron skrajnych daje nieréwnosc 4).

Jezeli p jest nieparzyste, to

—1 ]
v@) =2—I5=, c) =ET—v,

skad . .
rr=ow=[e =27~ )=~ g+~ )
zatem:

r@—e@ < m_%\ﬂy_%l

___(%_w)_}_( _l;_)zy—x:lx~?/l,

skad znowu przez zestawienie stron skrajnych dostajemy (4).

Nier6éwrosci (4) dowiedlismy wiec dla wszystkich przypadkéw.

Z nieréwnosci tej wynika natychmiast ciagto$¢ funkeyi ¢ (@) dla kazdej
1zeczywistej wartosci zmiennej. Aby wiec dowies¢ ciaglosci funkeyi f ()
dla wszystkich liczb rzeczywistych, wystarczy juz tylko dowies¢, ze szereg 1
jest zbiezny jednostajnie.

Mamy stale
0<e(®) <4,

2 (Sna:) 12%<%5.

n=p41 n=p-+1

skad

Dobierajac wigc do danego dodatniego e liczbe p tak wielka, izby bylo

®) Przyczynek do teoryi maximéw i miniméw. 107
1
- s
bedziemy dla p > p mieli stale
, S‘ k2 (3' l‘) <,
{ n=p<+1

co dowodzi ze szereg (1) jest zbiezny jednostajnie, i to nawet w catym prze-
dziale (— oo, +-0o0).

Szereg (1), jako jednostajnie zbiezny szereg funkcyj ciggtych, przedsta-
wia zatem, w my$l znanego twierdzenia, funkcye ciggls.

Wezmy pod rozwage zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, ktére dadzg
sig przedstawi¢ w postaci

1
EQ

gdzie I jest pewng liczbg catkowitg (2= 0), zas g — pewna liczbg naturalng.
Zbidr taki tworzy mnogos¢ wszedzie gesta. W samej rzeczy, majac dany
przedziat (a, b), dowolnie zreszta maly, mozemy zawsze wyznaczy¢ liczbe
naturalng g tak wielka, izby by}o - < b—a. Znajdzie sig wéwczas oczy-

widcie conajmniej jedna wartos¢ calkomta 1 taka, iz bedzie

I 5
a<~3}~< .

Powiadam, ze dla wszystkich liczb naszego zbioru funkcya f(x) dawac
bedzie wiasciwe minimum.

Niech z, oznacza jakakolwiek liczbg naszego zbioru, a wiec

14
o = g7

przy pewnem danem catkowitem ! i naturalnem gq.
Oznaczmy dalej przez N dang liczbe naturalng, dowolnie zresztg wielkg
i potézmy
r—=N-2g.

Niech dalej x oznacza jakakolwiek liczbg rzeczywistg, spetniajaca nie-
rownosé
1

]as——1'0{<?.

Dla wskaznikéw 7, spetniajacych nieréwnosci:
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108 W. Sierpiriski. ®)

gLn<r
bedziemy mieli » 4 1 < 7, zatem

1 1 1

g

le—o | < g <gur <33

skad
[ 8re —3rm, | < %

i przeto, z uwagi ze 3"z, =3""¢.1 jest dla n>>q liczbg calkowita,
w myst (2):

e a) — e @a) | =]|3w—3z],
skad 3
e (3 r o (3",
_f_(3” ) ﬁ_i(A’?)",“) ol l X — Xy i
oraz
et r—1
3nx 3“1‘
S Feew o yiea.  w
n=q n=q

Dalej, w my$l twierdzenia o module sumy i w my$l nieréwnosci (4):

g—1 g—1 g—1 }
Y 26 -3 e ) | Y 2(3"2) — 932 |
s 3n 3n T edd 3n |
La=0 n=0 n=0 1
S le@@9—e@)| _ N |3o—3
(3" x) — ¢ (3" [8ra — 3wy |
skad
SRR R 1D '
"17 © 'nm
20?3" —ZD. 3n0 >_le_w° ‘ (6)

Dla n > ¢ mamy oczywiscie
v (3" x) =0,
gdyz 3" .= 3" [ jestdla n > ¢ liczba catkowita.
Jest wige, wobec 7 > ¢:
S 9wy
g" 3” o 0 ’

a ze stale ¢ (2) > 0, wiec

i 3n ‘
352 >0

n=r

) Przyezynek do teoryi maximéw I miniméw. 109

Bedzie zatem:

S _,*(:;4) L@ g @

Dodajac stronami nieréwnosci (6), (5) 1 (7), wobec wzoru (1) i warto-
$ci » = N--2¢, otrzymamy w jednej chwili:

i)y —fley) >N, lo—a, !, dla jor—ux 1K

Z nieréwnosci tej nietylko wnioskujemy natychmiast, ze dla ., zacho-
dzi wta§ciwe minimum funkcyi f (), ale nadto, ze funkcya ta nie po-
siada dla wartosci x, oznaczonej pochodnej (obustronuej). Istniejg tylko
pochodne jednostronne (lewostronna i prawostronna), ale i te sa nieskorczone,
mianowicie:

[ () = — =, (o) = .

Moznaby stad wyprowadzi¢ wniosek, ze dla krzywej y = f{(r) punkt
o odcietej iy jest punktem zwrotnym 1-go rodzaju iZe styczna wiym
punkcie jest prostopadta do osi X-6w.

OtrzymaliSmy wiec zarazem przyklad krzywej cigglej, majacej panta-
chiczng mnogosé punktéw zwrotnych.

Wezmy teraz pod rozwage zbidr liczb, ktére dadza si¢ przedstawic

w postaci
I+

3¢

przy pewnem catkowitem [ i naturalnem ¢. Zbior taki tez oczywiscie tworzy
mnogos¢ wszedzie gesta.
Niech z, oznacza jakikolwiek dany element naszego zbioru, a wigce

I 1
Ly—= %’;—ﬁ

przy pewnem danem catkowitem / i naturalnem g. Niech znowu N ozna-
cza dang liczbe naturalna, dowolnie zresztg wielks, i polézmy r=N--2¢-
Dla

i wskaznikow n, spelniajacych nieréwnosci:

gL n<r,
bedzie, jak wiemy:
|32 — 3", | < §.
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Lecz
3r—t 1
3z, = 3"‘”—{—7 ——‘k—{—?,

gdzie & oznacza liczbg catkowita, gdyz 3»—7 jest dla n > ¢ liczba catkowits
nieparzysta.
Stad, w mysl (3), ktadac s =3"x oraz k- 4 =3"z,, otrzymamy:

$(3a) — 9@ @) =|Fe—3g,],

skad:
re—1 r—1
w (3 (3
DGR F D —pleal. ®
n=g n=gq

Dalej, znajdziemy jak wyzej:

g~1 g—1
PORACEDI W GO N
n=0

Y En) 3D | cgoma,l,
skad: =0 ‘
S ez S 260
I 'nxﬂ . " o
ORI L B PR T

n=0 n=0

Dla n> r > ¢ liczba 3"z, réwna sig catodci -+ %, skad ¢ (3"2,) =%
dla n>r, gdy tymczasem ¢ (3*z) < %.
Jest wige dia n > r stale:

P x) > 7 (37,

S () N 2(3°2)

skad

Dodajgc stronami nieréwnosci (9), (8) i (10), otrzymamy:

fE)—Ff@ >Niz—ux, |, da [17~:v0§<§A:]

+2¢
skqdnrfatychmiast wnosimy, ze dla x, zachodzi wiasciwe maximum
funkeyt f(z). Jak wyzej, moznaby tez wysnué wniosek, ze f7_ () =-00,
f', (@) =—oc, oraz wniosek co do zachowania sie krzywej y=7(2)
w punkcie o odcietej x, .

Dowiedli$my wigc, ze funkcya ciggta (1) posiada pantachicz
ng mnogos¢ witasciwych maximdw i pantachiczng mnogo$¢
wiladciwych miniméw.

©) Przyczynek do teoryi maximéw i miniméw. 111

Godnem uwagi jest, ze gdybySmy zamiast funkcyi (1) wzigli funkcye,
okreslong wzorem

N ez

y(l‘):E 7?7(§i ) »

a=0

to datoby sig dowies¢ ze g(x) jest funkcya ciaggla, posiadajaca

wszedzie ggstg mnogos$¢ wtasciwych miniméw, ale nie maja-

cg zadnego wlasciwego maximum. I takie wigc funkcye istnieja.
Zauwazymy wreszcie, ze funkcya

o 20
h@ = ?_(2_3‘_)
n=0
databy w przedziale (0, 1) (zatem, wobec jej okresowosci, w kazdym prze-
dziale skoriczonym) tylko skoriczong mnogos$¢ extremdéw. Moznaby mia-
nowicie dowie$¢ (co zrobimy na innem miejscu), ze krzywa y = h (z) przed-
stawia w przedziale (0, 1) tuk paraboli y =2 (x — 2. 9

RESUME.

Je démontre que la fonction
=3 &2
f@y=2 22,
n=0
o () désignant la différence absolue entre le nombre & et I entier le plus
voisin (22 %), est continue et posséde dans chaque intervalle fini une infinité

des maxima et des minima proprement dits.
J' observe encore, que la fonction continue

- § 72ra)
g(x) = ?__{J TR
posséde un ensemble partout dense des minima proprement dits, mais aucun
maximum proprement dit.

'} Zob. mojg notatke: ,O pewnej whasnosci paraboli“. Czasopismo mat.-fiz. Wektor,
Sierpiefi 1911.
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