cm

A. AXER.

Obliczenia asymptotyeane, odnoszace sig do liezy rozkladdw liczh
na pary czynnikiw bez poteg stopmi damyeh.

(Asymptotische Abschdtzungen, die Anzahl der Zerlegungen von Zahlen in von Potenzen
gegebener Grade freie Faktorenpaare betreffend. )*

Przez liczby bez poteg X-tych* (=2, 8,...) rozumiejg sie ponizej

liczby maturalne, niepodzielne przez zadng potege i-ta, r6zng od jednosci.
Niechaj . (n) (A ==2, 3,...) dla naturalnych n oznacza 1 lub 0, zalez-

nie od tego, czy n jest lub nie jest liczbg bez poteg A-tych.

Funkcya liczbowa
a(n) = E m(d),n
e

majgca nas tu przedewszystkiem zajmowaé, oznacza tedy liczbe dzielnikéw

liczby n bez poteg i-tych.
Zadanie obliczenia asymptotycznego funkcyi sumacyjnej 2
%@ =2 n)

n==l

|

S. die machstehende Inhaltsangabe.
rozcigga sie na wszystkie dzielniki (naturalne) d liczby #.

Y} Suma
3]

>

dia

b

?) Suma 2
n=u

Prace mat-fiz. 1. XXII

w=[a]

jest dla b = [a] réwnoznaczna z E , dla b<Zla] z zerem.
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74 A. Axer. 2

postawit i rozwiazal w przypadku A =2 Mertens?, w przypadku ogdlnym
Gegenbauer¥; podtug nich jest

oL 20—1 M) [0(Vzloga) dlar=2,
O %@ =g Hom o) " Floge . aes,

gdzie (' oznacza stata Eulera.
Rozwiazanie ich polega na zastosowaniu klasycznego wzoru Dirichleta

x

2) T = Z t(n)y=zloge -+ 2C—1)z -+ oV,

n=1

w ktérym t(n) jest liczbg dzielnikéw liczby n. Przedstawiajg oni w tym
celu funkcye X, () w postaci: ®
W
Ve
x
®) Y@ =2 T o),

m=1

gdzie p(m) jest funkcya Mobiusa i Mertensa; stad, po wprowadzeniu
wartosci na T (:T) wedle wzoru (2) i po wykonaniu odpowiednich oszaco-
wail, wyptywa wzor (1).

Lecz odkad Woronojowi¥ udalo sie reszte szacunkows O (V' x) we

3
wzorze Dirichleta zredukowaé do postaci O(VE: log «), wytonita sig po-
trzeba rewizyi reszt i w tych innych wzorach asymptotycznych, ktére czy to
bezposrednio na tamtym sig opieraja, czy z rozwazari podobnych, jak wzor
Dirichleta, si¢ wywodza. Innym, jeszcze wazniejszym bodZcem i na-
rzedziem postgpu w traktowaniu zagadnien asymptotycznych wogoéle sg epo-
kowe metody i wyniki Hadamarda, de la Vallée Poussina, a zwia-

1y ,Ueber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie® (Journal fiir die reine-
und angewandte Mathematik; t. LXXVII, str. 289—338; 1874) Str. 201- 204. — Specyalnie
funkeya y, (n) jest tez réwnoznaczna z liczbg rozktadéw liczby # na dwa czynniki niespét-
dzielne.

%) ,Uber die Divisoren der ganzen Zahlen.* (Sitzungsberichte der kaiserlichen Aka-
. demie der Wissenschaften in Wien, mathem.-naturw. Classe; t. XCI, oddz. 1I, str. 600—621;
1885.) Str. 606 —607.

3 Dowéd znajduje sig tez — w uogdlnieniu dla dowolnego ciata algebraicznego —
ponizej w ust, 3-im.

1) ,Sur un probleme du calcul des fonctions asymptotiques.* (Journal fiir die reine
ugd angewandte Mathematik, t. CXXVI, str. 241 —282; 1903.)

(3)  Obliczenia asymptotyczne, odnoszace si¢ do liczby rozktaddw liczb i t. d. 7

szcza Landaua, z teoryi rozmieszczenia liczb pierwszych i liczb bezkwa-
dratowych.

Dwojakie te srodki I’ dajq sie zastosowaé i w przypadku funkcyi y ().
Zastosowaniem tem (najprostszem tego rodzaju, bo polegajacem jedynie na
bezposredniem zuzytkowaniu rezultatow autoréw wspomnianych) zajmuje sig
ustep 1. artykulu niniejszego.

Ustgp 2. stosuje $rodki owe do funkcyi innej, pokrewnej, dotad — o ile
mi wiadomo — nie rozpatrywanej. Jezeli funkcye v, (n) pojmie sie jako
liczbe rozktad 6w liczby u na takie dwa czynniki, z ktérych pierwszy jest
kazdorazowo liczba bez poteg danego stopnia®, latwo wzigé stad asumpt
do badania liczby ... (n) rozktadéw zmiennej n na takie iloczyny dwuczyn-
nikowe, w ktorych kazdy z czynnikéw spelnia warunek podobny, pierwszy
jest wiec stale liczbg bez A-tych (A=2, 3,...), drugi liczba bez v-tych
(v=2, 3,...) poteg.® Funkcya ta, dajaca sie okresli¢ przez
t ) = 2 @) ()

dn

stanowi przedmiot ust. 2-go; zadanie obliczenia asymptotycznego nalezgcej
do niej funkcyi sumacyjnej sprowadzimy tam do analogicznego zadania dla
7. ().

Ustepy 3.1 4. zajmujg sie korelatami idealowemi funkcyj powyzszych,
okre$lonemi dla dowolnego ciata liczb algebraicznego =. 1y, (n) oznacza tam
liczbe dzielnikéw idealu w, niepodzielnych przez potege A-tg jakiegokolwiek
ideatu, réznego od idealu jednostkowego (1), a .. (n) liczbe rozktadéw
ideatu u na takie dwa czynniki, z ktérych pierwszy nie dzieli si¢ przez A-ta,
drugi przez wtg potege jakiegokolwiek idealu == (1). Funkcyg sumacyjng
pierwszej funkcyi wyrazil asymptotycznie w przypadku 2 ==2 juz Lan-
dau ¥, wzorem:

') Sg one zasadniczo rdzne. Pierwszy opiera sie na elementarnych (lubo nader kun-
sztownych) rozwazaniach arytmetycznych; drugie, natury przestepnej, siegaja, jak wiadomo,
w gigb teoryi funkcyj.

% Rozklady, rozne jedynie porzadkiem czynuikow, majg sie—tu i w dalszym ciggu—
liczy¢ zawsze jako odmienne.

%) W funkcyi 7, (n) mozna tez upatrywad szczegblny przypadek funmkeyi yz; ,(m),
dla v===s.

%) .Ueber die zu einem algebraischen Zahlkorper gehorige Zetafunction und die Aus-
dehnung der Tschebyscheischen Primzahlentheorie aui das Problem der Vertheilung der
Primideale.» (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik: t. CXXV, str. 64—188,
1903.) Str. 157—159.
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76 o A, Axer, (4)

@ @ = nm
20B—a¥) L, (2) — 202 ¢ (2)
=10)

= l‘—iwlogmﬁ—( z 4 O(T“él})
T LO ’ ’
gdzie? 2, 3 oznaczajq pewne state, wlasciwe danemu ciatu %, ¢, (s) nalezaca
do ciata funkcye zeta, k jego stopier. W przypadku ogélnym przeprowa-
dzony jest rachunek odnosny ponizej w ust. 3-im ¥, zresztg zupetnie réwno-
legle do rachunku Landaua. Ustep 4. zajmuje sie obliczeniem asympto-
tycznem funkeyi sumacyjne;j

Koo (@) = D 0,0 ().

Nn=a

Rachunki te opierajg si¢ na podstawach najelementarniejszych. W ust. 5-ym
podane sg jeszcze dla pewnej grupy ciat dokfadniejsze oszacowania reszt,

oparte na pewnym glebiej siggajacym wyniku Sierpinskiego, pokrewnym

wyzej wspomnianemu rezultatowi Woronoja.

1.
Wprowadzajgc do tozsamosci
jo.
Yo
cn .
© SCEPNICES T

Y Suma Z rozciaga sie na wszystkie ideaty 1 o normie =<Cx w ciele danem; dla
M=Zaw
<1 oznacza 0.
) Sato dwa pierwsze spélczynniki rozwiniecia funkeyi ¢, (s) na szereg potegowy
dokota punktu s=1:
o

s—1

=D+

(Por.: Landau, 1. c. [ob. powyzej str. 3, uw. 4]; str. 81 i i).

) Dla pewnych szczegblnych ciat zespolonych byl juz i przypadek ogélny rozpa-
trywany, a to dla ciata kotodzielczego czwartego przez Gegenbauera (,Zur Theorie der
aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen® [Denkschriften der kaiserli-
chen Akademie der Wissenschaften in Wien, mathem.-naturw. Classe; t. L, oddz. I, str. 153—
184; 1885]; str. 166), dla kotodzielczego trzeciego przez Schlesera (,Asymptotische Gesetze
im kubischen Kreisteilungskorper® [Monatshefte fiir Mathematik und Physik; t. XX1, str. 61—
102;.1910]; str. 94—95). Dla pierwszego z tych ciat znajdujemy wzér w szczegélnym przy-
padku ) ==2 wyprowadzony juz u Mertensa, 1 c. (ob. powyzejstr. 2, uw. 1), str. 328~ 330

Gels) =

(5) Obliczenia asymptotyczne odnoszace sie do liczby rozkladdw liczb i t. d. 77

warto$¢ na T(%) z wzore (2), zmodyfikowang podlug Woronoja, t. j. "

[ x

Ty Az f gy X
B o F 1 20—1y 2 Vo2
T( n‘*) - logx pe logm -+ 2C--1) P +{0Vx ;

bedziemy mieli: .

Vv .
X (@) = (elog o +@C—D)2) ¥, *i;;’i) e N () logm

el m*
m=1 mo=1
(5) .
T o
B m
+0(\Ve 2 —v
m=1 ¥
Tu jest X
ET v
S _Sebn o dn )
= mh = mh J o mh
1z
1 ! _.1_'..1"
- .
w(m)logm d V () ( . log m
Z—W~— X'A-_i_rzT_}-O.’ m d)
m=1 m=1 o
¥
- T [ 1k
Q)] =20 + Ol TV log ;.
Ostatnia z trzech sum E pod (5) jest w przypadku A =2 rowna
3 . 1?1
logx. Z e — & E —Qgﬂ
m=1 'm.% m=1 M3
ra H
—=logx. ( ' —‘—71:«}—0(1‘)} —2 ( ( Ogv,_,){% dm -+ (J(l))
o mb g mA '

) W réwnosci nastepujgcej wielkosé () ma by¢ rozumiana jednostajnie ze wzgledu na
1s<mzZa.
Podobnie i p6Zniej, w przypadkach analogicznych.
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78 A Axer. 6)

—3Viloga 4 0(logz) — 3V logz + 1877 - 0 (1)
(8)) o 18V%,0 '
w przypadku % =3 réwna
¥ i

lo zv =3y 2
8L L d

m=1 m=1
—loga. (é logz+ 0(1)) — 3 (1’18 log?x 4 0(1))

(8,) oo —é log?x ,

w przypadku A z 4 réwna

(8y) ot (%) log z.

Po wprowadzeniu wyrazeni powyzszych pod (5) otrzymujemy:

X () = g5 | (elogz + @0—1) 1) ) (:rfi' log .z‘)
— XCTF(%) @40 (:r]x log 2]
© 0% dla v =2,
T [ 0Vzlogts) , r=3,
- | 0(zloga) , hz4,

120—6 720 (2)
-y

w2

©) X @ = % zlogxw 4+ ( ) -0 (Valoga),

1Y) Znak ~ ma oznacza¢ (w pisowni Landaua) réwno§¢ asymptotyczna.

icm®

7 Obliczenia asymptotycane odnoszace si¢ do liczby rozkladéw liczb i t. d. A

) — L plog o (261 AT
(9.) X (@)= 50 i« log x —{—( 0 200 ) .

3
’ ! O (¥ xlogtr) dla k=3,

‘ 3.
l OFalogay , rz4.

Rzad reszty szacunkowej we wzorze Gegenbauera (1) obnizyt sig
wigc, z jedynym wyjatkiem przypadku % =2, w kt6rym przeszkode stanowig

1
wyrazy O (.13! log z) pod (9), powstale przy oszacowaniu sum (6), (7). Prze-

szkoda ta daje sig usunal za posrednictwem przestgpnych oszacowan
funkcyi

M(z) =2 e (n).
=1
Juz najdawniejsze z nich (najmniej doktadne), pochodzace od de la Vallée
Poussina,

(10) (@) =0 (é—;)

wiedzie w przypadku niniejszym do celu, dajac:

T k) W M) — M)
P m? ek 7 m?
me=} 7 +1 me=1r+1
_ 5t R SN ¥ 3t 1y
T i (.m? (m—§—1)‘-’) M (m) [Vr-1p M(Fr)
i 5

"=

A1

% ,Sur la fonction (s) de Riemann et le nombre des nombres premiers inférieurs
une limite 2 donnée. (Mémoires couronnés et autres mémoires publiés par I’ Académie royale
de Lettres et des Beaux-Arts de Belgique; t. LIX, 1. 1I; 1899—1900)) Str. 63—67. — Wynik
des Sciences, de ia Vallée Poussina opiewa wiasciwie:

xz ) 1
) i
107 no 0 \logz )’

n=1l

lecz (10) wyplywa zei wprost przez sumacye czastkows. {Naodwrét (10') nie daje sig z (10),
o ile dzi§ wiadomo, wysnué elementarnie; a dla osiggniecia okreslonego w tekscie celu wy-
starcza juz (10).)


GUEST


80 A. Agzer, )

_Z (mz log m} +0 (tj*—)

weVa 1 Vzlog =

1 (d
=0 (log—Vi]./; #) + 0_(1/"5: lj)g x ) = (f‘azrlf)g x )

w (m) logm i (log m__log (m—+1) log | IF+1] _
2 M= 5 2 my= BT ()
2 2
— m = 0 (m—1) ) Vrt1p
1
bt - L
=3 (- tormtog (LH) ) g i
_t m logm (m-F1)E" (log nl)

_I_O(logm)‘O(V?é‘»)

log
=> (1 +0(~;~Z) — 1+ O(M(iﬁ))o(%) + O(%)

m=1"z+1
7;"_%1 bl ol =0tz

z czego wynika:

(12) | 12 (mznl?ogm 36C’(2) +0< )Y

m=1

a w nastepstwie (por. (8) 1 (8,)):

©) X (@)= :(j zlogax - (120 6 Z‘_‘Z%I@)_)

T “I— 0 (V;'l,‘) s

wz0r o przyblizeniu cokolwiek dokfadniejszem, niz (9,).

icm®

© Obliczenia asymptotyczne, odnoszace sig¢ do liczby rozktadéw liczb it d. 81

2

Funkeye ;.. (n) okreslilismy juz na wstepie (str. 3). Przynalezna
jej funkcya sumacyjna jest
(13) X0y (@ )—

i) = () ().

£ -l kk<.r:
Za posrednictwem tozsamosci

=2 u(@,?

vk

(14) pa ()

w ktérej suma rozcigga sie na wszystkie dzielnmiki v-potegowe d’ liczby &
przeksztalca sie (13), jak nastepuje:

X, . (@) = E w: () E w(d)y = E w (1) 1 (m)

RE=a avip Rlm¥ =z
1%
=2, e(m) E ()
g o=l
iv»z 3y
(13!) :E B (712) X, (__;)'
m=1

Y Suma V rozciaga sie tu na wszelkie rozwigzania calkowite dodatnie (R, k) nie-

-
réwnosci wskazanej. Analogicznle w przypadkach podobnych.
%) Por: Gegenbauer, ,Asymptotische Gesetze der Zahlentheorie* (Denkschriften
der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien mathem -naturw. Klasse; t. XLIX,
oddz. I, str. 37—80; 1885); str. 46. Ponizej (ust. 3) jest zreszts tozsamo$¢ analogiczna wy-
prowadzona dla ogdlnego ciata liczb.
%) Z wzoru tego wynika bezposrednio — na podstawie uogdlnionego prawa odwra-

calmosci Mobiusa — nastgpujgey:
v

Y@= 5, )
m=1

Prace mat.-fiz. t. XXII 8
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2 A. Axer. (10)

Wz6r (137) sprowadza zadanie asymptotycznego obliczenia funkcyi
X,,. () do takiegoz zadania dla X, (z). Postugujac si¢ w tym celu nasam-
przoéd danemi natury elementarnej, wprowadzmy do (13') wartos¢ na

X, (%) wedle wynikow (9,), (9,):

z\ 1 @ ) 20—1 A
X;,(—;)_@.—qﬁ;(logx vlogm)—l—( 08 tT(”)S)

m poy

T , X .
“+ 3 O(I/m’ og ITL’) ., h=3,
3/
0 ( —@f 23 9&_) . A= 4;
m m

bedzie wéwczas

(15) X, () __lt ()\) zlog @ +(2%’()\_71 )\g(%)) } w (m)

Analogiczne, tatwo sprawdzalne zwiazki zachodzgq miedzy funkeyami y, (n), %, , (1):

B =2, 4@ % (7
| n
7o
% () = 2 SN \W)
& n
Tozsamosci powyzsze — i mnogie inne jeszcze — s arytmetycznem odzwierciedle-
niem pewnych tozsamosci analitycznych pomiedzy przynaleznemi szeregami Dirichleta
Dia funkeyj y; (2), %, ,(12) opiewajg szeregi te, jak tatwo sprawdzic:

S ) 8(s) )
2 )‘ns =t Rs=>1),
n=1
;2 )
Z %, v(n) /\S)(S)(vs)7 PR

(11) Obliczenia asymptotyczne, odnoszace sie do liczby rozkladow liczb it.d. 83
C
T
olrz ¥ — ) da r=2,
w=1n?
Ye v \
z Ve lng;
v m) log m 3_ v
_ Yy Selmlegm o e o \ 3
7t =~ -7 :
m=1 m=1 4p3
og’lzlog”; a4
L R -
m=1 g3

Sumy, wystepujgce tu w reszcie szacunkowej, wyrazajg si¢ asymptotycznie,
jak nastepuje:
w przypadkach (A =2, v=2), (x =2, v = 3) wzglednie:

Ve
log E —2 E 10g n =log.x. -})— log.rf—{—O(I))—-Q(év fog? 2+0(1)

m=1

oo ; log?r,

VE 1
log . ‘5‘ ! '2 1ogfll_10g;’,A(:(é)_{_o(%}:))_{“o(l)
m—l mi’ m=1 gp? Va

oo b {%) log x;

w przypadkach (A=3, v=2), (h==38, v=23), (h=3, v=4) wzglednie:

¥ 1 z x
1 logm log® m
2 2 ! =
m=1 M m=1 N3 m=1 MY

[ 6 8
—log’z. ( Vz +0(1)) 4log . (51/ zloga — 9z 4+ 0(1) |

[ [ b _
4 4[2 Vzlogrz — 9Tz log o454V +0 (1))

5
oo 216 Vr,
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84 ¥ Axe/r_; o (12)

:

\ 1 . V og M log” m
log?z. ) mf—blog C T + 2 =

m=1 m=1

—ta
EYl

1
zlogzw.(?log:v—}—O(l))——-Gloga: . (% log?z-+0(1)

+9 (811 fog? &+ 0 1)

L A v
IE Ve 1 }x N
‘ og m . log? m
v 2 e Y
m==] 7n3 m=l  gn3 m=1 m3

=1og2a:.( ( )—{—O(ﬁ_)}—{—O(logm)—[—O(l)

T

ool (%) log? x;

w przypadkach (A =4, v=2), (A =4, v=3), (A= 4, v=4) wzglednie:

Ve
6
1 log " 18V (por. (8)),
m=1 m:’f m-—l m"
v -
T NI logm 1400,
Iogoo.m=I pon 3:;:‘1 w6 log?x (por. (8,)),
& 1
log . 2 ogm ( )logm (por. (83)) -
m=1 m==1 7n3

Cata wigc reszta szacunkowa pod (15) przedstawia sig jako

(13) Obliczenia asymptotyczne, g;dnoszqce sigdo liczby rozkiadéw liczb it.d. 85

O (¥xrlog?y) dla 2=2, v=2,

0 (Vi) . =2, vy=3 i »=3, v=2,0
3.
OVxlogdr) , *=3, v=3,
3
O(Vaxlogizy , *=3, vz=4 i Az=4, v=3,
O(Vrlogz) , r=4, v=4.

Wstawiajac jeszcze zamiast dwoéch pierwszych sum E pod (15) wartosci
z wzoréw (6), (7), otrzymujemy w rezultacie, po odpowiedniem sciagnigciu
reszt szacunkowych, wzér asymptotyczny nastepujacy:

. ALy v ()
X (@) = 75+ Ty 20—1——= -
0=z 108+ g5 O ) T

(16,) B
O(Fxlogxr) dla »=2, v=2,

0. Vaxlogx) ., A=2, v=3 1 Az3 v=2,
3
+ O(Vaxlogtz) , *»=3, v=3,

3
O(¥Vzlogty) , *=4, v=4 i k=4, vy=3,

3
O(Vzloge)y , rz=4, vz4.

Chodzi jeszcze o mozliwe obnizenie rzedu reszty szacunkowej przy po-
mocy danych natury przestepnej. Jak widac z przebiegu rachunku, mozliwo$¢
taka zachodzi tylko dla dwdch pierwszych z pieciu przypadkow pod (16,).

v __ x 1
Yz log —
Zastapimy dla nich wyraz O (IJ Z - w_m ) pod (15) (zapozyczony
m=1 m 2
Y) W przypadkach: 1==2, v=3 i ».=3, v==2 otrzymaliémy wprawdzie wyniki od-
mienne (O (FVzlogx) i 0(] ')}, lecz w odniesieniu do funkcyi ‘(, ,{x) wolno wynik do-
ktadaiejszy rozciggnaé na oba przypadki, jako wistocie réwnoznaczne. (X1 ,@)=X vk (@))
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& ) "P:’Axer. (14)

t4 :Ll

1 . <
— 1, wzigtym z wzoru (9;) réwnoznacz-
m=1p¥

wzoru (9,)) wyrazem O ( Va

nym z -
O(Vzlogz) dla v=2,

0(Va) . V=3

w nastepstwie dla dwdch pierwszych sum 2 pod (15) wystarcza w przy-

padku A =2, v=2 jeszcze oszacowania (6), (7), w przypadku A==2 v=3
jednak trzeba—by obnizony rzad reszty szacunkowej znéw si¢ nie podnigst—
zastosowa¢ ponownie oszacowanie przestgpne (10), ktére daje (por.(11),(12)):

K

k3
p(m) 6 1
7m ' 7:2’ Tl ——)
m=1 Valogz
VE
p (m) logm _ 36 (2) + O( ) )
= m? w V7

Tak dostajemy w wymienionych dwéch przypadkach wzory nieco doktad-
niejsze:
dla A=2, vy=—2:
36 )
(16)  Xps (@)= o wlogyoﬁ——{ (20— 1— ?‘) z - 0(Va log z);
dia »=2, v=3:

1202 vU()
P X)) z

(165)  Xo,, (2) = ngg(v)wlogx+ 5.()(2('}-—1—

+0(Vz). —

Wzory (16) orzekaja -— jezeli odwrécimy uwage od reszt szacunko-
wych —, iz liczba naturalna <  daje sig w przecigciu $cisle asymptotycz-
nie ! na

o ) O réwnosci $ciSle asymptotycznej* miedzy dwiema funkcyami f(x), g () (dodat-
niemi od pewnego x poczawszy) bedziemy méwili, ilekro¢ bedzie nie tylko

(15)  Obliczenia asymptotyczne, odnoszace sig do liczby rozkladéw liczb it. d. 87

logax +20 -~

1 ( PNCACN I 4 (Q)

LM IMm e

sposobdw przedstawi¢ jako iloczyn takich dwdch liczb naturalnych, z ktérych

pierwsza nie zawiera A-potggowych, druga v-potegowych dzielnikéw > 1.
Na érednig warto§¢ funkcyi X;, , (¥) w otoczeniu miejsca z otrzymuje-

my z tatwoscia:

X @wte) — X (z—2) 0 1 ( RO v ()

: L 2 ~ loge +2C— 225 — 2=,
el = [r—4 JOHONRE 0y L6

o ile promiefi z otoczenia rosna¢ bedzie wraz z x w nieskoriczono$¢ rzedu niz-

szego, niz x, a wyzszego, anizeli funkcya Vi loga: dla A =v=2, funkcya

Vz dla A=‘2 v=381ir=3, v=2, funkcya V?‘log z dla h=v=3,

funkcya I zlog?z dla h=3,v=41k=4, v=3, funkcya I/:rlogl dla
A= 4, v=4.

Atoli rozklady na czynniki, o jakich tu mowa, mozliwe sg oczywiscie
tylko dla liczb bez poteg k-4-v—1-ych. Liczb takich istnieje w przedziale

...z
- ! Y
O B U )
(17) Gt B gy

stad i z (16) poda¢ mozna $cisle asymptotycznie liczbg rozktadéw, przypada-
jacych w przecieciu na kazdg z liczb wspomnianych.
Z wzoru (16,) wynika jeszcze wniosek nastgpujacy:
Prawdopodobiefistwo, iz z dwéch liczb naturalnych ®, podanych tak, by
iloczyn ich nie przewyiszal wartosci « (= 1), pierwsza nie dzieli sig¢ przez
zadna -ta, druga przez zadng v-ta potege > 1, wynosi (por. tez (2)):

Xav(@ 1
'}(.l’) TP +0 (log cr)

(T (x) przedstawia tu liczbe par liczb naturalnych, dajacych w iloczynie
kazdorazowo warto$¢ = .r.)

lim [@ _
r=ce g (@)

im (f (@) —g @) =0

T =c0
1y Symbol == ma oznacza¢ réwno$¢ $cidle asymptotyczng.
%) Por: Gegenbauer, L c. (ob. str. 9, uw. 2); str. 47.
3) Liczby te moga tez by¢ réwne.

E]

lecz takze
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88 A Axer. (16)

Jezeli chodzi o prawdopodobienstwo, iz z dwdch liczb naturalnych
o iloczynie =<« jedna (dowolna) nie posiada dzielnikéw A-potegowych
> 1, druga v-potegowych, to z uwagi, iz takich par liczb istnieje w przy-
padkn A=v
D) ) =X, @),

k=2

w przypadku x>y

D) w )+ Dy w @) B — 2 pa () pa ()

1331 Lk=x B<x
V= 5
=2 D e ) — D b )
k= h=1

=2%,,—Q(Va),
otrzymujemy na prawdopodobieristwo to w przypadku A =v wartos¢

\ )(l)
(18) = czo)Jr (Ioga)

w przypadkach & > v, h <v warto$¢ (por. (17))

2%, (@) ~ {Q. (Vo) wegl. o (V i
(18) == T(@) : W= C()\)C(v)+ (logr) B

Zauwazmy jeszcze, iz funkcye X, , (x) moznaby tez— celem oblicze-

'y W przypadku i > v bedzie zawsze
vy (), () = p, (B).
) Godzi sig zestawi¢ z tem wartosci prawdopodobienistw analogicznych w razie,
gdy obie liczby, o jakich w tekscie mowa, bedg tak podawane, by kazda z osobna byl
@ (=1). Prawdopodobiefistwo, iz z liczb tych pierwsza bedzie liczba bez poteg A-tych,
dmga bez v-tych, wynosi natenczas

1
o (o T win G, )
Tt O )
— prawdopodobiefistwo, iz jedna z nich (dowolna) bedzie bez i-tych, druga bez v-tych
poteg:
2 1 R et

. S S 5
EOEE T Emm, ) T D\ o )>

Wartodei te wysnuwaja sie np. za posrednictwem elementarnych prawidet Rachunku praw-

(17) Obliczenia asymptotyczne, odnoszdce sie do liczby rozktadéw liczb 1 t. d. 89

nia jej asymptotycznego — sprowadzié bezpogrednio do funkeyi T (z)
w postaci:

Xons @)= D pa () 1o (B) = (por. (14)) Dy DXy X 0 (@)

rk< ) iksw g ik
=D ehem= 2 e0nm® Z 1
Pgn'r=a Pt s grs—
anV
x\ D
=2 eOpmT )
ra¥ <

i zastosowaé tu wzér (2) (z modyfikacya Woronoja). Rachunek w tym
przypadku, zawilszy od poprzedniego, do wynikéw doktadniejszych nie pro-
wadzi.

3.

Dla dowolnie danego ciata algebraicznego = o stopniu % niechaj
pa(n) (h=2, 3,...) oznacza 0, ilekro¢ ideat n w = jest podzielny przez
potege A-tg jakiegokolwiek innego ideatu w =%, réznego od (1); w przeciw-
nym razie, t. zi. gdy u jest ideatem ,bez poteg A-tych®, niech bedzie
pa () = 1.

Zachodzi tozsamo$¢:

(19) m )= b0,

sl

w ktorej w (d) przedstawia znany korelat ideatowy funkcyi M6biusa i Mer-
tensa, a d przebiega dzielniki A-potegowe idealu n. Dla n = (1) rozumie

dopodobiefistwa wprost ze znanego prawdopodobiefistwa

Q@ _ —1+y \
1) x
b=t t0 "
(por. (17)) na to, iz jedna liczba naturalna <z, dana dowolnie, nie posiada dzielnikéw
r-potegowych > 1)
1) Jest to korelat arytmetyczny nastepujacego zwiazku miedzy szeregami Dirichleta
(por. str. 81, uw. 3):

co [=<] [==]
v Ho®_ 1 1 R p(d pm) § r(m)
A 18 O T ®)= 2 nks NVE e S
— =1 =1 m=1
RE>1.

Prace mat-fiz. t. XXIL 9
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90 A. Axer. (18)

sie (19) przez sig; dia dowodu wystarczy wigc wykazaé, iz z faktu (19), zato-
zonego dla jakiegokolwiek 1, wynika analogiczny dla w'=up*(a=1, 2, 3,...),
gdy p jest ideatem pierwszym, nie zawartym w n. W istocie jest
(5]
B®) = D ebd)= 2 D w0p

ot M prMpe h* 9=0

5]

' ‘ 1 da a<h
:]E %(b)-Eu(pg):m(u).{ }
phn g=0

=@ . () =D ().

Whprowadzajac teraz funkcye ya (w), X, (x), okreslone na wstepie (str.
75), bedziemy mieli:

. LA

n =2 m)?,

LY

() = X ) = 2 pa(®)?

Nn=Zex Nit=x
Gor (19) = Xp®)=um= > pm 31
Nyt D"t Nl)lmlg;n Nm)‘§1 NI
’\'m"
r
(20) =2 ) T
A

Nusyz

) Dla niespéldzielnych idealéw m, 1t jest zawsze
po(muar) = p (m) p (n)

i podobnie
p, () = gy () py ().

?) Suma 2 ma si¢ rozcigga¢ na wszelkie dzielniki b ideatu n.
-1}

%) Suma 2 rozcigga sie na wszelkie pary ideatéw (y, t) w ciele danem, czyniace
Nit<z
zado§¢ nierdwnosci wskazanej; dla @ <1 jest zerem. Analogicznie w przypadkach podo-
baych.

icm®

a9 Obliczenia asymptotyczne, e, odnoszgce sig_do liczby rozkladéw liczb it d. 91

przyczem T (x) oznacza taczng liczbe dzielnikéw wszystkich ideatéw o nor-
mach < x.
Za posrednictwem wzoru Landaua?

T(r) = s log & 4 Qa5 — ) x + Of' " 5),

gdzie «, § majg znaczenia, ustalone na wstepie (str. 76), otrzymujemy z toz-
samosci (20):

X, (2) = (a*zlog 2+ (205 — %) 2) S‘ P;\f(::’) Wt 2 3 (m)\iig Nm
17

@1 =
W (@E—1)
)

L0 ei e S T
L3 A

Nm=Yz

Zatdzmy, ze k= 2.

Wowcezas ostatnia z trzech sum pod (21) przedstawia —
wobec nier6wnosci

ARE—D)
2k
— wielko$¢ O(1). Dwie poprzedzajace wyrazaja sie za posrednictwem osza-
cowarn
Tam L L g rh—lm—1)
L N i Nwt T mi
~‘ ?vm>)']':e Nu’z)i‘}l m=‘}k‘zﬂ+l
< /1 1 - s 3
< E (nz'_('ﬁ;F‘l_):) f””“‘z O(W’ ,)O(m) ( L)’
m= }Z—l m=1} z1

 (m) log Nm - (Im], — [m—1],) logm
Z Nk < Z -

L
Mm>Va

) L. c. (por str. 75, uw. 4); str. 1565—156.

%) Suma E ma sig rozciggac na wszelkie ideaty ciata o normie >a. (Wystepu-

Nm>a
jace w tekScie sumy tego rodzaju sy wszystkie bezwarunkowo zbiezne).

3) [m], oznacza liczbe ideatéw w x o normie =Im.
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(21 Obliczenia asymptotyczne, odnoszqce sie do liczby rozkiadéw liczb it.d. 93

a2 N A Azer. o T T
wzglednie
= z T
logm __log (n4-1) ==, == O (), LE=1610),
<Z 5 —GTy ) e A
me= ]);;—}-1 oo ) I 1 . i
S flogm 10=2(F) p=l—g+3—s+ > XEO>0,
:20(%7)——0(93 H“dogr), w=1
et R przechodzi (24) na wzér Gegenbauera?d
jak nastgpuje: ) () ) . . ,
p(my p(m) e (m ) o)
2 ‘Nmv E Nt Z Nw* » (@) FHOHON logz
A Nm>0 n_
sy Nm> Y a T i =0 A=) 3
929 S C1y-LgEr(]) MRV A=l ~ Ola*
e 1 —1 L +16£(k)£(k) (’“(20 1)+ 88/(1) T ) )r - O(.) ),
=g 79 (T *)’
* wzgl. na wzér Schlesera®
. d (m) w (m) log Nm 2
opmloghm - d o p) 5 p(m)log Nm x
P x 3 S (@) = 55— zlogr
.-rk_ N d)\Nm>0 Nut 2):7 Nm 2 (%) TER 109 g
(23) N’mgy.r Nm>Y . t'(.) ) ,()} .
T (r@C—1) 88 (1) — 2T N AT (M) 3
=gy O e g, ' + oregye PN M = = e o)
W nastepstwie otrzymujemy z (21): 4.
1 1 Aol (N) Funkcya idealowa iy, . (1), okreslona juz na wstepie (str.75), jest
X,(@)=— (Pzlogz+ 2uf—a¥)x)4+ O (:v“i log aa) — -t2—1)\~ T %
L) (V) =Z p.l(b)p.,(}—).
1 1 bin .
+ 0 (m”f log w) +0 (:L'l“ﬁ) s - Nalezgca do niej funkcya sumacyjna
czyli: B y )
. _oa? o [2aB —a? dafl(N) L Xin (@) = ) 7@ = (D) wm(®
(24 N()= gy @logz + (% e Joo0( =), = el
uog6lnienie wzoru asymptotycznego (4) Landaua (str. 76), — stosujace sie daje sie za posrednictwem tozsamodci (19) przedstawi¢ w postaci:
zreszta, jak w ustgpie 1-ym widzieliSmy, i w przypadku k=1 (w ktérym v ~
41, = 0). Ko (@)= Dy ma(B) D b 0)= D mlh) p ()= Dy p(m) ¥ g5 (h)
W szczeg6lnych przypadkach ciat kotodzielczych czwartego i trzeciego, Nit=z Wi ¥ s L
dla ktdrych jest Z = m
25 == m) X (T‘_I) .
s= B=TOREM, LEO=IE), @) ) % (o
Nm=}z
< [— 11 1 1 1 [
£ = B — e e W (e
= 2: ( 4 ) n g 3 + 5 7¢ P u (b) = 0)’ 1} Por. str. 76, uw. 3.
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ks : A Axer. : ] (22)

Celem przyblizonego jej obliczenia wystarczy pod (25) wprowadzi¢ zamiast
X (fvj warto$é
Ny
@t w(logr—vlogNw)  (2af—a 2a’C,(0))
Ly N &) e, ()\)7) Nw

v(@2k—1)
3

.0 (931—2?1;)

- ()

z wzora (24). Stosujac przytem oszacowania (22), (23), otrzymujemy dla ciat
o stopniu k = 2 — po $ciagnieciu reszt szacunkowych — w rezultacie:

26) X, (@)= zlogx

o2
LML)

. 1 {945 —a _)\q%'x()\) a2, (v) i
tewee PN T ae )0t ol )

5.

. Rzad reszt szacunkowych we wzorach (24), (26) daje sie dla pewnych
ciat stopnia drugiego cokolwiek obnizy¢, za posrednictwem twierdzenia
Sierpiniskiego®:

@) h=az+0(Vz),

dowiedzionego przezei dla ciata kolodzielczego czwartego, lecz stosujacego
si¢ — o ile z przebiegu dowodzenia autora wnie$¢ mozna — niewatpliwie do
wszelkich ciat kwadratowych o wyrézniku wjemnym. 2

Ponizej wyprowadzimy z (27) naprzéd — pod a) i b) — pewne wnioski
pomocnicze (nie pozbawione zresztg znaczenia samoistnego); pod c¢), d) wr6-
cimy do oszacowar funkcyj X, (2), Xy, , ().

) »O pewnem zagadnieniu z rachunku funkcyj asymptotycznych.® (Prace matem.-
fizyczne; t. XVII, str. 77—114; 1906.)

%) Przed ogloszeniem twierdzenia Sierpifiskiego znanym byt dla ciat stopnia
drugiego, jak wiadomo, wzér mniej doktadny:
[2], = «z + 0 (V)

{szczegélny przypadek twierdzenia Webera dla ciata algebraicznego dowolnego:

| 2], =2z + O(a)“%):!-

(23) Obliczenia asymptotyczne, odnoszace sie do liczby rozkiadéw liczb it d. 95"

a) Pierwszy z zapowiedzianych wnioskéw dotyczy oszacowania sumy

A
~ Nm
Iz
Wzér
1 V i . ’:_l‘

wyprowadzil specyalnie dla ciala kotodzielczego czwartego pierwszy Mer-
tens®; inny dowdd dla tegoz ciala znajdujg sie u Sierpinskiego?,
dla ciata kotodzielczego trzeciego w pracach piszacego ¥ te stowa i Schle-
sera®. Lecz jeszcze przed ukazaniem sie trzech prac ostatnich ndowodnit
Landau® wzér powyzszy dla dowolnego ciata algebraiczmego,
i to sposobem znacznie prostszym od wymienmionych dowodéw specyal-
nych.

Owoéz we wspomnianych dwdch ciatach kotodzielezych i wogéle w tych
ciatach stopnia drugiego, dla ktérych stosuje sig wzér (27) Sierpifskie-

1
go, mozna w nastepstwie tegoz wzoru reszte 0 (ﬁ) pod (28) z tatwoscig osza-

cowaé dokladniej na O (ﬁ) W tym celu potézmy — za przykiadem Lan-

daua —
. {1’]1. =ax +p (Z)f) ’
zaczem bedzie:

o1 _ C fm], —im—1], \': L \1 p(m)— p(m—1)
I e T
Am=z m=1 m=1 w=]

Ze wzgledu na (27) czyli na

1y L. ¢ (ob. str. 74, uw. 1).

w<h

?) _O sumowaniu szeregu Z = (n) f(n), gdzie < (n) oznacza liczbe rozkladéw licz-

n>e
by n na sume kwadratéw dwdch liczb catkowitych®. (Prace matematyczno-fizyczne; t. XVIII,
str. 1--59; 1907.) Str. 19-24.

%) ,Zahlentheoretische Funktionen und deren asymptotische Werte im Gebiete der
aus den dritten Einheitswurzeln gebildeten ganzen komplexen Zahlén.® (Monatshefte fiir
Mathematik und Physik; t. XV, str 239 - 291; 1904.) Str. 260 —266.

4 L. c. (ob. str. 76, uw. 3); str. 75 -77. ’

5) Jako szczeg6lny przypadek pewnego twierdzenia ogédlniejszego. L. c. (ob. sir. 75,
uw. 4); str, 73—77, 80, 81.
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pe)=20 (m%)

jest
e —pm—1)_ N p0m) _ p(a)
N f;i : n _; :S‘:L Kz 1) [241]
= O( E 7n_§) -+ 0 (7_;) = O(:z:“%') ;

"

241

I

szereg Z {i_(,).ni)_tq

m=1

przez E, mamy:

p(m—1) . L )
N jest zatem zbiezny. Oznaczajac wartosé jego

2 ?_ﬁ@;ﬂfz_@lfp =E-10 (m_ §J ,

m=1

a w nastegpstwie, podtug (29):

> ng=a(logw+ 0—}—0(—;5-)) +E+0(w"%)

Nm<z

(30) =ologz +aCt B+t o(g;":f‘),
c. b.d. oV

) Stala E identyczna oczywiscie z 8—« C; daje si¢ to tez dowieéé oddzielnie.
(Dowéd dla ogdlnego ciaja algebraicznego u Landaua, w miejscu powyzej [str. 95, uw. 5]
przytoczonem ) — Blizsze obliczenia statych «, E przeprowadzone sg dla cial kotodzielezych
c.zwartego i trzeciego- w pracach, cytowanych na str. 95, a w uogélnieniu na wszelkie
ciata kwadratowe, przytem sposobami najprostszemi, u Landaua, 1 c. (ob. st. 75, uw. 4)
str. 161—164. Dla ciat tych jest ' '

»

< (DY 1 .
— SN D
a“Z (n,f n—_—[Dl% (7{) 7,
n=1 n=1
_ < D\ logn -
E——Z <’n> n

n=1

gdzie D oznacza wyr6znik ciata, a symbol Legendre'ai Jacobiego (%\ uzyty jest
W rozszerzonem znaczeniu Kroneckera. f

icm®

(25) Obliczenia asymptotyczne, odnoszace sie do liczby rozlﬁgdéw fiezb it.d. o7

b) Dla tych cial kwadratowych, do ktdrych stosuje sig twierdzenie
Sierpinskiego, reszta szacunkowa we wzorze asymptotycznym Landaua
na funkeye T (x) (ob str. 91) okazuje sie z pomocg oszacowania (30) réwna

P

(zamiast (w*)) doktadnicj 0 ().

Idac w dowodzie znow §ladem Landaua®, podstawimy w tozsamosci®

(=23 [ A;l;u]:' Vel

NXm=l=x
stosownie do (27):
£ ] r 1 s
[_“ =% Nm T 0{77’;, M}
Num |, Nm P

. A
[Fal,=aV& 40 Vo),
zaczem bedzie:

T (x) = 2ax 2 'V\Em_i_ O[i’(l’ Y _1_) —a?r+0 (Jﬁ‘) .

i pra) s
Fm<)T [

Tu jest podiug (30)

1 o —
2 Nm:——%logar—:fp—%—()(:c %)’

. Nmzlz
nastepnie
ya
1 [m], — [m—1],
E P Z S
Am=i H’Nm m=1 l,’m

1 1 . ¢
[-“.:i' - Tfi,‘} [ml, +——
=1 ¥m Vim-+1 I Va1l
= : .0 (m— %,) 0(m)-0 {x%) =0 (;c%) ;

).

tak otrzymujemy:
@1) T (@) = w2z log & | (225 — 22) a-,+o(£

Saea

1) L. c. (ob. str. 75, uw. 4); str. 155—156.
‘) Wyprowadzona jest tamze (ob. uw. 1).


GUEST


98- A Axer. (26)

3
¢) Wynik ostatni pozwoli teraz obnizy¢ rzad reszty szacunkowej O (z“)

we wzorze asymptotycznym (24) na X, (%), dla ciat wspomnianych. Wsta-
wiajgc w tozsamosé

(20) @) = 2 ® T ()

N
m=] @

< o &
wartos¢ na 1 ( o ,A,) z wzortt (31), mamy:
N,

@) = (o loga + Qap—at)m) 3 41 o, 3 b ()2 N

d Nml Nwm*
)
Num= ] i« YmEye
2 2
( A 2 (Nm) o3 )
Nm<] F3

tu suma ostatnia (wobec Az 2) = 0(1); co sie tyczy dwdch sum poprze-
dzajacych, dokladniejsze od (22), (23) (t. j. przestgpne) ich oszacowania ¥
weale sig tu — rzecz widoczna — nie przyczynig do obnizenia rzedu reszty
szacunkowej; tak wigc otrzymujemy dla ciat wymienionych:

2 20f —a?  Xa2l,(N) H?
32) X (@) = -5k @ log (——_“"7- :
@) %@ =gy loes (S m g 2+ ol
d) Analogicznie dostajemy dla ciat rzeczonych z tozsamosci
25 Ky, (2) = _x‘)
25) X (@) = 3 e T (5
ng%’}.

przez zuzytkowanie wyniku (32) udoskonalony nieco wzor asymptotyczny na

'} Analogiczne do wzmiankowanych na str. 79 dla ciata wymiernego, — pochodzace
od Landaua.

? Tu (i wogéle dla cial kwadratowych) jest

LOy=t) Z ’%) #

=1

gdzie D oznacza wyr6znik ciata. (Por. np.: Landauy, 1 c. [ob. str. 75, uw. 4], str. 98.)

(27) ‘Obliczenia asymptotyczne, odnoszace- sie do liczby rozktadéw liczb i t. d. 99

o= E:()gjm xlogw
b (ong e RER0) v g
RO (v)(“ i 408 40 | - + 0 )

fisymptotische fibschaizungen, die finzahl der Zerlegungen von Zahlen
in faktorenpaare betreffend, die von Potenzen gegebener Grade irei sind.

(Inhaltsangabe.)

Es bedeute y, (n) fiir k=2, 3,... und natiirliche n die Anzahl der
durch keine A-te Potenz > 1 teilbaren Divisoren von n.
Die asymptotische Formel

-

O K@= nm= i) rlogie-t-

n=l

20 -1 W (w) } .
T ()

[O(leogwj fiir A=2,
| o(vz) . =3

ist seinerzeit fiir A=2 von Mertens, fir allgemeines » von Gegenbauer
in elementarer Weise, u.zw. durch Einfithrung des bekannten Dirichlet’schen
Ausdrucks

) ylogy +QC—Dy+0Vy) =T = X1

mRSy
in die Identitat

-

ki
X (@)= Dy (n) T (ﬁ) ,
=1
abgeleitet wordemn. "

Geht man aber, statt von (2), von der neueren, genaueren \oronof-
schen Formel fiir T () mit dem Schétzungsiehler O il?y log y) aus, so ergibt
sich, wie in vorstehender Arbeit an erster Stelle gezeigt wird, bei der Berech-
nung von (1) im Falle A = 3 der folgende genauere Schatzungsfehler:

| otrmlogs fr r=3,

l‘O(f’Elogw) L, A= 4.
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R ¢ )

o A Aser.

Macht mandabei auch noch von transzendenten Abschitzungen der Funk-

tion Jk((.r):‘?_J u (n) Gebrauch, ! so erzielt man — u. zw. bereits unter
n==]

Anwendung der altesten derartigen Abschitzung, jener

2
3) M@)=0 (‘1‘@)
von de la Vallée Poussin —auch im Falle A =2 eine —allerdings un-
bedeutende — Reduktion des Schatzungsfehlers im (1) zu 0 (V). —

Wenn y,,.(n) A =2, 3,...; v=2, 3,...) die Anzahl der Zerlegun-
gen von n in solche Faktorenpaare bezeichnet, wobei jedesmal der erste Fak-
tor durch keine )-te Potenz >1, der zweite durch keine v-te >1 teilbarist?,

so ergibt sich fiir die zugehdrige summatorische Funktion X, ,(z) :Z 7, »(n)

durch Vermittlung der Identitat =
'r @
x
X, @)= 2 b0 (%)
n=] ’

- sofern zunidchst von transzendenten Resultaten kein Gebrauch gemacht
wird — die folgende asymptotische Formel:

R S o1 AOY VBN
e e timey [2o— —Te) to) E
O(Vzlogtz) fir 1=2, v=2,

X)“y(‘li): 1
OVzlogwr) , *r=2, v=3 und Az3 v=2,
+i0(zloga) , A=3, v=3,

o(Vazlogtz)y , =3

O(Valogz) , =4, v=4.

') Bei den vorher erwiihnten Berechnungen wird betreffs p(n) nur die triviale Tatsache

prr)=0(1
benutzt. = @

?) Zerlegungen, die sich nur durch die Reihenfolge der Faktoren voneinander unter-
scheiden, gelten dabei als verschieden. — Die Funktion 7, » () kann als Verallgemeinerung
jener !

00 =%, (@
angesehen werden.

{29) Obliczenia asymptotyczne, odnoszace sig do liczby rozkladdw ficzb it.d. 1ot

In den zwei ersten der hier auftretenden fiinf Fille erhdlt man bei Benii-
tzung der transzendenten Relation (3) etwas genauere Schatzungsiehler, u. zw.

lO(V.E]Og.’C) fiir A=2, v=2,
| o) , n=2, v=3 und 2z=3 v=2—

Diese Rechnungen lassen sich leicht auf einen beliebigen algebraischen
Zahlkorper iibertragen, wo freilich keine auch nur relativ so genauen asym-
ptotischen Ausgangsformeln zur Verfiigung stehen, wie dies beim rationalen
Korper der Fall. Wenn 7, (n), 7, .(n) fir die Ideale n eines gegebenen alge-
braischen Kérpers « vom Grade k(= 1) genau nach Analogie der Funktio-
nen y, (n), 1. .(n) definiert werden, so ergeben sich fiir die zugehdrigen
summatorischen Funktionen durch Vermittlung des Weber'schen Satzes™

1
o) (= az -+ 0 (x.‘— f)
und der Landau’'schen Formel
1
®) T@ =1 =a*rlogz +x@7—x -0 (.r‘“m)
Numu=ax

die folgenden asymptotischen Ausdriicke: ®
2
© K@= nb=;goler
i<z A

+EESY M) rolt T,

N

X).‘ \,(.’f) = R £ (H)

Fn s

liA

) Im folgenden sind unmter , 3 die zwei ersten Koeffizienten der Entwickelung
v « o i N
L=y grErrl-D+.

der dem Korper » zugeordneten Zetafunktion ;, (s) in der Umgebung des Punktes s=1 zu
verstehen.

%) Der Ausdruck (6) ist fibrigens fiir den Korper der vierten Einheitswurzeln und
% = 2 bereits durch Mertens ermittelt, fiir denselben Korper und beliebiges & durch Ge-
genbauer, fiir einen beliebigen algebraischen Karper und »=2 durch Landau, fiir den
Korper der dritten Einheitswurzeln und beliebiges 7 durch Schleser.
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02 o A. Axer. (30)

o? loc 1
M) =EE) zloga
1 AaPl' (k) vall(v)y -1
Towem e~ Ty~ ) et ol a)
Fiir den besonderen Korper der vierten Einheitswurzeln, worin das
Dirichlet’sche Ergebnis -
[, =ax + 0 (Vz) (a=r)

(Spezialfall von (4)) vor einigen Jahren durch Sierpifiski zu

® l2], =z + 0 (V)

verscharft worden, — und voraussichtlich iiberhaupt fiir quadratische Kérper

mit negativer Diskriminante, auf welche das Sierpifski'sche Verfahren

sichtlich unmittelbar anwendbar ist und dabei zum gleichen Ergebnis (8)
3

fithren wird, — lassen sich in der Folge die Schitzungsfehler 0 (.1:"‘) in (5), (6),

2
(7) zu 0(:53) verschérfen.

W. SIERPINSKI.
Przyczynek do teoryi maximéw i minimdw.

(Contribution 4 la théorie des maxima et minima).

W pracy niniejszej pragne poda¢ prosty przykiad funkcyi ciaglej, posia-
dajacej wszedzie gestg mnogosé wlasciwych maximéw i wszedzie gestq mno-
gos$¢ wiadciwych miniméw.

O funkeyi f(x), okreslonej w pewnym przedziale (a, b), powiadamy,
ze posiada dla danej wartosci x, wewnatrz tego przedzialu wlasciwe ma-
ximum (wzglednie wiadciwe minimum), jezeli istnieje taka liczba do-
datnia 3, iz nieréwnosci

0 < 1 L Ty 5 < 8
ociggajg za soba nieréwno$¢:
pociagaa za s Fl@) < fz)  (weglednie: f(2) > [ (@),

Jezeli za§ mozna powiedzie¢ tylko, ze istnieje taka liczba ¢ > 0, przy ktorej
nieréwnosci
I<laz—z] e
pociagajg za soba nieréwnosé o
F(m) < fxg) (wzglednie: [ (x) > f(z,),

to méwimy, ze funkcya f(z) daje dla z ==, niewtasciwe maximum
(wzglednie minimum).

Powiadam, ze funkcya o pantachicznej mnogosci wlasciwych maximéw
i wlasciwych minimOw bedzie funkcya

23" 2)

ro =Y B2,

n=0

M
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