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VI. Polowy tukéw dziennych gwiazd, z uwzglednieniem
refrakcyi éredniej.

5 Polovga tuku 5 Potowa tuku 3 PoXow;t tuku 5 Poloxya tuku
dzienn, dzienn. - dzien. dzienn.
—380 (b 3m3 | —190 | 4h 19mQ 00 6b  3mg | 190 Th 5OmQ
—37 1 118 —18 4 258 —+1 6 90 20 7 566
—36 1 3842 —17 4 314 2 6 141 21 8 35
—3b 1 520 —16 4 374 3 6 193 22 8 1056
—34 2 71 —15 4 433 4 6 245 23 8 178
—33 2 2056 —14 4 491 B 6 29.8 24 8 254 -
-—32 | 2 326 | —13 4 548 6 6 3850 25 8 3832 K. ZORAWSKL
—31 | 2 486 | —12 | 5 04 7 6 403 26 8 415 . . )
80 | 2 B39 | -1 |5 b9 s |6 %7 | =1 |8 s01 Notizen aus dem Gebiete der Differentialgeometrie.”
—29 | 8 385 | -10 | 5 114 9 6 bBLL 28 8 592
o8 3 126 g 5 168 10 6 565 29 9 85 (Notatki z dziedziny Geometiryi rézniczkowe;).
—97 | 8 9212 -8 | 5 921 11 721 30 9 198
—26 3 294 -1 5 274 12 7 w 31 9 304
—25 | 3 373 -6 | B 827 13 7 134 32 9 426 0. €ine Sormuliernng der allgemeinen §ldchendeformation.
—24 | 3 448 —b | 5 879 14 7 192 33 9 BB2
—93 | 3 321 _4 | 5 431 15 7 9.1 34 |10 116 In dieser Note werden Flichendeformationen unter Annahme gewisser
_99 | 8 591 3 | 5 484 16 7 3811 3% |10 298 Transformationsformeln behandelt, die eine unmittelbare Folge der grundle-
—91 | 4 B9 —2 | 5 535 17 7 878 % |10 B32 genden Betrachtungen {iber allgemeine Fldchenabbildungen sind.
=20 | 4 126 —~1 | 5 588 18 | 7 436 370 | 1th 32m7 1. Man betrachte zwei Flachen S und S’. Sind diese Flachen Punkt
—180 | 4n 189m0 00 6h Bmg | 4190 | Th 50mO fiir Punkt aufeinander abgebildet und sind die einander entsprechenden Pun-
kte auf dasselbe Parameterpaar %, v bezogen, so kénnen die Quadrate der

einander entsprechenden Linienelemente dieser Flachen durch die Formeln:
ds* = Edw? 4 2 Fdudv -+ Gdv?,

M
ds?= E'du? + 2 F'dudv + G'dv*

festgelegt sein. In der Theorie derartiger Abbildungen werden diejenigen
Orthogonalsysteme von Kurven bestimmt, welche auch als Orthogonalsysteme

%) Unter diesem allgemeinen Titel habe ich einige differentialgeometrische Auisitze
auch im XVIII Bande dieser Zeitschrift (1907) S. 143—169 verdffentlicht. (Ob. Prace mat.-
flz. XVII, str. 143 —169). i

Prace mat-fiz. t. XXIL 3
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abgebildet werden. Es seien die Gleichungen solcher orthogonaler Kurven-

scharen: B
o(u, v) = const., ¢ (w, v) = coust. 2)

Fithrt man die Funktionen ¢ und ¢ als unabhingige Veranderliche in die

Differentialformen (1) ein, so ergeben sich bekanntlich die Ausdriicke:

de* | de?
ds? = —— =,
* b + Ag
V) o2 ®)
— do? dy
ds'? — ¥ uch S
st=p gy te Ao
wo die Bezeichnung: oy af of 5 f 12
e
A R T e T
= EG—F?

in Anwendung gebracht worden ist und wo p und p Funktionen von u, v
/2
sind, denen der Quotient % fiir die erste und zweite der Kurvenscharen

(2) gleich ist. Aus den Formeln (3) folgt die Beziehung:
— d(PZ
12 — 0 2 — ——
ds'* =pds* 4 (p—p) o @

und wenn man die hier aufiretenden Differentialformen in den Veranderli-
chen u, v darstellt, so kommt man auf die Formeln:

e
~ 2
E =pE+ (p—p) AZ; )
29 %9
— 2y v
F'=pF + o) " ©
(os)
— 2
& =G+ (p—p) 5o -

Die Beziehung (4) oder die Formeln (5) knnen folgendermassen gedeutet
werden. Es sei das Quadrat des Linienelementes der Fliche § eine gege-
bene Differentialform, also E, F, @ gegebene Funktionen von =, ». Man

e ©
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wihle die Kurvenschar » — const. und nehme fiir p und p bestimmte Funk-
tionen von u, v an. Alsdann liefert die Beziehung (4) oder die Formeln ®)
das Quadrat des Linienelementes einer Fliche 8/, welche aus der Fliche S
durch eine gewisse Deformation entstanden gedacht werden kann. Diese De-
formation wird in der Weise bewerkstelligt, dass man auf der Flache S zwei
gegeneinander orthogonale Kurvenscharen wihlt und die Fliche derart defor-
(2‘2: fiir diese gewihlte Kurvenscharen gegebenen

Funktionen von u, v gleich ist.

miert, dass der Quotient

2. Wir leiten zunachst einige unmittelbare Schliisse der Beziehun-
gen (5) ab.

Es ist zunadchst leicht zu sehern, dass
E'G'—F'*=pp (EG — F?).

Es konnen ferner unter Benutzung der bekannten Bezeichnungen:

2@ 2 W (9{1:\ oW 20 allf) ad 2y
. v a8 2w TFu T u u
V@, V)= Folc ey ,
LRy
6 (D, \F):_?:u {av 29y du
VEG—F?

und unter Anwendung analoger Bezeichnungen fiir die Flache §' die Bezie-
hungen:

Ve, n==v@ v+ (L 1) N0n
Foop

p Ay
, . 1 .
0@, ) =00, V)
pp
konstatiert werden. Wenn man also fiir die Flache S die Formeln:
V@, ¥) . 6(D, ¥)
€0s Qo v = ==t §in Qg v = 2
"Y' T VA0 AT YTV AT

benutzt und fiir die Flache S’ analoge Formeln gelten lasst, so kommt man
anf die Beziehungen:
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pcos Qa, v+ (p— p) sin Ry, o sin Qv
COoS Q'm‘ g ——

Ppcos S)\_ ¢+psm Q b Vpéos Qp, v+ psin® @, v

pCoS Qy, 0 €08 Qy, v+ psin Ry, o sin Qs

e — = = s
Vpcos? Qy, 0 psin®Qy, o VpcostQ,, v—psin? Qv

V-p:—p' sin 9(};’ g
Vpcos?Q, o - psin®Q@y, 0 Vpcos? @, w4 psin? @,

sin 9'(],, | —

aus welchen speziell die Beziehungen:

cos @y, 0 = Ve cos 2.0
i Vpcos?Qq, 0 +psin?Q, o
Vpsin Q, 0
sin 9’% = P hd

Vpcos? @, 0 +psin’Q,, o
sich ergeben.

3. Man wihle jetzt auf der Fliche S’ zwel gegeneinander senkrechte
Kurvenscharen:

o' (u, v) = const., ' (u, v) = const.

und man deformiere diese Fliche derart in eine Fliche S”, dass unter Be-

112
nutzung fiir diese dritte Flache analoger Bezeichnungen, der Quotient. less’z

auf den gewahlten Kurvenscharen zweien gegeben Funktionen ¢’ und p’ von
#, v gleichist. Alsdann hat man die Beziehung:

-3 do'?
ds' = ¢ ds” - (5" —¢) s

und auf Grund der Formel (4) die Beziehung:
— d(?2
i = o ) 17
o |pds'+ (e —e) g,

P(?(IF_'E{'_)A‘P-CZ‘P'Z A (6)
plde.Ae’ - (p—p) 8 (v, ¥)

(5) ) Notizen aus dem Gebiete der Differentialgeometrie. 39

Diese Beziehung bestimmt eine Deformation der Fliche S in die Fldche
8" und aus dieser Beziehung folgen die Relationen:

B
Bl =y ’ET(P”‘P) ZZI

wh?

n pe(e'—¢)Ag. (az})
pApdg' - (p—p) 0 (3, ¢)
B 2 3p
~ 3u v
N — of 1 (p—
F—pfﬁH(P v ie o
(') Ae . F ¥
N pelp'—p)dg. 52 ==

pdedy’ +(p—p) 6" (5, ¢)
LIS
&)
X

o (p'—p) Ag. ( ‘F}
pAgAY(p—p) B (3, ¢)
Im allgemeinen bestimmt die Beziehung (6) oder die Relationen (7) keine

konforme Abbildung der Flachen S und 8". Wir setzen voraus, dass dieser

allgemeine Fall stattfindet und wir wollen uns damit beschaftigen derartige
orthogonale Kurvenscharen:

G"=¢ pG+(—

¢ (1, v)=const., ¢ (u, v) = const.

und solche Funktionen s und 5 der Verinderlichen ausfindig zu machern,
dass die Beziehung:

8" = o ds? 4 (s — 9% (l_(l’_

besteht, oder dass die Beziehungen:
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2¢)\2
N
E :GE+(6—6)A—,

29 24

PV =GoF 4 (3—0) “jsf;” : ®
)

G" =06G - (6—0) z,l;

stattfinden. Anders gesagt, wir filhren auf eine gewisse Art nacheinander
zwei Flachendeformationen aus und wir fragen, wie dieselben durch eine ein-
zige Deformation dieser Art ersetzt werden koénnen.

Durch Elimination der Gréssen s und s aus den Beziehungen (8) er-
gibt sich die Relation:

Benutzt man aber die Beziehungen (7), so erhalt man die Gleichung:

2o Gl G

¢ (p—p) po 2929 293¢
Ag >3y dv’ du v
a(PZ 3412
¢ 5 G
2 '\2 B\
7 Gl )
PAedy+ (=0 B e) | T W sy [T
2g/\? 3¢
¢ ) )
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Es besteht aber die Gleichheit:
Bg\? 3¢\?

E 3 ( ) > Aar
( )

Qu

H

‘ d¢ 2 24 3¢

du 3v’ 2u v E—
i
|
J

2 \? 29\?
o ) G
und die Gleichheit, welche aus der letzteren dadurch folgt, dass v durch <
ersetzt wird. Man kommt demnach auf die Gleichung:

P (e—p) v, 96, ) [pdedd 4+ (p—p) 0¥ (3, 4]

+ep(F—o) Aev (e, 9) 6%, 9 =0,

welche auch in der Form:

(VEG—F2P A(p, 4) 6(z, ¥

o' (p—p) cOS Qg 5 8in Qe 4 (pCOS® g, o+ psin? &, )

+pp(p'— ) cos Q480 Qyr, y =0 ©
dargestellt werden kann. Dies ist eine Gleichung zweiten Grades in bezug

2 2
auf das Verhiltnis der Differentialquotienten % und % und diese Glei-
chung bestimmt auf der Fliche S zwei orthogonale Kurvenscharen, iiber wel-
che wir soeben gefragt haben. Fiir die Bestimmung der Koeffizienten s und

5 erhilt man aus den Gleichungen (8) die Beziehungen:

E" (9¢)2‘_2F,, ob 24 g (ﬂ)z

. v v 2u oy
°= (EG—F) 8y ’
— EG@ —2F"F | GE"
s+o= EG—F—;I— .

Unter Anwendung der Beziehungen (7) ergibt sich aber leicht die
Formel: _
Ao Ap.o=p"[p.Ade. A0 F (p—p) 87 (5, D)

PF (E' - p’)~A2 ¢ 62 (‘F’: q") (10)
pAv Ay’ 4 (p—p) 0 (¢, ¢)
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und die Formel:
- = pp (p'—p) Ap. Ay’
o+o=0"(p4p)+ = .
. pAgAY 4 (p—p) O (e, ¢)
Aus zwei letzteren unter Beriicksichtigung der Beziehung:
AgAd — 6 (¢, &)=y (¢, ¢)
ergibt sich die Relation:
Ag.Ay.o=p' [pAgAd + (p—p) 6 (3, ¥)]
pp (e’ =) Novi(sh §) (11)
pAg Ay 4 (p—p) 0% (9, ¢)

Die Formeln (10) und (11) lassen sich auch anders darstellen, namlich in der
Form:

5 =p' (pcos® Qy, 4 -+ p sin 22, )

pp (p'—p') sin® Qo 4
peosQ, o+ psin?Q, .

s=¢ (psin®Q, +_P cos’ Ry, 4)

pp (p'—0') cos? Qy, 4
pCos? Qy, o - psin? @y o

4. Wir wollen nun einige besonderen Fille behandeln.

Wir fragen zundchst, wann die Beziehung (6) oder die Relationen (7)
eine konforme Abbildung der Flachen 8 und S" liefern. Im Falle der kon-
formen Abbildung muss die Gleichung (9) bei beliebiger Funktion ¢ (%, v)

bestehen. Setzt man zundchst ¢ =¢ und ferner =1’ ein, so ergeben sich
die Beziehungen:

(p" —¢') cos Ry, 4 5in @y, , =0,
(P —rp) 08 Q, o Sin Ry, = 0.

Wenn keine der hier auftretenden trigonometrischen Funktionen gleich Null
ist, so ergibt sich:

p=p, =y,
d. h. es ist jede der zwei ausgefiihrten Abbildungen konform, es ist demnach
auch die resultierende Abbildung eine konforme. Man betrachte nun den
Fall sin Q¢ o= 0. Bei dieser Annahme kann die Beziehung (6) auf die Form:
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of

ds"ﬂzpp'dsﬁ+_¥99;?pp dg? (12)

gebracht werden. Fiir die Konformitit muss

ds" =< ds? (13)

sein. Die Beziehung (13) muss identisch, also auch fiir d¢ =0 bestehen,
es folgt daher die Beziehung:
T =pp’

und es ergibt sich, dass im Falle sin Q,, =0 fiir die Konformitit noch die
Bedingung:

pe'=pp
erfiillt werden muss. Es bleibt noch den Fall cos @, . =0 zu betrachten.
Alsdann kann die Beziehung (6) in der Form:

(N Tt '
dS"2=PP'dsa—i— P (g@ p) d'p2+ P(PA(P' P)d?;z (14)

dargestellt werden. In Folge der Orthogonalitdt der Kurven ¢ = const. und
¢' =const. kann man

dsg_ d,y? d(Flﬂ

T Ag T Ay

setzen und daher die Beziehung (13) in der Form:

N (8% de g (p—p) o0 —)
(7499)(A<I5 + A?/)v A"D d‘r + A?v df

darstellen. Man erhilt daher die Beziehungen:

t—pi=p (p—p) = p (s —¥),
aus welchen folgt, dass in dem gegenwirtig betrachteten Falle fiir die Konfor-
mitat nur noch die Bedingung: _
plp=rpp
erfiillt werden muss.

Wir betrachten noch eine andere Frage. Wir haben die Fldche §" aus
der Fliche S dadurch erhalten, dass wir zundchst eine Deformation mit den

Funktionen o, p, p und darauf eine Deformation mit den Funktionen o, ¢,
¢ ausgefithrt haben. Wir denken nun die erste Deformation mit den Funk-
tionen ¢', g', p’, darauf die zweite mit den Funktionen ¢, g, 0 ausgefiihrt
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und wollen uns damit beschiftigen, alle Falle zu bestimmen, in welchen diese
Aufeinanderfolge zweier Deformationen auf dieselbe Flache S fithrt. Auf
Grund der Formel (6) miissen sich alle diese Fille aus der Gleichheit:

o dy pp (P—p') Ao.dy'?
pp—p) — 4 =
A¢ " pAeAy' 4 (p—p) B (v, ¢)
, dy'? P (p—p) Ag' . de?
=0 =) o+ =
Ay T g Ay Ap - (p'—p) B2(¥, 9)

ergeben. Durch eine leichte Umformung lédsst sich diese Gleichheit in der
Form:

vy
e o VA (g, o) +p'02 (5, 91)]

(6—8) @ —o) v (5, &) { n

_ pdy'® |
A9 [pv (9, ¢) 4082 (3, €)1 |
darstellen. Wenn man bemerkt, dass in der grossen Klammer die Koeffizien-
ten bei d¢® und d¢'? immer positiv sind, so kommt man auf den Schluss,
dass die in der grossen Klammer befindliche Differenz dann und nur dann
gleich Null ist, wenn die Gleichungen ¢ = const. und o’ = const. dieselben
Kurvenscharen bestimmen. Es kann also die Aufeinanderfolge zweier De-
formationen ohne Einfluss auf das Endresultat dann und nur dann verdndert
werden, wenn eine (oder beide) dieser Deformationen konform ist, oder wenn
die Gleichungen ¢ = const. und ¢’ = const. dieselben Kurvenscharen be-
stimmen, oder endlich wenn die durch diese Gleichungen definierten Kur-
venscharen orthogonale Kurvenscharen sind.

UL Tiber die Berechnung gewisser geometrischen Grossen fiir Kurvenscharen,
welche anf der fldche durch eine quadrafischie Differentialgleichung erster
Ordnung definirt sind.

Der Inhalt dieser Note besteht in der Ausfiihrung einiger elementaren
flachentheoretischen Rechnungen unter Anwendung gewisser Invarianten.

1. Es sei in einer Ebene ein geradliniges Koordinatensystem &, 1,
man bezeichne mit 6 den Winkel der positiven 4-Axe mit der positiven
£-Axe und man betrachte eine quadratische Form:

F=0af 420t 4 cn?.

Wenn man das Koordinatensystem &, v durch ein anderes geradliniges Koor-
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donatensystem ersetzt, welches denselben Anfangspunkt besitzt, so wird dabei
die quadratische Form F' transformiert und die Grossen:
ac—0b? a-+c—2bcos b

D= sin?§ ’ W= 2 sin® 6

sind Invarianten. Fiir eine zweite Form:

@ = 28 + 2880 + v’
hat man wieder die Invarianten:

_ = o atr—2pcost

Tsin6 2'sin? 6

und es tritt noch hinzu eine weitere von denselben unabhéngige Invariante:

g QT e2—208
2sin%6

Wir wollen noch bemerken, dass die Form:

F'=a'8?4 208} ¢4,
in welcher
@ = a cos‘ﬂ —b

,_a—c¢ , _b—ccosh
sinf = sin6’ = -

" sinb
sind, eine kovariante Form von F' ist. Wenn man analog den fritheren Bezei-
chnungen die Invarianten:

a'e'— 't ,_ a'J-c'—20'cos b
V=—Fms— W= T 9sin?f
bildet, so ergibt sich: .
D'=D—W?, W'=0

und man bemerke dabei, dass die Grosse D' auch in der Form:

1

D= — gy |

[2b6 — (a-}-c) cos 8]+ (6— c)® sin® B}
dargestellt werden kann. Berechnet man 8 fiir die Formen F' und F’, so
ergibt sich Null.
Analoge Bezeichnungen und Satze kénnen auch fiir die Form @ ange-
fithrt werden. .
Diese Bemerkungen geben Anlass zur Bildung weiterer invarianter Aus-
driicke, es sind ndmlich auch die Grossen:
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G @rtda—20p  ay-fed — 20

2sin? 6 2sin? 6 ’

W — a'y +4-c'o! — 203
- 2 sin? 6 )

Invarianten. Diese Grossen sind aber sowohl wie D' und A’ nicht von den
D, W, A, @, % unabhingig. Wir haben die Beziehung:

1 1 cosb
a ¢ b = 2sin%6 W
o 7 B

und sobald man beachtet, dass

I 1 cosf 1 1 —2cosb 1 W Q
@ ¢ b c a —2b = 8sinff w D 8 |
a1 8 | T a —28 Q W A
so ergibt sich die Relation:
1 W Q
Wi=| W D W
Q W A

Ferner, es kann leicht verifiziert werden, dass die Relation:

W =9 — W
stattfindet. .
2. Es sei eine reelle Flache:

=z, v), y=yu,v), =2z @u, v)

und wir setzen voraus, dass hier x, y, 2 reelle Funktionen reeller Parameter
%, v sind. Fiir dieses krummliniges Koordinatensystem wollen wir die Be-
zeichnungen annehmen, welche unter 2 meiner Abhandlung ,Uber Kriim-
mungseigenschaften der Scharen von Linienelementen“ © besprochen wurden.
Unter Benutzung dieser Bezeichnungen kénnen zwei Kurvenscharen auf der
Flache durch eine quadratische Gleichung:

') Diese Zeitschrift Band XVII (1906) S. 4176,
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a4 200 4 cp? =0 )
definiert sein, wo a, b, ¢ Funktionen von u, v sind, die wir reell voraus-
setzen. Wir nehmen an, dass die Gleichung (1) keine Doppelschar darstellt,
d. h. dass fiir dieselbe die Grosse D nicht identisch gleich Null ist, und ferner
setzen wir voraus, dass diese Gleichung nicht die Scharen der Minimalkurven
der Fliche definiert, d. h. dass fiir dieseibe die Grdsse D' nicht identisch gleich
Null ist. Fir die Kurvenscharen der Gleichung (1) nehmen wir diejenigen
Bezeichungen an, die unter 3 unserer erwihnten Abhandlung benutzt waren.
Die linke Seite der Gleichung (1) kann in zwei lineare Faktoren zerspal-

tet werden. Es sei namlich:

al 4 20hp - ept = (GOX 20 ) (@@ X - 5@ p),
woraus die Relationen:
a=a®a®, 2b=a®d® 4 g®pO  ¢=povpA @

sich ergeben. Aus denselben folgt:
(@ @ — g p)? = — 4 D sin? .
Im Falle, wenn lineare Faktoren reell sind, kénnen wir voraussetzen, dass
' al b -— g®H0 > 0 ;

wire namlich diese GrOsse negativ, so kdnnte man durch blosse Vertauschung
der Indices 1 und 2 gerade die angenommene Ungleichung erhalten. Man
kann also im reellen Falle schliessen:

A p® — @ M =2sin 6 V—D 3)

wo rechter Hand der positive Wert der Quadratwurzel zu nehmen ist.  Wenn
die linearen Faktoren nicht reell sind, so kénnen sie immer in der Weise
bestimmt werden, dass

aWh - b0 =L L, a®\ 4 5@ = (I —iL")

wo L und L' lineare Formen in bezug auf A und . sind, deren keine iden-
tisch gleich Null ist und deren Koeffizienten reell sind. In dem betrachteten
Falle sind die Koeffizienten ¢ und ¢ beide von Null verschieden und besi-
tzen beide dasselbe Vorzeichen; dieses Vorzeichen = —+ 1 tritt ndmlich in
der zweiten der zuletzt angefiihrten Formeln auf. In dem betrachteten Falle
soll auch die Gleichheit (3) gelten, wobei natiirlich die fritheren Bemerkungen
iiber die Vorzeichen beider Seiten nicht zutreffen, aber unter der rechter
Hand auftretenden Quadratwurzel ein bestimmter Wert derselben zu ver-
stehen ist.
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Aus der zweiten der Formeln (2) und der Formel (3) folgen nun die Be-
ziehungen:

a i =b 4 sin0V—D, a@s0=0b—sin6V "D, (4

die in der Folge in Anwendung gebracht werden.

Wir wollen nun fiir die Richtungskoeffizienten der positiven Halbtan-
genten der Kurvenscharen (1) die Werte:

(1} 1
o — o ) — a
¥ y?
®)
(@) 9)
D) = — ~b——~ 9(2) — g(_,
9.(9) ’ 7"(2) ]
annehmen, wo
) = VL2 002 240 5 cos 6
(6)

7@ =V a®% L &7 4% @ cos b

sind und im Falle D < 0, d. h. reeller Kurvenscharen in den letzteren For-
meln positive Werte der Quadratwurzeln verstanden werden. Im Falle D >0,
d. h. imagindrer Kurvenscharen sind die unter den Quadratwurzeln stehenden
Grossen miteinander konjugiert und wir kénnen voraussetzen, dass die
Quadratwurzeln selbst bestimmte und miteinander konjugierte Werte be-
sitzen.

Fiir unseren Zweck ist es notwendig die Richtungskoeffizienten der
betrachten Kurvenscharen direkt durch die Gréssen a, b, ¢ auszudriicken.
Wir bemerken, dass auf Grund der Formeln (2), (4) und (6)

y2 @2 — . 4] sint 6

und dass aus den Formeln (5) die Ausdriicke:

Az — (002 @r — (0@ r)e
4D'sin*6 4D'sin*6 ’
2) 2] 2
AD ) — 5‘4%{’&?:%2 . e — _‘g_%'b(_)l’% i
sin sin
w02 — (a® ,i(a))z* o2 — (a® r)e
4D sin*6 ’ 4D sin*H

sich ergeben. Wenn man hier in den Zahlern die Werte der #M?2 und #®2 ex-
plicite aufschreibt und dann die Formeln (2) und (4) und die unter 1 angenom-
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menen Bezeichnungen in Anwendung bringt, so ergeben sich Ausdriicke von
der Form:

}LZ____D—CW—-I—'SC'V——D ’

2D sin%6
. —Dcosb oW —<0' V=D -
A = — ST S 0 ’ @)
s D—aW-teaV—D
= 3D sin® 6 '

wo e = =+ 1. Es folgen namlich bei dem Pluszeichen die Ausdriicke fiir
A2 AWy M2 ynd beim Minuszeichen die Ausdriicke fiir A2, A& p®,
™2, Die Richtungskoeffizienten selbst erhalt man aus diesen Formeln durch
Whurzelausziehen und hat man frither die Gréssen a®, b, @, b® gewahlt
und durch dieselben auf Grund der Formeln (5) die Richtungskoeffizienten
berechnet, so hat man noch Sorge zu tragen, dass die einen und die anderen
Richtungskoeffizienten auch in bezug auf die Vorzeichen miteinander tiberein-
stimmen.

Wir haben bei der Aufstellung dieser Betrachtungen vorausgesetzt, dass
x, ¥, @ reelle Funktionen reeller Parameter #, v sind, dass a, 0, c reelle
Funktionen von u, v sind und dass die Gleichung (1) keine der Scharen der
Minimalkurven der Fliche definiert. Es erhellt von selbst, dass sobald nur
sowohl keine der Scharen der Parameterlinien wie auch keine der Scharen

_ der Gleichung (1) aus Minimalkurven der Fliache besteht, die hier durchge-

fiirten Rechnungen auch auf solche Fille sich beziehen, in denen einige oder
samtliche unserer Realitdtsvoraussetzungen nicht zutreffen. Es ist aber
auch klar, dass man dabei nicht gewisse Schliisse ziehen kann, die gerade
durch die Realititsvoraussetzungen bedingt sind. Diese Bemerkung beach-
tend, werden wir die folgenden Betrachtungen bei allgemeinen Voraussetzun-
gen ausfiihren.

8. Wir wollen zun#chst den Wert der bilinearen Form:
F = 20D 52D @ o cp® A - dpOp® 8)

berechnen, wo a, b, ¢, b Funktionen der Parameter u, v sind. Wenn man
die Formeln (2), (4) und (5) in Anwendung bringt, so ergibt sich:
~ 1

L S g1 [adca—b (o) bsin6(b—c) V=D 1 (9)

Wenn man sich die Werte der Richtungskoeffizienten in allgemeinster Weise
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bestimmt denkt, so hat man im allgemeinen vier verschiedene Werte fiir F,
die man aus (9) durch alle méglichen Wahlen der Vorzeichen bei den Quad-
ratwurzeln erhalten kann. Der Wert (9) ist eine Folge der speziellen Annah-
men, die unter 2 getroffen worden sind.

Nimmt man in (8)

an, so etgibt sich nach (9) die Formel:

a DA + b ()\(l) PL(Z’ + p’u)“z;) + Cg(x)},‘(z) — D

VD
Es wird fiir die Folge bequem sein fiir die quadratische Form:
¥V =mn,8 4 2men 4 nym?

Bezeichnungen einzufithren, die denjenigen analog sind, welche unter 1 be-
nutzt waren. Wir setzen namlich:

7, o8 8 — m Ny— Ny M — 91, COS O
n=—— 2m'=-1-22 9p/=—_"2""_
t sin 6 ’ sinf > 2 sin 6
und bilden die Invarianten: )
Ny Ng — M? Ny~ 1y — 2m cos B
j— e Skt m M —_ 1 9
sin?6 ’ 2 sin% 6 ’
' Ne! —— W2
(P Wit — K — M2
= sin?6 K—uz,
AL +en—20m
- 2sin? § ’
T a' ngt-c'n—20'm __ any’ +en'—2bm'
- 2sin%6 - 25sin2 6 ’

T a'ny+0'n'—20'm
- 2 sin® 6 !

wo K das Gauss’sche Kritmmungsmass, M die mittlere Kriimmung der
Fliche bezeichnet, und wo I’ und I” durch die @ibrigen Invarianten mit
Hilfe der Formeln:

| 1 W M %

rr= wopiI |,
M I K |
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I"=I1-—-WM
ausgedriickt werden konnen.

Wir wollen nun mit Hilfe der Formel (9) die Grossen:
€08 6%+ 2 = AV XD - uM p@ | cos § (A0 p@ L p0 A,

sin 60 2 = (AD pD — v 1) 5in §
und die Grossen:

a2 = p AOR@ - o (U@ - AD) ) |

o1y 2 = [’71,13:(”)\(2" 4m @ll))ﬂ) _’_Im w2y nz?“)u(g’}
berechnen. Fiir die ersteren bekommt man:
- —
cos 642 :-L, sin 6. 3 :V_:~
D v -7

und beachtet man, dass
) = g, WU A® | 5l n Dy

- (m cotg 6 — n, cosec 6) X p® - (n, cosec § — m cotg 6) pOA2 |

so ergeben sich fiir die letzteren die Formeln: “
71(1,2)2_,{_, 1(1,2»:_I’+MV“_12.
V - V— D

Wir wollen uns ferner mit den Werten einer quadratischen Form:

O =k + 28hp | yp?

beschaftigen, wo «, 8, v Funktionen der Parameter %, v sind und wo X, p
Richtungskoeffizienten bezeichnen, welche die Gleichung (1) befriedigen.
Wenn man hier die Formeln (7) und die Bezeichnungen der Nummer 1 be-
nutzt, so ergibt sich ohne Schwierigkeit:

@:%(DQ—WQB—{—ES’V?D), (10)
wo s =- 1 der Kurvenschar mit dem Index 1 und e=—1 der Kurven-

schar mit dem Index 2 entspricht.
Wir nehmen insbesondere:

Prace mat.-fiz. t. XXII. 4
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L a8

Es ist leicht zu sehen, dass in diesem Spezialfalle die Form @ den Wert
¢V'—D besitzt. Daraus folgt die Beziehung:

A\ b Mg+ p RN bepp = — V=D, (11)

Auf Grund der Formel (10) konnen Ausdriicke fiir die Normalkriimmung
und die geodatische Torsion erhalten werden. Fiir die Normalkriimmung:

n=n; N 4 2mhp - nyp2
ergibt sich namlich:

n=1 (DM~ WI-eI' V=)
und fiir die geodatische Torsion:

T=— A A m (g A ) ],
die auch in der Form:
T= N - 2m kg o my'

dargestellt werden kann, ergibt sich die Formel:
1:%?(W1'+ez" V=D). (12)

Aus der Formel (12) oder aus der Formel (11) kann der Satz iiber die geoda-
tische Torsion der Haupttangentenkurven abgelesen werden. Man bekommt
nimlich fiir diese Kurven:

t=c VK.

DIl (iber gewisse Scharen von konformen Abbildungen der §lichen.

In dieser Note werden derartige Systeme von Biegungsinvarianten der
Flachen betrachtet, welche auch bei gewissen Scharen von konformen Abbil-
dungen unverandert bleiben.

1. Es seien:

ds? = Z @i dusdu, und ds? — 2 ahpduhdu'y

i A

wo ¢, » und X, p die Werte 1, 2 annehmen, die Quadrate der Linienele-
mente zweier Flachen und es mégen in Folge der Transformation:

' = u, (g, ), wy =y (Uy, 1) (1)
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die Beziehungen:

duly Q! .
J— ! = 3 —
A = 5 ', u (,2=1, 92) @)

u
bestehen, d. h. es sei in Folge dieser Transformation:
ds? = ds'?. (3)

Mit den Gleichungen (2) ist in bekannter Weise eine unendliche Reihe von
Differentialinvarianten verbunden. Bezeichnet man irgend welche dieser Dif-
ferentialinvarianten fiir die erste Flache mit I und dieselbe Differentialinva-
riante fiir die zweite Flache mit I’, so kann aus den Gleichungen (2) die Be-
ziehung:

I=r 4)

abgeleitet werden. Aus den Gleichungen (3) und (4) kann die Beziehung:
Ids* =1'ds? (5)

gefolgert werden, welche also auch eine Folge der Gleichungen (2) ist. Es
ist aber klar, dass umgekehrt aus der Beziehung (5) und aus den Gleichungen
(1) unter den Funktionen a,, und a'y, Beziehungen folgen miissen, welche
sicher allgemeiner als die Beziehungen (2) sind. Diese allgemeineren Be-
ziehungen zu erlautern ist der Zweck der gegenwartigen Note.

2. Wir wollen zunichst eine etwas einfachere Frage beantworten. Es
sei eine dritte Fliche, deren Quadrat des Linienelementes aus ds? durch
Einfilhrung der Variablen u,, u, vermoge der Gleichungen (1) folgt. Ist die-
ses Quadrat des Linienelementes:

ds? = E @iy dusdu, ,

in

so bestehen in Folge der Voraussetzung:

ds? = ds® (6)
die Beziehungen:
— 2 duy .
B = gu e 3y T, @ »=12) @
g t

und bezeichnet man die frither betrachtete Differentialinvariante fir diese
dritte Flache mit 7, so hat man die Gleichheit:

I=1TI. (8)
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Auf Grund der Beziehungen (6) und (8) lasst sich nun aus der Relation (5)
die Relation: o
Ids? = Ids? , 9)

folgern, in welcher auf beiden Seiten dieselben unahhingigen Verinderlichen
u,, Uy anftreten.

Die Relation (9) kann durch Einfiihrung einer Funktion p? der Veran-
derlichen u,, w, durch zwei Relationen ersetzt werden. Wir kénnen namlich
die Beziehung:

ds? = g2 ds? (10)
und die Beziehung:
=17 (11

annehmen. Aus (10) folgen aber die Relationen:
o, = PPy, a"12 =20y, Oy = gy (12)

und es lasst sich auf Grund derselben die Beziehung (11) kurz in der Form:
1
Ito) = 5 (@) (13)

darstellen, wo mit I (a,) unsere Differentialinvariante, berechnet fiir Koeffi-
zienten a;, der Differentialform und mit T (p? @:x) unsere Differentialinva-
tiante, berechnet fiir p? g, als Koeffizienten der Differentialform, bezeichnet
wird. Es kann demnach unsere Frage derart beantwortet werden, dass zwi-
schen den Funktionen a;, und a;, die Beziehungen (12) bestehen, in welchen
p?* eine Funktion der Veranderlichen u,, u, ist, welche die partielle Differen-
tialgleichung (13) befriedigt.

3. Wir gehen nun zu den Relationen iiber, durch welche die Funktio-
nen ¢, mit den Funktionen a',, verbunden werden miissen. Unter Zugrun-
delegung der Transformationsgleichungen: :

w =u (w, ), Uy = wy (Uy, Uy) (€3]

konnen diese Relationen in der Form:

duh 2/
2 @y, — gy e ) = 4
0 s XEH oS -G r=12) 19

dargestellt werden, wo p? eine Losung der partiellen Differentialgleichung:

icm
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. 1
I(6? @) = I I (@iy)
bezeichnet.

Wir wollen eine Eigenschatt unseres Gleichungensystems 1), (14), (13)
ndher besprehen.

Hat man die Funktionen w/, u,’ gewahlt und fiir ¢ eine Losung der
partiellen Differentialgleichung (13) angenommen, so liefern die Relationen
(14) die Funktionen af,,. Man nehme nun zwei unabhingige Funktionen:

“1” — ,er/ (er’ Mg’) , uz” — uzu (ul/, %l) , (15)
man wahle fiir p’? eine Funktion der Verinderlichen uy, uy!, welche die par-
tiellen Differentialgleichung:

1
I' (@ ahy) = g7 L' (@) (16)

befriedigt, wo die Bezeichnungen analog, wie in (13) zu verstehen sind, und
man bestimme die Funktionen a7y, aus den Gleichungen:

dull dul
B, =, 2R G =1 ). an

ry 3%'; 2 u{l;“
ryq

Wir bemerken, dass aus der Tatsache, dass I eine Differentialinvariante der
Differentialform ds? ist, die Beziehungen:

I'(ah) = I(p*aw),
I (p"ahy) = I(*p" aus)

folgen, wo man in der letzten Beziehung rechter Hand p”? durch die Veran-
derlichen w,, u, ausgedriickt zu denken hat. Wenn man also die Bezei-
chnung:

pyt = prp?

in Anwendung bringt und auch hier p'? durch die Veranderlichen u, , u, aus-
gedriickt denkt, so wird man aus den fritheren Beziehungen die Beziehungen:

w'" = w" (uy, %) , ' = u" (w0, u,),
', du" .
PO = 2 a'py =2 =1 (¢, »=1,2)
ve QU Uy

1
I{p i) = o7 I (ain)
ableiten konnen.
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Dieses Ergebnis kann in folgender Weise erlantert werder.

Die Gleichungen (1), (14) und (13) definiren eine Schar von konformen
Abbildungen der Flache, die durch das Quadrat des Linienelementes ds® ge-
geben ist. Eine bestimmte dieser Abbildungen gibt eine Fliche mit einem
bestimmten Quadrate des Linienelementes ds’2. Wenn man von dieser zwei-
ten Flache durch eine Abbildung, welche auf dieselbe Weise wie die friihere
Abbildung ausgefiihrt wird, zur dritten Fliche mit dem Quadrate des Linien-
elementes ds"? gelangt, so erhilt man eine Fliche, welche derart auf die erste
abgebildet ist, dass diese Abbildung in der durch die Gleichungen (1), (14)
und (13) definirten Schar von Abbildungen enthalten ist.

4. Wir fragen nun nach Relationen, welche aus den Beziehungen (13)
und (14) folgen und die Funktionen ;, und deren Ableitungen verschiedener
Ordnungen nach w,, w,, die Funktionen @'y und deren Ableitungen ver-
schiedener Ordnungen nach 'y, uy' enthalten und von anderen veranderli-
chen Grossen frei sind. Derartige Relationen miissen offenbar aus den Be-
ziehungen:

N\ du 2
I :I’Z a' e ow—2 18
in ~ T all‘i alt,‘ ( H ) ( )

und aus Beziehungen, welche durch Differentiationen verschiedener Ordnun-
gen letzterer Beziehungen folgen, durch Elimination der Ableitungen der
Funktionen w,’, u,' nach den Verinderlichen %y, Uy sich ergeben. Fiir
I=1I'"=1 sind aber diese Eliminationsresultate bekannt; es sind Gleich-
heiten von Differentialinvarianten der quadratischen binsren Differentialform
ds?, welche fir die urspriindliche und die trasformierte Differentialform be-
rechnet sind. Es eriibrigt in diesen Gleichheiten die Funktionen @5, durch
die Funktionen Ia;, und die Funktionen @'y, durch die Funktionen I'ah,
zu ersetzen um zu allen Eliminationsresultaten desjenigen Systems zu gelan-
gen, welches aus Gleichungen (18) und aus Gleichungen besteht, die aus (18)
durch einfache und mehrfache Differentiationen sich ergeben. Diese Elimi-
nationsresultate erscheinen alsdann auch in Invariantenform. Wir kommen
auf diese Weise zu Ausdriicken, welche Differentialinvarianten der Differen-
tialform Ids? genannt werden kénnen.

Es ist ohne werteres klar, dass sobald wir mit den Gleichungen (18)
noch eine oder mehrere Gleichungen von der Form:

9 (uys ) = 9" (', w,)

betrachten, alsdann auch Differentialparameter der Differentialform Ids? er-
halten werden konnen.

Wir kénnen auch zwei auf der Hand liegenden Satze anfithren. Es sind
namlich alle Differentialinvarianten der Differentialform Ids? zugleich auch
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Differentialinvarianten der Differentialiorm ds®. Es sind gleichfalls alle Dif-
ferentialparameter der Differentialiorm Ids® auch Differentialparameter der
Differentialform ds®. Es ist derart aus der Gesammtheit der Differentialinva-
rianten und der Differentialparameter der Differentialform ds? eine besondere
Klasse abgesondert worden, welche dadurch charakterisirt ist; dass sie alle
diejenigen dieser Differentialinvarianten und Differentialparameter enthalt, die
gleichzeitig, in der frither angegebenen Weise, der Differréntialform Ids® zu-
gehdren.

5. [Es mogen einige Beispiele betrachtet werden.

Die Differentialform ds* besitzt die Differentialparameter:

2p\2 2y B¢ 2:;)
) — 2, - —F gy |5
N 11 (3162) Qg 3u, 3u, + (a 0,
.=
tr @y Ayy — 457 !

ay oF 2V g (2% 29 2% ad{) [, 072
A, - A5 A Y- 22
a7, du, 2 Qu, duy " 2w, du,) UV 2y, du,
V() = : S ,
A1 Aoy — gy
L dp T 2y EL 1
L SR A & Oyg o — gy o
1 { a fe 2u, a]:)s”'z .2 T2, 2wy

Ao = e} ey el
2 Y e Y A 4 2
Va, ay—a*, dug] ¥ Ay oy — APy Sl Vay Gy — a1,

und daraus folgt, dass der Differentialform Ids® die Differentialparameter:

Az Vig, %) LA
I - I ’ I
zugehoéren.
Fiir die Differentialform ds* haben wir die Differentialinvariante:
— 1 ay |30 20 g 2y Py ffi‘;z’ﬂ
T A (gt at )t | N [, 2y Sy Py 2u,
fay fay  Pa, fay, 2y, Cayy | 43(}!3 2ay,
TR Tu, 2w, du, ou 2u, 2w, ' 2u, ou,
2 [ 2
o 21y Bay Sy By 20y Py (San) ]
T ouy fuy # | 2u, 2u, Pu; 2u, duy | |
2 2q 22
9 (g — ag?) (2 g F 0w “22)1
i 27 \ay,? 3y Bu, | Putl

und man kann beweisen, dass dementsprechend fiir die Differentialiorm Ids?
die Differentialinvariante:
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1
T [K — $4, (log I)]
vorhanden ist.

Wir wollen schliesslich noch die folgende Bemerkung hinzuftigen.

Jede zwei Flachen kdnnen aufeinander konform abgebildet werden.
Wenn es sich aber um konforme Abbildungen gewisser besonderer Art han-
delt, so kann dies nicht der Fall sein. Im Zusammenhange mit den friiheren
Ausfithrungen kann namlich die Frage behandelt werden, welchen Bedingun-
gen zwei Flichen geniigen miissen, damit sie derart aufeinander konform ab-
gebildet werden konnten, dass die Gleichheit:

Ids?* = I'ds"™

bestehe. Die Antwort kann in analoger Weise wie fiir die Isometrie zweier
Flichen erhalten werden. Auf die Einzelheiten gehen wir indessen nicht
naher ein.

W. SIERPINSKI

Dowod elementarny twierdzenia Weierstrassa
1 wzoru interpolacyjnego Borela.

(Démonstration élémentaire du théoréme de Weierstrass et de Ia formule ' interpolation
de M. Borel).

W pracy niniejszej pragne przedstawic w spos6b jaknajbardziej elemen-
tarny dowo6d twierdzenia Weierstrassa (ze kazda funkcya, ciggta w danym
przedziale, daje si¢ w tym przedziale rozwina¢ na jednostajnie zbiezny szereg
wielomianéw), tudziez ogélnego wzoru interpolacyjnego Borela.

1. Funkeya 'z ! jako granica jednostajnie zbieZnego ciggu funkeyj
wymiernych.

Twierdzenie. Dla —1<< 2«1 mamy przy wszelkiem natural-

nem n nieréwnoscé:
1 e 1
0<|a| —glFar=1

(ForFi<7a
(dap—1_
Ea —xm_vn.

Rozwazymy osobno przypadki: x>0, oraz x < 0.
1) >0 Mamytu |z | =z, zatem:

Dowdéd. Potézmy

- 2w S
PO

Prace matfiz. {. XXII 5

T


GUEST




