W. SIERPINSKI

O pewnem iwierdzenin z Teoryi mmogosci i jego zastosowaniach
do finalizy funkcyj niecigghich.

Sur un théoréme de la Théorie des ensembles et ses applications 4 I' Analyse des fonctions
discontinues.

Twierdzenie. Zbiér (N) punktéw przedziatu &=(a, b), nie
nalezacych do zadnego z przeliczalnej mnogo$ci zbioréw
zamknietych

FI: FQ’ F&:---~> (FW

jest skoriczony, przeliczalny, lub mocy continuum.

Dowdd. Wystarczy oczywiscie rozwazy¢ tylko przypadek, kiedy zbidr
(M) jest nieprzeliczalny. Nazywamy miejsce skupienia g danego zbioru
punktem rzedu nieprzeliczalnego®, jezeli w kazdym dowolnie
matym przedziale, zawierajacym wewnghiz g, znajduje sig¢ nieprzeliczalna
mnogos¢ punktéw tego zbioru. Dowodzimy z tatwoscia, Ze wszystkie punkty
danego zbioru, kiore nie sg punktami rzedu nieprzeliczalnego, tworza zbidr
przeliczalny ». Wynika stad, ze kazdy zbiér nieprzeliczalny zawiera nieprze-
liczalng mnogo$¢ elementow, ktére sg punktami rzgdu nieprzeliczalnego.

Wedtug tego twierdzenia, w zbiorze nieprzeliczalnym (N) mozemy
w kazdym razie wskaza¢ dwa rézne jego elementy p, iy > Do, lezace we-
wnatrz przedziatu (@, b) i bedace punktami rzedu nieprzeliczalnego.

1y, Punkt von nicht abzahlbarer Ordnung* (Schoenflies). Natomiast Lindeldf
nazywa: ,point de condensation®.

%) Obacz: A. Schoenflies. Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannig-
faltigkeiten. II (Leipzig, 1908) p. 75.
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Punkty p, i p, nalezg do zbioru (¥), a wiec nie nalezg do zbioru Fj.
Skoro p, nie nalezy do zbioru zamknigtego F,, to, jak wiadomo, przy do-
statecznie matem e, w przedziale (p,—e, p,t¢) nie bedzie zadnego punktu
zbioru Fy; podobnie dla punktu p;. Mozemy wiec w kazdym razie wyzna-
czy¢ przedzialy 8, = (a,, b,) oraz 8, =(a,, b,), dla ktérych

O 0y <Py < by < 0y < pp <y < b

i ktore nie zawierajg zadnego punktu zbjoru F,. W kazdym z przedziatow
8, 1 8 mamy punkt rzedu nieprzeliczalnego, a wigc nieprzeliczalng mnogosé
punktéw zbioru ().

Mozemy wigc do kazdego z przedziatéw &, 1 8, zastosowaé to rozumo-
wanie, ktére stosowaliSmy do przedziatu 8, z tg réznica, ze weZmiemy zbiér
F, zamiast zbioru Fy. Otrzymamy w ten sposéb cztery nowe przedziaty

a00 ? 8()1 ’ g 8

10 11

z ktérych kazdy zawieral bedzie nieprzeliczalng mnogo$¢ element6éw zbio-
i (N), ale zadnego elementu ze zbioréw F, i F,; nadto, przedzialy
8. (i, »=0, 1) bedziemy mogli wyznaczy¢ jeszcze w ten sposéb, iz, gdy
potozymy ogdlnie

Bix == (aix, bn’x) 3
bedzie:

ao<“oo<boo<“ol<bol<bu<a1<a1o<b10<a11<b11<bl-

Wzgledem kazdego z przedzialéw 8, powtérzyc mozZemy znowu nasze
rozumowanie, biorgc zbiér Fy, co doprowadzi nas do nowych osmiu prze-
dziatéw ’

Euno’ 5001: 8010» 54)111 5100) a1011 a110: 8111
it d
Ogélnie, majac przedziat

5
oc,a,....cﬂ bl (ac, CguneCpy s bc, c,...cn) )

zawierajacy nieprzeliczalng mnogosé punktéw zbioru (), a przytem nie za-
wierajacy punktéw zadnego ze zbioréw

Fy, Fp,.... Fa,
wyznaczymy zawsze dwa nowe przedziaty
acx Cpese 0, 0.7 (afc, Caree 0y bc, [ 0”0) oraz 5c, Cpennlyl ™ (ac, Canntyls bh c,...cnl) y

ktére beda zawieraly nieprzeliczalng mnogo$¢ punktéw zbioru (N), a nie
bedg zawieraly punktéw zadnego ze zbioréw

icm®
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Fy, Fy,.... F,, F.y

i przytem takie, iz
ac,cg...r:“ < Q¢ c,. -0 < bc,ck...cnﬂ < [Lc,(,...c“l < bc,cc...cﬂl < bc,c,...pn (,.)

Niech teraz £ oznacza dang liczbe przedziatu (O, 1). Napiszmy ja w po-
staci utamka nieskoriczonego w uktadzie dwéjkowym:

E=(0, ¢, C65....)

Rozwiniecie takie bedzie dla kazdej liczby przedziatu (0, 1) jedyne, pod
warunkiem, ze w razie ¢ > 0 ma ono zawiera¢ nieskoriczenie wiele cyir 1.
Wezmy teraz pod rozwage nieskoriczony cigg przedzialéw:
dlt dﬁ) dsa" *
ktadac ogdlnie
d, = sc, e
Kazdy z naszych przedziatéw jest oczywiscie zawarty wewnatrz poprzedzajg-
cego i przytem d,, nie zawiera punktdw zadnego ze zbioréw

F, Fy,....PF,.
Polézmy, przez skrécenie

Un == Geepercpy y Un==Dp,q,..c, .

Wobec nieréwnodci (*) ciag u, bedzie stale rosnacy, cigg v, stale malejacy

i bedziemy mieli stale u, < v,. Ciagi ,i v, beda zatem zbiezne: oznacza-
jac lim u,=wu, limv,=v, bedziemy mieli < v. Pot6zmy

U v
3 =

z.

Bedziemy mieli stale u, < # < v, punkt # bedzie wigc zawarty we-
wnatrz kazdego z przedzialéw d.: nie bedzie on zatem nalezat do zadnego
ze zbioréw F,. Wnosimy stad, ze punkt 2 bedzie nalezat do zbioru ).

Kazdej liczbie & przedziatu (0, 1) podporzadkowali$my zatem ozna-
czony punkt x zbioru (). Powiadam, ze réznym liczbom £i&’ odpo-
wiadajg 16zne punkty x iz

Niech, w samej rzeczy, bedzie & > ¢ i zatézmy, ze liczby te r6znig sie
dopiero w k-tym znaku swych rozwinigé dwéjkowych. Mozemy wiec (w ukta-
dzie dyadycznym) potozy¢

&:0, 0102...61;*1061(4_16;;4_2....

g = 0, € Cg . v . Cp 1 C'k_|_1 CI]‘..).Q cen
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Oznaczmy przez = i &' punkty zbioru (N), odpowiadajace liczbom
§i¥. Punkty te bedg zawarte odpowiednio wewnatrz przedziatéw
ac, ennc,0 OTAZ ar-,cg...cnl .
Mamy zatem:
x < Z’c,c,...cno < @c,cg‘..cnl < w';
zatem x <=2,

Oznaczmy przez (X) zbidr tych wszystkich punktéw zbioru (), ktére
podporzadkowalismy liczbom & przedziatu (0, 1). Z dowiedzionego wynika,
ze zbi6r (X) oraz zbidr liczb przedziatu (0, 1) sg réwnej mocy. Stad na-
tychmiastowy wniosek, ze (V) jest zbiorem mocy continuum.

Twierdzenie nasze zostato wiec udowodnione.

Wniosek. Jezeli @ jest zbiorem zamknigtym, lezacym
w przedziale (a, b), to zbiér (N) punktéw zbioru @, nie nale-
zgcych do zadnego z przeliczalnej mnogos$ci zbioréw zam-
knigtych
B, Fy, Fy, ......

jest skoriczony, przeliczalny, lub mocy continuum.

Dowdd. Kazdy zbiér zamkniety @, lezacy w przedziale (a, &), moze-
my, jak wiadomo, uwaza¢, jako zbiér wszystkich punktéw, nie lezacych we-
wnatrz zadnego z pewnej przeliczalnej mnogosci przedziatow

Dp=(on, By, n=1,23, ...,

Zbi6r za$ wszystkich punktéw wewnetrznych przedziatu D, uwazaé mo-
zemy oczywiscie jako zbi6r punktow, nalezacych do ktéregokolwiek ze zbio-
16w zamknigtych ¢, x (b=1, 2, 3, ..)), gdzie o, jest zbiorem wszystkich
punkiéw, lezacych wewnatrz lub na granicach przedziatu

pn_dn

2k

— 0,
PRPE PR Tl B —

2k

Stad wniosek, ze zbiér zamknigty @ uwazac mozemy jako zbiér wszy-
stkich punktéw przedziatu (a, b), nie nalezacych do zadnego ze zbioréw za-
mknietych

n=1,23...
(29 2 dla
E=1,23....
a wige do zadnego z pewnej przeliczalnej mnogosci zbioréw zamknietych.

Zbiér (N) bedzie wiec zbiorem wszystkich punktéw przedziatu (a, by,
nie nalezacych do zadnego ze zbiordw zamknigtych

icm
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Cq,x Oraz F,,

ktérych mnogosé jest oczywiscie przeliczalna.

Zbiér (N) spelnia zatem warunki udowodnionego twierdzenia, jest
przeto skoniczony, przeliczalny, lub mocy continuum, co byto do okazania.

Uwierdzenie. Dla kazdej funkcyi f(x) nawpé6t cigglej zgory
w przedziale (e, 0), zbidr wszystkich rozwiazan réwnania
f(@®) =k przy danem F, jest skotficzony, przeliczalny, lub mo-
cy continuum.

Dowéd. Funkcye f(z) nazywamy w przedziale (a, b) nawpdtcia-
gla zgory (semi-continue supérieurement), jezeli przy wszelkiem danem &
zbiér wszystkich rozwigzan nieréwnosci f(x) > k jest zamkniety ». Na-
zwijmy ten zbiér przy danem % przez @, za$ przez F, oznaczmy zbiér za-
mkniety wszystkich rozwiazan nieréwnosci

@ > b+

Zbiér wszystkich rozwiazani réwnania f (z)=F bedzie oczywiscie zbio-
rem wszystkich tych punktéw zbioru zamknigtego @, ktdre nie naleza do
zadnego z przeliczalnej mnogosci zbior6w zamknigtych F,. Zbiér @ bedzie
wiec skoniczony, przeliczalny, lub mocy continuum, jak chcielismy dowies¢.

Niech teraz ¢ () oznacza funkcye dowolng, okreslong w przedziale
(@, b), za$ w(zr) — jej oscylacye w punkcie z2. Wiemy, ze oscylacya
jest funkcyg nawpét-ciagly z géry. Stad

Twierdzenie. Dla kazdej funkcyi v () w przedziale (@, b) zbidr wszy-
stkich punktéw, w ktérych oscylacya funkcyi jest réwna jednej i tej samej
liczbie %, jest skoriczony, przeliczalny lub mocy continuum.

W szczegdlnosci, dla k=0 otrzymujemy:

Zbiér wszystkich punktéw przedziatu, w ktérych fun-
kcya jest cigglta, jest zawsze skoticzony, przeliczalny lub
mocy continuum?d.

') R. Baire, kiéry wprowadzit pojecie funkcyj nawpét-ciagtych, podaje inng defi-
nicye (Obacz: Lecons sur les fonctions discontinues. Paris 1905, p- 71). Latwo jednak do-
wies¢, ze jest ona réwnowazng podanej przez nas.

*) Obacz: Baire, L. c. lub Borel: Legons sur les fonctions de variables réelles.
Paris 1905, p. 24.

) Obacz tez m6j komunikat: .Sur la puissance de I'ensemble des points de conti-
nuité d'une fonction=. Sprawozdania Tow. Nauk. Warsz. 1911, zeszyt I.



GUEST




