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Sur un moyen de corriger dans le calcul de la moyenne arithmétique
les valeurs suspectes de P'inconnue. *)

»On accroitrait beaucoup la précision d'une
mesure, si I'on pouvait découvrir les évaluations les
meilleures et les adopter de préférence a la moyenne
générale; il en serait de méme si l'on pouvait pren-
dre la moyenne des observations les meilleures. Elles
sont maltheuresement confondues avec les autres sans
que rien les décele avec certitude®,

J. Bertrand. Cal. des prob. p. 218.

Dans la théorie des probabilités, quand il s’agit de déterminer une in-
connue, on-obtient, en principe, deux réponses différentes: 1'une d'elles -—
c'est I’espérance mathématique de I'inconnue, nommée aussi sa valeur mo-
yenne ou probable; I'autre — c'est la valeur la plus probable de I'inconnue.
Par conséquent, plus ces réponses s' approchent 1'une de I'autre, plus le cas
est heureux, et il est le plus heureux, si 'une est égale a I'autre.

Tel est précisement le cas qui présente la moyenne arithmétique z des
valeurs données de l'inconnue z, obtenues dans les mémes conditions et
avec le méme soin. Car sous cette restriction la moyenne x est 'espérance
mathématique de l'inconnue z, et aussi elle est sa valeur la plus probable,
c’est & dire, celle qui parmis toutes les valeurs eventuelles de cette inconnue,
alors possibles, posséde le plus de chances d’étre égale 4 elle.

') Travail communiqué par M. le Prof L. Silberstein au Congrés de la Societa
Italiana per il progresso delle scienze, le 16 décembre 1910. Voir ,Atti della
Societa [taliana etc. Quarta riunione, Napoli. Dicembre 1910; Roma 1911 p. 734. Ci.
Particle de l'auteur imprimé dans les Comptes rendus de Iz Societé scientifique de Varsovie,
1910 pp. 151-—161.
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Mais ni 'un, ni 'autre, ni méme "un et Vautre 2 la fois ne préjuge point
la question de la grandeur de I'erreur eventuelle z—z de la moyenne arith-
métique 2. Et cependant dans la pratique cette question est la plus impor-
tante. Car, en effet, quel profit a-t-on de la conviction que x est 1’espérance
mathématique de z, ou bien qu'il posstéde le plus de chances d’étre égal
& @, si lerreur z—ix est assez grande?

Par l'erreur dont on parle on comprend, comme on sait, sa valeur ab-
solue | z—x | . Donc encore il s'agit de déterminer linconnue | o—z |,
Clest & dire, son espérance mathématique et sa valeur la plus probable. La
seconde étant essentiellement égale a zéro, tandis que la premiére en differe,
on a ainsi & faire avec le cas moins heureux qu’ auparavant.

Cependant et alors méme on peut diminuer & un certain degré ladite
différence, ce qui constitue le moyen de corriger la moyenne arithmétique.

En effet, 1a restriction enoncée que les valeurs données de I'inconnue x
sont obtenues dans les mémes conditions et avec le méme soin, exprime seu-
lement qu'on a fait tout pour qu’elles puissent &tre également bonnes
pour notre but, mais point d¢u tout pour qu’elles soient forcement telles;
car il n’y a pas de moyen de s’assurer contre les caprices du hasard.

Malgré donc tous les efforts entrepris dans ce sens, quelques - unes
parmis les valeurs données de l'inconnue z peuvent étre suspectes, et alors
il faut savoir les distinguer des autres, ainsi que les corriger.

Ce probléme s’appuie sur un autre probléme dont voici I'enoncé et la
résolution succincte.

Soient @;, xy,..., 2. les valeurs de linconnue x, données
par m mesures successives, faites avec la méme précision,
mais qui n’est pas connue, et cherchons 2 déterminer l'expres-
sion de linconnue % en fonction des Ty, Xg, ..., Tn, ainsi que
sa probabilité.

Désignons par & la précision, exprimons avec Gauss par he=#8gA/Vr
la probabilité de I'erreur A, et posons

N=o—g, (p:h"e-"’zs“dAidAr..dAn
Var ’
(=12 ..., m
4 étant la probabilité du concours des erreurs Ay, Ay, ., A,

) Alors, b n'étant pas connu, la probabilité¢ ¢ que la valeur de inconnue
soit égale & x, s’exprime, en vertu du principe de Bayes, par la formule

icm
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az [oan
= 55—
| “an [4dx
G -0

Cette formule peut étre trés facilement achevée, car si I'on nomme z la
moyenne arithmétique des valeurs x;, %,, ..., Z., et si 'on pose

) z=25+-q]/}; S (r—a),

a=hn] E,-(—E_:«Ti )2,
1 et @ étant les variables nouvelles, on aura tout d’abord

_ @reeiT g A dA, ... dA,

B e A de dn=2182
Var (Vs (2 —a )P

]

bl

et par conséquent

dr { are—s 3+ dg

0

4= =
, are " da ’ e~ d
) e
Et comme -
~ e V= - o 1 n
’ e—en d'qz-E», ’ a—le da:—Q—»I‘(g),
—x 1]
. T (?er_l)
{an e— 0+ d g = e
4 2 (147)
on a définitivement
L -1
@ g= 1 I (7727”) dr
— = - 1 ”
=or(3) a+aT

Ainsi l'expression cherchée de I’inconnue z en fonction
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de &;, @, ..., Zu, €t sa probabilité g, sont données respecti-
vement par les formules (1) et (2).0

§ 1.

Occupons nous maintenant de notre probléme principal.

Puisque les valeurs %, @,, ..., &, sont données, et leurs poids sont,
par hypothése, les mémes, par conséquent il existe une précision actuelle,
p. e &, avec laquelle chacune d’elles a été obtenue.

A cette condition, c’est & dire, que la précision & soit constante et ac-
tuelle, on a d’aprés Gauss

@) T=7t -,
avec la probabilité
Vne—nt gt
4) p= -
T

Par conséquent I'espérance mathématique de | & —7x |, et que nous
désignons alors par E. M. | & — 2 |5, a expression

R
VanVn’

Mais au fond la précision h ne peut &tre jamais connue, car pour 1’ ob-
tenir, il faudrait que le méme observateur et avec le méme instrument accomp-
lisse un nombre infiniment grand des épreuves, ce qui est impossible.

Pour exprimer donc I’espérance mathématique de | z—z |, et que dé-

signons maintenant par E. M. |2 —z |, il vaut mieux d’employer les for-
mules (1) et (2). On a alors

(®) EM|z—0|,=

(6) EM |z—z|=¢(2),
ol
=

Cela posé, imaginons nous qu’ & la suite des valeurs Ly, Ty,
se joint une nouvelle valeur y, obtenue avec la méme
les équations (5) et (6) deviennent respectivement

ey T
précision h. Alors

') J'ai obtenu ce résultat pour la premitre fois, et je I’

) ai donné dans mon ouvrage:
nZasady Rachunku prawdopodobiefistwa* (Eléments du calenl des.probabilités). Varsovie. 1906

(5) Sur un moyen de corriger dans le calcul de la moyenne arithmétique efc. 177
| nx -y 1
EMiz——=—"1- = e
© ‘ 41 & VanvVas1’
MBI (Q‘i'_‘tQ)
© M e R

et vu I identité

2 (nfjly —.7*.-)2—{—(7;36_;r1y . y)2=2 @—azyt 42 (;b;ly)g,

i=12,..., m)

on aura d’aprés (7)

z ) T e T Gy
\ 2

Les équations (8) et (5) donnent I'inégalité unique

(11) E.M. 2— -’g‘jlr’l <EM r—z,,
et I’on voit par 1a que I'espérance mathématique de Yerreur de la moyenne
arithmétique diminue, si 4 la suite des valeurs données de I'inconnue se joint
une nouvelle valeur, oblenue avec la méme précision que chacune d'elle.
Cependant les équations (9) et (6) donnent alors alternativement:
1) ou bien l'inégalité

(12) CEM ;r_%r“ilﬁ§<E.M. o—F
sil'on a o
(19) b () < (@)

2) ou bien l'inégalité
(14) E-M. m——’%”igl’—y >EM z—u
si l'on a )
(15) busa | ”n”_f—f’) > t.(2).

Qu' est ce que cela peut signifier? N
Dans le prémier cas I'inégalité (12) approuve I'inégalité .(11), fzt par con-
séquent il est permis de présumer que la valeur y est alors indubitablement


GUEST


178 ~__W. Gosfewski. 6)

bonne; dans le second cas 'inégalité (14) conteste 1'inégalité (11), et par con-
séquent il est permis de présumer que la valeur y est alors douteusement
bonne, c’est a dire, suspecte.

Ainsi nous sommes parvenus a définir la valeur ¥ — censée bonne,
et la valeur y — censée suspecte: la premiére exige l'inégalité (13), la se-
conde — I'inégalité (15).

§ 2.
Les inégalités (13) et (15) s’excluant, on peut se borner & ne considérer

qu’ une d'elles, p.e. l’megahte (13). Elle prend en vertu des équations (10)
et (7) la forme trés simple

(16) (@—yp < ¢,
oit 1’ on a posé

pzzn_jl__l ("?rﬂ o2 ) Z fv-—x.
+
3

o

Ief
15

Mais comme
A <<y
et par suite
@p=ot o 0<e <1
on peut aussi écrire
g4Ik
A S

De cette maniére pour n = oo on a simultanement: lim z ==, et
. 2 o~ 1
2 {2 oy 2 o

I étant la précision actuelle dans le cas considéré, la méme dont on a tant
parlé au § précédent.

Par conséquent I' inégalité (16) devient alors la suivante:

18)) Bz—yp<t,

icm
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dont la probabilité est égale, comme on sait, a

1

2 J e dt =06 (1) = 0,8427008 .
Vo p

On conclue de 13 que parmis 2 valeurs y=a,, &,,..., L» il y en a
probablement m qui sont bonnes, et n—m qui sont suspectes, m étant le
nombre entier le plus approché de n6(1), de sorte que I'on a grossiérement
m=5n/6, n—m=n/6.Y

Il faut cependant faire déméler explicitement les valeurs suspectes de
valeurs bonnes parmis les données %, @, ..., %, et de les faire remplacer
par les valeurs meilleures.

§ 3.
Reprenons dans ce but I'inégalité (16), le prototype de I'inégalité (16'),
et I'exprimons sous la forme

17 T—p<y<ztop.

Rémarquons que la valeur y, nouvelle, peut étre aussi bien égale 2
quelques-unes des anciennes

118) Ty, Dgy vvey Tn.

Par conséquent chaque valeur y=2; de la suite (18) qui satisfait
4 1'inégalité (17) est censée bonne, et chacune autre de la méme suite qui ne
la satisfait pas, c’est a dire, qui est L7z —p ou >w-|p, estsuspecte.

Ainsi nous avons le moyen d’indiquer explicitement les valeurs relative-
ment bonnes et celles suspectes dans la suite (18).

Mais dans la pratique on n’a pas besoin de se servir de I'inégalité (17)
dont le terme p est difficile 2 calculer. Il suffit d'écrire la suite des valeurs
absolues

(T —a |, Z—al, ., | B—%n ,

et de faire choisir parmis ses termes ceux les plus grands en nombre 7 —m,
n — m étant connu d’avance. Alors & chaque terme ainsi choisi correspond
une valeur suspecte de U'inconnue, bien déterminée.

1) En effet, on a pour les réduites de &(1): 'y, 5l6s Y13y /e, elc.
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Supposons, pour fixer les idées, qu'en appliquant 'un ou I'autre de ces
moyens nous avons trouvé que parmis les valeurs (18) celles

(19) Lyy Xy ooy Tm,
en nombre i, sont bonnes, et celles réstantes

(20) : Tmtls Tmi2y o+ os Dn,

en nombre n — m, sont suspectes.

Cela étant, la correction de la moyenne z ne présente aucune difficulté,

En effet, soit 2, la moyenne arithmétique des valeurs censées bonnes
(19), et remarquons que toutes ses composantes y =x;, Ty, ..., Tm Satis-
font, par hypothése, & 1'inégalité (17). Par suite z,, lui méme la satisfait
aussi, et jouit ainsi de caractére d’une valeur bonne dans le cas considéré.

D'autre part, le poids de .. étant en général m fois plus fort que celui
d'une observation isolée dans le cas considéré, il est sans contestation m
fois plus fort que celui de @pia, (A==1, 2,..., n—m), car @,y est censé
suspect, et les composantes de z,, sont censées bonnes.

Par conséquent =, s adapte & remplacer chaque x4, avec le poids m
fois plus fort, d’ol il vient

m} ( 2 X; —[—— (n —m) mxm y

@1 % corr. =

et en méme temps

@) poids de x corr. _ (I4n—mym _ 1+ (n—m)(m—1) -1
poids de « n ) n )

§ 4.

L'équation (21) fait voir que I'on a définitivement
(23) @ corr. = i i
Al m - .l 3

ce qui prouve que pour avoir la valeur correcte de la moyenne arithmétique,
il suffit tout simplement d’exclure de son calcul les valeurs suspectes.

D’ ailleurs on sait que plusieurs observateurs pratiquent ladite exclusion
depuis bien longtemps, sans se servir cependant d’aucune régle propre 4 in-
diquer avec la rigueur les valeurs suspectes 2 exclure.

icm
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Mais ce mode de procéder a été questionné par les théoriciens méme
¢minents. On a prétendu que I'on abaisse le poids de la moyenne, si méme
on rejéte de son calcul les valeurs suspectes. Cependant c’e n'est quillu-
soire. A la vérité on ne les rejéte alors point, seulement on les remplace par
les valeures meilleures, et par conséquent ou reléve le poids de la moyenne.

S 5.

Parmis les valeurs données x;, ,,..., &, de linconnue z il yena
une, désignons la par z,, qui est la plus approchée de z, et puis 2, qui
succede 2, sous ce rapport, et puis z, qui succéde z,, etc. jusqu’ & epuiser
toutes les valeurs les meilleures de V'inconnue % parmis %;, %y, - .., Za-

Or, les valeurs de l'inconnue 2 ainsi définies et classées

21, Ry, gy

ne sont point connues, non plus que leur nombre, mais J. Bertrand?®
a trouvé que leurs erreurs probables sont respectivement les suivantes:

1 2 3

24) An=4-D) A@FD’ E@mFD

h étant la précision actuelle.
D’ autre part, en vertu de la relation (22), 1a formule (5) donne

— ‘ 1
E.M. |z—z cor. [ = VeV La—mm s

et si ’'on met encore 76 (1) au lieu de m, on aura

1
VahVantbn’

b=0(1) [1—6(1)],

(25) E.M. 2—z com. ) =
ol
pour 'erreur probable de la moyenne corrigée.

Par conséquent, ’erreur de la moyenne corrigée étant ainsi du méme
ordre que les erreurs (24), la moyenne corrigée elle méme parait s’approcher
de 1a moyenne dont parle J. Bertrand.

Wolomin.

3y Locop. 216 - 218.
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