HUGO STEINHAUS.

Kilka stow o uogélnieniu pojecia granicy.

(Quelques remarques sur Ia généralisation de la notion de limite),

W artykule tym zakladamy — jak zresztg czyni to prawie cala Analiza
wspolczesna -— prawdziwosé aksyomatéw teoryi mnogoici, to znaczy, ich nie-
sprzeczno$¢. Z tego wynika, e krytyka Poincarégo i Russela dosiega
tez i twierdzen wypowiedzianych w tej nocie. Dop6ki wiec nie znajdzie sie
sposobu uratowania tego fundamentalnego pojecia Analizy wspélczesne],
jakiem jest kontinuum, dopéty caly dorobek matematyczny dzisiejszy bedzie
bedzie diugiem, ktéry przysztos¢ bedzie miala splaci¢. Niech nam bedzie
wolno powigkszy¢ to zobowiazanie o jedno zastosowanie stynnego twierdze-
nia Zermela.

Pojecie granicy ciagu zbieznego jest ogdlnie znane, jak réwniez i sens
réwnania .

e = (1)
jezeli ciag ;s.; jest zbiezny. Wiadomo tez, ze oddawna prébowano unogénic
pojecie granicy na przypadek rozbieznosci ciagn }s,{. Préby te przypomina
Borel w monografii ,Legons sur les séries divergentes®.? Najprostszem
uogéinieniem jest t. zw. ,pierwsza $rednia arytmetyczna“. Zamiast
ciagu

) ) Syy Sy, 83, . ..., Su )
rozpatruje sig ciag

&, s -+ s, Sy 8,8, SiFSa4.... 8, 3

1 5 G e R ()

Y Paryz, 1901.
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Moze sie zdarzy¢, ze ciag (3) bedzie zbiezny, chociaz ciag (2) jest roz-
biezny. Granicg ciagu (3) nazwiemy wtedy nogélniong granicg ciagu

. . . 1
(2). W ten sposéb metoda pierwszej Sredniej arytmetycznej da nam lxczbeg,
jako uogdlniona granice ciggu rozbieznego:
1, 0, 1, 0, 1, O........ 4

To uogdinienie, wprowadzone przez Cesara i Holdera okazato sig
bardzo uzytecznem. Féjer np. udowodnit, ze szereg Fouriera, odpowia-
dajacy funkcyi ciagtej, da sig zawsze ,zsumowac metodg pierwszej $redniej
arytmetycznej i daje na sume wartos¢ funkcyi*. D

Latwo spostrzegamy, ze pierwsza $rednia arytmetyczna jest rzeczywiscie
uogdlnieniem pojecia granicy, bo ilekro¢ ciag (2) jest zbiezny, tylekro¢
i ciag (3) jest zbiezny. Zastanéwmy sig nad tego rodzaju metodami nogél-
nienia pojecia granicy.

-Zamiast ciggu

Sy 8sy Sgse e ws Smia.... (5)
wprowadZmy ciag

fl(sl)’ fz(su sﬂ)v L] f"(’slﬁ""= .S',,,),... (6>

Funkcye fi, fa ... [« majg by¢ dobrane niezaleznie od ciagu (5) i maja
by¢ takie, aby spelnialy zasadniczy postulat A:

Ilekro¢ szereg (5) jest zbiezny, tylekro¢ szereg (6) jest
zbiezny i to zbiezny do tej samej granicy.

Bedziemy oczywiscie wymagali takiego doboru funkeyj 7, fa,. .., aby
ciag (6) byt zbiezny nawet wtedy, gdy ciag (5) jestrozbiezny.

Postulat ten nazwijmy postulatem B. Ale wypelnienin tego postulatu
stoi na zawadzie nastepujace twierdzenie:

. Zawsze mozna znale$¢ taki cigg (5), ze ciag (6) bedzie
rozbiezny. Rozpatrzmy ciag

sa=1 (n=1,2...) (7)
Wedtug postulatu A mamy dla ciagu (7)

lim fa(8y. .oy 8)=1:

to znaczy, Ze istnieje liczba n, taka, ze

o fa (s 8) > 8 @®
Wezmy teraz pod uwage ciag

1) Por. np. Lebesgue: Séries trigonométriques, Paris 1906.

oznaczajac liczby ny, n,, n, w

@ Kilka sléw o uogdinieniu pojgcia granicy.

[1 dla n<n,,

Sy =
[ 0 dla n>n,.
Dla ciagu (9) daje postulat A:

Hm fafs, . ..., 80 =0;
to znaczy, iz istnieje liczba 7, taka, ze
Foo (805 Su vy 80 < 3
przyczem mozna liczbe n, dobraé tak, aby byla wieksza od n,.
dziemy rozpatrywali cigg
1 dla n<n,
8 = ! 0 3 ny <N = Ha,
1, 5> #n,.

Dla tego ciagu ofrzymamy znowu

iimrﬂ‘ (8;, ...y sy =1

i udowodnimy istnienie liczby n; wiekszej od n, i takiej, ze

F I CTP N

przyczem liczby s, . ..., s, 83 wyrazami ciagu (11). Zbudujmy teraz ciag
[ 1 dla n<n,,
&, =

10 s B <0 E Ny

r 1, n,<n<ng,

lO a My < W= My ;

‘ 1, . <n=n,,

]O p Hy<l M =ng; itd.

strzezemy, ze dla ciagu (13) ciag
Idl {51)~ T (Su '*ﬂ) PRI
bedzie rozbiezny, bo wyrazy:

Fucs Fugs Fuge .. 54 wicksze niz 3

analogiczny sposéb jak n,, n,, 1y, spo-
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a wyrazy Faes Fus Fae- ... s4 mniejsze niz }.

Z tego wynika, Ze mozna znale$¢ ciag, ztozony z samych jedynek i zer taki,
ze metoda pierwszej Sredniej arytmetycznej nie da zadnego rezultatu. Ale
mozna uciec si¢ do drugiej $redniej arytmetycznej, z ciggu (3) two-
rzqc nowy cigg wten sam sposob, jak z ciagu (2) utworzyliSmy ciag (3).
Ta nowa metoda bedzie oczywiscie czynita zados¢ postulatowi A, a wiegc
twierdzenie 1. bedzie sig¢ do niej tez stosowato. Co wigcej w tensam sposdb,
jak udowodnili$my twierdzenie I, mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie:

I, Jezeli mamy dany przeliczalny zbiér nogélnienn pojecia granicy
lfll (gl)a flz (’SX) Sz) o flu (Sla R ] Su) )
f‘-’l(’gl)) /“‘22('5'1’82)"" f."?'l(sI!"'!S" ’

f"l(sl)x 7;12(*917 Se) e s fnn (513 sy Su) s -

z ktérych kazde polega na podstawieniu zamiast ciggu: s;, 8g, .. ., S» 110WEEO
ciagu: fir (sy), fia(S1,89)y o+ oy fin(Sy.. .. 8,), to mozna znalesé taki cigg
(Sn), ze dla tego ciagu Wszystkie zawiodg. Doda}my, ze cigg ten moze skia-
dac¢ sig ze samych zer i jedynek.

Poniewaz z drugiej $redniej arytmetycznej mozna otrzymaé trzecia,
z trzeciej czwartg etc. i, jak tatwo sie przekonaé, wszystkie uog6lnienia poje-
cia granicy, w ten spos6b otrzymane, bedq spetnialy zalozenia twierdzenia 11,
wigc mozemy powiedziec:

I Istnieje ciag ztozony z samych zer i jedynek, taki, ze wszystkie
$rednie arytmetyczne w zastosowaniu do niego zawodza.

Tu nasuwa sig kwestya, czy nie mozna znale$¢ uogdlnienia pojecia
granicy takiego jak (5), ktdéreby bylo szersze, niz wszystkie $rednie arytme-
tyczne. Mowimy, ze pewne uogélnienie jest szersze niz inne, jezeli mnogosé
ciagbw, do ktérych mozna je skutecznie stosowaé, obejmuje jako podmnogosé »
zbidr wszystkich ciagow, do ktérych mozna to inne uogolmeme skutecznie
stosowac.

Latwo sig przekonad, ze nogdlnienie, okreslone réwnaniami

filsy =51, Fo(85 8) =8, .o\ Fa(Spe-w s)=5""  (14)

gdzie s( oznacza a-ty wyraz k-tej $redniej arytmetycznej nie spetnia za-

sadmczego postulatu A, a wiec nie zastuguje na nazwe , uog6lnienia pojecia
granicy“.

Y W znaczenin $ciglejszem,
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WeZmy pod uwage ciag zbiezny
1, 0, 0, 0, O0,.... (15)

i) -
s =1,

(:; -~ An} {n) :
Sppa = 0, Spis = 0, Sy = 0..... dla wszystkich n.

Z tego wynika, ze ciag (14) nie bedzie zbiezny do zera, jezeli za sy, s,, 8s,..
weimiemy wyrazy ciagu (15), a wigc rzeczywiscie postulat A nie jest spef-
niony.

Aby odpowiedzie¢ na naszg kwestye, trzeba przypomnie¢ niektére wia-
sunosci $rednich arytmetycznych.

Jezeli jakis ciag {s.} ma uogélniong granice, a mianowicie %-tg $rednia
arytmetyczna, to istnieje stata C taka ze

| 8| < Cnk dla wszystkich n. (16)

Dow6d nie przedstawia zadnych trudnosci. Bardziej subtelng wlasno-
$cig Srednich arytmetycznych jest uogélnienie twierdzenia Abela. Jezeli
cigg |s.! jest zbiezny, to granica wyrazenia

(=) [s; F-spx 4850 + . ... Fsuz 140000,

gdy x przebiega wartosci od zera do jednosci, istnieje, a nadto

]1rn (1—=z) 2 Sauh = lim s,,. (17

n=00
=1

To twierdzenie Abela jest tez wtedy prawdziwe, jezeli ciag {s.! jest
rozbiezny, lecz posiada k-ta $rednig arytmetyczng. Oczywiscie po prawej
stronie réwnania (17) trzeba zamiast lim s, napisa¢ owg nogélniona granice.
Uogdlnienie to zawdzieczamy dla k=1 Frobeniusowi, dla k> 1
Holderowi, ktéry tez wprowadzit metode $rednich arytmetycznych do
Analizy. v

Y} Frobenius: Uber die Leibniz'sche Reihe, Journal f. reine u. ang. Math.
t. 89, 1880. Holder: Grenzwerte etc. Math. Ann. t. 20, 1882.
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Zal6zmy, ze ciag ,$‘.. posiada k-tg Srednig arytmetyczna i ze jego uogol-

niona granica jest rowna s. Wedtug twierdzenia Holdera mamy wtedy:
o
lim (1-—x) 2, V st =ys. (18)
w1 ﬂ_l
Z tego wynika
" e
o \ -
lim (1— ) 2 sy 4 Z s, 2" 1] =s, (19)
n=ee p=1 p=nt1

gdzie u.} jest ciagiem liczb dodatnich, rosngcych, o granicy réwnej jednosci.
Pot6zmy

dm I =12, ... (20)
V-1
i obliczmy druga czes¢ wyrazenia (19), a mianowicie:
lim (1—w) 2 s 21
n=c pmntl

Mamy ze wzgledu na (16):

‘(1—'1"”) > s at <O (I—m) $‘ prar
p:n«l»l ! y-‘n-qu
=C 10—z [k +(nt2) . ]
< C(1—a) [(n41) (042) . (nH ) 2 - (14-2) (1-4-3) .. (B EA-1) mf‘—i— ]
-k
B L ‘_n+k+1 o dar &,
=0 1,1) ‘ e 1*0(1 T e I~

=0 (1—a) [(n+1)(n+2) (k) J," - (A) (1+2) (4-3) oo (1) 2T

11—z, (I —an)?

k n+k it

+.. —\-(k) = x)h,l<c B! (0K R \117‘

(Ostatnig nieréwnos¢ otrzymujemy, powiekszajac wszystkie spoiczynniki
liczbowe i nadajgc utamkom wihasciwym wx, (1 - x,) mozliwie mate (wielkie)
wykladniki ze wzgledu nato, ze x, (1 - z,) figuruje w liczniku (mianowniku)).
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Uwzglednijmy (20), a zobaczymy, ze

"" . . Vﬁ 13
lim Ck!k? h“ T —lim CRUE (nRk)E (KT [ =)
n E;n.] (n + ) ‘,l”} nl—'n?‘ (7 - l) ( ‘ ) (l’ n +1)

mamy jednak dla n = 1

P V" Fpo o \m)¥V= 1\
(171}7:4_7 ((lﬁi+1) ) é("i) ’

z czego wynika, ze

lim CklR? (n—HL) k

n=co —, ﬂ)k

a zatem granica wyrazenia (21) jest tez zero. Mozemy wiec napisa¢ (wedt. (19)):

tim (1 _%@_) ; SR (22)

Jezeli okreslimy teraz uogéinienie pojecia granicy typu (6), jak nastepuje:

F'n

Fard 2 T +) bR 8

T T e

to, wedtug réwnania (22), bedziemy mogli wypowiedzie¢ nastepujace twier-
dzenie:

IV. Istnieje nogélnienie pojecia granicy, nalezgce do
typu (6), ktérego zakres jest szerszy niz zakres jakiejkolwiek
$redniej arytmetycznej; uogélnienie to jest okreslone przez
réwnanie (23).

To uogdlnienie dzieli ze $redniemi arytmetycznemi wiasnos¢, lub tez
postulat G, ktéry tu wypowiemy: jezeli uogélniona granica ciagu {a.) jest a,
a uogdlniona granica ciagh {b.} jest b, to ciag {a,+ 0.} posiada uogélnio-
ng granice téwna a--b. Mdglby kios zapytad, czemu wprowadzamy uogél-
nienie (23), skoro t. zw. sumowanie Poissona, okreslone przez (17), ma te-
same whasnosci. Otéz sumowanie Poissona operuje podwéjnem przej-
Sciem do granicy i nie podpada pod typ (6).

Sumowanie Poissona posiada jednak jeszcze jedng wiasno$¢, jak wy-
kazal p. Harold Bohr, a mianowicie jest szersze niz wszystkie $rednie
arytmetyczne razem wzigte. ! Innemi stowy istnieje taki cigg }s.}, dla kto-

1) Pierwszefistwo publikacyl tego twierdzenia ma p. Little wo od: Proceedings of
the London Math. Society Vol. 9., 1911.


GUEST


198 Hugo Steinhaus. ®)

rego zawodzg wszystkie Srednie arytmetyczne, a jednak lewa strona réwnania
(17) ma sens. Latwo jednak zmodyfikowac uogdlnienie (23) tak, aby i ono
miato te wlasnosé. WeZmy pod uwage ciag (zlozony z samych jedynek i zer),
o ktérym méwilismy w twierdzeniu IIl. Nie trudno widzie¢, ze dla tego ciggu
{8,| bedziemy mieli

) | [ (81, Sapevn S0) | =1 (n=1,23...)

Bedziemy wigc mogli wybraé z ciagu fy, /., fs... ciag czeSciowy

zbiezny
fn,a fﬂ:y f’l.; .....

Okreslmy teraz uogélnienie pojecia granicy, jak nastepuje:

=0, (23)
72 = Oy
o=l Y ) S
Vi, +1 20 Wy -1
]“u,—H == fn, » fﬂri—Q = f‘m ------ 3
= 1 3 Y
Vn, + 17 /55 Fay -1
ot ="Tuns Ttz =1lu--eo... it.d it d.

Zakres tego uogdlnienia obejmuje procz wszystkich ciagow, do kto-
rych mozna stosowac (23), takze i 6w cigg, ztozony z samych jedynek i zer, dla
kidrego wszystkie srednie arytmetyczne zawodza.

Sumowanie Poissona jest przykladem nowego typu uogélnien poje-
cia granicy.

Napiszmy podwéjnie nieskoriczony ciag funkcyj

Fu (), Fia(Se, &) oenn . fie (815 Sguev ) S) v
for(s1)s  faalsi, 8).onnn. foe (81 Sasvey 89 ..
8
firls)),  fia(sis 89) oo fir (8, 8ayev s 88) .-
i okreslmy dla ciagu {s.| uogélniong granice s przez réwnanie
ilir?a { ]31:11; fa(si.... s)y==s (25)
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Bedziemy wymagali oczywiscie aby postulat A byt spelniony. Ale ten
nowy typ pozwala réwniez spefni¢ postulat B — czego dotychczas zrobié nie
byto mozna. Zdefiniujmy np. funkcye fi; jak nastepuje:

fil(s):(), ‘‘‘‘‘ N f;,-(sl....,.s,):_(),
AT TR 8 dla k>i= sie $redniej arytmetycz-

nej miedzy najwiekszg a najmniejszq algebraicznie z liczb
Sigl e enns sk, jezeli te liczby sg wszystkie co do wartosci bez-
wzglednej mniejsze od 4, :

= 0 — w razie przeciwnym.

Latwo sprawdzi¢, ze lewa strona réwnania (25) bedzie zawsze miata
sens, a nadto postulat A bedzie spetniony przy tym wyborze funkeyi fi.
Na specyalng uwage zastuguje przypadek, w ktérym funkcye fi; sg
liniowe:
fir = Qs18S1+ iasa -+ . .. +aus, 4

P. Toeplitz udowodnit, ze tylko wtedy funkcye i, dadza uogélnienie
pojecia granicy, t. zn. tylko wtedy spelniony bedzie postulat A, jezeli zacho-
dzi¢ beda zwigzki:

;| istnieje i jest ograniczona jako funkcya skaznika 4.

Ale co wigcej, p. Toeplitz udowodnit, ze te warunki sa wystarcza-
jace. "

V. Opierajac sie na tych rezultatach, wykazemy bez trudnosci, ze ist-
nieje ciag, zfozony z samych jedynek i zer, dla ktérego uogolnienie (24) za-
wodzi, jezeli funkcye f;; sq liniowe.

Wybieramy n, tak wielkie, aby suma 2 @, byta wieksza niz § — jest

k=1
to mozliwe wedtug 1.—

) Por. pracg p. Toeplitza w tomie niniejszym str. 113—119.
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Ktadziemy teraz s, = s, =....== 8y, =1, przyczem obiera si¢ m, tak,

1 . -
aby by%ok ;H] | < Pl jest to mozliwe wedtug 3.
Jakkolwiekbyémy teraz okreslili nastepne s;, bedzie z pewnoscia:

< 2 ‘
D s> g (26)
k=1

Teraz wyznaczamy n, > n, tak, aby bylo

ny

Z ? (lm,k. I < %,

E=1

co jest mozliwe wedlug, 2, nastepnie wyznaczamy m, > m, tak, aby byto

<o 1
Z! (Ln,k | < "6“

. k=1
i ktadziemy
Skl = Smeps == . . .= 8y, =0

Jakkolwiekbysmy teraz okreélili nastepne s, bedzie z pewnoscia:
S‘ ke S < ! 27
g Pirak Sk _g“ )

Teraz okreslamy znowu n, >> 1, tak, aby byto

e
k=1

3
(PN > Z 3

a nadto, aby byto

niy

Z }(tnkl<

i okreslamy- m, > m, tak, aby byto

Z nn,l ! <

1

4
Teraz kiadziemy:

skad wynika:

2
s by Sp > -3— . (28)

an Kilka stéw o uogélnieniu pojecia gramicy, o1

Widzimy wigc, ze dla ciagu {s,}
L1,....1 0,0,..... 0 1, 1,..... 1 0.....

m,  razy mg—mwi;  Tazy =My TAZY ale.

granica wyrazenia

1

lim air S
i=

=

B
il

nie istnieje, co wynika z nieréwnosci (26), (27), (28).. ..

Sumowanie Poissona jest tez przyktadem dla co dopiero udowodnio-
nego twierdzenia, jezeli bowiem oznaczymy przez {x,! ciag liczb dodatnich,
rosngcych, zbieznych do jednosci, to koniecznym warunkiem stosowalnosci
sumowania Poissona bedzie zbieznos$¢ wyrazenia

lim (1 —zy) 2 s %! (29)

{=co

Jest to przypadek funkcyi fi liniowych.

Mozemy wiec powiedzie¢, ze 1stme]e ciag {s.i, ztozony z samych jedy-
nek i zer taki, ze funkcya

(I—m) E 8y g1
k=1

oscyluje ustawicznie miedzy wartosciami wiekszemi niz 2 # 1 mniejszemi niz 1
gdy & zbliza si¢ od zera do jedno$ci. Podobne uwagi moznaby wypow1ed21ec
o t. zw. ,sommation exponentielle® Borela. Moznaby réwniez rozszerzyé
nasze twierdzenie V na przypadek mnogosci nieskoficzone] ale przeliczalnej
takich uogoélnien, gdzie funkcye 7, sa liniowe. Otrzymaliby$my ciag, ztozony
z samych jedynek i zer taki, ze w zastosowaniu do niego zawiodlyby wszyst-
kie te uogdélnienia.

Innemi stowy uog6lnienia liniowe typu rozwazonego przez p. Toeplitza
spefniaja postulaty 4 i G, lecz nie mogg spetnic¢ postulaty B.

Czy istnieje uouolmeme pojecia granicy, ktéreby spetniato postulaty
A, B, i ¢? Twierdzimy, ze

VI, takie nogélnienie istnieje.

Do dowodu uzyjemy twierdzenia Zermela, wedhug ktérego wszelks
mnogos¢ mozna dobrze uporzadkowac.

Méwimy, ze jaka$ mnogos¢ jest dobrze uporzadkowana, jezeli:

1) Mozna jej elementom nadaé pewien porzadek i to tak, aby zawsze
z dwéch jej elementéw o, B jeden byt pierwszy, drugi nastepny— plszemy to:

2
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Pojecie pierwszenistwa ma whasnosci, wyrazajace sig jak nastepuje:

Jezeli o < &, to nie jest B .

Jezeli a5, 8y, totakze o< 7.

2) Kazda podmnogos¢ tej mnogosci ma element pierwszy.

Korzystajac z tego twierdzenia, mozemy uporzadkowac dobrze mno-
gos¢ wszystkich ciagéw. Okreslimy teraz uogolnienie pojecia granicy w ten
sposob, ze kazdemu ciagowi przydzielimy jaka$ liczbe, jako uogdélniona granice.
Pierwszemu ciagowi przydzielimy jako granice liczbe zero, jezeli ten ciag jest
rozbieiny pozostawimy mu i teraz jego granicg w zwyklem tego stowa zna-
czeniu, wogéle wszystkim ciggom zbieznym pozostawimy ich zwyczajng gra-
nice. Wezmy pod uwage jakikolwiek cigg rozbieiny id.! i przypusémy, ze
juz wszystkim ciagom poprzedzajacym go (,pierwszym®) przydzielilismy
uogdiniong granice. Jezeli zachodzi zwigzek:

Poldal a4 pora? i+ peal e =0 (30)
(ktéry wyraza symbolicznie, ze réwnanie

Do 8-t P4 as)'{“Pz“(ﬂl)‘{‘ veeiF =0

zachodzi dla wszystkich n), przyczem jc,| jest ciggiem zbiezmym, ciagi
)aﬂf’i, e mﬁg sa rozbiezne i poprzedzaja {d.|, liczby po, Py, - - Pr S8 W¥-
mierne, 8 p,=0, to jako uogdlniona granice przydzielimy ciagowi |d. licz-
be d, kt6ra nalezy wyznaczy¢ z réwnania

PedtpaVt .. Fpad +c=0, (31

(o,
[t

przyczem liczby a®, ..., @* sg uog6lnionemi granicami ciggéw :(a‘“":,‘.., ba
a ¢=limic,i.

Jezeli taki zwigzek nie zachodzi, to bedziemy uwazali 0 za uogéliniong
granice ciggu {d,|.

Latwo wykazaé, Ze w ten spos6b mozna wyznaczy¢ uogdlniong granice
dia kazdego ciagu. Gdyby bowiem istniata pewna mnogos¢ ciagow, dla kto-
rychby ta droga nie dato sie wyznaczy¢ granicy, to wedtug definicyi dobrego
uporzadkowania migdzy temi ciagami bylby jeden pierwszy. Wszystkie ciagi,
ktére go w uporzadkowaniu mnogosei wszelkich ciagéw poprzedzajg, ! maja
zatem okreslona granice, moznaby wigc rozstrzygnaé, czy zachodzi zwiazek (30),
czy nie, i zastosowaé réwnanie (31), gdzieznamy juz liczby a, .., @, wzgled-
nie potozy¢ zero jako uogdlniong granice owego krytycznego ciagu; wyzna-
czyliby$my wigc jego granicg sprzecznie z zaloZeniem.

) Ta mnogo$¢ ma elementy, bo napewno nalezy do niej ciag pierwszy.
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Ale mozna tez wykaza¢, ze granica w ten sposéb wyznaczona jest jedno
znacznie okreslona. Dla ciggéw zbieznych jest to oczywiste. Dia ciggéw
rozbieznych okreslenie byloby dwuznaczne, gdyby zachodzit dla jednego
i tego samego ciagu id,, procz zwiazku (30), zwigzek

Dot pia) i poa i gl (=0 (30)

e b

i gdyby ten analogiczny zwigzek dawat rownanie

Pold—4pyat ...
z ktéregoby na d wynikala inna wartod¢ niz obliczona z (31). Wezmy pod
uwage mnogos¢ ciagow, dla ktérych ta dwuznacznos¢ zachodzi, i przypusémy,
ze {d,! jest pierwszym ciagiem w tej mnogosci. Poniewaz p, == po==0, mo-
zemy wyeliminowaé {d,} ze zwiazkéw (30) i :30), a otrzymamy nowy zwigzek:

mat +c=0, (31}

P b " i, 2 Pe ok,
e i— = et e L — ==
By Dy Do P
+ et — — et =0 (32)
Po Py

Poniewaz ciag {d.! jest rozbiezny, wiec z réwnat (30), (30) mozna wy-
czytaé, ze przynajmniej jeden ze spélezynnikdw py,..., p. 1 jeden ze spol-
czynnik6w py,..., pi jest rézny od zera, Réwnanie (32) jest zatem zwigzkiem
tego samego rodzaju co (30), i wchodza wei istotnie przynajmniej dwa ciagi
rozbiezne. Jeden z tych dwéch ciggédw—nazwijmy go |, |—jestnapewno péz-
niejszy niz drugi (wzgl. pozostate) w uporzgdkowaniu mnogosci wszystkich
ciagéw, a zatem bedziemy mogli dla niego obliczy¢ granicg uogéiniong z row-
nania (32), jezeli wszedzie zamiast ciagéw napiszemy ich uogélnione granice.
Ale te uogélnione granice sg juz znane dla wszystkich ciagdéw figurujacych
w (32) i jezeli je podstawimy, zobaczymy, Ze nowopowstate réwnanie nie be-
dzie spetnione— w przeciwnym razie bowiem réwnania (30), (31) nie bylyby
sprzeczne, co zatozylismy. A zatem juz dla ciggu {m.} zachodzi dwuznacz-
nos¢, jakkolwiek ciag {a,| poprzedza ciag d.!. Jestio niedorzecznosc, a za-
temn i ta cze$¢ twierdzenia jest udowodniona.

Pozostaje jeszcze do rozpatrzenia, czy postulaty A, B C sa spetnione.
Co do A1i B to natychmiast widzimy, Ze tak jest. Gdyby postulat ¢ nie byt
spetniony, mielibysmy dla jakich$ ciagow ja.i, Yoty 1dat D

) Wypadek,ze ja,{, $h,l® el sa zbiezne wszystkie trzy, jest trywialny,—ze dwa

sa zbiezne, jest niemozliwy,—ze jeden jest zbiezny, podpada pod nasze rozumowanie.
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gdzie @, b, d sq uogélnionemi gramicami ciagow }a.{, $Onl, $dal. Przy-
pusémy, ze |, jest najpézniejszym ze wszystkich trzech ciagéw. Poniewaz

zwigzek
fnf - [0n} — {da} =0
ma wszystkie wiasnosci zwiazku (30), wigc wnosimy z niego
o=d—>,
wbrew temu, co wyzej przypusciliSmy. —

Jasto, 14 listopada 1911.

M. WOLFKE.

Tastosowanie teoryi Abbego do siatki dyfrakeyjnej.”

(Application de la théoric d* Abbe an réseau diffringent).

Wstep.

Pomiedzy obrazem optycznym przedmiotéw samoswiecacych i takich,
ktore $wieca nie wiasnem $wiattem, zachodzi zasadnicza réznica, na donio-
stos¢ ktérej wskazal po raz pierwszy E. Abbe.

Mianowicie, promienie, ktore wychodza z réznych punktéw przedmio-
t6w niesamo$wiecacych, posiadajg wiasno$¢ wywolywania pomiedzy sobg zja-
wisk interferencyi, o ile zostang przez soczewke w jednym punkcie zjedno-
czone; promienie za$, wychodzace z réznych punkidw przedmiotéw samio-
swiecacych, nie posiadajg tej wlasnosci. Gdy takie dwa promienie sie spoty-
kaja, tedy sumuja sie jedynie ich natezenia $wietlne. Przy promieniach, ktére
interferuja ze soba, sumujg sig ich amplitudy geomeirycznie i natezenie
Swiatta wyrazi sie przez kwadrat amplitudy wypadkowej.

Jezeli np. posiadamy przedmiot niesamo$wiecacy, obraz jego mikro-
skopowy moze przyjaé najroznorodniejsze formy, zaleznie od tego, w jaki
sposdb promienie swietlne w mikroskopie ze sobg interferowa¢ beda. Abbe
zbadat te zjawiska systematycznie i rezultat doswiadczalny tych badan zostat
w wielu podrecznikach Fizyki doktadnie opisany ** Matematyczna teorya tych
zjawisk zostata dopiero obecnie opracowana na podstawie lekcyj Abbego. A

1) M. Wolfke, ,Uber die Abbildung eines Gitters bei kiinstlicher Begrenzung®.
Inaug. Diss. Wroctaw, 1910. Annalen der Physik. (4) 34 p. 277—310 1911.

7) Np. O. Lummer, ,Miller-Pouillet-. Optyka. 1907.

5) E. Abbe, ,Die Lehre von der Bildentstehung im Mikroskop® cpracowali O, Lum-
mer i Fr. Reiche. 1910.
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