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L. LICHTENSTEIN.

0 pewnym warunku catkowalnosei dwumianiw rozniczkowyeh
1 0 twierdzéniu zasadniczem teoryi funkeyj analitycznych,

{Sur une condition d'intégrabilité des binémes différentiels et sur le théoreme
fondamental de la théorie des fonctions analytiques).

Niech T, bedzie pole jednospéjne, ograniczone linig o krzywiznie cia-
glej Sy; p(z, y) i ¢ (2, y) niech beda dwie funkcye ciagle, rzeczywiste
lub zespolone zmiennych rzeczywistych #iy. Przypusémy na chwile, ze
funkcye p (z, ¥) i ¢ (z, ¥) maja pochodne c1ag%e i g’ r@y) i iq—g%ﬂ—)—.

Naéweczas, jak wiadomo, réwnanie

eg,y) __ 3= 9)
) 3z 3y

bedzie warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby dwumian
@ p, y)dr+q, v) dy

byt rézniczks zupeina.
P. Montel wykazat, ze catka

®) [5G v)aztq@, v dy,

rozciagnieta na dowolng krzywa zamknigta o krzywiZnie ciagtej, réwna jest
zeru, jezeli warto$¢ bezwgledna pochodnych
2p (z, y) 2q(z, y)

H

dy 2

4

wewnatrz pola Ty i na jego obwodzie mniejsza jest od pewnej, zreszta dowol-

Prace mat.-fiz. t. XXII. 1
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nej, liczby skoriczonej i jezeli pochodne te czynig zado§¢ réwnaniu (1). Cig-
glos¢ pochodnych (4) nie jest zatem warunkiem koniecznym, aby catka (3)
byla réwna zeru . )

Niech teraz F (z, y) oznacza funkcye dowolna, h jakgkolwiek wielkosé
dodatnisg. WprowadZmy nastepujgce znakowanie:

W F (@, y)=F(x, y+h) — Fz, y).

Niech wreszcie h, bedzie dowolnie mata, ale skoficzona wielkoscig dodatnia.
Twierdzenie.

Zaktadamy, ze we wszystkich punktach wewnatrz pola 7,

(®)

(6) lim % Pq (@, ) —dp (@, y)] =0

=0

ize wartos$¢ bezwgledna dwumianu

@ % (824, ¥) — 3p(z, Y)], h<h,

mniejszg jest od pewnej, zreszta dowolnej, wielkosci skon-
czonej. Natenczas catka

© [r@ 9 a+a@yay,
]

rozciagnigta na krzywa dowolng C o krzywiznie cigglej we-
wngtrz pola Ty, réwna jest zeru.
2 (@, y)
! 2z
tem bynajmniej warunku koniecznego, aby dwumian
P, yydx 4 q(z,9) dy byt rézniczky zupeina.
Dowodzenie polega na nastepujacem twierdzeniu Os gooda.
Przypus$émy, ze

ul(m)) u’z(m), e e ey u'n(m),...

Istnienie pochodnych apg;/" Y) nie stanowi za-

stanowi szereg nieskoficzony funkeyj ciggtych. Zak%adamy, ze dla wszystkich
wartodci zmiennej 2, czynigeych zadosé nieréwnosci

') Patrz P. Montel, Sur les suites infinies de fonctions, Annales de I'Ecole Normale
supérieure, 1907,

icm

(3) O pewnym warunku catkowalno§ei dwumianéw rézniczkowych. 3

Ly 2T =T,
| tn(@) | <M =const. (n=1,23..)
i ze szereg nieskoriczony ‘
B 0@+ @) — u @)+ 4 @ — @]+ -

jest zbiezny (w przypadku ogdlnym naturalnie niejednostajnie zbiezny).
Précz tego wiemy, ze suma u (x) szeregu (8) jest pewng funkcyq ciagta.

Natenczas
o 2 £ "
9) lim ( Uy (%) do = [ lim u, () dz = { u (%) de .

Twierdzenie Osgooda daje sie z tatwoscig rozciggna¢ na funkcye cig-

_gte wielu zmiennych. Istotnie, niech

A0 wg(x, ) (s (@, ) — % (@, P s (@, y) — Uy @, Pl + - .-

bedzie szereg zbiezny funkcyj ciagtych, ktérego suma u (x, y) stanowi row-
niez funkcye ciagta. Zaktadamy procz tego, ze

(11) lu(x, ) | <M =const.,, (k=1,23,...).

Przypu$émy, ze ¢ oznacza pole jednospdjne, ktorego obwdd o jest
linia o krzywiznie ciaglej; przypuscmy dalej, ze proste réwnolegte do osi spé.}-
rzednych przecinajg krzywa o conmajwyzej w dwéch punktach. Zgodnie
z twierdzeniem Osgooda

i T, A 2
(12) lim [u,,(x, y) dy == f lim wu,(z, ¥) dy:[ uix, y) dy .
: T #, 1,
Y, i Y, oznaczajg odciete punkiéw przecigcia si¢ krzywej o z prostg
r=x. Calki .
I £,
( w,(z, Py, (n=1,2..) i f u(z, y) dy

¥, ¥,

1y Patrz Osgood, On the non-uniform convergence, American Journal, 1897. Twier-
dzenie Osgooda stanowi przypadek szczegdlny pewnego bardziej ogdinego twierdzenia
H. Lebesgue’a, tyczacego sie catkowania szeregéw 'zbieznych funkeyj wymierzalnych
(mésurables)s
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sg funkcyami ciagglemi zmiennej . Précz tego

Iy
@@ | [0, v W< | T B, | Mo | e, 9) | < | o Ta | B
¥ [

4

Zastosujmy twierdzenie Osgooda do szeregu zbieznego funkcyj cia-

glych

A A T,
Y;ful(as, y)dy+[fuz<w, vay—[we i)+ ...

7, 14
Otrzgymamy

X, , %, T,
(14) lim dx {un (z, v) cly=[dx [ lim [un (z, ¥) dy]
7n==0co x_l l;“ jl n=0co .1

Y,

X,
= [dﬂc{u(m, y) dy .
b AN &

Y,

X, 1 X, oznaczaja najmniejsza i najwiekszq rzedng punktéw krzywej o.

Ze wzoru (14) wynika, ze

(15) 1i111 f{un(w, y) dxdy = f[-u(w, y) dedy .

Niech teraz S oznacza obwdd dowolnego tréjkata T', potozonego we-

wnatrz pola T,. Poniewaz p(z, %) i q (x, y) sa wedtug zalozenia funkcya-
mi cigglemi, przeto wystarcza dowies¢, ze

(16) [p@, 1) do+a@, v ay=o0.
g
Twierdzenie Osgooda (15) daje

. 1 & N
an im o [ [0,y — a0, 1) dody
T

T 1
Z[j rlllin 7 5@, ) — 2p (2, y)l dedy = 0.1
JJ =

0

') Zakladamy, ze h przyjmuje jakikolwiek odliczalny szereg wartosci, zdazajacych
do zera. '

) O pewnym warunku catkowalno$ci dwumianéw rézniczkowych. 5

Rozwazajmy catke

18 715 [ f [3: ¢ (, y) — 8,p (z, v)] dzedy
J. o
Lo ,
ZW‘/ l lg@+ny) — g (2, y)) dedy
T

_%f./‘[p @, y+h) —p (@, y)] dedy
r .

=% )fq(m’ D dwdy— Hp (@, ) dzdy.

T

2

Kazde z pol T, i T, sktada sig z trzech réwnolegtobokéw (patrz fig.).
Przypusémy, ze A, (&, ¥1), 4z (s, ¥2), A5 (%5, y;) 0znaczajg wierzchotki

1

tréjkata T, za$ (x, y) oznacza spélrzedne biezace punktu na boku 4, 4,.
Catka

%f /‘Q(ﬂ?, y) dedy

T,

réwna jest sumie trzech catek, rozciaggnietych na pola trzech réwnolegtobo-
kéw, stanowigcych razem pole T,. Przyczynek réwnolegtoboku, przylega-
jacego do boku A4;4,, jest
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B ¥ b
(19) ——%fd&fq(w—!—é, ) dyzw%fﬂ(é)dﬁ,
[1] A 0
0 .
0O = [g@+s Ny, s=o+ 0 G—0)-
Yy

g (z,y) i [I(¢) sq funkcyami ciagtemi. .Na skutek tego

20) lim — 5 f at [ 4@+t 9) dy
_..hm——w fn(é) gt = —1II(0) = — f.q(m,y) dy
@ tim [ [.q(0,9) dody = [ @ v) dy.
Wyraz ’ )

%f_fp(w' y) dxdy

stanowi réwniez sume trzech calek. Przyczynek réwnolegtoboku, przylega-
jacego do boku 4, 4,, jest

22 L (an [,y dwsihjfhcb(n) an,

D) = {19 @y+nde, y=y1+ Zz_‘_i‘ (@—a,).
. 1
Otrzymamy zatem

i

(23) tim %Of p(w+n)dw—nm—f®(n>dq

Tp

20 =[G, v,

&y

@ O pewnym warunkn catkowalno$ci dwumianéw r6zniczkowych. 7

@) fim, | Jop 0 dady =Sj p(@,9) de.
Ze wzorow (17), (21) i (24) wnosimy, Ze
@) (2@ asta@nay=0.

Niech teraz 7 (2) = % (z, y) + iv (¢, y) bedzie funkcya ciagla zmien-
nych ziy. Zgodnie ze znakowaniem, uzytem poprzednio, piszemy

5.7() = [u(z+h y) +iv@+h 9] — [z y) +iv @)l
I =fe+h—1@,
l 8,F(2) = [u (@, y+ )+ iv (@, y -+ 1) — [u(@ 9) + iv (@ 9))
=f(e+h) — ()
p,y)=r1®, q@@y) =1Iif ().

Natenczas, jako wniosek z twierdzenia, ktéregos$my przed chwilg dowie-
dli, otrzymamy twierdzenie nastgpujace:

(26)

i zaktadamy

Zaktadamy, Ze we wszystkich punktach wewngtrz pola T,
@7) lim — i, f@—8f@E=
i ze warto$¢ bezwzgledna dwumianu
@8) SlLFE— 2@, G=h)

mniejsza jest od pewnej, zresztg dowolnej, wielkosci skoi-
czomnej.
Natenczas catka [f(z) dz, rozciagnigta na dowolng krzy-

wa zamknietg C o krzyw1zme ciggtej, potozong wewngtrz To,
réwna jest zeru.®

) Patrz, L. Lichtenstein, Surla définition générale des fonctions analytiques
Comptes rendus, 2 maja 1910.
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Wedlug twierdzenia podstawowego Cauchy’ego / )f (2) de=0, jezel

a1 (@)
dz
dawna juz przypuszczano, ze w twierdzeniu tem ciggto§¢ pochodnej

1 L . . . 2
—(% nie jest warunkiem niezaleznym; innemi stowy, jezeli pochodna fl_fr(‘_)
¥4

istnieje we wszystkich punktach pola T, pochodna ta przez to samo juz musi
by¢ funkcya ciggla. Wszelako dopiero w roku 1900 E. Goursat istotnie

wykazal, ze ff(z) dz =0, jezeli pochodna d—];l—(z—z—) istnieje i mawarto$¢ skofi-

c

pochodna istnieje i stanowi funkcye cigglta wewnatrz pola 7,. Od-

¢
czong we wszystkich punktach pola Tj. .
W kilka lat pézniej P. Montel dowiédt, ze wystarcza juz, jezeli po-
chodne. czastkowe:

(29) -, N, ¥
Y sz dy
istnieja we wszystkich punktach pola C, jezeli wartosci bezwzgledne tych po-
chodnych sq muiejsze od pewnej, zreszta dowolnej, wartosci skoriczonej i je-
Zeli wreszcie ' '
(30) ' du __3v bu __w
ax~ dy’ 9y oz’
aby funkcya f(2) byta funkcyq analityczng zmiennej zespolonej 2.
i}ak wykazaliSmy w pracy niniejszej, teorya funkcyj
analitycznych moze by¢ oparta na szeregu zalozern znacznie
prostszych. Istnienie pochodnych (29) stanowi juz wniosek
z zalozenia zasadniczego (27).

§ 2.
Podajemy teraz kilka twierdzeri z teoryi catek okreslonych, niezbednych
dla rozwazani pozZniejszych.

I.. Niech f(z,%) oznacza pewng funkcye rzeczywista i o-
graniczong (bornée) zmiennych ziy w zakresie

. ar () s
') Pochodna —;—= moze nie mniej przeto nie stanowi¢ funkeyi ograniczonej (bor-
née) wewngtrz pola Ty.

9) O pewnym warunku catkowalnosci dwumianow r6zniczkowych. 9
T 2T =D,
O -
NZEY=Ys-

Zaktadamy, ze funkcya f(, %), rozwazana jako funkcya
zmiennej z, ma catke okreslong Riemanna, rozwazana zas
jako funkcya zmiennej ¥, ma catke okreslong Lebesguea.

Natenczas ca}kaj f(z,y) dz daje sie calkowa¢ wedlug

E2

s
Lebesgue’a, za$ cakkaj f(z,y) dy? wedtug Riemanna. Wresz-
vk

cie zachodzi réwnanie

@ ﬂzyﬂ(w, paz=[az [ 1@ ay.”

v L EX @ il

Ty Ya

Niech ¢ (x) oznacza jakgkolwiek funkeye ograniczong, dajacg sie cal-
kowa¢ wedlug okreslenia Riemanna. Wobec tego funkcya ta daje sie cal-
kowa¢ wedlug Lebesgue’a i )

®) [+@ae=[r@az.?

L

Niech 2, (x), (n=1, 2,...) oznacza szereg zbiezny funkcyj, majacych
catki Lebesgue’a, i niech w zakresie 4, T & = 2,

n=c0

Q] lim g, (2) = ¢ (@),

1) Symbol j oznacza catke Lebesgue'a.
L

o

2y H. W. Young dowi6d! pierwszy, 2e catka ’ f(e, y) dy, rozwazana jako fun-

vl

kcya zmiennej 2z, ma catke Riemanna. Obacz Monatshefte fiir Mathematik und Physik,
1910, S. 129—149, On parametric integration. Twierdzenie powyzsze podat autor pracy ni-
niejszej w artykule: Uber die Integration eines bestimmten Integrals in Bezug auf einen Pa-
rameter, Gottinger Nachrichten, 1910.

%) Patrz, Lebesgue, Lecons sur I intégration et 1a recherche des fonctions primi-
tives, 1904, p. 112.
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®) | o (X) < M = const.

Natenczas funkcya ¢ () ma réwniez catkg Lebesgue’a i

©) fim f on (2) d = f o (@) dz.
=z & L

Zatozylismy, ze funkcya f(z,y) ma calke wediug okre§lenia Rie-
manna. Jest wiec

,

@ [f@pde = tm (760 B+ G ) At G ) B

La—y
EX —
&, &, ..., & oznaczaja wartosci dowolne w zakresach

(@, +h), ..., @+n—1h, z).

J:aquolwiek by byta wartos¢ h, wyraz w nawiasach stanowi funkcye, dajaca
sie catkowaé wediug Lebesgue’a. Ze za§ procz tego

@) IFE Db+t [ G 9) B < | m—a| X granice goma | / (2, 4)|,

Ly

przeto funkcya ’ f (=, y) dz daje sig catkowa¢ wedlug Lebesgue’a. Da-

lej mamy

© fy ﬂdy. fxf(m, y) do = lim

T . 0
=

S s
[hff(gl’y) ay+h [f(ﬁz,y) ay+ .
nt ni

%

—I-h‘fhf(ﬁmy) w)= (s [ a.
P N 2

Réwnanie (9) dowodzi prawdziwosci twierdzenia.

) IIJako wniosek z twierdzenia powyzszego mamy nastepujgce twierdze-
nie II.

. Niech f(fv, y) oznacza funkcye ograniczong zmiennych
ziy wzakresie (1). Zaktadamy, ze funkcya f(z, %), rozwazana

) Obacz Lebesgue loc. cit. p. 114.

icm®

(11) O pewnym warunku catkowalnogci dwumianéw r6zniczkowych. 11

zaréwno jako funkcya zmiennej =z, jako tez funkcya zmien-
nej y, ma catke Riemanna. Natenczas:

g

1¢ funkcya [f(:v, y) dz daje sie catkowa¢ wedlug okre-
§lenia Riemanna.
Y2

20 funkcya [f(m, y) dy ma catkg Riemanna.

Y

Wreszcie zachodzi réwnanie
Xy Ya F23 T
(10) [ [t v ay=[ay [ 16w d.
E % 2

W samej rzeczy, wedtug twierdzenia I. catki

o L .

[t@nas 1 .{,}(x’y)dy:ff@y) ay

moga by¢ catkowane wediug okreslenia Riemanna. Dalej:
e
fa
%

= fzdz fhf(w, y) dy = fdm {”;(z’ Y) dy-
N "I , P

1 ¥

f}(w, ) do =.[y dy{ o) do

(11)

Przypuscmy na chwilg, ze funkcya ograniczona f (z, ), rozwazana jako
funkcya dwu zmiennych, ma catkg podwéjng Lebesgue’a

(19) f fsf(ﬂ-"-«y) dwdy.
sl:' % L

Natenczas, jak wykazat Fubini, obie catki

[mdy [f @) dz i f & fy,f(m, W) dy

ynl =l 2
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maja wartosci okreslone. Précz tego zachodzi réwnanie

(13) ‘/'yny./?sf(x, y) dz zﬁm _/qxﬂm, y) dy.

yo lo m @l oy D

Przypusémy teraz, ze funkcya f(x, ) czyni zados$¢ zatozeniom twier-
dzenia Il. Natenczas z réwnania (13) i z twierdzenia H. W.Younga (por.

Ly Ya
note ¥ na str. 9) wynika najprzéd, ze catki [f(x, y)dx i [f(w, y) dy

EN "
moga by¢ catkowane wedtug okreslenia Riemanna, a dalej, Ze

(14) f gdy”/f}(m, y) dy = f o [ to) .
Y1 &y Ly Y

Rozumowaniem powyzszem postuguje sie H. W. Young w pracy: ,On
the Change of Order of Integration in an Improper Repeated Integral“, Tran-
sactions of the Cambridge Philosophical Society, 1910, pp. 361—376. Ja-
kesmy wykazali wyzej, twierdzenie II zachodzi-i w tym przypadku, jezeli
funkcya f(xz,y), rozwazana, jako funkcya dwu zmiennych, nie posiada
catki Lebesgue’a. :

Twierdzenia powyzsze mozna rozciagna¢ na calki funkcyj nieograni-
czonych. ?

§ 8.

W rozwazaniach rozdziatu pierwszego f(z) byfa funkcya ciagta. Niech
teraz f(z) oznacza funkcye ograniczong wewnatrz kazdego pola, zawartego

Y- Patrz, Fubini, Sugli integrali multipli, Rendiconti della R. Acc. dei Lincei, 1907,
. .
pp. 608 — 614. Nalezy zaznaczy¢, ze calka (14) ’ @, y) de moze nie istnie¢ dla
ac: L
pewnej mnogodci wartodci v, kiérej miara réwna si¢ zeru. Te warto§ci y nalezy wykluczyé
przy catkowaniu wyrazu (14) wediug zmiennej y. Podobna uwaga odnosi sie do catki

y Vs
podwaéjnej f de j f(x, y) dy. Poréwnaj, de la Vallée Poussin, Réduction des in-
ol gl
tégrales doubles de Lebesgue. Application & la définition des fonctions analytiques, Bull.
de 1" Acad. roy. de Belgique, 1910, pp. 768—798.

%) Patrz wspomniany artykut autora w Gottinger Nachrichten.

icm

(13) O pewnym warunku catkowalnosci dwumiandéw r§znic%kowy§h. o 13

w polu T,. Zaktadamy, ze funkcya f(2), rozwazana Zalt(’)WIlO jako funkcya
zmienne] , jako tez funkcya zmiennej y, ma catke Riemanna. Zalt:%a
damy dalej, Ze we wszystkich punktach (z, y) wewnatrz T, zachodzg réw-
nania

[EELIN)] lfﬂh y-+h
. 1 o .1 dy — 7 (2).
W i [ f@ =16, lim h(_{)f(ﬁ) y =1
(x, ¥) x,

Uwaga. Niech () oznacza przez chwile jaka‘kolwiek.funkcyq
ograniczona, majacg catke Lebesgue’a. Wedlug znanego twierdzenia

(=+h) )
Lebesgue’a lim " f ¢ (z) dox = ¢ (z) dla wszystkich = w zakresie
=0 .
(IZ] - 3 . Y I
LETED,, 2 wyjatkiem pewnej mnogosci punktéw, ktérej miara rowna

sig zeru.
Niech teraz T oznacza pewien prostokat, zawarty wewnatrz pola T.

Niech 4, = (T, 1), Ay= (x5, Y1) 4s= (1, Yo), Ay = (s, ;) beda
spGhrzedne wierzchotkéw T.
Funkcya .
o f @ — 4 f @),

rozpatrywana zar6wno jako funkcya zmiennej Z, jako tez funkcya zmien-
nej y, moze by¢ catkowana wedhug okreslenia Riemanna.

Twierdzenie Lebesgue’a, podane w § 2, daje
Y= L 1
@ tm [6nGE—ar@ld=[ n 5 i fE=%E =0
P2 - %
?5 . -
Funkcya —’1— f [i8, f (8) — 8, f (2)] dy ma naskutek twierdzenia II § 2
2 .
Y

calke Riemanna, a, cozatem idzie, i catke Lebesgue’a. Précz tego jest:

¥:

®) \ % f}-iéxf(s) — 8 @] dy \< =y | X

¥

granice géimg \ —}L— @5 flE)—8fk) = wielkodci skoriczonej.
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(15) O pewnym warunku catkowalnosci dwumianéw rézniczkowych. 15
Zatem
Podobniez jest
4 I (s, #) (%ay #3)
im - /dw [[za &) —3,f @) d an  — lm [da: fa @) dy._[f(z) dm—f ©) de,
. =0 1y Y1) (1 )
rzeto ze wzgledu na réwnanie (4)
”* 12 ff(z) de= [1) d.
5 ¥ YR PR IA
z_/ de [ ;}=o 7_[ [63F (&) — & 1 (&)] d?/] =0. Zamiast (#,, ¥,) napiszmy teraz poprostu (z, y) i rozwazajmy catke
o b : (12) jako funkcye zmiennych 2 i y. Funkcye te oznaczamy przez F' (2}
Rozwazmy wzér =U, y) +iV @, y-
Jak tatwo wykazad, jest
(5) 1 [In Ys 1 Yo Zy aF() (1_{,;, 9
— ; — . 2
h“ dz‘fwwf(z) ay= [ay [iaf () ae 2O —tim - [ de =1 @),
o g o EX (“’ v
13
Yo Zath 2 ap e yth
[czy[f(z) dm—-—fdy [f(z) de. qu-y(—z)—*hm L [f(z) dy =if (2).
(x v

Niech bedzie We wszystkich punktach wewnatrz pola T, jest

© Natenczas If@ <M . 1
L ) (14) 51’11 + (8% F(z) — 8, F(2)] =
o 1y _ =
b, r@ de < M. Ze za$ procz tego
ﬂ 1. N
Wedtug twierdzenia Lebesgue’a, ktérem postugiwali$my sie juz kil- (15) W [48. F () — 8, F(e) | <2M,

kakrotnie, mamy

wiec na skutek twierdzenia, dowiedzionego w rozdziale pierwszym, F (2) jest
@y g2 funkeya analityczng ciagly zmiennej 2. Pochodna

®  lm o [dy[f(e)dm-/dy[hm~ff(z)dx] [t@a arE _2Fe _

Ys Ttk

i o o @, 71 —
i ¥) (16) Te f(z)
s Ya)
9 lxm — /‘dy/ f(g) dﬂﬂ——fdy[ hm 2 {f(z) de / @ dy jest oczywiscie réwniez funkcya analityczng ciagtg zmienne] zespolonej.
@ ’ Rezultat dociekan powyzszych mozemy teraz przedstawiC w formie na-
zatem stepujacego twierdzenia:
(za: 92) (45 ¥2) = funk

(10 lim & {' ) Niech 7(¢) = u(z, y) +iv(z, y) oznacza Iunkcyg ograni-

) eariy d:cfﬁ f(z)dy_zf (z)dy—z[f(g) ay. czong zmiennych z iy, majaca catkg Riemanna wewnatrz

(@2 3) (@ %) } pola jednospéjnego T, zaréwno jako funkcya zmiennej =, ja-
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16 L. Lichtenstein. (16)

ko tez funkcya zmiennej y. Niech we wszystkich punktach
T, zachodzg rownania i

. @tk 9 @, y+n
f(z)——-—hrn T/f(z)dx—hm —/f(z) dy,
(x, ) (x, o)

D ‘
;grtﬁ[mf@)v%f@)]:& >0
iniech wreszcie warto§¢ bezwzgledna funkcyi

—]11,_ [28.1 (8) — 3, 1 (2)]

dla wszystkich (%, y) wewnatrz pola T, i dla wszystkich do-
datnich h bedzie mniejsza od pewnej, zresztg dowolnej, wiel-
kosci statej. Natenczas f(2) jest wewnatrz pola T, funkcya
ciagly analityczng zmiennej zespolonej 2.

W podobny sposéb mozna dowies¢ nastepujacego twierdzenia:

Niech p(z, ) i ¢(x, y) beda funkcye ograniczone zmien-
nych z iy wewnatrz pola T,. Zaktadamy, ze p(x, %) i ¢ (2, ¥),
zardwno jako funkcye zmiennej %, jako tezfunkcye zmiennej
y, mogg by¢ catkowane wedlug Riemanna i czynig zadosé¢
réwnaniom

1(z+h,y)
}h_rr})—[ (@ dz=p(,y),

(=, 9

{an

I(.n y-+h
im 7 (0@ v ay=q@, 1).
(@ 9)

Przypuéémy dalej, ze we wszystkich punktach wewnatrz
pola T, . -

(18)

9)

dla wszystkich (z, y) Weﬁrﬁ"qtr; pola T, i dla wszystkich do-

17 O pewnym warunku catkowalnosci dwumianéw rézniczkowych. Y

datnich » bedzie mniejsza od pewnej zresztg dowolnej war-
to§ci statej. Natenczas p(x, ) ig(z, ¥) sa pochodnemi cza-
stkowemi pewnej funkcyi ciagtej ® @, )

2
Niech C oznacza jakgkolwiek linie o krzywiznie ciggtej wewnatrz T,.
Funkcye pig niekoniecznie sg ciagle. Wskutek tego dwumian réznicz-
kowy

LS ad
pdz+qdy = 5~ dz + T dy

niezawsze moze hy¢ catkowany wzdtuz krzywej C. Wzor

2 Lf ', i) + wielkosci statej

f‘pdw—‘rqdy = ]

¢ ¢

moze w danym przypadku nie mie¢ zadnego okreslornego znaczenia.

#*
Prace mat.fiz. t. XXIL 1


GUEST




