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Beispiele. DieBeziehung > in der Arithmetik ist asymmetrisch. Die
Umkehritng der Subsumption, >, in der Algebra der Logik ist nichtsym-
metrisch. Die Gleichung (b+x)+y=>b istin der Algebra der Logik zwar
stets mdglich, denn sie ist aequivalent mit den Gleichung b'zy+b'my’ + b'z'y=0
deren Resultante stets gleich Null ist, aber die Losung giebt T=bu, y="0bw,
wo # und v beliebige Dinge von K° sind, dh. #<d, y <) also auch b+z=b,
b-+y=>. Esist also in diesem Falle stets =10 fiir symmetrische aLb.

Was die Reflexivitat » der adjungierten Beziehungen betrift, so lassen sich
folgende Sitze beweisen.

Satz 19. Die der Operation o adjungierte Beziehung L ist dann und
nur dann reflexiv, wenn jedem o wenigstens ein von m verschiedener Gegen-
stand b entspricht, so dass

a=aob
ist.

Der Beweis folgt direkt aus den Grundbegriffen.

Satz 19a. Die der Operation o adjungierte Beziehung P ist dann und
nur dann reflexiv, wenn jedem a wenigstens ein von m verschiedener Gegen-
stand & entspricht, so dass

a="boa
ist.

Beispiel. In der Algebra der Logik existiert stets ein solches d=qau
(u beliebig). Die Umkehrung der Subsumption (und die Subsumption) ist
reflexiv.

Die Bedingung a—=aob ist erfiillt, wenn in B fiir die Operation o das
Tautologiegesetz a=aoa gilt. Wir haben also den Satz:

Satz 20. Ist fiir beliebiges a

‘ o = @,

so sind die der Operation o adjungierten Beziehungen L und P reflexiv.

Noch eine allgemeine Bemerkung: Die angefithrten Sitze zeigen die
merkwiirdige Symmetrie der Dualitat. Jedem Satze entspricht ein anderer,
der aus demr ersten in der Weise gewonnen werden kann, dass man I mit P,
@ob mit boa und umgekehrt vertauscht, alles andere aber ungedndert lasst.

Der Grund liegt selbst verstandlich in der Dualitit der Fundamentaldefini-
tionen 1, la.

Krakau, Mai, 1910.

') Die Beziehung R ist reflexiv, wenn fiir beliebiges a, aRa ist.

A. ROSENBLATT.
Regula Lagrangea w zagadnieniu izoperymetrycznem
dla catek pojedyficzych.

1. Uwazajmy m-+1 funkcyj rzeczywistych n zmiennych rzeczywistych

Zpyeey@n (0 >m+ 1)

flz Zn) G=1,...m) 1)
1y =~y R)

i (Ty, -0 Tm) s

jac, 2 — .. .=, = 0 (uklad 0), funkcye g; znikajg i ze
dajac, ze dla ukladu 2, = .= Ty = ! :
:Zt?st?(]iz funkcye posiadaja w sgsiedztwie tego ylfladu ‘pochf)dne az do rzedu
p wlacznie. Zatézmy, ze nie wszystkie wyznaczniki macierzy:

O 9% |

- PR T | amn §
0z, ‘ (2)
O%m _O%m_ !

‘1 R |

i imum
znikaja dla (0), i szukajmy warunkow, aby funkeya f (&%) miata maxi

wzgledne, t. j. przy zatozeniach: ime1,m) ®)

Qi (g -+ 5 Ln) =0.

= i ze pocho-
Istnieje m skonczonych oznaczonych statych A (i=1,....1m) takich, p

dne funkcyi: i
Gy, s Tn) = flZyse . sTn) +21.~q>,- (Tgy ey En) »

=1
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znikajg dla (0), t. j. zachodza réwnosci:

0g (z,, n ;
_ana 1 %) 0. ¢=1,..n) (5)

Dalsze warunki konieczne otrzymujemy natychmiast. Niechaj wyznacznik

D((Pl)‘-'J(Pm)

Diwy,. .. a;,) (o <) ®
bedzie odmienny od zera; natenczas z réwnari:
6(01‘ 62
2 oz, T2 2 6mdw gt =0, (h=1,.m) 0
g=] g=1
wstawiajac rozwinigcia na &, e8i,, W WYyrazenie:
L1 " f
T L nig G @®
=1 =1
1 oznaczajac pozostale zmiennne PIZRZ Zjy ooy @y, (F1 < oo < Jpm),
otrzymamy najprzéd:
Deo,....on _or Dy, 0m) of
D(w,,..x,,) O, 2 D@y oy, Ty Ty @) Oy =0 ©)

(k=1,...,n—m)

réwnosci réwnowazne (5); nastepnie wyrazy drugiego stopnia daja fofm(; kwa-
dratowa:

S [[ Doy, ,fpm)) % D(tp“ ,%
L= [( D, - %) ax,k oz, 22 Doy (10)
D (pr ;e @) Dy
P 1) - )‘Pm)
D(xc,,....mi,.,l,xjk, Ligyys o a:.m ﬁa:;,. 03:,,‘ 21)({6,“ ’”‘n—-1:w:w$¢;,,+1> Tz
‘D (‘Pl: e ‘*Pm) 039

; — | g &,
D(a:ﬁ,....wih,_l,z,-k,,a:;h, e o Tim 02, 0x.~h,] e St >
kt6ra nie powinna byé¢ nieokreslona,

2. Jezeli jednak wszystkie wyznaczniki macierzy (2) sg réwne zert,
wéwczas réwnania (7) daja nam pewng liczbg rozwinieé, ktére jednak wszystkie
mogq by¢ urojone dia uktadu (0).

) Za&ozn}y dla prgstoty, e przynajmniej jeden z wyznacznikéw (m—1)-go
stopnia macierzy (2) jest od zera odmienny, i niechaj dla prostoty bedzie to
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wyznacznik pierwszych m—1 wierszy i kolumn. Wéwezas istnieje m—1 skori-
czonych, oznaczonych wielkosci a;(4==1,,...m—1), takich, ze oznaczajac:

D= ¢n +Z i Pi,
i=1

mamy dla uktadu (0) réwnosci:

v
ow

Otrzymujemy stad dla wielkosci e; (7 = m,....n) réwnanie:

e ! D(?l ooy CF,"_-_O D(@] 3eery ‘?m—-l)
D (@1y0e0s 1) )2 UL T ‘
.,; [(D @y, .00y Tm—1) 003}600;‘/‘2 : 1 D@y sy Tme1) DIy poesimets By Lip1.e-Lom)
Fhi=m i

(i=1,...n) (11)

m—1

D(Py, wrey Ym—i) D(9,, ey Om—1)

83:. 6.7:_, : 2 D(zy, Tom1)

vees Lity Ty Tig 1y vevy $m_1) D(xl, ooy Lit—g 3 Ljty Lt 1 gaeey
ok | 12
@—xj@_xj:] ggi ... =0, 12)

tak ze natura rozwinig¢ zalezy od formy kwadratowej wypisanej. Sprowa-

dzamy jg do sumy kwadratéw:

2 A,
=1

i dochodzimy do wnioskéw:

a) Jezeli forma jest okreslona, natenczas précz (0) niema uktadu z, dla
ktérego (3) zachodzi.

b) - Jezeli forma jest nieokreslona, otrzymujemy rozwiniecia wielkosci
& (i =1,....n) podtug wielkosci v. Wstawiajac je do (8), dochodzimy do na-
stepujacego interesujacego rezultatu: Istnieje m—1 statych skoriczonych
Ay A takich, ze oznaczajac:

v =n—m-}1) (13)

m—1
Gy v T = (B o )+ Dy DB s 14
=]
otrzymujemy v niezaleznych réwnosci:
” 6g B 3
o T =0 (=1, .., v) (15)

J=m

c) Nareszcie jezeli forma jest pdlokreslona, nalezatoby uwzglednic wyz-
sze wyrazy w rozwinieciach (7)1 (8). Jest to przypadek bardzo skomplikowany-
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3. - Ograniczajac sie do n=2,m =1, mamy do czynienia z réwnaniem
dla dwéch zmiennych z, i z, i mozemy stosowa¢ metode Puiseux’a. Wszcze-

g6lnym przypadku, gdy forma kwadratowa jest nieokreslona, otrzymujemy
warunki:
O o, O
0z, ’ 0z,

) (16)

Mozemy tu szukaé dalszych warunkéw dla minimum. Z wyrazéw drugiego
stopnia w funkcyi £ otrzymujemy nieréwnosci:

0% o
b Gzt — M o, = (17)
O e
——h,w—2 1 69916%; o
Ba? + 4hhy = 0,
gdzie polozylismy:
__of e Of %
17 Bx, 0y O, 0z, 0x,0z,’
W O Py Bf By
27 B2 Ox? Oz, Ox,®
B N B s
87 P, 0w, 0,2 0xy® 0,0z,
W waz o*f d*¢ .
waznym' przypadku specyalnym, gdy T 0w, — 97,0, =0, warunki te re-
1 1Y%
P . . 2 2,
dukujg sie do ]ednego,ktéry—-zak%adajqc—;jé >0, _0_% < 0, — napiszemy:
z, Oy
Of ¢ O O 18)
0x,2" 0x,2 = Oz, Oz’

) 4 Rezul’:aty poprzednich ustepéw mozna z tatwoscig stosowac do zaga-
dnienia izoperymetrycznego dla calek pojedyficzych. Mamy najprostszq catkg

I:ff(m,y,y')dw, (19)
i szukamy warunkéw dla jej ékstremum, jezeli catki
K= f 9z, y,y) de, (=1, ...m) (20)
przyjmuja wartosci oznaczo;le. Oznaczmy:
Sl A 3 AL EE &y
(J=1,..m)

* ©
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Jezeli funkcye Gy sa liniowo niezaleznie wzdtuz ekstremalnej B, t.]. jezeli nie
zachodzi zwigzek

2 4 G; =0, (22)
=1
wtenczas ekstremalna spelnia réwnanie Lagrange’a:
F+ X MGi=0, (23)

f==1

gdzie \; sq stale skoticzone i oznaczone.

W pracy ogloszonej w ,Mathematische Annalen* (tom 68, str. 552) oka-
zafem, ze jezeli migdzy funkcyami Gj zachodzi zwigzek (22} dla @, =1, naten-
czas, gdy oznaczymy jeszcze

m—1

G (@1 @) = Gon( By L) D i G (@ T

i=1
ekstremalna zn6w spelnia réwnania (23), jezeli wzdiuz niej funkcya g nie
: o~
spelnia warunku Legendre’a, j. j. jezeli Ty‘izmienia znak wzdtuz E,

Tak samo zachodzi (23), jezeli wprawdzie warunek Legendre’a jest spel-
niony, ale nie warunek Jacobi'ego, jezeli zatem nie zachodzi dla E, nawet
ekstremum stabe.

Dow6d znajdziemy predko, opierajac si¢ na wynikach ustepéw 1 —3.
W istocie zagadnienie Rachunku waryacyjnego sprowadza sig do zagadnienia
Rachunku rézniczkowego przez uzycie waryacyj typu:

Hw) = en@) + Dan@,

i=1

stosownie dobranych (zobacz pracg cytowang).

Hadamard w niedawno wydanym pierwszym tomie ,Lecons sur le
calcul des variations® 1909, p. 210, nazywa takie pola ekstremalnych ,champs
singuliers* nie rozwazajac ich zupetnie. Tak samo nie rozwaza ich Bolza
(,Vorlesungen tiber Variationsrechnung® 1909, p. 460).

5. Podatem takze przyktad (I c.) okazujacy, Ze regula Lagrange’a
moze by¢ falszywa. Obieram mianowicie catkg I:
1

I=f(ay”'+'y)dz, 24)
[1]


GUEST


60 A. Rosenblatt. (6)

zas jako catke K:

K= f y” [y (—p2) (y*-- g2) + o] da. (25)
0
2>0,¢9=>0, a> 0.

Dla osi z mamy I=K=0, a dla kazdej innej krzywej, tqczacej pun-
kty 011 w obszarze dostatecznie blizkim osi z, dla ktérej K=0, mamy
I>0 imozna znale§¢ rodzing taka, zalezng od parametru (mnogo$¢ ciagla)
Of$ z jednak nie jest ekstremalng.

Przypadek pospolity, kiedy E, daje mocne ekstremum catki K, wskazat
juz H. Ha hn (Mathematische Annalen, 58).

icm

G. A. MILLER.

The group generated by two conjoits.

(Grupa wytworzona przez dwie sprzgione.)

One of the most useful facts which Jordan proved in his earliest article »
is that with every regular group H of degree n there may be associated another

" regular group H on the same letters such that every substitution of each of

these two groups is commutative with every substitution of the other.
Moreover, each of these groups is composed of all the substitutions on these
letters which are commutative with every substitution of the other group.
The groups H und H’ are known as conjoints, each one being the conjoint of
the other. In his ,grand prix en 1896 memoir  and elsewhere, E. Maillet
studied the group @ generated by H and H', espécially as regards its class
and as regards its primitivity. The lower limit of the class of G' which Mail-
fet found when @ is primitive can be greatly reduced as will be seen from
what follows. The objects of the present paper are to present the wole subject
in a simpler form and to prove that the inferior limit given by Maillet is too
great.

Since -H is transformed into itself by H’ the order of G=(H, H') is 0/,
where p ist the number of operators common to H and H'. The subgroup Gy,
which is composed of all the substitutions of @, which omit a given letter is
therefore or order */,. It is impossible that two substitutions of & transform
the substitutions of H in the same way for if two such substitutions had this
common property the product of the one into the inverse of the other
would be commutative with every one offthe substitutions of H and wouid

1) Jordan, Journal de I Ecole Polytechnique, “vol 22 (1861), p 153. .
‘) Mémoires présentés par divers savants 4 ' Académie des sciences (2), vol 82, 1902.
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