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E. STAMM.

Zur Theorie der Beziehungen und Operationen.

(Przyczynek do teoryi wzglednosci i dzialan. )

Die Theorie der Operationen, so wie sie von H. Grassmann und Han-
kel ausgebildet worden, ist berficksichtigt fast ausschliesslich die Operationen
als solche, untersucht dagegen das Verhaltnis der Operationen zu den ent-
sprechenden Beziehungen nicht. - Es ist das verstandlich vom Standpunkte
der Arithmetik, in welcher die Beziehungen eine verhaltnissmassig kleine Rolle
spielen. Im allgemeinen kann es aber Gebiete geben, in welchen die Bezie-
hungen grundlegend sind. Das beweist zB. die Zahlentheorie mit den Bezie-
hungen ,Theiler sein“, die Geometrie, welche afif drei Beziehungen der
Inzidenz, Parallelitat und Orthogonalitat ruht ), die Algebra der Logik mit
der Beziehung der Subsumption 2.

Andrerseits untersucht der Beziehungskalkiil ® wieder die Beziehungen
als solche und die Verhiltnisse zwischen den Beziehungen.

Es wire also interessant das Verhiltnis der Operationen zu den Bezie-
hungen zu untersuchen; dieses Verhaltnis ist auch ontologisch wichtig, denn

1) Vgl L. Heffter, C. Kohler, Lehrb. d. anal. Geom., I, 1905, Anfang.

7) Vgl zB. A N. Whitehead, Universal Algebra, 1, 1898, 1 B, L, 1, Ch; E. Schro-
der, Vorlesungen ii. Algebra d. Logik, Bd. 1, 2, 1890—1; Huntington, Sets of inde-
pendent postulates for the alg. of. logic, Trans. Amer, 1904, Bd. V.

% Die Elemente des Beziehungskalkiils im Sinne B. Russsels miissen hier, da
wir uns auf eine moglichst kurze Notiz beschranken, als bekannt vorausgesetzt werden. Vgl,
in dieser Bez. B. Russel, Sur la logique des relations, in Revue de Mathém., 7 Bd. 19001
Théorie générale des relations; dann auch B. Russel, The Principles of Mathematics, 1,
1903, § 27—30; L. Couturat, Les Principes des Mathém .,1905, Ch. 1, § C.
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es wirft auf die Operationen einerseits und auf die Beziehungen andrerseits
schones Licht.

Zwei Probleme giebt es hier, welche geldst zu werden verdienen. Dag
erste ist das folgende: Ist ein Bereich B bestimmter Gegenstinde gegeben
und existiert zwischen den Gegenstinden von B eine beliebige binare Beziej
hung B, so soll man mit Hilfe von I eine Operation zwischen den Gegen-
stinden von B definieren und die Eigenschaften dieser Operation aus den
Eigenschaften der Beziehung R ableiten. Das zweite Problem ist die Umkeh-
rung des ersten: Ist ein Bereich B gegeben und eine Operation zwischen
den Gegenstinden von B, so soll man mit Hilfe dieser Operation, bezeichnen
wir sie mit @o b, wenn g, b Gegenstdnde von B sind, eine binire Beziehung R
definieren und die Eigenschaften dieser Beziehung aus den Eigenschaften der
Operation o ableiten. Das erste Problem scheint ontologisch, das zweite
arithmetisch wichtiger zu sein.

Unser Ziel ist nicht eine genaue Untersuchung aller méglichen Verhalt-
nisse, sondern eine tibersichtliche Darstellung der wichtigsten Punkte. Wegen
der zweiten Problems und der eben angegebenen Beschrinkung untersuchen
wir hier nur die zweite Frage. o

Um die Untersuchung einfacher zu gestalten, nehmen wir an, dass die
betrachtete Operation o folgende Eigenschaften hat: 1) Sie ist eindeutig und
fithrt wieder zu den Gegenstanden von B, dh. sind a, & zwei Gegenstinde
von B, so bezeichnet zob nur einen Gegenstand von B. 2) Es kdnnen a, b
und das Resultat aod bei passender Wahl alle Werte von B annehm:an
fe.rner aund b zugleich beliebige Gegenstinde von B bezeichnen. Wenn,
wir also von einer Operation o sprechen, so soll diese immer die Eigenschai-
ten 1), 2) besitzen; wir nennen eine solche Operation einfach.

) Entspricht jedem beliebigen Gegenstande a von B ein von o unabhin-
giger Gegenstand von B, bezeichnet mit m;, so dass stets

a=moa ‘ (1)

ist, so'nennen wir m; den linken Modulus der Operation o,

) Analog definie-
ren wir den rechten Modulus m,:

aG=00my. (2)

Qa jedsmh mom, wegen der Einfachheit der Operation o méglich ist und
einerseits nach (2) gleich 7, und andrerseits nach (1) gleich my, ist, so ist auch

My=m,. E§ existiert bei einer einfachen Operation nur ein einziger Modulus
m, und es ist

aom=moaq = a. (3)

Definition 1. Zwischen zwei beliebigen Gegenstinden a, & von B
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besteht dann und nur dann eine Beziehung L, bezeichnet mit aLb,wenn in B
wenigstens ein vom Modulus m verschiedener Gegenstand ¢ existiert, so dass
die Relation )

= boc¢ )

Definition la. Zwischen zwei beliebigen Gegenstanden a, b von B
besteht dann und nur dann eine Beziehung P, bezeichnet mit aPb, wenn in B
wenigstens ein vom Modulus m verschiedener Gegenstand ¢ existiert, so dass
die Relation

gilt.

a=cob (4a)
gilt.
Wir nennen L die linke, der Operation 0 adjungierte Beziehung
im Bereiche B, P die rechte. Die Moduln schliessen wir deshalb aus, damit
L und Pvon der Gleichheitsbeziehung frei werden. In speziellen Fallen
kénnen L und P zwischen beliebigen Gegenstinden von B bestehen. In
diesem Falle bezeichnen wir sie mit N. Um sich zu iiberzeugen, ob L und P
von N verschieden sind, kann man folgende Uberlegung machen: Existiert in
(4) oder (4a) kein ¢, welches diese Gleichungen befriedigte, so besteht zwischen
@ und b die Beziehung L event. P nicht, oder es besteht vielmehr die Nega-
tion von L, welche wir mit L', event. von P, welche wir mit P’ bezeichnen?.
Nun ist aber N' keine Beziehung, weil sie zwischen keinen Gegenstdnden
von B besteht. Ist also L oder P gleich N, so muss in B stets wenigstens
ein ¢ existieren, so dass (4) event. (4a) gilt. Das lasst uns entscheiden, ob L
event. P gleich N ist’ oder nicht. Betrachten wir zB. die arithmetische Addi-
tion zwichen reelen Zahlen, so ist @==x + b=> + « stets moglich, bei
beliebigen a, . Zwichen a, b besteht also die Beziehung N.
Der Operation o entsprechen im allgemeinen zwel lytische Operationen.

Ist
a=boc, 4)
so haben wir, wenn — und = diese inversen Operationen bedeuten,
b=a-ec , c=a=b. 5
Nehmen wir an, dass auch die Operationen —, = eindeutig sind. Die erste
Gleichung (5) definiert uns nach Def. 1, 1a die Beziehungen
bLia , bPc,
die zweite die Beziehungen
cl,a , cP,b.
Da aber die Gleichungen (4), (5) aequivalent sind, so ist
L=1I,, P=1L,?

%) Wir bezeichnen die Negation einer Beziehung B mit ®'. Vgl. B. Russel, Rel,
L c. 24—26. Russel bezeichnet B’ mit —R.
2) Wir bezeichnen nach Russel L c. * 171 u. f. die Umkehrung einer Beziehung,

B mit K.
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Die in\{ersen Operationen definieren also die Umkehrungen der den direkten
Operationen adjungierten Beziehungen. Die Beziehungen P,, P, stellen kein
Interesse dar; denn es ist, wie leicht zu sehen,

P, =F, =N

Da nun die Eigenschaften der Umkehrungen der Beziehungen aus den Eigen-
] scha.iten der primitiven Beziehungen ableitbar sind®, so kénnen wir uns auf
thetische Operationen beschrinken.

Beispiele. Ist o=- und K gleich dem Bereiche der (zan .
e .
ven Zahlen, so ist L=>>, P=">. (ganzen) positi

Ist o=z bei demselben B (der positiven ganzen Zahlen), so ist L=,4

ist ein Vielfaches von 5%, P ebenso.

Be.zeichnet o die Potenzierung bei denselben Bedigungen, @=2°, so ist
L= ,a ist eine Potenz zon b*, P=a ist ein Numerus von c*. ’

Bezeichnet o die logische Addition im Bereiche K°9. so ist L die Um-
kehrung der Subsumption, P ebenso.

Bezeichnet o die logische Multiplikation in K° 2 i i

. so ist L -
tion, P ebenso. ’ die Suboump

Auf.Grund der Definitionenl, la kénnen wir nun die Frage beantworten
welche Eigenschaften die adjungierten Beziehungen L und P haben, wenn dié
entspr.echende Op‘eraﬁon o bestimmten Bedingungen geniigt. Dabei beschrin-
ken wir uns auf die naheliegenden und fundamentalen Eigenschaften. Durch
elitsprec_hende Kombinationen der Voraussetzungen - lassen sich weitere
Satze leicht gewinnen.

Z}lerst ist es klar, dass in jedem Bereiche B, in welchem eine einfache
Operation o dehmer-t wird, zwischen den Gegenstinden von B gewisse Bezie-
hungen potwendxg bestehen. Dabei kann jeder Gegenstand von B sowohl
Vorderglled, als au.ch Hinterglied einer Beziehung L oder Psein. Die adjungier-
te{l Bepehungen sind also keine Grundbegriife, sondern sie lassen sich immer
mit Hilfe von entsprechenden Operationen definieren.

Es .ex1st1ert eine Anzahl von Sitzen, -die immer bei jedem Bereiche B
und b§1 jeder Operation o gelten. Wir erwshnen folgende:

atz 1. Es ist stets aobLa fir beliebige . i
s ¢ und b
Modulus der Operation o in B). £ it der
Denn es ist immer (go?)=gqob.

Y Es kann die Russel i i

was i o 11;.) ert[l:ss:;r.:he Abhandlung auf diesem Punkte leicht erginzt werden,

2 - N
L %cgiguftrd:r lo.gnschen Operatio,nen vgl zB. Whitehead, 1 ¢; Huntington,
Stal;’lm . ,Z A(i (&?outurat, L’Algtbre de la Logique, 1905. Beziigl. KO vgl. E.
a), y sgw;hmg;i . L?g., Monatshefte f. Mathem. u. Physik, 1910,
Optcation | D achen er Kiirze hfilber von einer Operation o an Stelle einer einfachen
, von beliebigen Gegenstinden an Stelle von beliebigen Gegenstdnden von B.
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Satz la. Esist stets boaPa fiir beliebiges @ und d¥m.
Denn es ist immer (boa) = boa. .
Satz 2. Ist aLb, so existiert wenigstens ein Gegenstand ¢, so dass

cLa
ist.
Denn aus alLbd, dh. a=boz, folgt, da man beliebige Gegenstinde
von B mit einander mit Hilfe von o verkniipfen kann, aoy==c¢, dh. cLa.
Satz 2a. Ist aPb, so existiert wenigstens ein Gegenstand ¢, so dass

cPa
ist.
Denn aus aPb, dh. a==zob folgt, da o einfach ist, yoa=¢, dh. cPa.
Definition 2. Wir nennen einen Gegenstand w von B die untere
Grenze von B beziiglich einer beliebigen Beziehung R, wenn fiir jedes a

von B

uRa
ist. :
Die Sitze 2, 2a schliessen die Existenz der unteren Grenze von B bezfig-
lich einer adjungierten Beziehung nicht aus. Enthalt B eine unbeschrinkte
Anzah! von Gegenstinden, so kann er unten unbegrenzt sein, was die Satze
9, 2a ermbglichen. Der Bereich der logischen Gegenstande (der Algebra der
Logik) kann unendlich sein und ist unten beziiglich der Umkehrung der Sub-
sumption ¥ durch 1 (die Totalitat) begrenzt. Die Satze 2, 2a gelten aber auch
fiir endliche Bereiche. Jede zyklische Kette, zB.

..... bRaRcRbRaRcRORaRc.....

besteht nur aus einer endlichen Anzahl (hier drei) von Gegenstanden, ist aber
nichtsdestoweniger unbegrenzt. Die Existenz der unteren Grenze beziiglich
einer, einer einfachen Operation adjungierten Beziehung hangt also nicht von
der Anzahl der Gegenstande ab.

Die Satze 2, 2a schliessen darum die Existenz der unteren Grenze nicht
aus, weil, wenn B unten begrenzt ist, die entsprechende Beziehung reflexiv
sein muss¥; ist eine adjungierte Relation R nicht reflexiv, so kann keine
Menge beziiglich dieser Relation unten begrenzt sein. Es kann aber eine
Beziehung reflexiv sein und die entsprechende Menge unten unbegrenzt. So
kann man sich ein Gebiet denken fiir welches alle Axiome der Algebra der
Logik gelten, ausgenommen diese, in welchen der Begriff der Totalitat (1) vor-
kommt.

1y Die untere und obere Grenze vertauschen ifire Rollen, wenn man an Stelle einer
Beziehung R ihre Umkehrung R nlmmt.
%) Man nennt eine Beziehung R reflexiv, wenn fir jedes a aRa ist.
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Es ist aber zu erwidhnen, dass alle diese Sitze nur fiir die einer ein-
fachen Operation adjungierten Beziehungen bewiesen worden sind und
nicht fiir belie bige Beziehungen. . -

Die Existenz der unteren Grenze ldsst sich erst durch folgenden Satz
darlegen.

Satz 3. Existiert in B ein einziger Gegenstand # von der Beschai-
fenheit, dass man fiir jeden Gegenstand @ wenigstens einen von m verschie-
denen Gegenstand a, finden kann, so dass

W= Qqoa, (d,)
und fiir beliebiges & stets

wob = u ®

ist, so existiert die untere Grenze von B beziiglich der, der einfachen Opera-
tion o adjungierten Beziehung L, und diese untere Grenze ist gleich w. Es gilt
auch die Umkehrung dieses Satzes.

Denn aus (=) folgt uLa fiir beliebiges a; die Gleichung (8) sagt aber aus,
dass wenn ¢Lw ist, dh c=wox, ¢c=w sein muss. Die Umkehrung des Sa-
tzes folgt aus der Definition von «La.

Satz 3a. Existiert in B ein einziger Gegenstand u, von der Beschai-
fenheit, dass man fiir jeden Gegenstand @ wenigstens einen von m verschie-
denen Gegenstand @, finden kann, so dass

) o U= aoa (o)
und fiir beliebiges & stets

bou=1u ®

i.st, so existiert die untere Grenze von B beziiglich der, der einfachen Opera-
tion o adjungierten Beziehung P, und diese untere Grenze ist gleich . Es gilt
auch die Umkehrung dieses Satzes.

Denn aus (a) folgt %Pa filr beliebiges ; die Gleichung (§) beweist aber,

dass, wenn c¢Pu ist, ¢ = sein muss. Die Umkehrung des Satzes folgt aus
der Definition von wPa.

Beispiel. Diese Bedingungen sind zB. erfiillt in der Algebra der Lo-
gik. Esist w=1 (Totalitit) die untere Grenze beziiglich der Umkehrung
der Subsumption. Jedem Gegenstande @ entsprechen zwei Gegenstinde
(und ausser diesen noch andere), nahmlich 1 und die Negation von a, bezei-
chnet mit @', welche die Gleichung 1 =01 event. 1=a ~+a' befriedigen
(-} ist das Zeichen der logischen Addition). Ebenso ist fiir beliebigesd 14+-b=1.

Definition 4. Wir nennen einen Gegenstand g von B die obere

Grenze von B beziiglich einer beliebigen Beziehung B, wenn fiir jedes o
von B

aR
ist. g
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Satz 4. Die obere Grenze von B beziiglich der, einer einfachen Ope-
ration o adjungierten Beziehung L existiert dann und nur dann, wenn ein
Gegenstand g existiert von der Beschaffenheit, dass jedem Gegenstande o
wenigstens ein von m verschiedener Gegenstand a, entspricht, so dass

a=goa, ]
ist, und fiir beliebiges b stets

box == g ®
sein muss, wenn z==m angenommen wird. Der Satz ist umkehrbar.

Denn es ist nach (e) fiir beliebiges @, aLg, und die Relation gL ist durch
(8) ausgeschlossen. Umgekehrt folgen aus der Existenz der oberen Genze
die Gleichungen (=) (), wie leicht zu ersehen ist.

Satz 4a. Die obere Grenze von B beziiglich der, einer einfachen Ope-
ration o adjungierten Beziehung P existiert dann und nur dann, wenn ein
Gegenstand g existiert von der Beschaffenheit, dass jedem Gegenstande o
wenigstens ein von m verschiedener Gegenstand @, entspricht, so dass

@ = a;00
ist, und fiir beliebiges & stets
zrob =g

sein muss, wenn z == m angenommen wird. Der Satz ist umkehrbar.

Der Beweis ist analog dem des Satzes 4 .

Beispiele. Diese Bedingungen sind erfiillt zB. in der Arithmetik, wo
die Null die obere Grenze der positiven (ganzen) Zahlen ist beziiglich der Re-
lation >; ebenso in der Algebra der Logik, wo diese Eigenschaft die logische
Null besitzt; in der Zahlentheorie, wo die obere Grenze beziiglich der Relation
. Vielfache sein® die Zahl 1 ist.

Es lasst sich leicht der Zusammenhang der Eigenschaften der lytischen
Operationen mit der Existenz der Grenzen herstellen.

Satz 5. Ist aLb, so kann man fiir jedes ¢ ==m wenigstens einen von m
verschiedenen Gegenstand # finden, so dass die Relation

goc Lbox
erfiillt ist. .

Denn alLb ist aequivalent mit @ = boz; verkniipft man aber die beiden
Seiten dieser Gleichung mit einem beliebigen von m verschieden Gegenstande
¢, so folgt

aoc == (box)oc,

-dh. aocLbox.

1) Es lusst sich iiberhaupt jeder Beweis der Sitze, welche mit den Ziffern o ver-
sehen sind leicht aus dem entsprechenden Beweise' des Satzes  konstruieren. Man ver-
tausche nur L mit P, 20y mit yox und umgekehrt; alles andere lasse man aber ungeéndert.
Vgl. dariiber den letzten Abschmitt dieser Arbeit.

Prace mat.-fiz. 3. XXI 4
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Satz ba. Ist aPb, so kann man fiir jedes ¢==m wenigstens einen
von 1 verschiedenen Gegenstand « finden, so dass
coaPzob
ist.
Der Beweis nach der oben angegebenen Regel.
Satz 6. Ist L b und b Le, so existiert immer wenigstens ein von m
verschiedener Gegenstand %, so das ‘
aLcoy
ist.
Denn aus a==box, b= coy folgt box=(coy)ox = a.
Satz 6a. Ist ¢ Pb und bPec, so existiert wenigstens ein von m ver-
schiedener Gegenstand v/, so dass die Beziehung
aPyoc
besteht.
Jetzt nehmen wir an, dass in B fiir die Operation o der Modulus m exi-
stiert. Dann lassen sich aus 4— 5a leicht folgende Sitze beweisen:
Satz 7. Enthilt B den Modulus m der Operation o, und ist fiir belie-
biges o und z==m stets '
TOX =M,

i

so hat B beziiglich der, der Operation o adjungierten Beziehung L die obere
Grenze, und diese ist der Modulus m,
Satz 7a. Enthilt B der Modulus m der Operation o, und ist fiir belie-
ges a und x==m stets
2o == m,

so hat B beziiglich der, der Operation o adjungierten Beziehung P die obere
Grenze, und diese ist der Modulus m.

Bisher haben wir das kommutative Gesetz fiir die Operation o nicht
angenommen. Machen wir diese Voraussetzung, so vereinfacht sich die Unter-
suchung der adjungierten Beziehungen, denn in diesem Falle gilt der Satz:

Satz 8. Ist die Operation o kommutativ, so ist L = P. Wir schreiben
in diesem Falle L=P=M. ‘

Denn aus‘a Lb folgt fiir jedes @ und 4, a=">boz. Weil aber boz=a0b
ist, so ist auch a===x0b, dh. e Pb. Andrerseits folgt #hnlich aus aPb die
Relation aL¥b, dh. esist L=2P.

Die Umkehrung dieses Satzes ist zwar nicht richtig, aber es lasst sich
folgender Satz beweisen:

'Sz%tz 9. Si~nd L und P zwei der Operation o adjungierte Beziehu'ngen
(L die linke, P die rechte), ist L==P und hat die Operation o die Eigenschalft,

') Man nennt zwei Beziehungen'R;, R, da i
, R, dann und nur dann gleich, wenn a R,
und aus B, R, folgt. Vgl. Russel, L c, 1'61. ¢ e i

e ©
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dass fiir beliebige a, b aus aob =z o, wo x einen oder mehrere Gegenstinde
von B bezeichnet, stets auch folgt, dass @ auch b gleich sein muss, so ist die
Operation o kommutativ. Dieser Satz ist umkehrbar.
Denn es ist fiir beliebige a, b

aob = ¢, ()
dh, ¢La, also auch c¢Pa, dh. zoa==c. Aus (z) und der letzten Gleichung
folgt aber @ob = x 0 @, oder nach der Voraussetzung aob=>boa fiir belie-
bige @, b. Die Umkehrung ist leicht zu beweisen.

Der Teil der Voraussetzung ,wenn aus gob==xoa folgt, dass auch
gleich b sein muss* ist nicht aequivalent mit dem kommutativen Gesetze;
denn es ist moglich, dass in B gob in der Form @oa iberhaupt nicht dar-
stellbar ist. Aus dem kommutativen Gesetze folgt dieser Teil der Voraus-
setzung, aber nicht umgekehrt.

Aus der Satzen 1, 1a, 8, 9 folgen die Satze 10, 11.

Satz 10. Ist die Operation o kommutativ, so ist stets

agobMa und aobMb.

Satz 11. Ist fiir beliebige @ und b aobLb (oder boaPD) und folgt
aus @ob=wxoa, dass z auch gleich b sein muss, so ist die entsprechende
Operation o, deren adjungierte Beziehung L(P) ist, kommutativ.

Jetzt nehmen wir an, dass die Operation o assoziativ ist. Dann lassen
sich die Satze 5, 5a durch zwei folgende erganzen.

Satz 12. Ist die Operation o assoziativ, so folgt aus a LD fiir jedes c:

coaLcob.

Denn aus a=">boz folgt coa=—co(box)=(cod)ox. '
Satz 12a. Ist die Operation o assoziativ, so folgt aus aPb fiir jedes c:

aocPboc.

Das assoziative Gesetz steht in einer merkwitrdigen Beziehung zur
Eigenschait der Transitivitat der Relationen, was folgende Sitze zeigen.

Satz 13. Ist die Operationo assoziativ und ist yoxz=m, sobald ¥
und z von m verschieden sind, so ist die, der Operation o adjungierte Bezie-
hung L transitiv 9.

Denn aus aLd und bLc, dh. a=bo x, b=coy, wobei z und y von m
verschieden sind, folgt a=Dbox=(coy)ox=—co(yox); da nun yox=Em ist,so
ist auch aLe.

1y Man nennt eine Beziehung R transitiv, wenn aus R* R folgt, dh. wenn neben
aRb, bRc stets aRe fiir beliebige a, b, ¢ ist. Vgl zB. Russel, L. c 2:2. Ist neben aRb,
bRe, die Beziehung aRc unméglich, so nennt man R intransitiv; besteht neben aRb u'nd
bRe mur fiir gewisse @, b, ¢, aRc, 50 heisst R nichttransitiv. Die Sitze 13, 13a lassen sich
fiir Intransitivitit und Nichttransitivitat leicht erginzen.
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Satz 13a. Ist die Operat‘ion o assoziativ und ist zoy == m, sobald y
und = von m verschieden sind, so ist die, der Operation o adjungierte Bezie-
hung P transitiv.

Die Sfitze 13, 13a stehen im nahen Zusammenhange mit den Sitzen 6, 6a

Hat eine assoziative Operation die Eigenschaft, dass .

fiir eine endliche Anzahl beliebiger ¢ mit Hilfe von a und eines anderen Ge-
gepstandes b bestimmt ist, so sagen wir, dass die Operation o Stufen besitzt
Wir setzen in diesem Falle ’

b muss sel?stvgrgtandlich die Anzahl der o eindeutig bestimmen. Die neue
cCi)pe(r)atwn * definiert dann im allgemeinen neue Beziehungen. Ist L;, die linke
er Operation o, L, die linke der Operation * adjungierte Bezieh , 4
sich der Satz beweisen: e e, so fass
Satz 14. Es folgt in diesem Falle aus L, di i
z o die Beziehung L, wenn
zoy #=m ist, sobald z und y von m verschieden sind. oo
Denn aus aL,b dh. a=25%¢ folgt
a="0bobo..... =
dh. alp. obo 0ob bo(bo...(?b),
gntspreghender Satz l4sst sich fiir die rechte Beziehung P aufstellen
atz 15. Hat die Operation o die Eigenschaft, dass fii iebige g,
) . 2 , 1ir bel
immer ein 2==m existiert, so dass rbelieblge any

(@ox)oy — aoz ()
ist, so ist die, der Operation o adjungierte Beziehu iti
ket g ng L transitiv und um-

Denn aus aLb und bLe folgt a=boz, b — ‘

/ = , b=coy, dh. a = (coy)ox
=coz (nach (a)). Andrerseits besteht auch neben ¢ = boz, b= co;)gh
&= (coy)ox die Relation a=coz. ’ '

Satz 15a. Hat die Operation o die Ej i i
: - ‘ genschaft, dass fiir b i
@, z, y immer ein = ==m existiert, so dass cleblee

yo(xroa) = 2oa
ist, so ist die, der O ti jungi i : iti
ety peration o adjungierte Beziehung P transitiv und um-
Beispiele. Die Potenzierun je Ei
: g hat die Eigenschaft, d iebi
@, Z, y ein 2 =y existiert, so dass g . dass T beliebige
(a,x)y = Qf = g

ist. Die Beziehung .Potenz sein® ist transitiv.
Aenliche Eigenschaft hat die Beziehung ,Numerus sein*
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Folgende Satze zeigen von welchen Eigenschaiten der Operationen die
Symmetrie und verwandte Eigenschaften 1 der Beziehungen abhangig sind.

Satz 16. Die einer Operation o adiungerte Beziehung L ist dann
und nur dann symmetrisch, wenn die Operation o und der Bereich B die Ei-
genschaft besitzen, dass jedem z==m wenigstens ein von m verschiedener
Gegenstand y entspricht, welcher fiir jedes b die Relation

(boz)oy =0

befriedigt.

Denn ist aLb, dh. a=boz, so ist auch aoy={(box)oy=>0, also

auch bLa. Andrerseits folgt aus e Lb und b La, a=>box und b=aoy,
dh. b=(box)oy-

Satz 16a. Die einer Operation o adjungierte Beziehung P ist dann und

‘nur dann symmetrisch, wenn die Operation o und der Bereich B die Eigen-

schaft besitzen, dass jedem z==m wenigstens ein von 7 verschiedener Gegen-
stand y entspricht, welcher fiir jedes & die Relation
yo(xob)=2"0
befriedigt.
Aus diesen zwei Sitzen lassen sich leicht folgende vier beweisen.

Satz 17. Ist die Relation
(boz)oy=1"0

niemals moglich fiir z und y verschieden von m, so ist die, der Operation o
adjungierte Beziehung L asymmetrisch.
Satz 17a. - Ist die Relation
yo(xob) =10
niemals moglich fiir z = m und y = m, so ist die, der Operation o adjungierte

Beziehung P asymmetrisch.
Satz 18. Besteht die Relation.

(boz)oy=2"0
nur fiir gewisse b, y #=m, ¥ m, so ist die, der Operation o adjungierte Be-

ziehung L nichtsymmetrisch.
Satz 18a. Besteht die Relation

yo(zob)y=1"0
nur fir gewisse b, y == m, & ==, S0 ist die, der Operation o adjungierte Be-
ziehung P nichtsymmetrisch.

3 Man nennt die Beziehung R symmetrisch, wenn, neben aRb stets bRa ist,
asymmetrisch, wenn neben aRb. bRa unmoglich ist, nichtsym metrisch wenn neben
aRb die Beziehung bRa nicht notwendig ist.
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Beispiele. DieBeziehung > in der Arithmetik ist asymmetrisch. Die
Umkehritng der Subsumption, >, in der Algebra der Logik ist nichtsym-
metrisch. Die Gleichung (b+x)+y=>b istin der Algebra der Logik zwar
stets mdglich, denn sie ist aequivalent mit den Gleichung b'zy+b'my’ + b'z'y=0
deren Resultante stets gleich Null ist, aber die Losung giebt T=bu, y="0bw,
wo # und v beliebige Dinge von K° sind, dh. #<d, y <) also auch b+z=b,
b-+y=>. Esist also in diesem Falle stets =10 fiir symmetrische aLb.

Was die Reflexivitat » der adjungierten Beziehungen betrift, so lassen sich
folgende Sitze beweisen.

Satz 19. Die der Operation o adjungierte Beziehung L ist dann und
nur dann reflexiv, wenn jedem o wenigstens ein von m verschiedener Gegen-
stand b entspricht, so dass

a=aob
ist.

Der Beweis folgt direkt aus den Grundbegriffen.

Satz 19a. Die der Operation o adjungierte Beziehung P ist dann und
nur dann reflexiv, wenn jedem a wenigstens ein von m verschiedener Gegen-
stand & entspricht, so dass

a="boa
ist.

Beispiel. In der Algebra der Logik existiert stets ein solches d=qau
(u beliebig). Die Umkehrung der Subsumption (und die Subsumption) ist
reflexiv.

Die Bedingung a—=aob ist erfiillt, wenn in B fiir die Operation o das
Tautologiegesetz a=aoa gilt. Wir haben also den Satz:

Satz 20. Ist fiir beliebiges a

‘ o = @,

so sind die der Operation o adjungierten Beziehungen L und P reflexiv.

Noch eine allgemeine Bemerkung: Die angefithrten Sitze zeigen die
merkwiirdige Symmetrie der Dualitat. Jedem Satze entspricht ein anderer,
der aus demr ersten in der Weise gewonnen werden kann, dass man I mit P,
@ob mit boa und umgekehrt vertauscht, alles andere aber ungedndert lasst.

Der Grund liegt selbst verstandlich in der Dualitit der Fundamentaldefini-
tionen 1, la.

Krakau, Mai, 1910.

') Die Beziehung R ist reflexiv, wenn fiir beliebiges a, aRa ist.

A. ROSENBLATT.
Regula Lagrangea w zagadnieniu izoperymetrycznem
dla catek pojedyficzych.

1. Uwazajmy m-+1 funkcyj rzeczywistych n zmiennych rzeczywistych

Zpyeey@n (0 >m+ 1)

flz Zn) G=1,...m) 1)
1y =~y R)

i (Ty, -0 Tm) s

jac, 2 — .. .=, = 0 (uklad 0), funkcye g; znikajg i ze
dajac, ze dla ukladu 2, = .= Ty = ! :
:Zt?st?(]iz funkcye posiadaja w sgsiedztwie tego ylfladu ‘pochf)dne az do rzedu
p wlacznie. Zatézmy, ze nie wszystkie wyznaczniki macierzy:

O 9% |

- PR T | amn §
0z, ‘ (2)
O%m _O%m_ !

‘1 R |

i imum
znikaja dla (0), i szukajmy warunkow, aby funkeya f (&%) miata maxi

wzgledne, t. j. przy zatozeniach: ime1,m) ®)

Qi (g -+ 5 Ln) =0.

= i ze pocho-
Istnieje m skonczonych oznaczonych statych A (i=1,....1m) takich, p

dne funkcyi: i
Gy, s Tn) = flZyse . sTn) +21.~q>,- (Tgy ey En) »

=1
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