16 L. Lichtenstein. (10)

w blizkosci punktu (&, 7). F(%,%) oznacza funkcye ciagla. Niechaj wartos¢
catki U@, %)= U(s) na obwodzie bedzie u(f). Natenczas zachodzi wzo6r:

0G{(s,t)
677/;

09 To)=UGT)= 5[ 057209 @) dody — =f

w(d)dt.

. . . L d2a %0 0% .
Wzér (29) zachodzi jeszeze 1 wtedy, jezeli pochodne ke nie czy-
nig zado§¢ warunkowi Héoldera. Funkcya G(&,7;.y) nie jest juz wtedy
catka réwnania (27). .

Wz6r (6) stanowi przypadek szczegblny wzoru ogélnego (29). Metoda,
wylozona w pracy niniejszej, daje sie z tatwoscig zastosowac do réwnania (25)
i prowadzi do nastgpujgcego twierdzenia.

Niechaj € bedzie pole jedno lub wielospéjne, ktérego
obw6d stanowi uktad krzywych zamknigtych Sy Syseee 5B
o krzywiznie ciagtej, nie przecinajgcych siginie stykajacych
sie ze soba. -Natenczas zachodzi jeden z dwu przypadkow
nastepujacych: albo réwnanie (25) ma jedng tylko catke, cig-
glawrazzjej pochodnemi czastkowemi pierwszego idrugiego
rzedu wewnatrz pola ¢ i przyjmujacg dowolny ciggty szereg
wartodci na obwodzie; albo tez istnieje liczba skoniczona ca-
tek réwnania Lw) =0, té6wnychzeruna obwodzieinierownych
tozsamosciowo zeru wewnatrz pola.

26-go grudnia 1909 1.
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W. SIERPINSKI.

. Uwaga do twierdzenia Riemanna o szeregach
warunkowo zbieznych.

(Remarque sur le théoréme de Riemann relatif aux séries
semiconvergentes.)

Jezeli szereg nieskoficzony jest zbiezny, ale nie bezwzglednie (t. . je-
zeli szereg jest zbiezny; ale odpowiedni szereg wartosci bezwzglednych' jest
rozbiezny), to, jak dowiédt Riemanm, mozna w _nim tak zmieni¢ porzadek

“sktadnikéw, Zeby sumg powstalego przez to szeregu byla dowolna, dana

naprzdéd liczba.

Ze sposobu, w jaki Riemanu dowodzi tego twierdzenia ¥ — a do-
wod ten z pozostawieniem mysli przewodniej i nieznacznemi tylko zmianami
powtarzany jest przez wigkszo$¢ podrecznikow, : traktujacych o szeregach —
wynika, ze. takg dowolng zmiang wartoéci sumy szeregu warunkowo zbiez-
nego mozna osiagnac, zmieniajgc stosunkowg czestos¢ jegoskla-

dnikéw dodatnich i ujemnych.

Okazuje sig jednak, Ze ten sam wynik osiggniety by¢ moze z pozo-
stawieniem bez zmiany stosunkowej czegstosci sktadnikow
r6znego znaku, jedynie przez takg zmiane uporzadkowania sktadnikéw
szeregu warunkowo zbieznego, przy ktérej kazdy sktadnik zostaje zastapiony
przez sktadnik tego samego znaku. Celem niniejszego artykulu jest wiasnie
dow6d tego twierdzenia. - .

Niech Uy b ta = Ua ' 1)

1y Bernhard Rie ‘gxf;{%&*gugs’ar&ﬁé(%ét_‘emaﬁsche Werke,Lipsk 1892, str. 235.
Prace mat.-fiz, t. XXI. ~ 9
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bedzie danym szeregiem warunkowo zbieznym, w ktérym mamy p, skladni-
kéw dodatnich, po nich q, wjemnych, dalej znéw p, dodatnich, nastepnie ¢,
ujemnych i t. d. Nastgpstwo znakéw sktadnikdw naszego szeregu bedzie
wyznaczone przez ciag nieskoriczony

.le Q15 Dss Q2> Ps,

@
o wy'razach catkowitych nieujemnych, a nawet naturalnych, poczynajac od
drugiego (wyraz p; moze by¢ réwny zeru). .

Oznaczmy przez g, pierwszy skiadnik dodatni szeregu (1). Niechaj a,
S . Skfadnik
taki napewno sief znajdzie, poniewaz sktadnikéw dodatnich jest w szeregu
(1) nieskoriczenie Wielg, a przytem zmierzaja one do zera. Niech dalej a,

oznacza pierwszy skladnik dodatni tegoz szeregu, mniejszy od

ozniacza pierwszy sktadnik dodatni szeregu (1) mniejszy od % it d, ogdl-

Cp1

nie: @, — pierwszy sktadnik dodatni, mniejszy 6d 5

Szereg nieskoficzony

a + a, + as - 3

bedzie zbiezny (poniewaz skiadniki jego beds odpowiednio -nie wieksze od

sktadnikéw szeregu geometrycznego a,+ ‘;—' + %~ + .. =2a,) 1 przy-

tem sktadniki jego beda wszystkie ré6znemi skfadnikami dodatniemi szere-

gu (1). Sumeg szeregu (3) nazwijmy przez 4, a sktadniki a, usurimy wszyst-
kie z szeregut (1).

Podobniez wyznaczmy szereg zbiezny

—by—by —by—,...., “)

l(clt;Sregso sktadniki b, beda wszystkie réznemi sktadnikami ujemnerrii szeregu

. Sumg szeregu (4) nazwijmy przez ~—B i sktadniki —b -

o 7 szoregn (1) i » Usufimy wszyst

Po usunieciu sktadnikéw @, i —b, z szeregu (1 ani iego
e cin n gu (1) pozostanie z niego

)

jak fatwo widzie¢ tez warunkowo zbiezny.

Niech ! oznacza dana liczbe rzeczywistg. Na mocy twierdzenia Rie-

‘manna, skladniki szeregu (5) mozna tak uporzadko ;
wac, zeb -
tego w ten sposéb szeregu o ey suma povsta

wy + w, 4wy +

(6)

e ©

icm
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byta kazda dana naprz6d liczba. Uporzadkujmy je tak, zeby sumg szeregu (6)
byta liczba I—A-+B i zeby przytem pierwszy skfadnik tego szeregu byt uje-
mny. (Gdyby byt dodatni, wystarczytoby przestawi¢ go z pierwszym
skladnikiem ujemnym, co oczywiscie na wartos¢ sumy nie wplywa).
Zbudujmy teraz szereg
Gttt +

..... 7
w nastepujacy sposéb.
Przyjmijmy jako iy, %5, , Iy, plerwsze p, sktadnikéw szeregu 3),
tper1 = Wy, 288 JaKO Bpqe, s lpta, pierwsze g, —1 sktadnikow szeregu (4)-
Wyznaczyli§my wiec p,-g, pierwszych skiadnikéw szeregu (7). Wzigte
7 szereg6w (3) i (4) sktadniki usufimy z tych szeregow.
Oznaczmy przez skrécenie:

PR TR 5 2 o Phe nE R + s+ Ga =1t

Przypusémy, zeSmy wyznaczyli pierwsze hy—1 (k2> 2) sktadnikow sze-
regu (7) i wszystkie wzigte wtym celu z szeregdw (3) i (4) sktadniki usungli
z tych szeregéw. Dla wyznaczenia nastepnych p. + ¢« sktadnikéw szeregu 7)
postapimy, jak nastepuje:

Jezeli wy> 0, to przyjmiemy Z_;11= s, jako t,.k__1+g,...,t,.k_1+,,kobie—
rzemy pr—1 pierwszych pozostalych w szeregu (3) sktadnikéw, jako
Ty atpptt e - oo I 228 Qu pierwszych pozostalych w szeregu (4) sktadnikow.
Gdyby bylo w: <0, przyjelibysmy jako 41,5 Ty_ybmy pierwszep; z po-
zostalych w szeregu (3) sktadnikéw, &, _iipt1=10% za§ jako fu,_jtppt2seo n
pierwsze gi—1 z pozostalych w szeregu (4) sktadnikow.

Opisany wyzej sposéb wyznacza W zupelnosci wszystkie sktadniki sze-
regu (7), przyczem oczywistem jest, Ze bedziemy mieli w tym szeregu p, skta-
dnikéw dodatnich, po nich ¢, ujemnych, dalej znéw p, dodatnich, nastepnie
q, ujemnych it. d.

Whnioskujemy dalej z tatwoscia, Ze, aby okaza¢, ze szereg (7) tylko po-
rzadkiem sktadnikéw moze sig réznic od szeregu (1), potrzeba i wystarcza
okazaé, ze do szeregu (7) nieskoriczenie wiele razy bierzemy sktadniki z kaz-
dego z szeregow (3) i (4). (Ze wejdg do (7) wszystkie skladniki szeregu 6)—
jest oczywiste, bo dla n=Iu bedziemy ich w sumie ¢, + %, + t, mieli
doktadnie k).

Zatézmy dla dowodu, ze np. z szeregu (3) bierzemy do szeregu (7) tylko
skoficzong liczbe sktadnikéw. Zwazywszy, e za kazdym razem bierzemy
z szeregu (3) nie muiej niz p—1 sktadnikéw (gdzie p; dla £>1 jest liczbg
naturalng) i przytem p—1 tylko wtedy, jezeli wy >0, wnioskujemy, Ze liczba
wzietych z szerégt (3) sktadnikéw tylko wtedy mogtaby by¢ skoficzona, gdyby
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poczynajac od pewnego k, byto stale w;>>0, co by¢ nie moze, gdyz w szeregu
(6) jest nieskoficzenie wiele sktadnikéw ujemnych. Podobniez przekonali-
bys$my sie, ze 1 z szeregu (4) bierzemy do szeregu (7)wszystkie sktadniki,

Szereg (7) tylko wigc co najwyzej porzadkiem sktadnikéw rézni sie od
szeregu (1), przytem odpowiednie skiadmk1 w obu szeregach (t.-j. ¢, 1u,)
majg jednakowe znaki.

Powiadam, ze sumg szeregu (7) jest liczba 1. Dla dowodu zauwazymy,
ze sume czgstkowg T, szeregu (7) uwazaé mozemy. ]ako ztozong z trzech

czesci
T, __W,,—}—A — B,

odpowiadajacych skladnikom szeregéw (6), (3) i (4). Wskazniki k, 7, s sg tu
pewnemi oznaczonemi funkcyami liczby », nieograniczenie wzrastajgcemi wraz
zn, co jest to réwnowazne deWwiedzionej juz wlasnosci szeregu (7), ze za-
wiera nieskoriczenie wiele wyrazéw szeregéw (3), (4) i (5).

Lecz:
lim Wy=1l— A+ B, limAr=4, limB, =B,
F==co r==00 8==00
skad tez:
lim Wy=1—A4-+B, lim4, =4, limB=3B,
przeto: T ) = e '

im T, = lim (Ws 4 A, — B) — | — B
ebod o md Wi+ )=1l—A4-+B+Ad—B=1,

Twierdzenie nasze mozemy wiec uwaza¢ za dowiedzione.

icm

A. GUNTZ i W. BRONIEWSKI.

Opor elekiryczny metali alkalicznych
galu 1 telluru.

(Sur la résistance éléctrique des métaux alcalins, du gallium
et du tellure).”

Wykonali$my pomiary oporu elektrycznego kilku metali interesujacych
z punktu widzenia teoryi, lecz zaniedbanych nieco dotad z powodu. trudnosci
doswiadczalnych.

Metale alkaliczne.

Prace poprzednikdw. Pierwsza proba wyznaczenia elektrycznego
oporu sodu zrobiona zostata przez Becquerela®. Metal uzyty musial jednak
by¢ bardzo mocno zanieczyszczony, gdyz wykazat opdr dwa razy wigkszy od
rteci. .

Lamy? znajduje. ze s6d i potas nalezg do dobrych przewodnikéw.
S6d pod wzgledem przewodnictwa nastepuje zaraz po zlocie, potas zas wy-
przedza zelazo.

Pierwsze staranne doswiadczenia nad oporem elekirycznym metali alka-
licznych zawdzigczamy Matthiessenowi. Bada on przy pomocy mostku

'} Patrz Journal de Chimie physique, VI[, Ne 6, 1909. Comptes Rendus 147, 1474; 1898.
. % Becquerel, Ann. chim, et. phys (2) 82, 420; 1826.
% Lamy, C. R.48, 695, 1856; Ann. chim. et phys. (3). 51, 316: 1856.
9 Matthiessen, Phil. Mag, (4) 12, 199; 1856; (4) 18, 81; 1857; Pogg. Ann. 100,
177, 1857.
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