6 W. Sierpifski. ®)

iloczynu kz= fbk potrzeba i wystarcza, izbyk byto podzielne przez b; liczb

takich k<Cn jest dokladnie E—g, jest wigc:

n

> [Bre+ B =—ntEG

k=1

skad: "

1 1 1 .n

ke=rn

i przeto: n

1 1 1

gﬂg(km—Ekm) - 5=
Mamy wigc:

hm—Z(km—Ekac) <— lub = 32—

n—*oo

zaleznie od tego, czy liczba = jest, czy tez nie jest wymierna.
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LEON LICHTENSTEIN.

0 niektorych zastosowaniach teoryi réwnan
cafkowych liniowych.”

(Sur quelques applications de la théorie des équations intégrales
linéaires;)

Na wstepie kilka uwag o teoryi réwnarn catkowych liniowych.
Niechaj K(s,f) bedzie funkcya ciagta, rzeczywista zmiennych rzeczywx-
stych s i ¢ w zakresie:

M

a=s8s<bh,
a=t=<b;

f(s) funkcya ciagta, rzeczywista zmiennej s w zakresie:
a=s=b;

X stata, ¢ (s) funkcya niewiadoma.
Roéwnanie:

b
@ ‘P(S)+)~[K(S,t)cp(t)dt= £(s)

nazywamy wedtug D. Hilberta réwnaniem catkowem liniowem niejedno-
rodnem:

1) Rzecz niniejsza byla przedstawiona na posiedzeniu Wydzialu Matem. - Przyr. Tow.
Natkowego Warszawskiego dnia 13 stycznia 1910 r.
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8 L. Lichtenstein. (2)
o b
® 2 )+ K 9y (0)dt =0

bedzie réwnanie catkowe liniowe jednorodne 1,

Matematyk szwedzki I. Fredholm podal pierwszy ogélng metode
rozwigzania réwnan typu (2) i (3) i dowi6dt nastepujacego twierdzenia:

Zachodzi koniecznie jeden z dwu nastgpujacych przypadkow mozliwych.
Albo réwnanie catkowe niejednorodne (2) ma dla kazdej funkcyi ciagtej f(s)
jedno tylko rozwigzanie, a wtedy réwnanie jednorodne (3) nie ma rozwigzafi
r6inych od zera; albo tez réwnanie jednorodne (3) ma skoriczong liczbg roz-
wigzani réznych od zera, a wtedy réwnanie niejednorodne (2) jest rozwiazalne
tylko dla funkcyj 7(s), czynigcych zados¢ pewnym réwnaniom warunkowym.
Ta druga mozliwos¢ zachodzi dla wartosci A, czynigcych zado$¢ ‘réwnaniu
3(\)=0, gdzie & oznacza pewng funkcyg przestepng catkowitg. Réwnanie to
moze zresztg nie posiadaé pierwiastkéw rzeczywistych, lub wogéle nie posia-
daé pierwiastkéw.

Funkcye K(s,#) D. Hilbert nazwat ,jadrem® (Kern, noyau) réwnania
catkowego. Jezeli K(s,?) jest unkcys symetryczng zmiennych s i ¢,

(4') K(S,t) :K(t:s):

natenczas, jak wykazat Hilbert, réwnanie 3(\)=0 ma zawsze szereg nie-
skoficzony pierwiastkow rzeczywistych.
Twierdzenie Fredholma zachodzi w wielu przypadkach jeszcze

i wtedy, jezeli funkcye K (s,2) 1 f(s) nie sg ciggle. Catka f K(s,H)o () dt

moze rozciagaé sie na wartosci zmiennych wzdtuz pewnych krzywych; w tym
przypadku dt oznacza rézniczke diugosei fuku.

W swych stynnycli rozprawach o przejsciu do granicy za pomocg me-
tody naprzemiennej (Grenziibergang durch alternierendes Verfahren) H. A.
Schwarz sprowadzit catkowanie réwnania Au=0 dla pola, ktérego obwdéd
sktada sie ze skoriczonej liczby odcink6w linij analitycznych, do catkowania
tegoz réwnania dla szeregu pol natury bardziej prostej. W pracy niniejszej
wykaze najprzdd, ze metoda Schwarza, rozpatrywana w $wietle nowej nauki
o réwnaniach catkowych, prowadzi do uktadu réwnan catkowych liniowych
niejednorodnych.

') Matematycy francuscy nazywaja réwnania typu. (2) i (3) réwnaniami funkeyj-
nemi Fredholma (Equations fonctionnelles de M. Fredholm).

%) Patrz H. A. Schwarz: Uber einen Grenziibergang durch alternierendes Verfahren,
Ges. Abh, B. 2, str. 133—143; Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung
u  0u .
o _@?,:0 unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen, Ges. Abh..

B. 11, s. 144—171; Auszug aus einem Briefe an Herrn F. Klein, Ges. Abh, B. 2, s. 303 - 306.
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Niechaj C, i C, beda dwa pola jednospojne (Fig. 1), S; i &, krzywe ich
obrotu, C najmniejsze z pél, kt6re zawieraja wszystkie punkty pél C; i G,.
Zaktadamy, ze S; i S, sa linie o krzywiZnie ciaglej. Na kazdej z tych dwu
krzywych obieramy dowolny punkt, jako poczatek tukéw. Na obwodzie
ABEGA pola C dany jest pewien ciggly szereg wartosci. Niechaj wartosci te
beda u,(s) na tuku ABE i u,(s) na tuku EG4. Niechaj u(x,y) oznacza funk-

. o< . 0% 0% .
Cy¢, czynigeg zado$¢ réwnaniu e -+ —(—9—?/7 = 0, ciagly wewnatrz pola C,
ktérej wartoéci na obwodzie tego pola maja by¢ u,(s) i u,(s). Wartosci funk-
cyi w(x,y) na tukach ADE i AFE niechaj beda %(s) i w.(s). Funkcye
Greena pél C, i C, oznaczamy przez' Gy {z,;€,1) 1 G (%, 4;€,m), lub krocej

przez G, (s,8)1 Gy (s, 1), jezeli (z,9) i (§, ) sa spolrzedne punktéw s i £ na ob-
wodzie pé! C, lub C,. ‘W punktach E1i 4 jest:

(6] %, (8) == Uy (8) = Us () = U (8)-

Niechaj G(z,y;¢&,n) bedzie funkcya Greena pewnego pola G, U(z,y)
2

funkcya, czynigca zado$¢ réwnaniu %;—q—}- %!% =0, ciagla wewnatrz C*.
Niechaj dalej ¢ bedzie dowolny punkt na obwodzie 8%, U(#) warto§¢ funkeyi
U(z,y) w punkcie &, d¢ dtugos¢ elementu tuku krzywej §%, (n;) normalna we-
wretrzna krzywej S* w punkcie . Niechaj wreszcie spélrzgdne punktu ¢ beda
(¢,7), spotrzedne dowolnego punktu wewnatrz C* beda (z, ).

Natenczas, jak wiadomo, jest:

1 0@ @, y; &,
® Uy = —5[ U0 ZEELE 4
Ky

Zastosujmy wz6r (6) do pél C, i C, i przypusémy, po pierwsze, ze (z,%) lezy
na krzywej AFE, po drugie, ze lezy na krzywej ADE. Otrzymamy dwa
réwnania:
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_ 17 9G(s,2) 1 (- 0Gy(s, 1)
M) =g g d g ) g, =
ABE ADE
_ 1 0Gy(s, ) L[ 0Gy(s, )
® w0 =— gl el g [ S dt
AGE AFE

W réwnaniach tych calki rozciagnigte wzdiuz krzywych ABE i AGE, sg funk-
cyami wiadomemi zmiennej s. Oznaczmy je przez fy(s) i fy(s). Mamy zatem:

1 [ 0 £
®) Ty(5) = fals)— Q;ful(t)—%-:i—f’—) dat,
4DE
1 U )
0 T =Fil51— g [T g b
" AFE

Réwnania (9) i (10) stanowig uklad réwnafi catkowych liniowych niejedno-
rodnych. Réwnania te mozna, jak to wykazat jeszcze Fredholm, sprowa-
dzi¢ do jednego réwnania catkowego z jedna funkcys niewiadoma. Istotnie,
niechaj:

__ { %y(s) na kizywej ADE,

wo={ e 4,

fl(s) » kR ADE!

S) =

f( ) { fz(s) ”» ”» AFE;

1€3)) l—%: ﬁg@:ﬁf_ﬁ_ dla wartosci s na AFE i wartoci t na ADE,
t
K(S,t): 0 » n 2 » 7 ” n » AFE!
| o w  w »ond4DE , ,, ADE,
1 0G,(s,0)

——%——3’]—%—” ”» » on » » » o AFE.

Réwnania (9) i (10) sa réwnowazne réwnaniu catkowemit:

12 w(s) = Fl&)+ / K (s, 8)w(t) dt .

W réwnaniu (12) zakres zmiennych stanowig fuki ADEi1 AFE. Catka
f K(s,t)u(f) dt rozciagnieta jest wzdtuz obu tych tukéw.

Réwnanie (12) daje nam funkcye %y(s) 1 uy(s). Znalezienie funkcyi
u{z,y) nie przedstawia juz najmniejszej trudnosci.

Réwnania catkowe (9) i (10) mozna rozwigza¢ za pomocg metody przy-
blizefi kolejnych. Ten sposéb znalezienia funkcyi potencyalnej «(z,y) sta-

* ©
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nowi whaénie metode naprzemienng H. A. Schwarza. Zaznaczy¢ naleZy,
ze jadra B_C%S:L)I —‘%}Sﬁz— majg w punktach 4 i E punkty osobliwe wyz-
szego rzedu.

W liscie do F. Kleina, ogloszonym w ,,Mathematische Annalen®, w t.21,
H. A. Schwarz postuguje si¢ metoda naprzemienng dla rozwigzania naste-
pujacego zagadnienia:

Niechaj bedzie dane pole C o spéjnosci podwodjnej, ktérego obwdéd
sktada sie z dwu linij o krzywiznie ciaglej S, 18, Przeprowadimy przekroj
prostoliniowy 4,4, (fig 2) i oznaczmy diugos¢ tuku pomigdzy punktem bieza-
cym na S, i S, a punktem 4, lub 4,, opisanego w kierunku, prowadzacym od
osi rzednych do osi odcigtych, przez s. Niechaj I, i, oznaczajg dtugosci cat-
kowite krzywych 8; 1 S,.

. . - . 0u O

Szukang jest funkcya #(z, %), czynigca zados¢ réwnaniu —-5+ TEFO,

ciagta wewnatrz pola C, ktérej wartosci na obwodzie s3 uy(8) 1 uy(s). Funkcya

A, l’

S5
Fig. 2.

4 (x, ) ma posiada¢ wiadomy modut peryodycznosci &; u,(s) 1 uy(s) oznaczaja
funkcye ciagle zmiennej s.
Funkcye te czynig zado$¢ réwnaniom:
ug (s+1) = w(s) +F,
Uy (5+15) = uy(s) + k-
Rozwigzanie H. A. Schwarza przedstawia si¢ W $wietle nauki o réwnaniach

catkowych, jak nastepuje: ) ]
Potaczmy dowolnie obrane punkty X i H, NiL, Did, Ei@ (iig-2)
na krzywych S, i S, zapomocg linij o krzywiznie ciaglej, przeprowadzonych

(13)
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wewnatrz pola C. W punktach K, H,..., D kizywe te majg t¢ samg stycz-
ng i ten sam promies krzyw1zny, co krzywe S, i 8 Po pr_zeprgwadzemu
przekroju 4,4, pole C staje sig polem jednospéjnem C*. Niechaj funkcya
w(z,y), jednowartosciowa wewnatrz pola C*, ma na obwodzie tego pola war-

toéci, wskazane w nastepujacej tablicy:
u(s) na kizywej 'gl’ } lub, krécej, %(s) na krzywych S,

'“2(5) L] ” 2y

’01(8) »” » L‘MN ’
1}2(3) » » GFE )
w,(8) 1 , KIH,
’wn(s) 3] ”» DBA4.

Niechaj Gy(z,y;8,7) i Galw,y; &m), lub krécej Gy(s,?) i @y(s,8) beda
funkcye Green'a p6l ('=LMNKA,AGFDAHL i O'=HIKNGABDELH.,
Zastostijmy do p6l G’ i €' wzér (6). Otrzymamy réwnania:

0G4(s, ¢t
04 wo=—p [r0 52—y, [ [oatt)+ 41 255D ay
LMN ¢ FEG
(t) 6G1(81 ) dz,
(15) o) +hm — g [0 W60 gy f Lot ) 2D aG‘(S’ D g
LEN
____f (9 2881 6G](s t) dt,
16) ()= gD N 1[ 2 662(8’” at
I{J.H
1 ity 2645, 0G2(s D g
17) 1;2(5).-:————— wy(t) 28 (8 D *‘“f 5 () wgff 0 g
KI ABD
— 5/ 02580 4,
Calki
18) [u() aGgi’ at,
19 fu(t)-aci;—(;;”-dt

nalezy rozciagna¢ na te czesci krzywych S 1 8,, ktore wchodzg w sktad ob-
wodu p6l C' lub C". We wzorach (14) i (15) u(f) oznacza na tukach LHA,

e _®

icm

@ O niekiérych zastosowaniach teoryi réwnan catkowych fimiowych. 13

i NKA, wartosci us(f) 1 w,(f), za$ na tukach A,DE i 4,AG wartosci uy(f)-{-%
iu(f)-+k& Catki (18)1 (19), jak réwniez i catka:

0G(5,7) gt
EFG

sg funkcyami ciaglemi, wiadomemi zmiennej s. Wzorom (14), (15), (16) i (17)
mozemy tedy nadac¢ ksztalt nastepujacy:

fx(t) 0G(s, 1) dt—-——{ A CLA dGl(s,t) at,

w,(8) = [1(s) —

LM’V
wy(s) = 7ols) — 5 f 0] Balﬂs D g 1 r o(0) aGl(S ?) at,
(20) ity s
vy(8) = 4,(8) — fwl(t) 2(8:0) gy _[ ws(1) 0Gy(s, 1) dt,
K[H £30 m
0y(8) = () — 5 f () 2228 692(3’(” dt_._l_ L LS 6‘6‘2(5, D g

ABD

Réwnania}(20) stanowia uktad réwnan catkowych liniowych niejednoro-
8G,(s, 1)
6nt

sg funkcyami cigglemi obu zmiennych. Niechaj w,(s), w,(s);

doych; wy(s), wy(s), vi(s), v4(5) sa funkcye niewiadome. Jadra
. G,
Bnt

vy(8), vo(s) czynig zado$¢ réwnaniom 20), lub gdyby réwnania te nie miaty roz-
wigzan, réwnaniom catkowym jednorodnym, ktére otrzymamy, zakladajac, ze
11(8) = 1a(8) = @,(8) = @u(s) =0. Z réwnania (14) wnosimy, ze wy(s) jest
wartodcia, kt6rg funkcya potencyalna, ciagta wewnatrz pola C', réwna (s)
na fukach LHA,i NKA,, u(s)-+% na tukach 4,DEiAAG, v, (s) na tuku
NML i vy(s)+#% na tuku GFE, przyjmuje na krzywej KIH. W punktach Hi K
jest wiec wy(s)=u(s). Podobna wiasno$¢ majs funkcye wyfs), vy(s) i vy(s)
w punktach 4, D; N, L; E, G.

Z chwila, gdy$my znalesli funkcye v,(s), v,(5), wy(5), wy(s), zagadnienie
Schwarza jest rozwiazane. Réwnania (20) sq zawsze rozwigzalne. W prze-
ciwnym bowiem razie, réwnania, ktéreby$my otrzymali, zakladajac w(s) =0,
% ==0, mialyby rozwiazanie nier6wne tozsamosciowo zeru. Co za tem idzie,
otrzymaliby$my funkcye potencyalng ciagla i jednowartosciowsg wewnatrz
pola C, ré6wng zeru na obwodzie i nier6wng tozsamosciowo zeru.

Niechaj poczatek spélrzednych lezy wewnatrz pola, ograniczonego krzy-
wa §,. Niechaj » i ¢ beda spéhrzedne biegunowe punktéw na plaszczyZnie.
Szukana jest funkcya potencyalna u(z,y) = u(r,¢), ciagta wewnatrz pola C,
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przyjmijaca pewien przepisany szereg wartodci uy(s) 1 uy(s) na obwodzie

i czyniaca zados¢ réwnaniu:
wir,p-2m) =ku(r, ®).
uy(s) 1 uy(s) sg funkeye ciagle zmiennej %, czyniace zados¢ réwnaniom:
uy (s-H1,) = kulsy)
Uyl + 1) = bua (9)
% jest pewna stata rzeczywista. o

Zagadnienie powyzsze prowadzi do ukladu réwnat catkowych linio-
wych, podobnego do uktadu (14), .., (17). Zamiast vy()-1-k, wy(s)-+k nalezy
napisa¢ kua(f) 1 kwy(s). Précz tego nalezy we wzorach (14)_, . (17)' nadaé
furnkeyi u(f) wartosci u,(f) i uy(H) na tukach LHA, i NKA, 1 wartosci kuy(t)
Fu,(f) na ukach 4,DE i AAG. )

Zachodzi jeden z dwu nastepujacych przypadkow mozliwych. Albo za-
gadnienie ma jedno tylko rozwigzanie bez wzgledu na to, jakie sg funkcye
ciagle u,(s) 1 uy(s), albo tez istnieje skoriczona liczba funkcyj potencyalnych
ciagtych wewnatrz pola 0, réwnych zern na obwodzie i czynigcych zados$¢

réwnaniu:
u(r,o—42n) = Fu (r, ¢).

W podobny spos6b mozna rozwigza¢ zagadnienie nastgpujace, bardziej,
ogolne. Szukane sg dwie funkcye potencyalne, ciggle wewnatrz pola C,
Utr,9) i Vir,9), przyjmujace wartosci przepisane u,(s), v:(s) 1 us(s), vy(8) na
obwodzie i czyniace zado§¢ réwnaniom: s

l U(,r: '?'{—21:) = clU(qqyitP)+c2V(r: ‘P):
@ \ Vir, ¢, +-28) = 03 Ulr, ) + ¢, T, 9)..

ey, €3, G5, ¢4 S3 wielkosci state, rzeczywiste, ktérych wyznacznik jest rézny
od zera. Funkcye u(s),...,v(s) s3 ciagle i czynig zados¢ réwnaniom:

g (s4-1) = ¢y (8) + ea1(8), y(5-Hg) = 01Us(S)F-0,05(8),
vyfs1y) = eyug(s) + €,v4(8), ylsla) == o5ua(s) + ¢,Vy(8)-

Zagadnienie prowadzi do uktadu osmiu réwnan catkowych liniowych, ktérych
jadra sq funkcyami ciggtemi.

Itu moga zachodzi¢ dwa rozmaite przypadki. Albo zagadnienie ma
zawsze jedno tylko rozwigzanie, albo tez istnieje liczba skoficzona uktadéw
funkeyj U1 V, réwnych zeru na obwodzie i czynigeych zado§¢ réwnaniom (21).

Metoda naprzemienna H. A. Schwarza daje sig zastosowaé do c atko-
wania réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych 1i tylko wiedy, jezeli
catka, réwna zeru na obwodzie, tem samem juz 'musi by¢ réwna zeru we-
wnatrz catego pola. Wyzej wskazatem na niektore zastosowania metody

(22)
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naprzemiennej, jakie uczynit sam H. A. Schwarz. E. Picard zastosowal
metodg t¢ do catkowania réwnan rézniczkowych typu:

u , u ou du
2 il Bl _ —
(23) 6m2+6y" +a— +bW+eu_0, c=<0,
0%u 0u oF
@4 ) + e =F(z,y,u), B - 0.

Tak réwnanie (23) jak i réwnanie (24) majg wlasnos¢ zasadnicza, o ktorej
przed chwila wspomniatem.

Jakesmy wskazali w tej pracy, metoda Schwarza prowadzi do szeregu
féwnar’l catkowych linjowych. W tej formie metoda Schwarza nie
Jest juz zalezna od warunku szczegé6lnego, podanego wyzej,
i dajf: sie stosowa¢ do catkowania najogélniejszych réwnan
rézniczkowychliniowychdrugiegorzeduo pochodnychczgst-
kowych typu eliptycznego.

Niechaj:

0*u ’u u i
(25) L(u)aa,—(—?ﬁ—}~2bam—6y+cw—+d—a%+e—%+fu,=g
bedzie takie réwnanie; a,b,c,...,g sq funkcye ciagle zmiennych z iy,
a, bi ¢ maja pochodne czastkowe ciagle pierwszego i drugiego rzedu, die
takiez pochodne pierwszego rzedu, f i g czynia zadoé¢ warunkowi Holdera:

ey | a+hy+h) —flny)] < const.[H+AF, 0<i<l,
| lg(@+Fy+h) — gla,9)| < const.[|kl+[A]]}, 0<r<l.

Précz tego jest ac — 5% = 1.

Niechaj O bedzie pole jednosp6jne, zawarte wewngtrz kota, kt6rego pro-
mieri nie przenosi pewnej wartosci okreslonej. Natenczas, jak to wykazatem
na innem miejscu Y, réwnanie (25) ma jedng tylko catke, ciagly wewngtrz
pola C i przyjmujaca dowolny ciagly szereg wartosci na obwodzie. 'Niechaj
s =(z,7) i t= (z,y) beds dwa rézne punkty wewnatrz pola C. Przypusémy
% 0% 0%

—— czynig zados¢ warunkowi Héldera.

na chwile, Ze pochodne o By’ O

Réwnanie:

@n oy = P00 o PO | Oew) ) _ o

ox?* +2 dxdy oy? ox oy +fu=0
ma catke G(z,7;%,y), réwng zeru na obwodzie i réwng

8) L 1og [e@,7) (0-2P— 2. D @B G-D+0ED G| + F@)

') W pracy jeszcze nie ogloszonej drukiem.


GUEST


16 L. Lichtenstein. (10)

w blizkosci punktu (&, 7). F(%,%) oznacza funkcye ciagla. Niechaj wartos¢
catki U@, %)= U(s) na obwodzie bedzie u(f). Natenczas zachodzi wzo6r:

0G{(s,t)
677/;

09 To)=UGT)= 5[ 057209 @) dody — =f

w(d)dt.

. . . L d2a %0 0% .
Wzér (29) zachodzi jeszeze 1 wtedy, jezeli pochodne ke nie czy-
nig zado§¢ warunkowi Héoldera. Funkcya G(&,7;.y) nie jest juz wtedy
catka réwnania (27). .

Wz6r (6) stanowi przypadek szczegblny wzoru ogélnego (29). Metoda,
wylozona w pracy niniejszej, daje sie z tatwoscig zastosowac do réwnania (25)
i prowadzi do nastgpujgcego twierdzenia.

Niechaj € bedzie pole jedno lub wielospéjne, ktérego
obw6d stanowi uktad krzywych zamknigtych Sy Syseee 5B
o krzywiznie ciagtej, nie przecinajgcych siginie stykajacych
sie ze soba. -Natenczas zachodzi jeden z dwu przypadkow
nastepujacych: albo réwnanie (25) ma jedng tylko catke, cig-
glawrazzjej pochodnemi czastkowemi pierwszego idrugiego
rzedu wewnatrz pola ¢ i przyjmujacg dowolny ciggty szereg
wartodci na obwodzie; albo tez istnieje liczba skoniczona ca-
tek réwnania Lw) =0, té6wnychzeruna obwodzieinierownych
tozsamosciowo zeru wewnatrz pola.

26-go grudnia 1909 1.
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W. SIERPINSKI.

. Uwaga do twierdzenia Riemanna o szeregach
warunkowo zbieznych.

(Remarque sur le théoréme de Riemann relatif aux séries
semiconvergentes.)

Jezeli szereg nieskoficzony jest zbiezny, ale nie bezwzglednie (t. . je-
zeli szereg jest zbiezny; ale odpowiedni szereg wartosci bezwzglednych' jest
rozbiezny), to, jak dowiédt Riemanm, mozna w _nim tak zmieni¢ porzadek

“sktadnikéw, Zeby sumg powstalego przez to szeregu byla dowolna, dana

naprzdéd liczba.

Ze sposobu, w jaki Riemanu dowodzi tego twierdzenia ¥ — a do-
wod ten z pozostawieniem mysli przewodniej i nieznacznemi tylko zmianami
powtarzany jest przez wigkszo$¢ podrecznikow, : traktujacych o szeregach —
wynika, ze. takg dowolng zmiang wartoéci sumy szeregu warunkowo zbiez-
nego mozna osiagnac, zmieniajgc stosunkowg czestos¢ jegoskla-

dnikéw dodatnich i ujemnych.

Okazuje sig jednak, Ze ten sam wynik osiggniety by¢ moze z pozo-
stawieniem bez zmiany stosunkowej czegstosci sktadnikow
r6znego znaku, jedynie przez takg zmiane uporzadkowania sktadnikéw
szeregu warunkowo zbieznego, przy ktérej kazdy sktadnik zostaje zastapiony
przez sktadnik tego samego znaku. Celem niniejszego artykulu jest wiasnie
dow6d tego twierdzenia. - .

Niech Uy b ta = Ua ' 1)

1y Bernhard Rie ‘gxf;{%&*gugs’ar&ﬁé(%ét_‘emaﬁsche Werke,Lipsk 1892, str. 235.
Prace mat.-fiz, t. XXI. ~ 9
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