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E. LANDAU.

Uber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsitze
der Herren Hardy und Axer.

{O znaczeniu niekt6rych nowych twierdzei Hardy'ego i Axera o wartoSciach granicznych.)

Einleitung.

Die folgenden Betrachtungen gehen von der analytischen Zahlentheorie
aus. Sie kniipfen an zwei Satze der Primzahltheorie an, welche —1&ngst ver-
mutet — zuerst im Jahre 1896 durch die Herren Hadamard und de la
Vallée Poussin bewiesen wurden:V

Erstens
) D logp=2+0@);
zweitens r=s
@ S EL _togz 4 E+o ),
PEx

wo E eine absolute Konstante® bedeutet. .

1) Uber die Bezeichnungen und das Historische vergl. mein Handbuch der Lehre
von der Verteilung der Primzahlen {Leipzig und Berlin (Teubner), 1909].
2) Ubrigens ist

E=—C~ D> -7 T
P L]
wo p alle Primzahlen durchlfuft und C' die Euler'sche Konstante bezeichnet, so dass (2)
auch so geschrieben werden kanm:

Prace mat.-fiz. t. XXI. 7
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Aus (1) und (2) folgt unmittelbar

®) 2 2 2L Nogp=slogz + (B z 0.

r=c

Natiirlich folgt auch aus (2) und (3) sofort (1), desgleichen aus (1) und (3) un-
mittelbar (2).

Aus (2) lasst sich leicht auf elementarem Wege (durch partielle Summa-
tion) (1) herleiten, so dass (1) nicht tiefer liegt als’(2). Diesen — natiirlich
nicht neuen — Ubergang werde ich der Vollstandigkeit wegen in §1 aus-
fithren. :

Andererseits ist der historische Verlauf gewesen, dass (1) keinen Mo-
ment frither als (2) entdeckt wurde. Sondern Herr de la Vallée Poussin®
entwickelte aus der Tiefe seiner Untersuchungen fiber die Zetafunktion heraus
zundchst (3); aus (3) gelangte er alsdann durch eine sehr feine elementare
Schlussweise zu (1); damit war zugleich, wie er auch besonders betonte, 2
bewiesen. .

Dieser Ubergang des Herrn de la Vallée Poussin von (3) zu (1)
lasst sich nun durch die Anwendung eines allgemeinen Limessatzes ersetzen.

Herr Hardy? hat ndmlich die folgende Entdeckung gemacht:

Esset a, (n=1, 2,...) e¢ine Folge reeller® Grossen und summabel
erster ¥ Ordnung; d. h., wenn

logp
;Z?_—l=logm—— C+o(l).
=z

Es kommt aber auf den Wert der Konstanten E fiir meine gegenwirtigen Zwecke gar nicht
an, und es wire auch vor 1896 ein Leichtes gewesen, zu beweisen: Wenn der Grenzwert

fim ( logp
z=co »
=
existiert, so ist er gleich dem obigen E.
") Vergl. seine im Litteraturverzeichnis des Handbuchs mit 2 bezeichnete Abhand-
lung, S. 247—250.

] 2) Tl'worems relating to the Summability and Convergence of Slowly Oscil-
lating Series [Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. II, Bd. VIII (1910),.
S. 301—320], S. 302—307.

) 3)‘ Der Fall lfomplexer @n witrde nicht mehr besagen; d. h. der Satz fiir komplexe
G ist richtig und eine unmittelbare Folge des Saizes fiir reelle @n. Daher mehme ich im
Text gleich die an teell an,

b Au‘ch im Falle der Summabilitit zweiter oder dritter, ..., allgemein r-ter Ord-
nung (wo r irgend eine positive ganze Zahl ist) bat Herr Hardy die obige Thatsache be-
wiesen, d. h. unter der Annahme (4) die Konvergenz festgestelit,

/

— log

icm
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”
D =,
. L me=1

gesetzt wird, es existiere

fim StEe T8

n=cc n
Es sei ferner

1

) an=0[].

Dann konvergiert

}_} On _—.nli=ngs,.
(und ist natiirlich = s). B
Ich werde nun in § 2 einen etwas weitergehenden Satz (Il) beweisen; die-
ser unterscheidet sich von dem Hardy’schen nur dadurch, dass die Annahme
(4),d. h.
|na,| £¢

(na. beschriankt) durch die geringere
na, = —¢

(na. nach unten beschrinkt) ersetzt istV.

Im § 3 werde ich zeigen, dass der (von analytischer Zahlentheorie freie)
Satz [1l des § 2 ohne weiteres gestattet, von (3) zu (1) (und damit zu (2)) iiber-
zugehen. Ich bemerke aber ausdriicklich, dass die Betrachtungen des § 2.
die zu jenem Satze Il fiihren, im Grunde genommen nichts anderes sind als
die von Herrn de la Vallée Poussin fir den Ubergang von (3) zu (1)
a. a. Q. angewandte Schlusskette in herauspraparierter und etwas vereinfach-
ter Form. Allerdings ist bereits der oben zitierte Hardy’sche Satz von
hohem Interesse.?

Ganz analog hatte ich seinerzeit zwei allgemeine Limessitze der Diffe-
rentialrechnung aus den scharfsinnigen Schifissen herausprapariert, durch wel-

1y Entsprechend beweise ich am Ende des § 2 auch den in der vorigen Anmerkung
genannten Hard y'schen Satz mit der obigen geringeren Annahme.

%) Herr Hardy (L c., S. 308) hat z. B. ausdriicklich eine fiir Vorlesungszwecke sehr
wichtige Anwendung auf die Theorie der Fourier'schen Reihen hervorgehoben, die im ein-
fachsten Fall folgendermassen lautet. Es sei f(x) iberall stetig und habe die Periode 2=.
Im Intervall (0...2%) sei f(x) von beschrinkter Variation. Dann besagt Dirichlets
klassisches Theorem, dass die zugehorige Fourier'sche Reihe fiberall konvergiert und
=f(x) ist. Herr Hardy beweist es jetzt einfacher so: Nach dem Fejérschen Theorem—
welches die Annahme der beschrinkten Variation nicht einmal erfordert—ist die Fourier'-
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che Herr Hadamard? am Ende seines berithmten Beweises zu (1) ge-
langt. Nicht von (3) aus; denn diese Zwischenstation kam bei seinem Be-
weise nicht vor. Vielmehr kam er aus der Tiefe zu der auch bei Herrn de 1a
Vallée Poussin (zwischen (3) und (1) in anderer Gestalt) auftretenden
Relation

5) 2 logp log T =z +0 (@)

r=x

und von hier aus elementar zu (1). Seine fiir diesen Ubergang von (5) zu (1)
benutzten Schliisse verwandte ich® dann zur Aufstellung zweier neuen Li-
messatze der Differentialrechnung, die ich in § 4 nennen werde (Sitze VI
und VI). Ebenda werde ich deren Beziehungen zu den Sitzen des § 2
untersuchen und dort schliesslich einen Satz (VIII) beweisen, der sowohl jene
Sitze VI, VII als auch den wesentlichsten Satz aus § 2 (Satz I, der dort un-
mittelbar zum Satz I fithrte) enthalt.

Im § 5 werde ich zeigen, dass (an Stelle jenes Limessatzes VII der Diffe-
rentialrechnung) auch der Satz Il aus § 2 gestattet, den Ubergang von (5) zu
(1) zu machen; es ist dabei unter a, eine andere Funktion zu verstehen wie
in § 3 beim Ubergange von (3) zu (1).

Ich war davon ausgegangen, die verschiedenen Moglichkeiten zu be-

sche Reihe fiir f(2) tiberall summabel erster Ordnung; nach dem zweiten Mittelwertsatz
ist ihr n-tes Glied = 0 /K%\/j ) da ja f(@) = g (@) — P () mit  monotonen ¢ (x), h(x) ist
und fir n=1 z. B.

2= £

fg(m) cos najde=g0) I cos nx dx + g (2r) [cos nx da
0 3

[ 0

sin né

sin né
=g0) —,— ~g@n)

no’

2z

[g(a:) cos nx dx ‘ é_____;g(O) |+~J£(—2£)J—
o |

[

ist. Daher ist nach dem Hardy'schen Satz die Fourier'sche Reihe fiir alle & konver-
gent (und = f(x)). Dieser Beweis ist einfacher als jede der Zlteren Beweisanordnungen,
weil bekanntlich der Konvergenzbeweis des Dirichlet'schen Integrals viel komplizierter ist
als der des Fejér'schen Integrals. Bei diesem ist der Faktor von f unter dem Integral-
zeichen ein Quadrat, d. h. stets =0, bei jenem beider Vorzeichen fahig; daran liegt es.
Im Ubrigen pflegt man ja jetzt in Vorlesungen und Lehrbiichern ‘iiber diesen Gegenstand
das Fejér'sche Theorem ohnedies zu beweisen.
) Vergl 4, S. 217--218.

%) Vergl. 84, S. 218—221; Handbuch, S. 260—261.

icm°®
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sprechen, um von (3) zu (1) und (2) itberzugehen. Nun sei von (1) und @)
selbst die Rede. Schon oben erwihnte ich, dass aus (2) leicht (1) hergeleitet
werden kann. Die ganze Sache hat nun eine iiberraschende Wendung durch
eine kitrzlich erschienene schéne Arbeit von Herrn Axe ! bekommen, der al-
lerdings von ganz anderen Problemen spricht, aber ein hier anwendbares Werk-
zeug geschaffen hat. Herr Axer hat einen allgemeinen Limessatz bewiesen,
der (worauf ich ihn brieflich bald nach seiner Mitteilung des Satzes aufmerk-
sam machte) es gestattet, elementar von (1) zu (2) tiberzugehen, so dass die
Sdtze (1) und (2) 4quivalent sind; es erscheint also jetzt begreiflich, dass
man (1) nicht frither als (2) entdeckt hat. Im § 6 werde ich den Axer'schen
Satz nennen und fiir ihn diejenigen neuen Beweisanordnungen angeben, auf
die er in seiner Abhandlung® anspielt. Im § 7 leite ich (2) aus (1) her und
gebe noch eine andere Anwendung.

Ich beziehe mich bei diesen ausfithrlichen Darlegungen nur auf diejenige
Fassung des Axer’'schen Satzes, welche sich auf den natfirfichen Rationali-
tatsbereich beschrankt und bei der ein gewisser Parameter (der bei Herrn
Axer jeden reellen Wert haben kann) = 1ist. Das ist namlich der Kern
des von Herrn Axer gefundenen schdnen Resultates. Im Falle des Parame-
ters 7 —den ich kurz in § 8 nachtrage — und des beliebigen algebraischen
Zahlkérpers — den ich, auch mit dem Parameter 7, nur der Vollstandigkeit
wegen im § 9 kurz behandle —wiirde der Leser die Beziehung zu klassischen
Stellen einer allmahlich entstandenen Litteratur vermissen, was gerade das
Interessante an (1), (2), (3) ausmacht. Mich persénlich freut es natiirlich
ganz besonders, dass Herr Axer so erfolgreich im Gebiete der analytischen
Idealtheorie thatig gewesen ist, in welchem ich die ersten Schwierigkeiten
iberwunden und schliesslich die Analoga zu den Hauptsitzen der analy-
tischen Zahlentheorie bewiesen hatte, ohne bisher von irgend einer Seite
Mitarbeit gefunden zu haben. Indem ich dem Leser das Studium der
Axer’schen Arbeit (schon mit Riicksicht auf die interessanten dort aus-
geftihrten Beispiele) empfehle, mochte ich doch hier wenigstens ein Er-
gebnis daraus nennen, weil es auch im natiirlichen Rationalitatsbereich
neu ist und weil der Leser meines Handbuchs aus einer Stelle daselbst® er-
sehen wird, dass ich es nicht einmal vermutet hatte. Ich® hatte zuerst fiir
einen beliebigen Zahlk6rper bewiesen, dass

2@ =o0@

¥ngLx

()

Yy Beitrag 2ur EKenninis der zahlentheoretischen Funktionen p(n) und i(n)
[Prace matematyczno-fizyczne, Bd. XXI (1910), S. 65— 95].

?) 8. 72, Anm. 1.

% S. 590, Z. 13.

%) Vergl. 14, S. 554—565.
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und ®

Ll L0 N
(7) I;ZJ Nu =0 (1)

ist. Dass (6) aus (7) elementar folgt, ist ziemlich trivial; dass aber (7) aus (6)
elementar folgt, habe ich erst aus Herrn Axers Abhandlung gelernt. Als ich
(7) zum ersten Male bewiesen habe, musste ich dazu iiber

Z- (%)

NS
eine schirfere Relation als (6) entwickeln.

Im § 10 spreche ich von einem wichtigen Satze, den man Herrn Marcel
Riesz verdankt und der in Zusammenhang mit dem Vorangehenden steht.

Im § 11 spreche ich von den analytischen Hilismitteln, welche zum Be-
weis der in meiner vorliegenden Abhandlung behandelten asymptotischen Ge-
setze in der Verteilung der Primzahlen und der Werte von w(n) benutzt zu
werden pilegen.

§ 1.
In diesem Paragraphen soll der einfache Ubergang von (2) zu (1) gezeigt
werden.
Wena
log p
> EL P

s
und

Fx) —logr — E=23(z)
gesetzt wird, ist nach (2)

B (z) =o(l),
und es ergiebt sich
¥z)= 2 logp
PE>

= 2\ n(F @) — F(a—1)»
n=2

w [2]
Y Eine Summe 2 bedeute stets 0, falls w < v ist, dagegenE, falls w = v ist.

n=t n=[e]

) Uber die Bedeutung'g‘ﬂtgsggxen Grenzwertsitze, 103

x

= (mgrﬂ»{”;w1 L 5(m) —3 (n—l))

n=2

= *Z n log (1—~-) Z 8(n) (n—(n+1)) —2 3(1)+ 8(]) (2] +1)

n=2 n=2

x

Zn *—{-0291 —— 6(n)+o(x)
= [z] + 0(log#) + 0 (2) + 0 ()
=z o0(z).
§ 2.

In diesem Paragraphen soll die verscharfte Form des Hardy’schen
Satzes zundchst fiir r=1 und dann fiir allgemeines r bewiesen werden. Das
wird durch Satz IIl und Satz IV geschehen, denen zwei vorbereitende Satze I
und II vorangeschickt werden sollen.

Satz I: Essei P(n) (n=1, 2,...) eine Folge von Zahlen = 0; es
werde (der BequemlichkeitV wegen auch fiir nicht ganze x)

> P(n)=R()
n=1
gesetzt. Es sei
E(n)
® Z—L—g zto(@,
! n=l1
wo g eine Konstante® ist. Dann ist
© R@) =gz +o0(@).
Mit anderen Worten: Wenn fiir ganzzahlig wachsendes m

m

lim —

m=oco M

1) Die Voraussetzung (8) bedeutet genau dasselbe, falls man ganzzahlig oder stetig
variabel nimmt. Desgleichen die Behauptung (9).

?) Eo ipso ist alsdann g =0.
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ist, so ist
lim £ (m) =
m=oco M

unter der Annahme, dass

0<E)=R@=... \
ist.

Beweis: 9 sei irgend eine positive Konstante. Dann ist nach (8),

worin ja z - 82 statt « geschrieben werden kann,

43z

SEO _yatnetowm,

n=1

also, wenn (8) hiervon subtrahiert wird,

(10) =2x(gd -+ o(1)).

Da die P(n) = 0 sind, also R () mit wachsendem « niemals ab-
nimmt, ist einerseits

c-}- 5z
B (n) E (2)
n—*w-}-l n-;-]—lm + 0z
— 28 (o) — (o)
an — R@ (135 +00),
andererseits
xféx R(n) iy R(x+3z)
u—_sz—}—lT énz:—‘-(-l z
R
= ECHD (rag) — )
(12) = R(x4-98z) 3-Fo(l)).

© Uber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsitze.

Aus (10) und (11) ergiebt sich:

R(:c)ga, g5+o(1)
o’

2D < ga+a+ow,
d. h.

lim sup ——* £ (a:) = g(1+9)

=200

fiir alle 8> 0, folglich

(13) lirilzsogp ‘Eé"f— =g.
Aus (10) und (12) ergiebt sich
gé+o(l
Rx+tiry== 5o ()
Rx—+odx
RetiD) 2 g o),
B (x+22) g
zxse =145 oW
folglich, wenn % durch 1:|‘ - ersetzt wird,
R (x
—;E—l = 1‘%‘5‘ +o(1),
d. h. @
. x g
hfl: glf —= T+
fiir alle 8 >0 und daher
(14) fim inf Lf”) =g

z=co

(13) und (14) besagen zusammengenommen

- B@) _
lim T—g,

=00

womit (9), d. h. der Satz I bewiesen ist.
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Satz ll: HEssei P(n) (n=1,2,...) eine Folge veeller Zahlen, die
nach unten beschrinkt sind:

Pn)y=—c.
Es werde

Epsz@

gesetet und fiir ein konstantes? g

© SO ey o

vorausgesetzt. Dann ist
©) E@ =gz 4 o).

Man sieht, dass hierin der Satz I als Spezialfall ¢ =0 enthalten ist.

Andererseits wird dieser Satz Il aus dem zuvor bewiesenen Satz I unmittelbar
folgen.

Beweis: Wenn die fiir kein # negative Zahl
P(n) +c=P(n)
gesetzt wird und

z

2 Pn)=E @)

n=1

eingefithrt wird, so ist fitr 2 = 0

R (z) —_—2 P(n) 4 2 ¢
n=] n=l
—R @)+ eold],

T e

S S5,

n=l n=l n=1

=g+ 0(2) 4 cx
- =@+oz+o@),

") Eo ipso ist g= —e¢.

icm°®
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also nach Satz [

was zil beweisen war.

" R@=(@-t+c)r-+o@),
R@)=gz+o@@),

107

Satz II: Es erfiille eine Folge reeller Zahlen a.(n=1, 2,...) fol-
gende zwet Voraussetzungen:

Erstens set sie summabel erster Ordnung; d. h.,

Se =0+ ... 4 n

gesetzt, es habe

Sit ... Fs_ 1

fitr m==o00 einen Limes s.

Zuweitens ses na, nach unien beschrinkt; d. h. bet passender

eines konstanten ¢ sei fir allen =1, 2, . ..

(15)

Alsdann ist

vorhanden und

(16)

lim

n=co

NGy = — C-

8 —

lim 8,

n==00

n
. X
lim Zam
n=oo =

=3S.

Wahl
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Beweis: Esist

n

(17 s 8, 1

( ) ——1+n + :Slz*EE(R_l)ak‘
k=1

Die Voraussetzung

(18) Hm w =

liefert also, wenn das Zeichen o sich auf Funktionen der ganzzahlig wach-
senden Variablen 7 (spiter m) bezieht,

n

(19) sto() =5 — - 3 (i—1) a,

k=1

so dass die Behauptung (16) mit

(20) D =1 a =0 )
gleichbedeutend ist. =
(20) wird nun folgendermassen bewiesen. Es werde fiir n— 1,2,38,...
(n—1) a, = P (n)

gesetzt, so dass nach (15)

P = n—1

7y

nach unten beschrankt ist. Es werde ferner

£

> Pn)=R@)

n=1
gesetzt. Dann ist nach (19)

E st o),

;%@zé 8w — mS 4 0 (m)

und daher, wenn (18) nochmals angewendet wird,

Z Eg@———o(m).

also

13) Uber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsitze. 109

Der Satz II, in welchem g =0 zu nehmen ist, liefert hieraus

fim 20 g

n=co 1 ’

was mit der Behauptung (20) tibereinstimmt.

Satz IV: Es erfille eine Folge reeller Zahlen @, (n=1,2, ...
folgende zwet Voraussetzungen:

Erstens sei sie [fiir ein gewisses positiv - ganzzahliges r summabel
r-ter Ordnung im Hdlder’schen SinneV. D. h., wenn

So=0+ ...+,
ORI R R ok

- k]
ke n

(¢ 1)
o SOl
S'u :»ﬁ_—nhr R

e -1
oS +57"
n
gesetzt wird, so sei
lim s =s.

n=r:o

Zweitens sei na, nach unten beschrinkt:

Ny = —C.
Alsdann ist
5-
konvergent, d. h.
sa=s+0(1).

Y) Summabilitat -ter Ordnung im Cesaro’schen Sinne bedeutet dasseibe, Wie‘zu-
erst Herr Schnee bewiesen hat; vergl seine Abhandlung Die Identitdt des Cesiro-
schen wnd Holderschen Grenzwertes [Mathematische Annalen, Bd. LXVIL (1909),
S. 110—125]. Ein zweiter Beweis wurde kiirzlich von Herm Ford gegeben: On the Re-
lation between the Sum - Formulas of Holder and Cesaro [American JoumaI. of Ma-
thematics, Bd. XXXII (1910), S. 315—826]. Ubrigens fihrt Herr Hardy den Beweis seines
Satzes bei Summabilitat r-ter Ordnung (unter der Annahme |nan| ¢ statt (15)) fir den
Cesaro’schen Grenzwert.
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Erster Beweis: Der Beweis ist durch vollstandige Induktion ge-
fiihrt, wenn gezeigt werden kann, dass
(r—1)

lim s

n =00

=fs
ist.

Nach Voraussetzung ist #a, nach unten beschrankt, also (n—1) a,
desgleichen (= — 0). Die Identitat

e 1 N
(i7) TR T =S g (k—1) m
bedeutet -
O L (k—1) o

und liefert weiter durch successive Mittelbildung

1 1
o () : -]—S”
=

n Ryl
(r)___ (r—D _ l_ ~ 1«“ 1 J—
8, =s, o - 2_ P 2 2 xk—1)
= 1y _g=1 ﬂ,:l
@1) —n _E®)
. n n 4

wo R(n) eben hierdurch als jene r-fache Summe erklart sei.

icm°®
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Aus der fir alle n = 1 giltigen Ungleichung

m—1)a,.=—1b
ergiebt sich fiir alle n > 1

Pn)=R(n)— R(n—1)

d. h. P(n) ist nach unten beschrankt. Aus (21) folgt nun durch nochmalige
Mittelbildung

W
1 R (m
s:.-+1): 1 Z B (m) ,
" 7 m
m el

sto()=s+o0(l)—

1~ R(m)

%

S 200,

=
der Satz Il Hefert also

nach (21) ist daher

lim S("n

#==00

k]

d. h. die gegebene Reihe summabel (r—1)-ter Ordnung. Damit ist, wie
schon am Anfang bemerkt, der Satz IV bewiesen.

Dem zweiten Beweise des Satzes IV mége ein Hilfssatz! vorausgeschickt
werden:

!} Sowohl diesen Satz V als die Art, auf welche er nachher zum Ubergang vom Satz
I zum Satz IV verwendet wird, habe ich nur dadurch erhalten, dass Herr Bohr mir mit
Beweis u. a. folgendes mitteilte: Erstens, dass aus der Beschrinktheit von n (bn—bn—1) die
Beschranktheit von n (cn— €a—1) Tolgt; zweitens, dass infolgedessen aus dem Hard y’schen
Satz mit # =1 der Hardy'sche Satz mit beliebigem » sofort folgt. Ich hatte nur nétig, in
den Bohr'schen Beweisen statt von Beschrinkiheit jetzt von Beschrinktheit nach unten zu
sprechen und an den entsprechenden Stellen der Formeln statt des absoluten Betrages runde
Klammern zu setzen, um zum Satz V und zum Ubergang vom Satz III zum Satz IV auf
Grund des Satzes V zu gelangen. Beides muss also Herrn Bohr zugeschrieben werden.
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Satz V: Es moge eine Folge reeller Zahlen bo =0, by, by, ... die

Ungleichung

(22) nby—bit)=—c (@m=1273...)

erfiillen, wo ¢ = 0 ist. Es werde Aco =0 und fiir n=1

bk b,
7z 3

gesetzi. Dann ist fiir alle n=1, 2, 3, ...
N(Ch — 1) = — C.
Beweis des Satzes V: Es werde fiir n =1

Gy — bn - bn-~l
gesetzt,

Fir n =1 ist
N A(Cn — Cpm1) = €

=b

= —c.
Fiir n = 2 ergiebt sich

bbb b

7 (Cp — Cn1) :n(

n n—1
=} _biAd b
" n—I1
=a1+._._|_a”__(”’“1) al“l"(n;‘gzl%”{‘”-‘{’“n—l
1 2 n-—2 n—1
_%nﬁl+a3n"~:-1‘+"'+a""1%_—7+a"n——1'
Nach (22) ist nun
¢ ¢ ¢ ¢
azg_“g_c; aag—'?; ’i; 3 am;—"ﬁg ‘ﬂ'——i,
man erhalt also
c ¢ ¢
— > . ° -t
7 (6 — o) = n—1 n—1 7 n—1
=—c,

womit der Satz V bewiesen ist.

icm°®
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Daraus ergiebt sich nun der zweite Beweis des Satzes IV: Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit darf ¢ = 0 angenommen werden. Der
(schon bewiesene) Satz III ldsst sich auch so formulieren: Aus®

n(—s-)z —c (nz1)
und der Existenz von
lim Sit s s
n==co n
folgt
lim Sp=2=8.

n=co

Dieser Wortlaut lasst sich nun auf diejenige Zahlenfolge anwenden, welche

entsteht, wenn sff“l’ statt s, geschrieben wird. Erstens folgt namlich durch

wiederholte Anwendung des Satzes V aus

N (S — Sp1) = — ¢
firalle n =1
1 1
n(s()—s,ﬁll) = —c,

n

(s — T = .

Zweitens ist nach Voraussetzung

m s¥=s,

n=ocQ
d. h.
(r—1) (r—1)
s ...+
lim LL_L* —3
n=o00 n

Daher ist nach Satz III
: lim s V=g,

n
n=

‘womit durch vollstdndige Induktion der Satz IV bewiesen ist.
§ 3.

In diesem Paragraphen soll mit Hilfe des Satzes III der Ubergang von

®) > 19%1?_ ¥ logp == log z -+ (E—1) & +0 ()

P=x P=Exm

) FEsmoge s, Null bedeuten, desgl, so™, ..., &7, .

Prace mat.-fiz. t. XXI.
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114 E. Landau. (18) a9 i

- Andererseits ist offenbar 7 a, nach unten beschrinkt (ndmlich = — 1). Der

tz Il ergiebt also die Konvergenz von
(1) 3 togp =2+ 0(@) Satz IIl erg g
p=d oo
ausgefithrt werden. 2 @,
Ich setze par}
: l logn—l o n— Primzahl , genauer: .
n
a, = D a=E—Cto(l),
l _L fiir die anderen ganzen n = 1. =
7 v
Dann ist ) Zlgﬁ=ﬂ%x+o+¢ﬂ_®+om
lo 1 <z
Sa-g-31 ;
a7 = =t ) —logw+ B+ o0(1)
= 2 logp logz — C o (1) und damit die Relation (1).
Pl Dass Herr de la Vallée Poussin von (3) aus zuerst zu (1) und dann
und - » erst durch Kombination von (1), (3) zu (2) gelangt war, erklart sich durch
— Z log 1 — 2 1 einen Blick auf den obigen Beweis des Satzes Ill. Denn die dabei unterwegs
21 Tiln = - ep A erhaltene Relation (20), d. h.
n= = n=
=3%@ —az-+0(1), i
also nach (3) 2 (n—1) an =o0(x),
& z n==1
(@+1) 2_]{ fon —g o ) ‘ bedeutet fitr den vorliegenden Fall wegen der trivialen Abschitzung
= logp 1080 s0gz—Co o@y— %@+ S — oz
=2 3 L X g + o0 (@) — ¢ S 4= o),
sz p=z n=l
1 - dass
::xE_Eﬁ_&@y~m%x—w—nm+o@ . s
=<z b Znan:o(x),
n==1
=({E— 0 zto@); d h , ‘
da dies insbesondere fiir ganzzahlig wachsendes z gilt, ist 2 logp — Z 1=o0(),
o =z n==1
also 3
2 aﬂ, .
"= ' W) D logp =z +0(x)
summabel erster Ordnung und der zugehdrige ist. e )

Hmit#iﬁ:E—a

n=


GUEST


116 E. Landau. 3 (20)

§ 4.

In diesem Paragraphen soll ein fritherer Satz von mir (Limessatz der
Differentialrechnung), den ich fiir Zwecke der Primzahltheorie abgeleitet hatte,
mit den Satzen des § 2 in Verbindung gebracht werden. Jener Satz hatte
urspriinglich folgenden Wortlaut?:

Satz VI: Es sei die reelle Funktion f(x) fir @ >, definiert, stetig
und differentiterbar. Es nehme xf'(x) fir x>z, mit wachsendem x nie-
mals ab; d. h. fitr ©, < © < x sei

zf' (@) < o' (z).
Es sei ferner
Iiwrn f_(g) =1

Dann existiert
iim 7' (2),
x =00

und es ist
lim f'(x) =1.
Dieser Satz VI gestattet z. B.?, wenn ¢, =0 fiir n =1, 2,... und
) eine ganze Zahl =1 ist, aus
. 1 1 - w1 [T .
) I D HZ:] ¢ log (ﬁ)_l
auf :
24) lim — = 3 g, togt (Z) =1
( i o e tod (3] =
zu schliessen, da fiir
i (&
flw) = (H—l ?_,'1 ¢n log® (n)

') Der Leser, welcher den Satz nicht kennt, braucht den Beweis nicht anderweitig
nachzulesen, da er weiter unten im Beweise des Satzes VIII mitenthalten sein wird. Der
Satz VI steht zuerst in meiner Abhandlung 84, S. 218— 219 bewiesen. Statt des Limeswer-
tes 1 konnte natiirlich irgend eine andere Konstante g>>0 stehen, da man im Falle g>0

den Satz VI nur auf f( )

anzuwenden braucht.

) 84, 5. 221293,

- ©
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nebst , =0 genau die Voraussetzungen des Satzes VI erfitllt sind und

Lh3 e (2)

T

' (@) =

n—.l

ist. Er gestattet jedoch nicht, fiir A

=0 den Ubergang zu machen, da das
betreffende

= i ¢, log :%

n=1

zwar fiir nicht ganzzahlige z > 0 differentiierbar ist, mit dem Ergebnis

x
1
‘m‘ [

n==1

f'(z) =

aber fiir ganzzahlige z nicht notwendig differentiierbar ist. Auch fiir ganz-
zahlige positive # ist jedoch der vordere Differentialquotient [ (z) vorhan-
den und

x

. 1
f+ (z) = z z Cn s
n=l
und ich konnte den Ubergang von (23) zu (24) im Falle A =0 doch mit
Hilfe eines Limessatzes der Differentialrechnung machen, den ich a.a.0 1 als
Verallgemeinerung von VI mit folgendem Wortlaut bewies:

Satz VII: Es sei die reelle Funktion f (z) fur x>z, definiert und
stetig. Es existiere ' (x) fir alle 2>z, mit etwaiger Ausnahme einer
Folge von Punkten ohne Hiufungsstelle im Endlichen; d. h. f' (%) existiere
fiir
x,.._1<1'<-’3n, R

Ty <z LZT, BT, ..,

wo z, mit n ins Unendliche wichst. In den Punkien x,, Zs, ..., Tny. ..
existiere der wvordere Differentialquotient f | () (dessen Exzistenz also
fitr alle x > xz, vorausgesetzt wird). Die Fumktion z [ J’r (x) nehme fir
& >, mit wachsendem x niemals ab.
Es sei ferner
lim
=00

z

. 84, S. 220 —221. Den Beweis braucht der Leser a. a. O. nicht nachzulesen, da
ich nachher mit Satz VIII mehr beweisen werde.
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Dann existiert
lim £ (@),

T=co

lim £} () =1.

und es st

Wenn auch Satz VII aligemeiner ist als Satz VI, so ist jener doch nur
durch die Bediirfnisse einer ganz speziellen Anwendung entstanden, und es
mogen daher die Erérterungen an Satz VI ankniipfen. Da fallt nun zudéchst
eine grosse Analogie zum Satz I auf, der ja den Kern der Satze des § 2 aus-
machte. Der Satz I, wenn darin g=1 gesetzt wird'), und der Satz VI
(bei dem ich gleich g=1 gesetzt hatte und natiirlich z,=0 annehmen darf)
lauten, nebeneinandergestellt, folgendermassen:

Satz 1. Satz VL
Es sei Es sei
1 < R(n) _ lim = f(z) =1
llm % :2—1 T = 2=00
und? und fir O0< 2z < &
R < R@ < zf' @ <zt (z).
Dann ist Dann ist |
3 ! J—
lim Bﬁ;m) -1 lim f'(z)=1.

Der Wort]aut ist, wie man sieht, wortlich derselbe, wenn links Differenz

m—1
<namhch z ? ), rechts Differentialquotient genommen wird. Anders
ne=l n'-—-l

ausgedriickt®: Wenn links Summe, rechts Integral genommen wird. ‘

‘) -Der Satz I besagt fiir jedes konstante g > 0 genau dasselbe wie fiir g=1. Al-
lerdings war er oben auch fiir g =10 bewiesen. Von diesem Werte spreche ich hier nicht,
weil der Satz VI (desgl. VII) & a. O. nur fiir den Limeswert 1 (d. h. g > 0), nicht auch
fiir g =0 bewiesen wurde; Satz VI (desgl. VII) ist aber auch fiir g==0 richtig, und die
Beweismethode bleibt dann wortlich dieselbe. Das wird auch nachher durch Satz VII
miterledigt werden.

) A. a O. hiess es zwar ausserdem noch 0 < RB(1). Doch ist dies unerheblich, da
man ja die etwaigen negativen Anfangsglieder passend abindern kann.

%) Diese Ausdrucksweise ist korrekt; denn, da «f’(x) monoton ist, ist von jedem
positiven x an 2 f’ (x) integrabel, also 7 (x) integrabel .

icm
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Es liegt also nahe zu fragen, ob man nicht einen Wortlaut angebenkann,
der beide Sitze (I und VI) umfasst. In der That liefert genau meine alte Be-

‘weismethode fiir die Satze VI und VII den folgenden Satz VIII, den ich erst

beweisen werde, um dann zu zeigen, dass er die Sdtze | und VI, auch VII,
enthilt.

Satz VII: Es sei eine reelle Funktion F(z) fir z = 1 defindert,
und es set x F(x) mit wachsendem x niemals abnehmend, so dass

{ F(u) du
i
fir = 1 einen Sinn hat. Es sei bei konstantem? g
lim - f Fu)du=g.

i

Dann st
lim Fz)=g¢g.
Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf angenommen

werden, dass z F(z) mit z unendlich wird; denn sonst strebt #(z) gegen 0,
und die Behauptung ist trivial. Es sei 8 > 0 gegeben. Wegen

fF(u)du::gm—i— o(x)

ist

iz

[Fwau=ga+ie+ow,

also :

z4+8x
(25) fF(u) du = gbz -+ o0 (@) -
Nunistfiir 1 €2 = usa:—{—am

z F(z) < wFu) < (z-+32) F(z+02),

1) Eo ipso ist dann g=0. Denn entweder wichst F(x) fir @==co iiber alle Gren-
zen (so dass F'(x) von einem gewissen « an positiv, also g=0 ist), oder xF(x) hat fiir
i =co einen endlichen Grenzwert (so dass F(x) gegen O strebt, also g_O ist).
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f{" F@) < Fu) = iti F(z-52),
also fiir alle hinreichend grossen z (wenn nur F(x) = 0 ist)

1~]—8 F(z) < F(u) = (140 F(z+oz).

(25) liefert also erstens
o5 F) oz < gdx+o(2),
F@)=g(1+8) +o(1),
lim sup F'(2) < g (14+9),

(26)
zweitens

lim_sup Fay=gyg,
(143) F(z+32) 82 = goz + 0 (),

Flz+dz) = 1+3 +0(1),
F@z1h +o00),
lim inf F(z) = -—gm

r==00 +8 ’

@7) lim inf Flz)=g.

Zusammengenommen besagen (26) und (27), dass
lim F(z) =g
ist. -

&

Damit ist der Satz VIII bewiesen. Er enthilt offenbar den Satz I als fol-

genden Spezialfall :

F,(x):ﬁg-‘) fir m<ez<mtl (m=1,93..),
d.h
F(a:):R[(;) fir z=1.

(25) Uber die Bedeutung einiger nenen Grenzwertsitze.
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In der That ist dann wegen
ISR =R® <

z F(z) mit wachsendem z niemals abnehmend. Ferner ist fiir z=1,
F (z) streckenweise konstant ist,

und hierin erstens wegen der Annahme

1 (B(1) , B©® E@))
Hm ( T :
zweitens wegen
[e—[x]—1] <1
offenbarV R( )
. 1 T
Es ist also

lim % Fu)du=y,
=00 1

und der Satz VIII ergiebt
lim F(z) =y,

d. h. die Behauptung des Satzes L

«

) Denn aus
m

z R;@):gm—} 0 (m)
n
=1
folgt '

m—1
> B0 — g m—1yto(m),
n==1

z—1),

da
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Ebenso ist der Satz VI (und damit auch der Satz VI) folgendermassen
als Spezialfall des Satzes VIII aufzufassen. Unter den Voraussetzungen des
Satzes VII, bei denen ohne Beschrankung der Allgemeinheit z, <1 ange-
nommen werden darf, werde fiir x = 1

F@) =L@

gesetzt. Dann istfiir = 1, wenn zwischen 1 und z die Ausnahmepunkte
Liy Tegi, - - -5 Tt liegen,
1@ —f O)=(—FO+f @)+ (—Ff@)+f @)+ . . (= @)+ @)

Tgt-1 x

= {f’ () du -+ ff'(u)d”‘}" ot [f'(‘ur)du 1

£ Ik_|:1 x
- ffj’L(u) du+ff4_(u) du—l—...—}—[ﬁ(u‘) du
i E @
= {f_;_ (u) du
= ] F(uydu.
Die Voraussetzung

wo g = 0 ist, liefert also

.

lim % {F(u) du=yg.
xr=00 i

Nach Satz VIII ist daher
lim F(x) =y,

Jim fL(z)=9.

Y} Uneigentliche Integrale, da f’(u) in den Ausnahmepunkten nicht zu existieren
braucht.

?) Jetzt sind es eigentliche Integrale.
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Was hier als Satz VIII formuliert wurde, ist einfach als Interpretation der
Schlussweise anzusehen, welche Herr de la Vallée Poussin an einer
Stelle) seines Ubergangs von (3) zu (1) verwandte. Von (3) war er ndmlich
zuerst zu der (tibrigens mit (5) gleichbedeutenden #) Gleichung

lim - { REC) R
om0 T ) U
1

gelangt, und sein Ubergang hiervon zu

lim 1—(}(@ =1

ist dem obigen Beweise des Satzes VI vollig gleichwertig, indem Herr
de la Vallée Poussin iiber ¥(z) thatsichlich nur benutzt, dass es mit
wachsendem 2 niemals abnimmt.

Der Satz VIII 14sst sich leicht zu folgendem Satz erweitern, von dem er
den Spezialfall » =1 darstellt:

Satz IX: Esser F(x) fir =1 reell und z F(x) mit wachsendem
x nicht abnehmend. Es werde

—;—.{‘F(u) du=F (2),

+ [ R@a=Fr@,

/ s (W) du=F, (),

i

gl

also®

) L. c,S. 248 — 250.

Ed &
@ du du ~
% In der That ist E Iogplog}j--.—z E log p f ﬁzfﬂ 2 log p
T
rEx

=z o p=u

%) Dieses Analogon zum Hélder'schen r-fachen Mittel einer Zahleniolge hat bereits
du Bois-Reymond zu anderen Zwecken betrachtet: Ueber den Convergenzgrad der
variablen Rethen und den Stetigheitsgrad der Functionen zweier Argumente [Jour-
nal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. C (1887), S. 331—358], S. 354—358.
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Tp—1

[ 7 @) az.

F(ﬂ:):i fﬁﬂ 4z, -
v z ) x ) ox ;
1 1
gesetzt.

Es sei
lim Fo(z)=g.
Dann ist o
lim Flz) =g¢g.

Beweis: Da z F(z) mit wachsendem z niemals abnimmt, sind nur
zwei Fille méglich.

1) Erstens kann o F(z) fiir z=o00 einen endlichen Grenzwert haben.
Dann konvergiert F(z) gegen 0, und die Behauptung ist trivial, da auch
F, (r) gegen Null konvergiert.

2) Zweitens kann z F'(z) iiber alle Grenzen wachsen. Ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit darf angenommen werden, dass es von Anfang an
(fir alle z = 1) positiv ist. Dann ist F'(x) von Anfang an positiv; folglich
wichst @ F (z) mit =, und F, () ist fir alle >1 positiv; folglich wachst
z Fy (z) mit #, und F, (z) ist fiir alle > 1 positiv; ...; folglich wichst
r Fr1(z) mit . Aus

lim F,(z) =g,
d. h. B

S
xhznola z f Foa(wdu=y,
i
folgt also nach Satz VIII
lim F,_;(z) =g.

Hieraus wird auf Grund von Satz VIII successive ebenso weitergeschlossen,
bis zu

lim Fz) =g .

Es sei zum Satz VIII noch Folgendes bemerkr. Sein Beweis ist offenbar
nicht gerade darauf basiert, dass das Produkt der speziellen Funktion z mit
F(z) fir wachsendes =1 niemals abnimmt. Es konmte statt auch z. B. 22
oder z log (w+1) stehen. Schon in meiner fritheren Arbeit ! hatte ich be-

1) 34, S. 218, Anm. 57.
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merkt, dass man die beiden Sitze VI und VII viel allgemeiner fassen kann,
und dass ich nur vorzog, sie gerade so zu formulieren, wie sie fiir die dortigen
Anwendungen am bequemsten gebraucht werden konnten. Hier sei dies aus-
gefiihrt, da die Grenzwertsitze an sich betrachtet werden. Was die ohne
Miihe erreichbare grésste Allgemeinheit betrifft, so hatte Herr Kn o pp, dem
ich den Satz VID vorher mitgeteilt hatte, mir bereits in einem Briefe vom
27.11. 1907 die betreffende Modifikation des Satzes VI angegeben: statt x
darf irgend eine positive Funktion ¢ (z) stehn, welche fir 2 > », mit wach-
sendem z niemals abnimmt und die fiir zu 0 abnehmendes & die Bedingung

i v (z+32)
lim lim sup - i
imo w7 @

erfiflt. Genau dies lasst sich auch beim Satz VIII anbringen, und ich will
daher zum Schluss dieses Paragraphen den so entstehenden Satz (wortlich
durch die obige Beweismethode) herleiten:

Satz X: Es sei eine reelle Funktion F(x) fiir x=1 definiert. Es
sei o (x) filr x==1 positiv und nehme mit wachsendem = =1 nie ab; es
ses fur 2w O abnehmendes 8
pletdz)

(%) )

Es nehme o (z) F (x) filr wachsendes x = 1 niemals ab, so dass

lim  lim sup

§=0 z=00

{ F () du
i
fir x = 1 einen Sinn hat. Es sei

fF(u) du=g.
i

lim L
r=2s L

Dann st

lim F(z) =g.

Vorbemerkung: Die Limesvoraussetzung iiber das als {1ie z'ibneh-
mend angenommene ¢ () enthilt natiirlich speziell, dass fiir alle hinreichend
kleinen positiven &

) In damaliger Bezeichnung Satz III.
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p(@+3x)
lim su ot =
m_SuP Uy $(8)

endlich ist, und das erfordert natiirlich, dass der lim sup fiir alle § > 0 end-
lich ist. Insbesondere ist jene Voraussetzung erfiillt, wenn fiir alle 8 >0

lim ¥ (x+3x)
e=  P(Z)
existiert und bei zu 0 abnehmendem & gegen 1 konvergiert.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf angenommen
werden, dass o (z) F(x) mit 2 unendlich wird; denn sonst strebt F (z) gegen
einen endlichen Limes, und die Behauptung ist trivial. Es sei § > 0 gege-
ben. Dann ist

w4

j Fu)ydu=g(1+d)z 4+ o(x) —gz,

x4 3z
81;5 fF(u) du=g-+o(1).

Nunistfir l £ 2 < w <z 8z
2@ F@) =9 Flu) < 9@ +32) F(z 4 0),

also fiir alle hinreichend grossen @ (wenn nur F'(z) = 0 ist)

Ty P = Py < FELD pppag).

Dabher ist erstens

lim sup F(z) < g¢(8),
lim sup F(z) < g lim ¢ (8)
z =00 §=0

=g,
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zweitens

__(%)5_@, F(a-8a) = g+0(1),

Pa+ia) = ;20 o),

. . g
lim inf Fl(x+62) = —Fx,
im inf F(2+-92) G
hm 1nf Fz)=
@ =y
. . 1
i inf F(6) = 9 7
== g .
Folglich ist, wie behauptet,
hm F@x)=g.
§ 5.
In diesem Paragraphen sollen verschiedene Arten der Ubergangs von
(5) Z log p log —=z+0()
P=x
zu
B > logp=2a+o0()

P
dargelegt werden.
Dass umgekehrt (5) eine Folge von (1) ist, ist auf Grund des schon auf

S. 123 erwdhnten Identitét

3
Z logp log ——:[ ¥ () du
=
trivial. Diese Identitit setzt natfirlich auch in Evidenz, dass Satz VIII einen
Ubergang von (5) zu (1) liefert.

Bereits der Satz VII gestattet einen solchen Ubergang zu machen. Dies
ergiebt sich aus dem vor dem Wortlaut des Satzes VII angedeuteten; ich will
es hier direkt vorrechnen.

Es werde fiir 2> 0

@)= Z log » log —

P==
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gesetzt. Wenn dann = keine ganze Zahl ist, ist offenbar

x
d IOg}T
f(x) = Z log p - T

PEz
1
=2 Z log p
p=x

3 (2)
Tz

Wenn « eine ganze Zahl ist, ist fiir 0 < h <1

m—|—h_10g x
fetn—1@_ %, %
gp q*——*‘,
also
dlog%
fi@) = Z log p — =
=
_3=
T

Wenn also der Punkt z, des Satzes VII fiir n — 0, 1,... gleich n gesetzt
wird, sind im Hinblick auf (5) alle Voraussetzungen des Satzes VII erfillt.
Er liefert also :

lim ‘l@l =1,

d. h. (1).

Ich will nun zeigen, dass der Ubergang von (5) zu (1) auch auf Grund
des Satzes IIl ausgefithrt werden kann. Es werde fiir 2 > 0 eine Funktion
& (z) durch die Gleichung

¥ (z) =2+ z= (2)
definiert; dann lautet die Behauptung (1):
e(z) =o0(1).
Die Ausgangsgleichung (5) kann geschrieben werden:

2 () — ¥ (-1 log - =540 (a),

n=

[}

icm°®
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und sie liefert:

S 1o 4 > 29 — (1) ¢ 11y log =

n=2 n=2

z+o0 (z) =

=logz Z 1— Z log7z+$‘ ne (n) (10g—~—log1+1)—s(l) Iog 5

n==2 n=2 n=2

+ [o] # (o)) log 7"

—zloga—zlogz o+ Znem) tog (14 + 0 @)

n=2

=o X nel) b+ 0

=2 n=32

1
nm—)— o(x),

wobei ich fiir e(n) im dritten Glied? die Tschebyschefsche Abschatzung
(28) ¢ (@)= 0(1)

angewendet habe. Es ist also

z+to(@=w4 Y = (m)+ 0(loga) + 0 (@),

n=1

@

e =o0().

n=1
Die Reihe mit der Partialsumme
Sn ==& (N)

(d. h. dem allgemeinen Glied @, =c¢ (1), aw=1¢®) — ¢ (n—1) fiir n = 2)
ist also summabel erster Ordnung. Wegen

¥(n) = ¥ (n—1)

) Hier wiirde auch eine ungenauere Abschitzung geniigen; aber (28) wird sofort
doch gebraucht.

Prace mat.-fiz. t XXI. 9
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ist nun

n 4 ne(m) = (n—1) + (n—1) ¢ (n—-1),

ne(m —ne@m—1) = — l—e(n—1),

=~
dhfirnz=2 e () — ¢ (1 1)
. —1—e(m—1)
= n !
also nach (28) fiir n= 1
Iy = — 2
7

Der Satz Il ist daher anwendbar und liefert fiir ganzzahlig wachsendes n
e(n)=o(l),
z+we @) = [2]+ [2] « (a])
fiir stetig wachsendes z
ze(z) = 0(1) + [2] & ([=])
=0 (z),

e@=o0(1),

also wegen

was zu beweisen war.

§ 6.

In diesem Paragraphen soll der Satz XI, d. h. der Axer’sche Satzinsei-
ner pragnantesten Form (r =1 und Korper der rationalen Zahlen) bewiesen
werden. Meine beiden Beweisanordnungen weichen insofern von den bei-
denV Axer’schen Beweisen ab, als ich — wie oftmals bei derartigen Be-
weisen — den (natfirlich nicht erst von mir herrithrenden) Kunstgriff anwen-
de: Einteilung der Gitterpunkte des Gebietes u=1, v=1, uv < ¢ 6,
(wo ¢, >0, ¢, >0 ist) in drei Teile: 1) w <¢;; 2) v = ¢,; 3) (als doppelt
beriicksichtigt in Abrechnung zu bringen) gleichzeitig u < ¢; und v <¢, -

Es sei x eine positive Variable, und es werde ffir alle ganzen n =1

L [E]=r@n
n [ nl= p(z,n)
gesetzt, so dass stets 0 < p(x, n) < 1 ist. Dann gilt der
Satz XI: Es sei f(n) eine zahlentheoretische Funktion, und es werde

Y L e, S 68-72 und 87—90.

icm
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Fl@) = X7,

n=1

a

G@ =D 1fml

n=1

gesetzt. Es sei

29) F(x) =0 (x)
und
(30) G(x) =0 (z).

Dann ist

@

menmwnzo@y

n=1

Vorbemerkung: Die Behauptung lasst sich auch so schreiben:

2103 ) [2] =0t

n=1 n=1
Die Voraussetzung (30) ist im Falle
fm) = 0(1)
(f(n) beschrankt fiir alle ganzzahligen positiven n) gewiss erfiillt. Im Spe-
zialfall
fm) = p(n)

sagt also der Axer'sche Satz XI mit Riicksicht auf die bekannte, fir z =1
giltige Identitat '

Qe []=1

n=1
aus, dass aus
x

2 em) =0 @)
n=1

unmittelbar folgt:

s SEO L 00y = o),

n=1
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Z p(n) =o (1),
n=1
3 b _ g
n=1 n

Hierauf habe ich in der Einleitung schon hingewiesen.

Erster Beweis: (30) bedeutet, dass nach passender Annahme einer
Konstanten A fiir alle z >0
Q) < Az
ist.
8> 0 sei gegeben und darf < } angenommen ‘werden. Es werde auf
Grund von (29) ein o =0 (§) = 1 so gewahlt dass filr x = » die Unglei-
chung

| F@)| < iz
erfitllt ist. Fiir = ngst alsdann .
2w [n] =2 ¢m.
z ; z 1
n 3 " -Ed B
=Z,f<n i+ D rm— 2 fm. 21

Gy =Xrm[r]+ E FZ) —rea 5],

LR iz
;lf(m[ [=2rmf=—Zrme@n

icm
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|3 [5] - 310

n=1 n=1

Sz
< D IFmy)

5———]—65.1:%

NIl

+

m=1

I

1

H
= G+ oz D, %4_5%

< Aﬁx—{—b‘x(l-f—log-;»)—]—ax

(32) =8x(A+2+10g%).

Nun ist (fur r= »5, weil dabei eoipso % g}g > 1—1-7\, also x>0x41 ist)
—0

£

3 0 _ S Fw—Fa-

n=8z41 " n=38z+1
< 1 1 F(3z) F(z)
= F(n) (——
n:ﬁm+1 (’n n—[—l) o] +1+[]+1:
also
' f() } S 5.9z
[RIREA a o °x
111=§+1 n < n:ﬁz:,_:;L ('”/ 771+1)+ S +
=3d 428
u=52:o+ln+]
21
n=8x+42
l=]+d1
<8 [ +28

(saf41
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(33) =8 log — -+ 38.

5

Aus (32) und (33) folgt (fir == 5

S re )= '?m)[ ] 30|

n==1 n=1 n [
z b
SEPREI O XY
3z z
< | ?f(n)[ [~= 202 4 e 3 ER

< ¢ (4424 1og é—)—]~8m(log~é—+3)

= b (A—{—S—}—Zlog%);
daher ist

IirrzxziupQ%Ef(n)p(x n) | <5A—{—5—{-210g1

fiir alle & zwischen 0 und L. Da nun fiir zu Null abnehmendes &
lim a(A 1512 log ;7) =0
=0

ist, so ist die Behauptung
11rn — 2 f(nyp(@ n)y=20

n=1

bewiesen.
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Zweiter Beweis: Eswerde fiir >0

1 (%) = Max. 1Fe 1
Y

y=1'z

gesetzt; dies Maximum existiert natfirlich ¥ nach (29) und hat fiir 2 = oo den
Limes 0. Es werde nun fiir x > 0

1
P =Max (=, (@)
gesetzt. Dann ist & () stets positiv, und es ist
lim & (z) = 0.
Aus der Definition von &(x) folgt, dass fiir y = §(2). =

[Pl =3@) .y
ist; in der That ist jenes

y=Ta,
also
[ F @) ]
—y = 7 (2)
=8(x).

Aus der Identitit

o 3 rm[F]=3 0 [7]+ z (&)-rea 3]

n=1

~ (wo jetzt im Gegensatz zur ersten Beweisanordnung & obige Funktion 2 (),

keine Konstante bezeichnet) ergiebt sich nun (mit Riicksicht auf = gz in

allen Gliedern der zweiten Summe rechts)
1

@ &

}_‘_,f(n [i] Z}‘(«n)-—}—O(M) +o( $_‘ n\)+0’(5.6m.—;~)

1 F(y) istja zwischen je zwei konsekutiven ganzen Zahlen konstant. Ubrigens
wiirde es genfigen, von der oberen Grenze statt des Maximums zu sprechen.

% In der That ist

‘Zf‘(;z}(i— 1_ )l Elf(n —=G@m=00a).

n=1 n=1
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f( “
:TET 4 0(¢2)+0 0w log 5)4—0(5@ & )
= 0@ =, b
=l
=2 2R3 Bl b0, =00
n=1 n=tat ist nicht die ganze Kette von Schliissen erforderlich, welche den einen oder an-
P B p ( ) deren Beweis von XI ausmacht. Vielmehr —um z. B. beim ersten Beweis zu
(34 2 fn)e (@, n) == E + 0(%) . bleiben — kann man aus (32) so weiter schiiessen. Wegen der fiir 2 = 1
n=1 n=>bz-1 giltigen Gléichung
Hierin ist AN B
S e [ﬂ =1
E3 n==1
fm _ F(5z) F (x) =2
F(n) ) -+ istftir z = =
28 =3ro b w e
$‘ 1 Z”(n)'<ax (A—|—2—[—log ) 1,
ZO(i:;:_ZZl(” n+1))+o(1)+o(1)
. g (Em)|<b(A—|—2+log ————— )+E;
- 0(32 __.1__)+0(1) also ist
n-1 o 1
n=dz-+1 lim sup |gQ@x)| <98 (A+ 2+ log F) ,
0(810g )—{—0(1) ) 14
lim sup |g(x)| =8 (A+2—|—log—a—),
=o0(1). .
lim su z) | =0,
Daher ist nach 7(34) ’"=°°p lot)|
il lim g (z) =20,
D fme@n)=o0@)), moo
] = ' g@=o0(1),
was zu beweisen war.
Zu diesen zwei Beweisen des Satzes X1 bemerke ich noch im Spezialfall i p(m) 0
S .
7(0) = u () S
-folgendes. Fiir den blossen Ubergang von . § 7.
In diesem Paragraphen sollen einige Anwendungen des Axer’schen
Satzes XI gegeben werden
1. Zunichst soll gezeigt werden, dass mit seiner Hilfe aus

z

D um) = o)

n=l
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0 N logp =40 gy . w1 .
e (36) x 2 I 2 Pl Z log p {"ﬁ] [ ] =0(x).
die Relation e = pes A
lo .
@ 2 gp =loge+E+o(l) Hierin ist
=
folgt. : N 1
Aus (1) ergiebt sich bekanntlich unmittelbar x ,;1 o = xlogr 4Oz +o(z),
ferner bekanntlich
9(x) = D, log p .
e g [-ﬁ-] =zlogz+ Q0—1) 2+ 0 (@)
] d
=Zlogp—|—21ogp—r-210gp+... o -
pEe »=Ve p=iw E log p Hfm] = 2 log n
— 3 M= n=l
=@+ (VB + 9 Va)+...

=z logz—z + 0(x).

(35) . =240 Dies alles werde in (36) eingesetzt:
Es werde nun
fn) = logp — 1 fir n =p", x 2_‘ 10}-%—‘? —zlogr — Cx 4+ o(x)—xzlogz 4+ +o(x) -z logx
| -1 fiir die anderen ganzen n = 1 s +@0—1) 2+ o) (@)
—1)x 0(Zx)=0{x),
gesetzt. Dann ist nach (35) log | .
) gr _ —
. xmz e =z logex — Cax + o (z),
F(@) =2, f(n) rEs :
- Zl-gigmﬁ:logac——C—ko(l),
= ¢ (z) — [z] - t
= 0 (x) log p log p
=L —1 —C— —== 1
und ) _ 2 » ogz —C S‘ o 1ol )
P== =
G(z) = Z | F(n) ] m=2
=<l Sl 1 .
) =logax —C— logp (=5 —+—= + -..adinf) 4o (1)

= 4@ +[a] - ; 57

= 0(x).
Dabher ist nach Satz X1 (@) =logz — U~ Z Pl(%gl)w) el

“’Z o) _ (n)[ ]—o(x), =logz 4+ E-+o(l).

n=1 L—l
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II. Eine andere Anwendung des Satzes XI besteht in dem

Satz Xll: Es seien aus der Folge aller positiven ganzen Zahlen zwes
(aus lauter verschiedenen Zahlen bestehende) Klassen hervorgehoben und
py (2) bezw. py (x) die Anzahl der Zohlen < x in den Klassen. Es sei
ferner

o)
@37 1121;1:0 pa () 1

und, wenn n, bezw. n, die Zahlen der einen bezw. anderen Klasse durch-
liuft,

w  El]-Sfleetee

n = nSw
wo g konstant ist. Damm existiert

LAPIEE

FER N = ny e
d. h. ss konvergiert die Reihe

2

NIy Ny

=[tt

wo n alle Zahlen n,, n, der Grisse nach durchlduft und den n, das obere,
den n, das untere Zeichen entspricht. Der Wert der Reihe ist g.

Beweis: Es werde
1 fiir n =mn,,
fny=y —1 fir n=mn,,
0 sonst
gesetzt. Nach (37)ist
lim P_}__(}')—‘ Pa (x) —_— O,
z=c0 £ ()
also a fortiori »
fim @) e @) _

a=cc €

d. h.

F@) =D, )
=0 (@) — pa ()
=o(),

1) Uberhaupt wiirde es genigen, statt (37) die hier folgende Gleichung vorauszusetzen

45 Uber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsitze. 141
ferner «
@@= 2 11m]
n=1
&
=1
n=1
= 0(x).

Nach (38) ist
2 f(m) [%] =gx-+o(x).

n=1

Der Satz XI ergiebt also

2 2 M = g0,

n=Il

@

S —gtow.

n=1
Damit ist der Satz XII bewiesen. Wenn speziell die beiden Klassen
durch p(m) = 1 bezw. p(n,) =—1 definiert sind (d. h. das f(n) des

Beweises = p (n) ist), besagt er offenbar genau die schon oben aus Satz XI
gefolgerte Thatsache, dass aus

M@= v
n=]

=0 (2)
die Konvergenz von

p(m

n

s

il

n

folgt. In der That ist bei diesem Beispiel, wenn @ (z) die Anzahl der qua-
dratfreien Zahlen < « bezeichnet,

01 (1) — b (1) = M (@),
0@ 0@ = 0@,

b0 _ Q@) + M@
0@ W@ - M@

also fiir & = 2
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und wegen der bekannten Relation

W@ =3 et o@

ist M( )
. &X
Jim Ty =0
also
37 Hm Py (-17)
7 Jm @ —

Natiirlich ist die Feststellung der Giltigkeit von (37) fiir die Erledigung
dieses Spezialfalls f (n) =y (n) unnétig.

§ 8.
In diesem Paragraphen soll der allgemeine Axer'sche Satz fiir den
Korper der rationalen Zahlen bewiesen werdern.

Der obige Satz XI liegt namlich als spezieller Fall in folgéndem gleich-
falls von Herrn Axer?® bewiesenen Satz enthalten:

Satz XIlI: Essei r eine positive® Konstante,

F@) =, [(n)

Gy =2 1fm) |

n=1

= 0(2);

) Die Thatsache, dass lim inf Q(—-)> 0 ist, geniigt fiir den obigen Zweck.
T=0

% Lc, S 87-90.
f) Wie Herr Axer hervorhebt, ist der Satz fiir # < 0 richtig, aber fast trivial und

|
uninteressant, indem das wesentlichste Glied [V %] fiir alle n < 2 den Wert 0 hat. Daher
spreche ich nur von dem Fall > 0.

icm
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es werde fir x >0 und goanzes n = 1

winm=J/ & -]/ £]

gesetzt. Y Dann ist

2 fm)er (,n)=o0(x).

n=1

Vorbemerkung: Ich werde die zweite der obigen Beweismethoden
des Satzes XI anwenden, zumal ich dazu nur wortlich die Rechnungen zu
wiederholen habe, welche mich schon vor Jahren?® zu einem Spezialfall des
mir erst jetzt durch Herrn Axer zum Bewusstsein gekommenen Satzes XIII
gefithrt haben. Der damalige Spezialfall war

r=—y, f)=p().

Ich bewies a. a. O., von

@

(39) > wm) = o)

ausgehend, die Relation

w

3w (=[] =@

n=1

anders geschrieben

B

5[z =09,

n=1

é ium[ | =o0a).

=l

1

Dies stimmt mit meinem damaligen Ergebnis ®

Va

0@ = v ]

ne=1

1
[ g— —
) Fiir nicht ganzes r bedeutet natiirlich /'y die Potenz yr .

%) 25, S. 611—613; Handbuch, S. 606—609.
% Q(x) ist, wic am Ende des § 7, die Anzahl der quadratireien Zahlen <.
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=S etol/E)
iiberein; denn auf Grund von (39) leuchtet durch partielle Summation ein, dass

2 b () _ u(n)__i M (m) — M (n—1)
n=l n._l L n=y+1 77/2

S M (y)
—Z w0 e~y Ty

— S0 Dn. A o(Y)

n=y-41

~gel3

Es ist bequemer und dem obigen Beispiel analoger, im Satz XIII z-
statt & zu schreiben, ferner

ist.

— =3

r

zu setzen, d. h. die Behauptung so zu formulieren:

(40) 2 r (o= | 2] = 0@

n=1

Beweis: Es werde fiir £ >0

@)= (Max,._ LE;AL)

>:x:27
und =
5 () = Max. [J,, 7 (w)}
2
gesetzt. Dann ist
3(x) >0

und
lim &(x) = 0.

r r
Ferner ist fiir y = 8 (%) 2 wegen 8 (@) o' = o T o= g?

(49) Uber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsitze.

DL < ey
=@y,

Nun ergiebt sich

S o [ =2 ey

n=]

@ I r’”
dar " m’ Sz’
=D rm 1+Z 20— rm). Z 1

n—l m=1 m==1 =l n=1 ma==l

&al

=3 o (24 S e (5] reaf

m—-

o
% |~

Bl

__Ef(fn) +0(m)+o(a Wﬁz;)jLo(au.axr.%)

m

[

%l

LE

2 f(n) + 0w ___|_O(8xwr - ;;%*)+0(5W)

n=] n

,Il

W e E o S

n=l n=dal+1
Hierin ist wegen # > 0

1

5

> m‘;—"El

m=1 mz=l

~o 3]

also das dritte Glied der rechten Seite von (41)

10
Prace mat.-fiz, t XXI.
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1
J— L
=0 (O & E‘)

=0 (;Z?’) .

146 et - e i e e

Ferner ist die Summe im zweiten Glied der rechten Seite von (41)

o

& Fn)— Fn -1)
% = 2 —(ﬂ)—ﬂhf T
n=bal 41 n=38z"+1
F(ear) Fa)
—ZFW( WHH (i E SV (AR
n=8z" 41

(m m+mD+0( T+ o)

.._O(ax

o ' 1

S0

n 7

n=8ar +1 n=1
=0 (mr(l-—a))
_ O(xr-l) ‘
fir0<r<1, dh s>1

ra 1 =3 1
2 ne = 0 2 ne

n="8ar-+1 n=8a" 1

= 0 (BGa)™)

— 0 kal——s r——1) ;

(51) Uber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsétze, 147

das zweite Glied der rechten Seite von (41) ist also in jedem beim Beweise in
Betracht kommenden Falle U

0@ .02 + O (. 3ar1) = 0 (3ar) + 0 (327)

=0 (x7).
(41) liefert daher . )

> [5] =+ S 7@

7
n=1 n= 1

§f@@ﬁ[;hzum,

womit (40), d. h. der Satz XIII bewiesen ist.

§ 9.
In diesem Paragraphen soll kurz der Fall des beliebigen algebraischen
Zahlkoérpers x behandelt werden.

Es sei & der Grad von =, E (r) die Anzahl der Ideale des Kérpers, de-
ren Norm < i ist. Bekannthch ist

(42) E(z) = az + 0%
wo der echte Bruch

1!'

) o),

b= =
! k

ist und o eine gewisse, nur vom Korper abhingige positive Konstante ist. »
Es werde ftir » >0, 2 >0 und jede positive ganze Zahl n

on=ef/ Tz (]

gesetzt. Dann gilt der Axer’sche?
Satz XIV: Es sei f(n) eine idealtheoretische Funltion,

Fl@) = @)

=0 (1)

') Der Fall =1 war durch Satz XI schon erledigt.

f) Fiir den Korper der rationalen Zahlen ist B (x) = [x], o =1, #=0.
% L c, S 87—90.
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und
G@ =217
Nn=e
(43) =0 @).
Es sei .
(44) . >
Donn st

2 @ @, N)y=o0(@).

FMn=x
Vorbemerkung: Es werde wieder

1

=8

r

gesetzt und z7 statt z geschrieben. Dann lautet die Behauptung:

(45) 3 10 (G — E () = 0@

Nn=sa”

Beweis: Eswerden fiir z > 0 die Funktionen v (z) und 2 (z) genau
so erkldrt wie beim Beweise des Satzes XIIl. Dann ist wie dort fiir y =9 (z)z"

L [F@ | = @G@ry.
Nun ergiebt sich

3 10 2(525) = S vy
Fu<a” S Fm=a
i 5 1
= 31w 2] + 3 7 (giy) — e 2 (3),
also nach (42) Y
= ax 2 (Qg))s +0 (ac“ 2

Nn<8a"

Fm=<—
e

)+ oo X )

N =-—
I

—}—0(53.850'.—81;)

) Im zweiten Gliede des folgenden Ausdrucks mag das Zeichen O ruhig gebraticht

v:e]rﬁen, obgleich in dem trivialen Falle, dass 7(n) identisch O ist, dahinter einfach Null
steht.

®3) pber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsitze.
=ax e A0 8 [F@) |
= ox Z Nn) 34 Z (Nl‘[)g_l— 0 (-’76 2 (Nn)sﬁ
Nn=al da” < Nu<al e
(46) - I .
+0(O.L EI(N—“’[)T)"!—O(:]C)‘
Nm =z -
58 -
Hierin ist mit Riicksicht auf (43)
3ar
3 dfom | 3 Gm—G @l
(Nwst ) YL
s dar "=
— 11 G (S
=260 o)+ @t i
Bal . 5
w!‘
=0 2+ 0 [y
Bl

=03 5+ 0 Gy,
n=1

also (da nach (44) s¥ < 1 ist)
= 0 (@)
= 0 (82t pr—t);
das dritte Glied rechts in (46) ist also
O (2 31—sbgr—%) = 0 (8 ¥ ")
=o(x").

1
2 gy =0 2!

Nz i— ms—
= M

)

Ferner ist

)

149
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e B8

also das vierte Glied rechts in (46)

o (xr).
(46) liefert also
oy (25 Bl S N ma L) :
,\Z 7 ((Nn,f E((Nu)ﬂ)) =% L wp T o@).
<ot Gal N ssa’

Hierin ist
-f_(xl)ﬁ o < Fm) - F(n- 1)
RIS R RELLES

n.‘f ki
BT < NuSal n=ga’ 41

und wortlich wie beim Beweise des Satzes XIII (bezw. fiir #=1 des Satzes XI)
ergiebt sich das Produkt der rechten Seite mit « gleich o () .
Damit ist (45), also der Satz XIV bewiesen.

. Er besagt insbesondere fiir =1, f(n) = p. (1) die am Ende der Ein-
leitung hervorgehobene Thatsache, dass (7) aus (6) folgt. Inder Thatsind nach

(6) Z b () = o (z)

Nosw

nebst

Slew| = E@

Misa
die Voraussetzungen des Satzes XIV erfiillt, so dass er liefert:

=25 =B ros () =

M=w

da nun bekanntlich fiir z > 1

2 e B (=1

iSt, iSt Nuisa
v
awb’n2<:r Nl‘[ =0 (m) ’
) By
Néz__N“ =0 (1).

(55) . Uber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsitze. 151

§ 10.

Es wird den Leser interessieren, dass ein tieferliegender funktionen-
theoretischer Satz des Herrn M. Riesz auch gestattet, von (6) zu (7) tiber-
zugehen; dieser Ubergang ist nicht so elementar wie der Axer’sche, aber prin-

zipiell und fiir andere Probleme von héchstem Interesse. Es hatte Herr

Fatou?! vor einigen Jahren die grosse Entdeckung gemacht:

Wenn
lim «,=0

n==a

ist und die infolgedessen fir | w | <1 reguliire Funktion

Z [

n=0
im Punkte x =1 reguliir ist, so ist die Reihe

2 (n

n=0
konvergent.
Herr M. Riesz, der demnichst einen neuen und besonders einfachen
Beweis des Fatou'schen Satzes veroffentlichen » wird, hat den Satz auf Di-
richlet'sche Reihen ® verallgemeinert. Der Riesz'sche Satz® lautet:

Satz XV: Wenn
It lim %t = g

n=20

1y Séries trigonométriques et séries de Taylor [Acta Mathematica, Bd. XXX,
(1906), S. 335—400], S. 389-391.

% Im Journal fiir die reine und angewandte Mathematik unter dem Titel: T'ver einen
Satz des Herrn Fatow.

(=]
—) :
% Auch vom allgemeineren Typus 2 a, e ¥ der fiir den gegenwirtigen Zweck
n==l
nicht in Betracht kommt. Der enisprechende Wortlaut enthilt den Fatou’schen und den
im Texte erwiihnten Riesz'schen Satz.
4 Vergl. seine Note Sur les sdries de Dirichlet et les séries entiéres [Comptes
rendus hebdomadaires des séances de I Académic des Sciences, Paris, Bd. CIL (1909),
S. 309 — 312].
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(56)
st und die infolgedessen fiir N (s) > 1 reguliire Funktion

@

(123
§) = =
o) ; 2
fir s==1 regulir ist, so ist

On

n
n=1

konvergent.

Nattirlich folgt hieraus ohne weiteres, dass wenn di i
erfiillt ist, die Reihe l ’ " e Bedingung 4

[

2
0]

# =1

in jedem régul'aren Punkte der Geraden % (s) = 1 konvergi
i ei ! = ergiert; denn
14,4 ein solcher Punkt ist, ist die Funktion glerh » wenn

—1,

fis+1,19) :2 w":z?*
n=1

=g(s)

fir s=1 regular, und es ist fiir ganzzahlig wachsendes 7, wenn

2 oy = A4,

v=1

D av =Y U d
v=1

v=1

gesetzt wird,

—hi — 241 —tyi
:Z Av<v —(v+1) ”)—]—A,,(n,;.l) fo

w=1

n

=0 Zv-%.—l—o(n.l)

v=1
=o(n),

so dass der Wortlaut des Satzes XV unmittelbar anwendbar ist und die Kon-
vergenz der Reihe

icm

(57) Uber die Bedeutung einiger neven Grenzwertsitze. 153
— i

© o
2=
: n - 14,1

n=1 n=1 N

liefert.

Um mit Hilfe des Riesz’schen Satzes XV den Ubergang von (6) zu (7)
zu erhalten, braucht man nur
-
Oy = Z w (n)

Nn=mn

zu setzen und die fitr 0 (s) > 1 giltige Identitat

Gn (m)
z ;LT_Z ELN,I);

n=1 u

1
L)
zu beachten.
Natiirlich ldsst sich nicht etwa das aligemeine Axersche Ergebnis aus

dem Riesz'schen Satz folgern, da ja z. B. in dem als Satz XII hervorgehobe-
nen Spezialfall die Funktion

1 1

N g
n, 1 ny 2

nicht fiir § =1 reguldr zu sein braucht. Aber der Riesz’sche Satz ist an
sich von grosser Bedeutung; erfiillt er doch ein altes Desideratum von mir .
Herr Mertens® hatte ndmlich im Jahre 1887, als man noch nicht wusste,
dass £(1--t4) stets ==0 ist, durch eine sehr sinnreiche spezielle Ab-
schitzung bewiesen: Wenn fiir ein reelles ¢

L(14-td) =0
ist, oder, was ganz dasselbe bedeutet, wenn die fiir 3t (s) > 1 durch die Reihe

1 1 1 1
o +"’3‘;+‘5‘; +..-
»

) Vergl. 25, S. 615—616.
%) Vergl. seine im Handbuch mit 8 bezeichnete Abhandlung.
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definierte analytische Funktion V filr s =1 4 i reguldr ist, so ist
Sv 1
d 1417
»

konvergent. Ich fiigte seinerzeit noch das einfachere Beispiel

pYpEA N JIESR P
'f'ﬂ n* log n _f (E(;u,) 1) du
und das wohlbekannte Beispiel
20 : s
:2 T iogn =.{ € —1)du

5

hinzu, in denen man leicht durch spezielle Kunstgriife zeigen kann, dass die
Reihen in jedem reguliren Punkte der Geraden M (s) = 1 konvergieren, und
sagte: ,aus der Tatsache, dass diese drei Funktionen fiir s =174 (¢ = 0)
reguldr sind, kann also merkwiirdigerweise gefolgert werden, dass die be-
treffenden Dirichlet’schen Reihen im Punkte s==1-}{4 konvergieren®.
Hierfiir ist nun durch den Riesz'schen Satz der tiefe Grund klargelegt; die
Voraussetzungen dieses Satzes sind selbstverstandlich alle drei Male wegen

Di=r@)
pP=x
=0(z),
vem _ % L .
”-/:Zlogn Oélogz
<o 1
lognzo(m)

. 1
) log & (s) minus der fir ) (s) > T absolut konvergenten Dirichlet'schen Reihe

¥ L
el ™
pem

nz2

icm
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erfilllt. Eineandere — wiederum wie beim Ausgangsbeispiel (7) reelle—Reihe,
welche historisch besonders wichtig ist und deren Konvergenz durch den
Riesz'schen Satz beleuchtet wird, ist

< 2

T o
wo 7 (n) einen vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter modulo % be-
zeichnet. Herr Mertens P hatte aus dem Nichtverschwinden von

oo
ANIVAQ)!
nﬁ 7
durch ein kunstvolles, aber véllig elementares Verfahren die Konvergenz der
obigen Reihe als erster geschlossen. Mit Hilfe des Riesz'schen Satzes kommit
es so heraus: Es ist fiir N (s) > 1

log }: Xq(;l) =2 (2

n=1 D, m

wo F(s) eine fiir W (s) >} (absolut) konvergente Dirichlet’sche Reihe,
also fiir s ==1 reguldr ist. Aus

folgt daher, dass

fiir s =1 reguldr ist; wegen

AR :
P P
=0 ()
ist also
DAY
~or
konvergent.

9 Vergl 2, S. 58 —61.
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Natiirlich liefert der Satz XV auch den Ubergang von

(1) D logp =z +o0(2)
zu r=r
© 3 P2 _toga 4 B o);

denn er ist auf die Funktion
log 250 1
Tpoms ne

anwendbar, und die Konvergenz der zugehérigen Dirichlet’schen Reihe im
Punkte s==1 fiihrt offenbar zu (2).

Da Herr Riesz den Beweis seines oben erwihnten Satzes noch nicht
verdffentlicht hat und auch seine oben genannte im Druck befindliche Arbeit
jenen Beweis nicht enthilt, so teile ich hier mit seiner Zustimmung seinen
Beweis mit. Der Rest dieses Paragraphen riihrt also von Herrn Riesz her.

Zundchst ist leicht einzusehen, dass der Satz XV dem folgenden &dqui-
valent ist: .

Satz XVI: Wenn
(48) lim @, =0

ist und die infolgedessen fiir N (s) > 1 reguliire Funktion

o

a
ro=2%
R . . n=1
fiir s=1 reguidr ist, so ist
o
P
n

n=1
konvergent.
Dass Satz XVI aus Satz XV folgt, ist evident, da nach (48) a fortiori

(47) lim -t '7'1'+ g

ist. Dass umgekehrt Satz XV aus Satz XVI folgt, ergiebt sich so.

Nach (47)
ist, wenn
a, 4. ..

+ a,=s,

icm°®
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gesetzt wird, fiir 3 (s) > 1

5]

p Sn_“su—l
re= ~ T
_3, oL,
S AT (D)
also ergiebt sich mit Rficksicht auf
ntl n
1 1 s oo dv
R CES R Jau [
L L s | olsllstl]
. %E"—'(ﬁﬁ_—f‘ﬁ“"hsu nXE+2 >
wenn die ganze Funktion von s
1 1 8 ) — (s
S ('ﬁ; Ty ¢ (8)

gesetzt wird, aus

88y .
16 =2 (oo )
n=l
folgendes. Es ist wegen
oeen # 8n == 0 (n)
= 0(n)
die Reihe

PIEAG!

n=l

fiir 0 (s) > 0 konvergent und zwar in einer gewissen Umgebung jeder S‘:f’iee
dieser Halbebene gleichméssig, so dass’ sie filr R(s) >0 elzl.e reg
Funktion von s darstellt; nach Voraussetzung ist somit (jxe Funktion

su
g(s) = Z I

n =1

:% (f(s)«— % %))
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fiir s=1 reguldar. Wegen

. S
hm — =0
ist nach Satz XVI die Reihe
>
=S
. n=
konvergent; wegen
Sll sn SH

n{n+1)" n?  nE(nl)
konvergiert also

[£3) =5}

Sn l 1
; w1 ;1 e (=)
Aus
i G Y e
o n
n=1 n=1

1 1 SWL
=2 (=) ik
folgt schliesslich die Konvergenz von
S D
n
n=1
Alles reduziert sich also auf den
Beweis des Satzes XVI: Da f(s) fiir s =1 reguldr ist, kann ein
positives ¢ so gewahlt werden, dass f(s) fir s=1-411, —t < =<t regu-

larist. Es mogen die drei Zahlen ¢,, ¢, ¢, so bestimmt werden, dass die
rationale Funktion

He=-1 40 >+ 5+

5—1»2

erstens fiir s = oo mindestens von der zweiten Ordnung verschwindet, zwei-
tens fiir s=1 - <4 verschwindet, drittens fiir s = ! — t¢ verschwindet.
Diese Wahl ist méglich; denn die drei Bedingungen besagen:

) Statt 0, —1, — 2 kénnte man auch drei beliebige andere verschiedene Grossen in
der Halbebene $ (s) <1 wihlen.
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1+00+01+02=05

+l—|—H f—2-1—'1:2%_34-’::7, ’

-'cL+1~—'cZ+2—~—'|:Z+3—':L 0,

und die Determinante der Koeffizienten von ¢,, ¢,, ¢. ist

1 1 1 | _j
1422 4422 942 |
1 1 1 1 N
i 71—]—"071 2+TZ 3+’E% = (1~|-1: ) (4_+ ,Ez) (9+'1:2) ‘ 1—té 2—1i 3—ti |
T 1 1 1 | 14ti 24%d  3fed
Tt 2—<i B8—ti 1

I 3 5 ‘
1 ! \
|
|

-

S arn e |
ol 1 1

1 1 412 3 2 |
1 . |
= (1+‘:2) (4+12) (9+12) J 1—_—177/ 1 0 \‘

| 14r2 1 0 |

i 4og
T+ @+ 0+
= 0.

Die komplexe Variable s werde durchweg =o-}1{ gesetzt, so dass
M (s)=o ist. Essei z >0. Man betrachte das Integral

/' w1 H(s) ds,
1\
itber folgende Bahn I' erstreckt:
1) Die Gerade s==1 von f=—o00 bis {==—7;

2) den Halbkreis K nach rechts mit dem Radius ¢ {iber der Strecke
1 —«4 bis 1-<i als Durchmesser;

3) die Gerade g==1 von t{==t bis £==00
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Es darf oben und unten ins Unendliche integriert werden, weil fiir 6 =1
1| =1

ist und H(s) fiir s =00 von mindestens zweiter Ordnung verschwindet, Es
ist fiir £ = 1 in der Halbebene s <1

I sl ‘ = o1

IA

L,
fiir 0 <2 <1 in der Halbebene s = 1

[z =1

daher hat das iiber den linken bezw. rechten Halbkreis mit dem Radius » um
s=1 erstreckte Integral

[;ns—‘ H(s) ds
fiir #= 1 bezw. 0 < z < 1 mit unendlich wachsendem # den Limes 0. Esg

ist infolgedessen nach dem Cauchy’schen Satz, wenn die Pole berficksich-
tigt werden,
L =0 firo<e<1,
5 / ' H(s) ds

(%) [4
i, S G,

Daher ist fiir alle ganzen m = 1

o

1 2 { o LN m \s—1
5o a = — N b [ m
pei 2| H@ ds= 53 / (n) Hs) ds
= r n=l r
m
Cin ( CoM ¢, M ey m?
=) = 11Ny &6 ,2,.*)
= n T T T ms
m - " n
_ @y | €y ¢ c
{49 ——2 W—f—m Z an"‘;ﬂ% -I"“”"f_ﬁf—a‘z nta,.
Wegen = =t n=1 =1
lim ¢,=0

n=co

konvergieren die drei letzten Glieder der rechten Seite von (49) fiir m = oo
gegen Null; der Satz XVI wird also bewiesen sein, wenn die Existenz von

e ©

icm
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= 1
. Tome
lim o, / —— H(s)ds
(50) lim ; - EO

festgestellt werden kann. Da alsdann dieser Limes

ist, so muss natfirlich 2«4 (1) als sein Wert herauskommen.
Es ist der Weg I’ dreiteilig; wofern die Konvergenz zweier der drei

Summen .
oo I'+4 oot "
T msT
Jy (M) = 2 G { por H(s) ds,
n=l g

1—i

Jymy = a [T H(s) as,

n=l lced

=<}

: s—1
Tymy= Y a [ M= H(s) ds

=l
bewiesen werden kann, ist der Ausdruck unter dem Limeszeichen in (50)

6y X [ T L H(s) ds = J, (m) Ty (m) -+ Ty (m) -

n=1 T

Aus Symmetriegriinden braucht nur die Konvergenz der einen Summe J; (m)
bewiesen zu werden.
Esist fiir nz=m

me= : _ ~V H(@s)ds
/ o H(s)ds= / (n) ()
Ins ' i
- 14 cot
(1’1)3—1 L e
~ g - f (%) H'(s)ds |,
n 1 m log m 145 .
08 & n

s

11
Prace mat.-fiz, £ XXI.
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also mit Riicksicht darauf, dass H(s) fiir s=1--+¢ und im Unendlichen .

verschwindet,

14eoi
__ 1 / (l’l)’"’zf’ (s) ds
- m ) \n
nlog e

1400
(ﬂ)s—“l 14coi )
——1 mome ——— () '@ s
nlog—— log — log — 14
b 7
I+ ot .
_ 1 m\T. ., . 'ﬂ)s“ "
_;15_2(_”_’_) ((g) H (H—”H-_f_.(n H'(s) cls),
g | e
< 14cod | 1 o‘o
| { A0 deé——,;(IH'(1+—cz') | +/}H”(1+ti)!dt)i
e - nlog? (W) :
(52) __ 4

N
7 log (n
wo 4 von m und n unabhingig ist. Aus (52) ergiebt sich die (absolute)
Konvergenz der Reihe J; (m); denn es ist fiir alle n

fom| <@,
also ihr n-tes Glied fiir # > m absolut kleiner als
.ACZ R *]:"7—7" .
n log? (ﬁ)

Damit ist (51) bewiesen. Nunmehr soll festgestellt werden, dass
(59) o, m) =0
ist.

Es ist ffir alle n, m (auch, wenn n=1m ist)
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e e T S A |
[ aal=t Tl
‘1 ey '
g%f{H(wm‘)}m
(54) =2

8>0 sei gegeben. Nach (48) giebt es ein ganzes positives N=N(3),
so dass flir n >N
. lan] <3
ist; fiir alle » ist
e ) < a.

Es sei m > 2N gewahlt. Dann werde im allgemeinen Gliede von J, (1)
fir n < g und 7 >2m die Abschitzung (52), fiir 7;—l<n§2m die Ab-

schatzung (54) angewendet. Das ergiebt
¥ 1 [%J 2m

5 1 1
| Jy0m) | <da Xy A3 — B2 -

a=1 1 log? (m) =il 7 1082(”7,;,7) n=[2

n

(85) l
< 1
: + 48 —
w=2m41 7 log2 (—-—)
m
Hierin ist, da bei festem #n die Funktion

1 log? ﬂ)
u log (u

ihr Maximuam fiir

erreicht, d. h. im Intervall u,—_—(l 7—’3) anfangs zunimmt und dann ab-

nimmt,
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51

= 01 u,lo::l’(m) +0 (10g12m) + (
b
logm —log 2
(log sz Zp T 00

=0 (F;?” ) OO

log m,
=0(1);
ferner ist M
2m 2m
% <Tm 1 %&_
=2 9 1 "
[2]'H [2 ]+ [5]"‘1
2 | [a
24
w ) w
T
2
= - log 4
= 0(1)

und wegen des monotonen Abnehmens des Summanden

S 1 ~ du
n < u
n=2m+1 0 Jog? (E{) om U log? (77?)

") Das zweite Glied giebt die Abschitzung des Gliedes m=1, das dritte des Glie~

des n—[ -2~1 in der vorangehenden Summe.
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=]

- / dv
(v—Tog m)?

logmtlog2
—-l
log 2
=0(1).
Aus (55) folgt daher fiir m>2N=2N(?)

N

|J1<m)|<D(2~—1(—m-)+a),

n=1 1 IOg

wo D von m und & unabhingig ist. Nunmehr werde v=yv () > 2N so

gewihlt, dass .

1

—_— 5
»=1 9 log? (—:;)

ist. Dannistfiir m = v
| Ji(m) | < 2D8.
Damit ist
(53) lim J;(m)=0
bewiesen. B
Aus Symmetriegriinden ist klar, dass
lim J,(m) =0
ist. "=
Nach (51) reduziert sich also der Beweis des Riesz’schen Satzes XVI
auf den der Gleichung

(56) lim J, (m) = 24 f(1).

Dieser Nachweis wird auf Grund einer eigentiimlichen Darstellung von
Jy (m) durch f(s) gelingen.
Die Reihe

(57) F(s)—Z o W

n=2

ist auf dem Halbkreise K gleichméssig konvergent; fiir ¢ > 1 ist
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F'(s) =1 (s) — ay,

und die durch (57) definierte Funktion F'(s) ist auch in den Endpunkten
von K regulidr. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf

a, =0
vorausgesetzt werden, so dass auf X
F(s) =[{(s)

ist, was fiir die analytischen Funktionen F(s) und. f(s) auch noch in den
Endpunkten 1 -+ <7 gilt.

Nun ist fiir n=2

T4ti
+f
le—zi ;l

f m! H(s) ds:[

1
r -l H (s)]

1 a
~ wlogn - (m*—1H (s)) ds

nilogn ds
a

!
——‘/ Wiogn ds (mf—1H(s)) ds
3

1 d b 1@
=[—m§rn a5 0T HE) | +f wlogin ds (T H() ds.
1—2i J

Es werde mit @, multipliziert und von n =2 bis 7 =co summiert. In Ver-
bindung mit (57) folgt wegen der gleichmissigen Konvergenz

i s—1
Jy (M) == 2 Uy {'—77:7} H(s) ds
i

na=2

14 a2
i f Fs) 7, w1 H(s)) ds.

I—td g

~[-re Lo W)

Andererseits ist

K

f f(s) m—! H(s) ds = /1F” (8) m—t H(s) ds
K

= [ P (s) m— H(s)Jl+”_, / 7 (s) % (ns—1 H(s)) ds

levi g
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L j 7(s) ggz (ot H(8)) ds.

177

a
= [, F() g v H (s))]
Also ergiebt sich D

Jy(m) = } £(s) ms—1 H(s) ds.

i

Es werde von 1—rt¢ bis 1--t4 statt {iber K nunmehr iiber eine andere Kur-
ve K' integriert, die der Halbebene ¢ << 1 angehort, den Punkt s =1 ver-
meidet und so beschaiffen ist, dass auf K’ und zwischen K' und K ausser
dem Pol s =1 keine singuldre Stelle des Integranden liegt. Dann ist nach
dem Cauchy'schen Satze fitr m=2

Jy(m) — 2nd f(1) = f £(s) me= H(s) ds

bl

\ri 1

[ w2 @6 £ s

b4

R ms——l
= | F® H(8>L_; g

N [ ms“‘é—i(l-l(s) f(s) ds,

~logm,
K

| T, (m) — 2mi (1) = o

= logm,
o

[| & @@ ey las,
also
lim (J(m) — 2mi f(1)) =0.

m==co

Damit ist (56), d. h. der Riesz’sche Satz bewiesen.

§ 11

Nunmehr soll auf die Quellen selbst zuriickgegangen werden, aus denen
die Sitze ’

M 2 logp =z +0(@)

p=Ea

1) Formal ist die jetzt folgende Gleichung Klar; aber die Rechtfertigung_ der in fhr
liegenden Vertauschung von Summe und Integral erforderte ‘den obigen Kunstgriff.
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und
(58) Dem=o0@),

a=l

sowie ihre Verallgemeinerungen bei beliebigen algebfaischen Zahlkorpern

(59) 2 log Np =z o(x)
und res=e
(6) Z () = o (z)

) M=

geschdpft werden konnen. Es wird den Leser, welcher diese Dinge nicht
kennt, interessieren, darfiber einiges zu héren; es wird aber auch den Kenner
interessieren, eine hitbsche Bemerkung zu erfahren, welche Herr H. Weyl
mir beim Studium meines Handbuchs gemacht hat und die gestattet, die
Voraussetzungen eines allgemeinen Limessatzes von mir zu verringern.

Eines meiner wichtigsten Resultate besteht darin, dass ich folgenden
allgemeinen Satz ¥ entdeckt habe, der (1), (58), (59) und (6) als Spezialfille »
enthilt.

Satz XVII: Es sei die Dirichlet’sche Reihe _

Qy

(60) S
n=1

deren Koeffizienten simtlich = 0 sind, fir ¢ > 1 konvergent. Es sei die

fir s > 1 durch die Reihe (60) definderte Funlition f(s) fir o = 1 regu-

) Vergl 84, S. 218—230; Handbuch, S. 258 —269. Der Satz des jetzigen Textes ist
dem damaligen Satze vollig dquivalent, wie man durch die Substitution p— ba 4~ g sofort
einsieht. Mein jetziger Wortlaut ist mir bequemer, weil ich dann sagen kann, dass die vier
oben genannten Sitze als Spezialfille darin stecken.

%) Dass diese vier Satze als Spezialfdlle darin stecken, will ich hier allerdings nicht
beweise_n, da ich meinen alten Beweisen nichts Neues hinzuznfigen habe. Die jenen vier
Satzen entsprechenden Funktionen

&) 1 oy 1 .
T @—FC(S), ACK LE NG

geniigen, wie in meiner Arbeit 10 zum ersten Male bewiesen wurde (vergl. fiir die beiden
erstgenannten Funktionen die besonders einfache Darstellung in meiner Arbeit 86), eben den
Bedingungen des Textes. Ungefahr auf dem Wege, der mich spiter zum Satze XVII fiihrte,
ist es mir iberhaupt zum ersten Male gelungen, die Sitze (59) und (6) zu beweisen.

iom®
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iy mit etwaiger Ausnahme des Punktes s=1; es sei dieser hochstens ein
Pol erster Ordnung; d. h. es gebe eine Konstante g derart, dass

fi&) — -

§—1
fiir s =1 regulir ist. D Es erfiille f(s) fir o = 1 gleichmdissig die Rela-
tion
(61) f&)=0@,

wo h eine Konstante ist.? Dann ist

Z ty = gz -+ 0 (2) .

n=1
Beim Beweise benutzte ich den

Hilfssatz:® Es sei F(s) eine analytische Funktion, welche fir alle
endlichen s mit dem reellen Teil 1 reguliir und so beschaffen ist, dass das
geradlinige Integral

%) Eo ipso ist g==0; fiir g=0 ist eben auch der Punkt s=1 reguldr. Ubrigens
ist der Satz fiir g==0 ziemlich trivial.
%) D. h, es giebt ein %, und ein ¢, so dass fiir 1=1,, o=1

‘f(""l'”)
B

<c

ist. Oder, was (wegen der Beschrinktheit jenes Quotienten fiir 1<t=<t, c=1) ganz
dasselbe besagt: Es giebt ein b, so dass fiir t=1, s=1

JACEDI
LB =
ist. Natiirlich wiirde es dasselbe bedeuten, wenn das Bestehen von (61) mur gleichmassig
fiir a>> 1 (statt o == 1) gefordert wtirde; denn aus
|7+t
T

i
<

fir t2=1, o>1 folgt

iA

\ FA9)
P

fur t=1.
%) Vergl. z. B. Handbuch, S. 265 — 266.
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14 coi
[ F(s)ds
1—cos
absolut konvergiert, d.h., dass

oo

[ | F(L+20) | dt
konvergiert. Dann ist o
14-cot
{ ¢ F(s) ds = o (x),
1-ooi
14 c0i
[ 1 F(s)ds =o0(1).

100

Herr Wey! hat mich nun darauf aufmerksam gemacht, dass es geniigt,
statt der Regularitit von F(s) fiir s =1 beim obigen Hilfssatz vorauszy-
setzen, dass F'(1--#4) eine; stetige (oder auch bloss iiber jedes endliche
t-Intervall eigentlich integrable) Funktion der reellen Variablen # ist.

Beweis des modifizierten Hilfssatzes: Wie a. a. O. ist klar,

dass
i+ o007 o0
[ @1 F(s) ds=[ att F(1-t1) idt
wegen et -
| & F(1-t0) i | = | F (1424) |

fiir alle positiven =z gleichmissig konvergiert, und dass dalier die Behauptung
sich auf den Nachweis von

r
(62) lim [ @ (1440 dt =0

bei festem positivem T reduziert.

(62) folgt aber ohne weiteres daraus, dass die Fourierschen Konstan-

ten einer in einem endlichen Intervall (@... ) eigentlich integrablen Funk-
tion ¢ (£), d. h. die beiden Zahlen

b

f & (t) cos nt di

a
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und b

/ 9 (?) sin nt dt
bekanntlich V', auch wenn #n stetig (nicht ganzzahlig) ins Unendliche wachst,

fiir » =00 den Limes O haben. Dies ist auf die je zwei Integrale im reellen
und imagindren Teil von

T T

[ Pt ar = f (cos (¢ log @) +i sin (¢ log 2)) (b1 () -4, () df

-7 -

anzuwenden; log z ist das . Es sei jener bekannte Beweis hier reproduziert
und, was natiirlich moglich ist, gleich beim Integral

P

[ ot F(1--9) di

Zr

ohne Zerspaltung in die vier Teile ausgefithrt. Es sei >0 geggben.
m=m (3) werde so gewihlt, dass bei Einteilung der Strecke T_T =x T in m
gleiche Intervalle die auf den reellen Teil ¢, (#) und den imagindren Teil
b, (1) von F(1-f-#7) bezliglichen Rie mann’schen Summen (von Schwan-
kung mal Lange)

m—1

m—1
g2l _ 2T ®
ol 5, m m Z—l 5

y==0
und
m~=1 m—1
2T 2T @
@4 4L s
5:‘40 5 m m :ﬁ v
beide < 4 sind.? Dann ist, falls fy=—T, fiso oy by ooy o= T i€
Teilpunkte bezeichnen,
m—1 'tv-.-}-l
[1;&" P+t dt= 2, f w4 B (1 40) di
M y=0 ¢
—_ X

1) Vergl. z. B. Hobson, The theory of functions of a real variable and the
theory of Fourier’s series [Cambridge; 1907}, S, 672-—67?. ’ e Db T e
%) 1In der That sind nach Voraussetzung ¢ (&) und ¢ () von =
gentlich integrabel.
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172 E. Landau. (76)
m—1 byl m—1 1
=X F+t6i) [wart Y [ @@ Q49— F+9) ar
V=0 & v=0 4
Hierin ist fiir 2 > 1
m—1 tytL m—1

i |
ilogw |

D POt [avar | =
v=0 f:, |

D F+49)
v=0

1

2 N .
Siogs 2| FU+6 |
und "
om—1 bl m—1
__ 2 (FAtt))—F+tapdr | = S 2L (g0 g@
u;o;f +ha)ar g;)m(wm)
] 0
<3ty
_38
=

Fiir alle # > 1 ist daher

| T m—1

;o ! 9 X 8
| [ @ F (1449 @t | < oo DNFA+40 |+

. ogx
-r g y=0

_ Wenn daher € =£(3) > 1 so gewahlt wird, dass

-1
2 . b}
ot Zo | F(U+ti) | <
ist, so ist fiir 2 = & =
T
{ o F (14t dt | < s,
] :
womit (62) bewiesen ist.

Diese Bemerkung von Herrn Weyl gestattet nun, wie ein Blick auf

meinen alten Beweis des Satzes XVII lehrt, im Satz Regularitit auf der Gera-
den o =1 zu -ers

paren und dafiir andere, -geringere Annahmen einzufiibren
Dadurch entsteht folgender Satz XVIII, den ich — zumal manche Hilfsbetrach:
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tungen, die der Leser im vorangehenden kennen gelernt hat (insbesondere
Satz VII), dabei Anwendung finden —nicht nur angeben, sondern vollstandig
beweisen will. Es kann fiir den Leser der gegenwirtigen Abhandlung, der
ja jene Hilfsmittel kennen gelernt hat, der Beweis dieses vielleicht tiefsten
Satzes der analytischen Zahlentheorie tiberraschend kurz dargestellt werden.

Satz XVIII: Es sei die Dirichlet'sche Reihe

all/
(60) T
n=l1
deren Koeffizienten simtlich = 0 sind, fir s > 1 konvergent. Es erfiille
die fir 5> 1 durch die Reihe (60) definierte Funktion f(s) fir s >1
gleichmdissig die Relation

(61) f(&)=0(@),

wo \ eine Konstante ist. Es existiere bei jedem festen £, wenn o zu 1 ab-

nimmt, der Grenzwert

tim (7 (s+t0) — ﬁﬁ) = lim (f(s)m:g—%—f),

s=14-1¢
und zwar in_jedem endlichen Intervall t, <t =1, gleichmdssig. " Dann ist
Z a, = gz-4-o ().
ne==1
Beweis: A darf = 1 angenommen werden. Bekanntlich? ist fir
s > 1 gleichmissig

) Hieraus folgt natiirtich, dass im Intervall £, <<t <<#, wo #, <C0 oder $>0 ist,
leichmissi
¢ g lim f(s4ti) = lim 7(s)
a=1 s=1-418
von rechts existiert.
2) Fiir o3>0 (exkl. s=1) ist ja

co 1
) = ) _ QL
t@=5gt1 52 { L

n=1 ¢
also ist fiir 1<<o<<2, t=1

o0
1
O 1 <1HI4E+HD D) 2
n==1
so dass fiir 6>>1 gleichmissi
st & & ((s)=00()
s
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f6) —gts) =G
G(s)=0@).

also, wenn

gesetzt wird,

Nach Voraussetzung ist, da .
t(s) — —

fiir s = 1 (Gibrigens sogar in der ganzen Ebene) regulir ist, in jedem endli-
chen Intervall #; < ¢ < ¢, gleichmissig der Grenzwert von rechts

lim G (o-£%)
a=1
vorhanden; dies folgt sofort aus

G =1 —Lr—yg e;<s)_8{_l).

Es werde
U — g = by
gesetzt. Die Dirichlet’sche Reihe
[=5] bn
G =2 =~

n=1

konvergiert fiir o> 1, insbesondere fiir c=2, absolut. Wenn v eine ganze
Zahl =2 bezeichnet, die fiir einen spiteren Zweck ausserdem > k41 ge-
wahlt sei, ist daher bei gerader Bahn und positivem x

2400 24 00i oo
x® a8 bn
./ 2 d (S) ds —‘{‘ & " ds

2—o0i 2—o0i n=1

Tl

22 b“ / Z}:’: dS‘,

was nach einer bekannten Integralformel o

fiir 0 <<y i1,

v ds

s

D] 24004 {_:0

2mi y—1 )
=p=iy gy firy =t

2-"coi
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=i 2y

n=1

ist. Nun werde der Cauchy’sche Satz auf das Rechteck mit den Ecken
9+ T4, 14-8+T% angewandt, wo T >0 und 3 >0 ist:

148414 215 P 1+84-T8
5 b s A
(63) {—f— G(s) ds:[ T 6@ ds+ [ L@ dst f;,; G (s) ds.
14524 148—T4 2 21T

Nach dem obigen ist fir — T'< ¢ < T gleichmassig
lim G (1+4384-£9)
i=0

vorhanden; wenn dieser infolgedessen stetige Limes einfach mit G (1+74)
bezeichnet ¥ wird, so ergiebt sich aus (63)

1-‘-T’i 2—Ti 24714 1+ 7T¢
> 3 o axs s a8 X
6 [Ze@ad :_‘/ L Gs) as +f z G(s)czs-|-fE G (s) ds.
1=14¢ =1 2.°T¢ of s

Da nun fir 6 > 1, also fiir e = 1 gleichmassig
(65) G(s) =0
ist, so hat in (64) das erste und dritte Integral rechts (wegen v>Xi--1> X}
fiir T= oo den Limes 0, und, da (wegen v >X--1)
l4ccd
% G(s) ds
l—coi

existiert, so ergiebt sich aus (64)

14 coi 2+DO£;‘E
f 2 6 ds:[ 2 6@ ds
1-"eed 2-"c0i

_omi N - (2).
__—mn;bnlog p

m hervorrufen, G (s) sei fiir
t'sche Reihe fiir

") Diese Schreibweise darf natiirlich weder den Ix:r‘.cu ery
s=1~t4 notwendig reguldr, noch den, dass die zugehorige Dirichle
s =1--#4 notwendig konvergent sel.
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176 E. Landau, (80)
Da nun
I4-cod
[,g(_s)_ ds
SV
1004

wegen (65) absolut konvergiert, ist der obige Hilfssatz in der Wey’schen
Modifikation anwendbar und ergiebt

EI b, log*! (%) =o0(x);

==l
mit Riicksicht anf ¥

k3

log 1 (‘;) (—D!z+o (@)

n*l

ist daher

TvlllT g,l (04+g) log— (%) =gz-t+o (@),

Nach der in § 4 erwdhnten Folgerung aus den Sitzen VI und VII ergiebt

sich hieraus
x

2 a, =gz -+ o (z),
n=1

was zu beweisen war.

Fir die Primzahltheorie ist allerdings diese Verscharfung des Satzes XVII
zu XVIII gleichgiltig, da bei den klassischen Beispielen das Erfiilltsein der
weiteren Voraussetzung (Regularitit) des Satzes XVII um nichts schwieriger
zu konstatieren ist als das Erfiilltsein der engeren Voraussetzung (gleich-

') Die folgende bekannte Relation ergiebt sich leicht aus

z @ z
y—1 [ @ _ g . x g 1 dv
E log™™ (7{) = 0 (log* ’m)—}—/ log"™* (u_} du=o (@) -}z f log ! w
i T

n==1
=0 (@) +x flog"_l v %1;: o (@) { e wt dw = (v—1)! x40 ().
[

1

icm
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missiger Limes) des Satzes XVIII. Der Satz XVIII ist aber an sich interes-
sant, und, da diese Arbeit ohnedies den dligemeinen Grenzwertsitzen an
sich gewidmet ist, war die Mitteilung des Satzes XVIII hier gerade am rechten
Platze.

Unter den Voraussetzungen des Satzes XVII ist die Dirichlet’sche
Reihe

(66) Z%:ZQ—_—

=f() —g%()

selbstverstandlich fiir 6 = 1 nach dem Satz XVII und dem Riesz’schen Satz
XV zusammengenommen konvergent. Es sei aber besonders bemerkt, dass
sowohl der Satz XV als auch die von Herrn Riesz selbst in seiner Note 1)
angedeuteten wichtigen Verschirfungen des Satzes XV (in denen Regularitat
durch viel weniger ersetzt wird) immerhin nicht gestatten, unter den Voraus-
setzungen des Satzes XVIII die Konvergenz der Reihe (66) auch nur fiir einen
einzigen Punkt der Geraden s =1 zu folgern.

Gottingen, den 21. Dezember 1910.

1y L. c. (siehe S. 151, Anm. 4).

*
Prace mat.fiz. t XXT. 11
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