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W. SIERPINSKI.

0 PEWNEJ WLASNOSCI CHARAKTERYSTYCZNEJ
LICZB WYMIERNYCH.

(Sur une propriété caractéristique des nombres rationnels.)

Nazwijmy resztg liczby rzeczywistej = réznice miedzy « i najwigksza,
nie wigksza od x liczbg calkowits, t. j. z—E=z.
Dla ciggu kolejnych wielokrotnosci:

o, 2,32, .. ...

utwérzmy ciag odpowiednich reszt:

Ty Toy Tgy o v oo m e e n e e ()
(ktadac: ry=— ka — Ekx).
Twierdzenie. Na to, aby liczba = byta wymiernga, potrzeba
i wystarcza, izby $rednig wartosciag reszt (v) byta liczba
mniejsza od .
Twierdzenie to jest natychmiastowym wnioskiem z dwdch nastgpujacych
twierdzen:

1) Jezeli « jest liczbg wymierna, % jej utamkiem nieprzywiedlnym
(mianownik b ma by¢ liczbg naturalngSwiekszg od jednoSci w razie niecatko-

witego =, oraz réwnga jednosci w razie catkowitego =, wigczajac tu i przypadek
x=0), to wartoscia $rednig reszt () jest liczba:

1_ 1
2  2p°
wyrazajac sie analitycznie:
1w b—1
"12172 (kz—Eka) = —5—

b=1

Prace mat.fiz. t. XXI. 1
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9) Jezeli = jest liczbg niewymierna, to wartoscig Srednig liczb (=) nie

moze by¢ liczba rézna od §; wystowiajgc si¢ analitycznie: wyrazenie

LZ (ko — E Tox)
" k=1

w razie niewymiernych = nie moze zmierza¢ do réznej od 4 granicy.
Przedmiotem niniejszego artykutu jest dowéd obu tych twierdzen.
s - . . . . a ., .,
Przypuscmy, ze « jest liczbg wymierng 1 oznaczmy przez - J€] utamek

nieprzywiedlny (z wyzej zrobiong umowa co do mianownika ). Mamy:

ak ak
n=— k5
skad:
pk:brkz ak—bE —abi
Wyrazy ciggu

P1s Pas Pas v o v v o e e

sq wiec resztami z dzielenia kolejnych wielokrotnosci

przez liczbg &.
Reszty Pyy Pgy Pgs o v v v - 0

bedq wszystkie rézne, gdyz liczby a i b s3 wzglednie pierwsze. Porzadkiem
wiec conajwyzej rézni¢ sig beda od liczb ciagu

i przeto:

skad:

’I‘l+7‘2+ ..... +"'b= 5 .

Mamy oczywiscie 7, =m: przy wszelkiem &, wiec tez:

b—1
Tt + Tusgr .. + Poppp = o .

Jest wiec:

icm

3) O pewnej wiasnosci charakterystycznej liczb wymiernych. ) 3
oraz BE % +b
b—1j.n b—1 b—1
Z"’k«‘“—'—Q E—b—+1)< A
=1
Lecz wszystkie wyrazy ciggu (r) s nieujemne; manty wigc:
B . B 4B
D Imn< om
k=1 k=1 k=1
(jest bowiem 3E % <n L bE% + ). Stad, wobec powyzszychnieréwnosci:
b—1  b—1 _ 1% b—1 |, b—1
BT <wAS T T

i przeto:

1w —1 1
lim o Ym= g <
k=1

co dowodzi prawdziwosci pierwszego twierdzenia.
Zauwazymy, Ze ze WZOru:
b(b—1
ot =200

wobec uwagi, Ze p=0, oraz

b1 -1
ink__ ak—p _ a(d—1) -1
b [ 2 2’
k=1 k=1
wynika nastepujaca ciekawa tozsamosc:
b—1
ak __ (a—1)(3—1)
2EG ="
k=1

dla wzglednie pierwszych a i b 9.
Zatézmy teraz, Ze = jest liczbg niewymierng. Niech % oznacza jakikol-
wiek utamek nieprzywiediny o mianowniku wiekszym od jednosci. Jezeli

z < % , to oczywiscie Ekx < E_b przy wszelkiem naturalnem %, i przeto:

b—1 B—1 1 b 1
ZEkm<ZEi‘bf= (e— )2(—_-l
k=1

k=1

1y Stern (Crelle, 102, str. 12); Hacks, (Acta mathematica 17, str. 206).
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Mamy wiec:
b—1 -1
p(o—1 (@—1)B—1)
Sn=3 (zcac—Ekac)>.i2__) MERLAL Y
k=1 e=1
skad: 1 s k 1 b
x—20a
P DL R A
k=1

Zatozmy teraz, ze % przedstawia redukt rzedu nieparzystego, utamka

ciagtego (nieskoriczonego) dla x. Mamy, jak wiadomo, wéwcezas:

a a1
.vc<~b— oraz m—~b—> 7

skad bx—a>— % . Bedzie wiec:

b—1

Zat6zmy, ze istnieje :
.1
g =1lim-— > .
n=co T k;
Ciag mianownik6éw & kolejnych reduktéw rzedu nieparzystego wzrasta nie-
ograniczenie, mamy wiec: .
1hn'§3 = 0,

oraz
b—1

. 1
g = lim ——-—b__lzrk,
k=1

gdyz liczby b—1 tez wzrastajg nieograniczenie. Byloby wigc (WObEC nier6-

b—1

.1 1 1y,
wnosci b-—l‘ET">"2——%>"

g>—2—.

Podobniei,‘ biorgc redukty rzedu parzystego i opierajac sie na nieréwnosciach

1

x £ or 2
> B oraz z -b—<—bz—,

(5) O pewnej wlasnosci charakterystycznej liczb wymiernych. 3

otrzymali§my dla takich reduktéw nierdwnos¢:

1 b—1 1 1
TR <o
k=1
skad wniosek, iz
1

9<7-

Granica g, o ile istnieje, musi wigc byé réwna 5 zgodnie zdrugiem naszem

twierdzeniem. Zbadaniem czy, w razie niewymiernodci liczby =, granica g ist-
nieje w samej rzeczy, zajmiemy sie na innem miejscu U,

Zauwazymy wreszcie, Ze nie mniej ciekawe wnioski zrobi¢ mozna o gra-
nicy wyrazenia

1 +n
5 2 Ue—Eie),

k= —n

mianowicie: wyrazenie to zmierza do —é—-’ jezeli « jest liczbg niewymierng, oraz

% —_ —213 , jezeli z jest liczbg wymierna, % — jej utamkiem nieprzywiedlnym.

Dla dowodu zauwazymy przedewszystkiem toZzsamosci:

+n +n had
> (km—Eka:)=-—ZEkm=—-Z[Ekm +E(—ka:}] )

k=—n k=—n k=0
Wyrazenie
Eu-+E(—u)
oczywiscie réwna sie zeru w razie catkowitego u, oraz —1 w razie niecatko-
witego ». Przy niewymiernem = wszystkie wielokrotnosci kz beda niecatko-
wite i przeto stale:
Eke 4 BE(—ka) = — 1,
skad, wobec powyzszej tozsamosci:
+n
1 1
i 2 (e—Ble) =,
. k=—n
i przeto réwniez:

4
.1 1
}'1_m ﬂ,;_ (km——Ek:r.)———Q— .

Jezeli za$ x réwna sie utamkowi nieprzywiedlnemu 2 to dla catkowitosci

) Zob. mojg prace: ,,Pewne twierdzenie o liczbach niewymiernych. T. 49 Rozpraw
Wydz. mat.-przyr. Akad. Um. w Krakowie.
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iloczynu kz= fbk potrzeba i wystarcza, izbyk byto podzielne przez b; liczb

takich k<Cn jest dokladnie E—g, jest wigc:

n

> [Bre+ B =—ntEG

k=1

skad: "

1 1 1 .n

ke=rn

i przeto: n

1 1 1

gﬂg(km—Ekm) - 5=
Mamy wigc:

hm—Z(km—Ekac) <— lub = 32—

n—*oo

zaleznie od tego, czy liczba = jest, czy tez nie jest wymierna.
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LEON LICHTENSTEIN.

0 niektorych zastosowaniach teoryi réwnan
cafkowych liniowych.”

(Sur quelques applications de la théorie des équations intégrales
linéaires;)

Na wstepie kilka uwag o teoryi réwnarn catkowych liniowych.
Niechaj K(s,f) bedzie funkcya ciagta, rzeczywista zmiennych rzeczywx-
stych s i ¢ w zakresie:

M

a=s8s<bh,
a=t=<b;

f(s) funkcya ciagta, rzeczywista zmiennej s w zakresie:
a=s=b;

X stata, ¢ (s) funkcya niewiadoma.
Roéwnanie:

b
@ ‘P(S)+)~[K(S,t)cp(t)dt= £(s)

nazywamy wedtug D. Hilberta réwnaniem catkowem liniowem niejedno-
rodnem:

1) Rzecz niniejsza byla przedstawiona na posiedzeniu Wydzialu Matem. - Przyr. Tow.
Natkowego Warszawskiego dnia 13 stycznia 1910 r.
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