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spatezyuniki przejseia dla aktynometru systemu Angstroma-Chwoi-
Sona winny, W ciggn okresu rocznego lub dziennego, jednoczesnie wzra-
stad lub maleé w zaleznosei od temperatury. W stalych pomiarach roez-
nych wartosei X' bedy przeto wykazywaly pewne zmiany okreslone, przy-
czem kierunek tych zmian moze byé w pierwszem przyblizenin rozpatrywany
jako proporcyonalny takze do wahaii w wartosciach natezenia pro-
mieniowania ~tonecznego ze wzgledu na ich, w gléwnych zarysach, synehro-
niczng okresowosé z biegiem rocznym temperatury.

§12. Zmiany \\’ spbolczynunikach przejsScia we-
dlug pomiarow warszawskich.

Jak wielkie sg te zmiany spélezynnika XK', o tem najpewniej przekonaé
sie mozna z poréwnawczych obserwacyj promieniowania sloneeznego. W rze-
ezy samej, okazalo sie z jednoczesnych pomiaréw, przeprowadzanych na Sta-
cyi Centralnej Meteorologicznej w Warszawie w okresie 1901— 1905 1.
z elektrycznym pyrheliometrem kempensacyjnym i aktynometrem systemu
Angstroma-Chwolsona, ze powyzsze wnioski teoretyczne
sprawdzajg sig na drodze doSwiadczalnej. Dla czterech aktynometréw, ba-
danych w tym wzgledzie, otrzymano mianowicie nastgpujgce przyrosty
przecigtue spolczynnika K', gdy nastepnie promieniowania sloneczuego
wzrastato o0 0,1 gr. cal.:

0.024, 0.005, 0.02, 0.030.

Z liczb tych kazda kolejno odpowiada jednemu z ezterech uzytyeh ak-
tynometréw; zanwazymy przytem, Ze same spotezynmki, eo do swej war-
todel, zazwyezaj niewiele tylko odbiegaja od 1.

Roznica w zmianach spotezynnika K’ objasnia sie tem, ze wlasnosci
(d 1 k) pow}oczki szklanej nie byly jednakowe dla poszezegllnych par ter-
monetréw aktynometrycznych, a stad i czynnik (14-h¢[x) posiadal rézne
wartosci dla réznych egzemplarzy nawet przy jednakowem /.

Nie jest tu naszym zamiarem wchodzié w blizsze szezeg6ly tyeh do-
Swiadezed 1 odnosnych rezultatéw liczbowyel; podane §3 Ohe W pracy
naszej p. t. ,Sur la marche avnuelle de Vintensité da rayounement solaire
a Varsovie et sur la théorie des appareils employés* (1906, 8-o0, str. 202).
Zanwazymy tu tylko, ze nienwzglednienie zmiennogei spélezynnika A’ pro-
wadzi do bleddéw w wyliczonych wartosciach radyacyi, ktore dochodzié moga
nawet do 103 wartosci mierzonej. Wazory zmodyfikowane, usuwajgc to zro-
dXo bleddw, pozwalajg jeduoczesnie na osiggniecie dokladnoSei do 1% w po-
miarach z aktynometrem systemn A n gstrima-Chwolsona.
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0 SYSTEMATYCZNYCH ROZWINIECIACH LICZB
NA ILOCZYNY NIESKONCZONE.

(SUR LES DEVELOPPEMENTS SYSTEMATIQUES DES NOMBRES EN
PRODUITS INFINIS).

Kazda liezba moze byé, jak wiadomo, nieskoiiczenie wieloma sposo-
bami rozwinigta na iloezyn nieskoniczony. Ze wszystkich jednak rozwinigd
kazdej danej liczby jedno zasluguje na szczegé]ni‘ejszg uwage. Fak ze
wzgledu na prostote i jednostajunosé metody, ktéra sie otrzyn;uge, jak tez
i ze wzgledu na swe rézne ciekawe wilasnodel, a przedewszystkw'm nadgwyi
czaj szybka zbieznosé. Rozwinieeia, o ktérych mowa, nazywaé bgdzxeu}y
systematycznemi O ile miwiadomo, rozwinigeiami ’f:ego I‘(JdZ?JU:
nikt sie dotad nie zajmowak: dlatego tez pozwole sobie teorye ich wylozyé
na tem miejsen obszerniej. .

Uwazajmy jakakolwiek liezbe =z, wigkszg od jednosci. Wyznaczmy
najmniejszg liczbe naturalna /4y, spelniajgcg warunek:

1
x>1—}—r.
1

Poldozmy: L
r= (1 -+ /—) .
t1

Liczba
x

&y

=T
l_l_k1

bedzie oczywiscie tez wieksza od jednosci: mozemy wiec z nig ])OSf';@.I)IG, Ja.k
zﬁliczb:g, zit. d. Otrzymamy w tem sposéb oznaczone w zupetnosei rozwi-
niecie: |

m z=(1 +7‘1-) [t '“T)
{215)
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Jezeli y jest liczba dodatniy, mniejszs od jednosei, to WYZDaczmy naj-
mniejszg liczbe naturalng {1, spetniajaca warunek:

y<1-li

1

1 poltézmy y = (1 — 7—) #- Liczby y,=— —il— bedzie dodatnia i mniejsza
1

1— =

[I
od jednoSei. Postgpimy z nia, jak z liezbag 7 1 t. d. Otrzymamy rozwinieeie:
1 1
n “fi= ).
(II) Yy 1 7 1 L)

‘ Bozwinigcia (@) i (ID nazywaé bedziemy systematycznemi
Zajmiemy sie obecnie blizej zbadaniem réznych wlasnosei tak okreslonych
rozwinieé.

1.

Niech z oznacza, liczbe wigksza od jednodei. Roznica z—1 Jjest wige
dodatnia, istnieja przeto liezby naturalne % takie, iz

z—1>1,
ezyli
>

Oznaczmy najmniejszg z nich przez ky; bedzie to wiec liczba, wyznaczona
brzez liczhe = w zupelnosei.
Jezell 2>>2, to bedzie:

z>1-4 %
ijuz li.czl‘)a 1 spelniaé bedzie 7adany warunek: Liczha 1 bedzie wowezas
ocz.‘{ms‘me najmniejszy liczba naturalng, spelniajgca wiadoma nieréwnoss,
a wige bedziemy mieli k,=1. W razie 22, mieliby$my:
1
{14 1
i przeto byloby w kazdym razie %, 2.

216y
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Polézmy w obu przypadkach
o= (1 + —l—)xl.
ey

. 1
Liczba =, = _x_l_ bedzie wigksza od jednosei, gdyz mamy z>1-- T
1+ A 1
v1
Z liczbg =, mozemy wiec postapié, jak z liczbg a1 t. d. Oznaczajac ogdlnie
przez &, najmniejszg liczbe naturalng, spetniajacy nieréwnosé:

z,‘_zv> 1 —}—%

i kladge: )
it
bedziemy mieli stale:

z, > 1

oraz
1

z=(1+z_11—) [t +E) ..... (1 e

Ciag nieskonczony:
By, ko, Koy

liezb naturalnych %, bedzie przez liczbe = wyznaezony w zupelnosei.

Liczba z, jako wieksza od jednodei, musi byé albo jednym z wyrazéw,
albo tez zawartg miedzy dwoma kolejnemi wyrazami postepu geometrycz-
nego:

3 .
PRI

o

2
2, 21, 2,
w kazdym wiec razie przy pewnem naturalnem m bedziemy mieli:
2l <z 2"

Powiadamy, Ze bedzie wéwezas stale:

ko=1 dla n<<m, za§ Tm1L2

Tstotnie, mamy stale:

Xy =

[ -

! R
a ze k sg liczby naturalne, zatem 1 - < 2 oraz:

x m—1
Tn-12> S5 > 91 °

(217)
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Dla n<lm bedzie wiee 2,2, ezyli a,—1>1-

e

, zatem k,=I.
Jedzie wiec:
h=lky= . =kya_,=1.

Ale w takim razie z wypisanego wyzej wzorn na a,_ wynika:

z Qm

Lin—1 = Om—1 >0

czyli z,_1 <2, co bylo do okazania.
Mozemy wigc wobec tego, nie uszezuplajac ogélnosei naszych rozwa-
zal, zajaé sie w dalszym eiagn tylko rozwijaniem liczh, nie wigkszych od 2.

2,
Uwazajmy liczbe 2, spetniajacy warunki:

I<z<<2

Powiadamy, ze bedziemy mieli stale £n>2.
W samej rzeczy, z rownosci:

)

i nieréwnoSei o> 1, ktora stale zacliodzl, wynika, Ze gdyby bylo k=1, to
mielibySmy:
> 22, > 2,
€0 przeczy zalozeniu.
Musi wige by¢ stale 5>1, czyli £,2>2.
Lecz %, oznacza najmniejszg liczbe naturalna, przy ktérej

1

kn?

Tn_y > 1+

ke—1>1 jest mniejszg, od Fy, liczby naturalna, bedzie zatem:

1
Z—1 X1
1 + Zﬂn‘—l il
czyli:
kn
Lny K g
(218)
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a wiec: .
Ly—1 . kaxn—l k» -
T el TkaA-L7

Ly =
1

H_Z-:

. J. .
2, <1+ et

Lecz, z drugiej strony:

Ty > 1 - L .
k"+1
Bedzie wige: ) .
1+ Fa®—1 >1+ bugr
zatem:
kn—{-l > kn:’ —1 1
czyli:

kw2 ka”e
Zat6zmy, ze mamy DPrzy pewnem n:

11

h

k22

Y

(jest to prawdziwe dla »=1, gdyz k,>2); mielibySmy woweczas::

4 211
ku-H > lf‘n’! }/ 22 'i;
ezyli:
Fuga 32277

‘Wnosimy stad przez indukeye, ze mamy stale:
oan—1
It 22

Lecz: 1
1<z <14 fapr—1 ;

Jjest wiec:
1
0<om—l<S——,

skad: limz, = 1.

Jezeli polozymy: ) . ’
=ttt )
to bedziemy mieli:

. x
== Py&n, Pn=— E: 3
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2 wige:
lim Pn=a.
w=os

SkoﬁﬁDowvl'ed%ls.my WJ@:(:, Ze uwazane przez nas Tozwiniecie daje iloezyn nie-
z0ny zbiezny, ktirego wartosciy jest liczba . Mamy wiee:

=g g (-

Otrzymany iloczyn nieskoncz i
. S ony jest n j bk iez j
Wynine @ vioem ol Vi adzwyezaj szybko zbleznyz Jak to
O < XLy —~— 1 <_‘1%
o 21
ktorg mielSmy wyzej.
Np. dla »=10 mamy 2201024 gfeag.
1
0<zpy—1< oo -
Mamy stale p, <<, awige:

0 <2—p,=(z,— 5. .
a przeto: B Pa=(2s 1) pa << 22,1,

Mamy dalej:
2215 — 933008 . 100943,

ok . ; ..
3d Wywmoskowahbyémy, z¢ iloczyn pierwszych 15-tn czynnikéw wyzna-

€za rozwijang liczbe z doktadnosci ' i i i
apebrin dziegjgtnych!& okotlo dziesiecin tysiecy

3.
Uwazajmy znowy Jakakolwiek liczbe #=>1.

Jak wi P
dans 9Wlemy, 1stme_[e taka liczba naturaina m, iz bedziemy mieli ,—1
ey M—1, za8 @, << 2. Liczba 2wy da wiee rozwiniecie: o

Lmg = (1 -+ %) (1 + L,) —
) ) 1 /fz !
gdzie bedzie k> 1, stale zag Kuia > E2,

(220)
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Bedziemy zatem mieli:

fn=1L'vnyr dla n=m, m-+1,....

i przeto dla nzm:
]x‘,,+1 >/ a.

Nieréwnosé ta zachodzl jednak oczywiscie i dla n<<m, gdyz przy n=m—1
zamienia sig na k,/>>1, za$ przy n<m—1 na 1>1.

Mozemy wige powiedzieé, ze kazda liczba = wigksza od jednodei daje
oznaczone w zupelnosei rozwiniecie na iloezyn nieskonczony:

N 1 v, 1
“$+@W+EWTE%~
gdzie k sg liczby naturalne, spelniajace przy wszelkiem » nieréwnosé:.
Teurs 2> k.

Powiadamy, Ze nier6wno$é ta jest dla naszego rozwiniecia charakte-
rystyezna, innemi slowy, ze jedna i ta sama liczba nie moze dawaé dwoch

réznych rozwinieé:
1Y\ 1 g 1 1
o=(Ut g )] =)t g) -
gdzie % i / s liczby naturalne, spelniajjce warunki:
kn—H > kn'? 1 zu—H > lng
przy wszelkich naturalnych 7.
Dla dowodu zauwazymy przedewszystkiem, ze gdybySmy mieli /=1,
to byloby x>2, a wiec tez i k,=1 i byloby w tym razie l,=k;.

Zalézmy, ze l, > 1.
Zauwazymy, %e gdybySmy mieli:

Iy 2 12
(co jest prawdziwe dla n=I), to byloby:
L > b2 1.
skad przez indukeye wnosimy o nieréwnosei:
I > 1,21
przy wszelkiem naturalnem n.
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Mamy wige przy wszelkiem n:

Bl gl e B ) )

7t
Lecz, jak to tatwo sprawdzamy, dla {,>1:
. 1
1 1 1 1 T
a1 1 1 l ]
(o Al )=
. . B ]— B l
Bedzie wiee w kazdym razie: ' 1
<< ! =,
_ T
ezyli:
z<1 —}———1— .
l;—1
Lecz z drugiej strony oczywiseie:
a>14 -
1

Nierdwnogei

1 1
| L
== r=1tr,

ktére znalezlismy dla liczby naturalnej j
e ej 1;, wskazuja 7€ j j-
muiejszg, przy ktorej: " R ue10. 2 dost ot na)

z>14 /i ;
wnioskujemy stad, ze b=k, !
A wige, czy b

edzie I, =1, czy tez ] >1 caz i -
Dzielge réwnosé: ) ’ v keddym razle ey b=t

et )

przez

otrzymamy:
1 1
)= fi o L)
-+l =g lit+4) -
skad, roznmuj ac jak wyzej, dostaniemy le=kyit. Q.
Mamy wige ogélnie l:=kx, co byto do okazania.

Otrzymujemy wige nastepujgce twierdzenie:

(222)

O SYSTEMATYCZNYCH ROZWINIECIACH LICZB § t. d. 9

Kazda liczba, wieksza od jedno$ci, da sie zaw-
sze i to w jeden tylko sposéb rozwingé na ilo-
¢zyn nieskoneczony:

1 1 .1
)+ )i+ 2]
gdzie wszystkie # sa liczby naturalne spelnia-
jace warunek:
ka2 k,? dla n=1,2.3, ...

4.

Zapytamy obecnie, co w naszych rozwinieciach cechuje liczby wy-
mierne. Powiadamy, ze charakterystyczng wltasnosciag
liczbwymiernychjeststale zachowanie warunku

dla dostateczunie wielkich wartosei wskaznika

Udowodnimy przedewszystkiem, ze jezeli mamy ko=’ dla n>m,
to rozwijana liczba jest wymierna.

Zauwazymy najpierw, ze jezeli dla m>m zachodzi stale réwnosé
Jnp1=ln?, t0 km>1, gdyz W razie k,=1 wszystkie wyrazy ciagu k. bylyby -
réwne jednogei, co, jak wiemy, mie¢ miejsca nie moze.

Mozemy napisaé:

L= Pin—1Lin—1
gizie:

e

Jjest oczywiseie liczba wymierng, zas:

1 1 , 1 Fem
Ly = (1 —{-—;) (l + mz) (1 T;}E) S

réwniez jest, jak widzimy, wymierne. Wymierng wiec bedzie i liczba =
c.b.d o

Okazemy obecnie, ze jezeli w1 jest liczba wymierna, to istnieje taka
liczba naturalna m, ze dla #>m bedzie knyi==kn’.

Zauwazymy przedewszystkiem, ze wystarczy okaza¢ prawdziwosé
twierdzenia dla liczb wymiernych <2, gdyz, jak wiemy, w razie z>>2 mamy
rozwinigcie:
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1 1 1y
:L‘_—_(]_—[—f;)(l +—]r—2-) ..... (1 +7fm——1—) ZTu—1,
gdzie ky=ky = ... =ln_1=1, za$ liczba z,,_, (wymierna oczywiscie w ra-

zie wymiernego z) jest 2.
Zakladajge wigc, ze w jést liczba wymierng >1 oraz <2, bedziemy
mogli polozyé:

w=l+2,

gdzie ai b sa liczby naturalne. Gdyby & bylo podzielne przez a, czyli
b=pa przy naturalnem p, to mieliby$my rozwinieeie systematyczne:

1 1 1
— I
w—_(l—r———p“rl)(l—{— (p+1)2)(1+ Q)er)....
i twierdzenie byloby oczywiscie prawdziwe.

Zalozmy wiee, ze iloraz % nie jest liczba calkowits. Mamy %>1

wobec w2, oraz:

>
I+k1_1,//w:
a wiee:
a
skad:

b
h<Z4 1.

Poniewas, jak zakladamy, % nie jest liczbg calkowity, wiec napisana

przed chwily nieré6wnos¢ moze by¢ zastapiona przez:

b
Ty < E-{— 1.
Kladac:
1
=143 e,
bedziemy mieli-
L@
@ T g
BT R Rt TR S
I+ 1+

icm

SYSTEMATYCZNYCH ‘ROZWINIECIACH LICZB 1 t. &, i1
kad:
ke L Otk ab—b
T T T T T
Kladae:
¢ ak, —b=a,, b(kA1)=>,,
bedziemy mieli:

wy =174 % .
1
Liczby a, i b, sa oczywiseie naturalne, mamy przytem:

a, = ak, -b<a(—2——{—l)— b,
li:
i a, << a.

A wiec: jezel iloraz % nie jest calkowity, to mamy:
1
w= (1 + Tl) w
gdzie w, =1 % oraz a, < a.
1

Gdyby iloraz% nie byt calkowity, znaleZlibysmry, jak wyzej:
1
‘ 1
w1’=(1 “!'E Wy s
gdzie w, =1 —}—% 0raz ay < ;.
? 1 1 i i
Ciag nieréwnosei a>a >a,> ... dla liezb naturalnyech @ nie moze b;_‘u
oczywiscie nieskohczony, a wiec przy pewnem i=m (.W kazdym razie
muniejszem od ) liczba b; bedzie podzielna przez a;, fczyll b,,.:pc_&m, gdzx.e »
oznacza liczbe naturalna, a w takim razie, jak wiemy, bedziemy mieli
kempr=p-+1, 228 bypi=Fk,? dla n>m. o i
" Twierd’zenie ,;nozemy wiec uwazaé za dﬂme@zwne w '{upelnoscx.
Oto przyklady rozwinieé systematycznych liczb wymiernych:

” Flr )3 () am)-

mamy tu: ) N
amny kl_-:],’ ZZ2=27 /{3=22, :IC,,_H:I{n‘ dla n>2.

2) Dla liczby % snalezlibysmy:
b1, Jey==2, Ry=22, k=600, ==1562000,

Prace mat.-fizyes., t« XX

(225)
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Fengpr = Iey? dla >4,

Aby daé przyklad rozwinie¢ systematycznyeh liezh niewymiernych,

zauwazymy tozsamosé:

Y-t B

k—1 2 1) —1"

Kladac %
wigeie mieli:

/E_( l kI kyF-1 ]/ k1
Vi ~1T7:)] 1 '/E::(1+E)]/7;ilit'd"

l/ Zf—"{_?% = (1 + i)(1 + %;) ..... (1 T )l/ ey 11

bpa—1

Jezeli £ oznacza liczbe naturalng, wigkszg od jednosei, to lezby ,
(oczywiscie wszystkie naturalne) beda wzrastaly nieograniczenie; bgdziemy

wiec mieli:
lim ]/L’“ﬂ =1
n==co ,Cn+1—1
oraz, co zatem idzie, rozwinigcie:

/L (g () ) s

ktére bedzie systematyczne, gdyz:

Fagr = I - (2—1) >

Kladge np. k=3, otrzymujemy:

va=(1+ 3)(14-1,) (147 )(’“‘Fesslsﬁf)“"

Mamy tu k=38, kny=2kn2—1.
Ciekawym jest bezposredni wzér na , dla uwazanego rozwiniecia

(226)

=J(==1), za§ ka1 7=2kn"—1 dla n=1,2,3, ...., bedziemy oczy-

icm

O SYSTEMATYCZNYCH ROZWINIECIACH LICZBi t. 4. i3

Mamy:

PR S Vi (4t Vil
% B

jak to z latwos$cia sprawdzamy przez indukeye.

Godnem uwagi jest, ze chcae podad bezposredni wzér na wyraz ogblny
pewnego ciggu liczb naturalnych, musimy sie w danym razie uciekaé do po-
mocy liczb niewymiernych.

Kladge k=2, otrzymujemy:

il 2 B+ -

I tu tez z latwoseia sprawdzamy przez indukcye, Ze k, moze byé wy-
razone przez wzor: B _
(@23
" 2

Dla V5 otrzymujemy rozwiniecie systematyczne:

15:(1—r1)(1+ S 1“1’[)(1+5—1é—4-1)..;

mamy to k=1, k=Y, =2k, *—1 dla n>1.

Uwazans tu 1loczyny me~konczone stojg w Scistym zwigzku z rozwi-
nigeiami pierwiastkéw na utamki lafcuchowe, w co jednak blizej nie be-
dziemy tutaj wehodzili1). Zaznaczymy tylko, ze s3 one bez poréwnania
szybeiej zbiezne od odpowiednich ulamkéw ciaglych. Np. obliczajgc
iloczyn 10- cin pierwszyeh czynnikéw wypisanego wyzej rozwiniecia na
17, otrzymalibysmy te liczbe z doktadnoscig siedmiuset kilkudziesigeiu zna-
kow dziesietnych, gdy tymczasem dziesigty redukt ulamka na }2 nawet
dziesieciu znakow tej liezby dokladnie nie wyznacza.

1y Oznuczajae przez Ba n-ty redukt nlamka eiagtego na sz_, zas przez pn iloezyn
2 pierwszyeh ezynnikd s rozwinieeia systematyeznezo tej liezby, n amy ogdlnie:
2

2 . 2 -z 2 —=
=g, TR TR e BT R BT R T R

Zauwazymy jeszeze, Ze iloezyny kolejnyech ezynnikiw rozwinigeia systematycznego

na V2 otrzymad mo#na zapomoea nasigpuiacego logarytmu:

Kladziemy ag=2, by=L. &rednia arytmetyczng liczb ay, by oznaczamy przez a,,
$rednia harmoniezng tyeh liezh—przez b,. Dia liezb ay, b, wyznaezamy odpowiednie fred.-
nie ay, b,it. d. Liczba by jest iloczynem n pierwszych czynnikéw naszego rozwiniecia.
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Uwzglednilismy dotychezas tylko teoretyczng strone rozwinieé syste-
matycznych: wskazemy obecnie, w jaki-spos6b moglyby by¢ w kazdym po-
szezeglinym przypadku Wykonane rachunki.

‘Majge liczbe 2>>1, wyznaczamy przedewszystkiem najmniejsza liczbe

naturalng m, przy ktérej:
7 > x,

‘Wyznaczenie takiej liczby moze sprawiaé pewne trudnosci przy wielkich
wartodciach . Mozemy sig wowezas ndaé do pomocy tablic logarytmo-
wych.

‘Liczba m jest najmniejszg naturalna,
nosé, mamy wiec:

speiniajacy powyZzsza nieréw-
om > > 9l
Nieréwnosei te pociggaja za soba:
mlog2 > logaz > (m—1)log 2,
skad:
log =

logz
D Tl — o
m > Tog? oraz m—1 << g2

Liczba m jest wige najmniejszy liczbg naturalng, nie mniejszg od ilorazu
logx
Tog?2"
liczbe m .z Yatwoscia.

(Np. dla z=10'" znajdujemy:

TUwaga ta pozwala przy uiyciu tablic logarytmowych wyznaczaé

loge 100 . R

Tog 2 030108 — 03223
bedzie wige m==333).

Kladziemy nastepnie:
bh=k= .=kp1=1
oraz:
x
;5»7—_1 == ZTm—1.

Liczba ,-; bedzie <2, awiee k2.
noei:

Naliezbe %, mamy nieréw-
1+ __1_ > Xpo1 > 1 +L
fp—17 771 ke

(228)
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skadt
L 1 <km < -1 + L.
Nlerownosm te wskazuja, ze kn jest caloscia, zawarta W + 1, ezyli:
k= E\'I»'m_x——l + 1.

Oczywiscie, ogdlnie dla #>m bedziemy mieli:

- L Loq
l,=R s T 1.
Przyklady.
1) Niechbedzie z=x. Mamy tu.oczywiscie m=2, a wiee ¥,==1. Mamy
dalejiz, = ?, a wiee:
: 2
ky = p—") J 2.
Dalej: 3
%:%, skad Iy = B —5 +1=122
A wige:
227 69
* = skad ir4—E—~——~—9—}—1_—600

nastepny wyraz k; bylbyjuZ >360000.
Mamy wige rozwiniecie:

=l (4 2+ o)

9) Jako drugi przykiad uwazajmy liczbe e

Mamy tu oczywiseie k=1, x; = % , A wiee:
: 2

k=E-——5 +1=3,

stgd: :

x2=3—e—, /.,S—E

5 8+1—5“’

nastepny wyraz ki, wynositby juz kilka tysigey.
Mamy wiec rozwiniecie: |

e

(229)
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Ciekawem byloby wykrycie ogélnego prawa na wyrazy k. w rozwi-
nieciach liczb # i e.

7.

Niech teraz y oznacza liczbg dodatnig, mniejszg od jednosei. Okresli-
lismy juz we wstepie, co nazywamy rozwinieciem systematycznem takiej
liczby na iloezyn nieskonczony

(1—1—11) (1__[1_)(1_713)

} Teorye tych rozwinig¢ mozmaby =z tatwoscia opracowaé analogicznie
do wylozone] wyzej teoryi rozwinieé liczb wiekszych od jednosei Istnieje
Jjednak miedzy obu tak Scisly zwigzek, iz oddzielne badanie kazdej z nich

staje sie zbytecznem.
Z samego juz okreslenia wynika, ze kazda liczba dodatnia, mniejsza
2od jednosei, daje vznaczone w zupelnosei rozwiniecie systematyczne.

=== -

gdzie wszystkie ! sg liczby naturalne. MoZemy mieé watpliwodel jedynie co

do tego, ezy wypisane rozwiniecie jest zawsze zbieime, a jezeli tak jest, to

czy wartosé otrzymanego w ten sposéb iloczynu nieskoficzonego réwna sie-

zawsse rozwijanej liczbie. Watpliwosei te usuwa nastepujace
Twierdzenie. Jezeli

(1~%) (1-;—2) (1_%)

Jest rozwinigeiem systematycznem liczby dodatniej y <1, zas:

(1-1—%1) (1+%2) (1+7}5)

NP . I .
rozwinigeiem systematycznem liczby :7, to mamy przy wszelkiem n:

fon =1, — 1.
Dowod.
Liczba 7, jest, wedle definicyi, najmniejszg naturalng, spelniajaca nie-
réwnosé:
y<<l— 71 .

(230)

icm

0 SYSTEMATYCZNYCH ROZWINIECIACH LICZB i t. d. 17

1 . . ..
Widaé stad, ze musi byé [,>>2, gdyz 1 — T= 0 nie moze byé wiek-

sze od liczby dodatniej y. Liczba L,—1 jest wige naturalna, a ze jest mniej-
sza od I, mamy tedy: .

Nierownosé:

1 1
,......._.__<4—’
] 1___l_ Y
[
albo:
1 1
Ly <
o-dyz:
o 1 . 1
1. 1-i_ll—l

-7

Jezeli wiee [;=2, to mamy 1 - %- < &, awiee k=1, ezyli ky=1,—1.

Zalbzmy, ze 1;>>2.
Nieréwnosé: Y L—2
y> 11—y eliy>g
1

mozemy wowezas przepisac w ksztalele:

1 1

- 1 : 1
h—l >j’“yhl+l,—2 Z-

—2

Zanwazywszy, ze L — g, mamy wige, przy [;>2 nierdwunser:
y

L >x>1-+ 1

1+ -2~ T—1"

skad natychmiastowy wniosek, ze 7'91=ll—1:
Czy wige bedzie =2, czy te ,>2, W

Polézmy: 1
y= (1= r=(1+ 3)

kazdym razie k==l - 1.

@230
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Liczba y, daje rozwiniecie systematyszne:

(1— _i.)-(l - ;ﬁi)\ -

za$ liczba @, rozwiniecie systematyczne:

(434
MieliSmy o = —;—, bedzie wige:
L
@ = xlz ”1 :Z‘/—I: ll——11 :l‘
Tt Y g

N | -
A wiee z, = R Rozumujac o liczbach 21,91, Jak o liezbach z,y, znaj-

dziemy: ky=I,—1. Dalej znalezlibysmy podobnies k,=l,—1, og6lnie:

. kn = ln — 1.
Oznaczmy:

o 1
a wiee qn_E,aze,Jak wiemy,

lmp, =2 > 1,
wige: =

lim g, =

=

=

=y,

jednogf,zjiestu;sp ?ozwinigcie Systematyczne liczby dodatniej , mniejszej od
j 3 lezne, 4 wartoscia odpowiedni i i f
Jest romt HCZba‘, 3 odpowiedniego iloczynu nieskofiezonego

(232)
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Nierdwnosei
Eugr 2 122 (=123, ...),

wobeo kn=l,—1, s réwi.ewa e nierdwnosciom:

lapr — 1 > (I—1%,
.albo:
laps > (l—1Y (dlan=123, ....).

Gdyby byto wigeej iloczyndw nieskonczonych o wartosei y, dla kiérych
zachodzg wypisane przed chwila nierownosei, to mieliby$my wiecej, nizje-

. . . 1 - .
.den iloczyn nieskofhezony na z = R spelniajacy warunki k.q>>%.3%, co,
jak wiemy, nie moze mie6 miejsca. Zestawiajgc razem otrzymane wyniki,
mozemy: ostatecznie powiedzied:

Kazda liczba dodatuia, mmniejsza od jednoSei,
daje zawsze i przytem jedno tylko rozwinigcie na
iloczyn nieskoficzony:

(-1 =) (—H) -

gdzie wszystkie [ s3 liczby naturalne, spelniajace
stale nieré6wnosé
ligs > (l—17.

Widzimy tez z latwosdeis, ze cechg charakterystyczng
liczb wymiernych jest zachowanie dla dostatecsz
nie wielkich wartosci wskaznika warunkuw

by = —1? + 1,

jest on bowiem réwnowazny warinkowl kep=hk.? W rozwinigciu systemas
tyeznem odwrotnosci. uwazanej liczby. ’
Jako ciekawy przyklad rozwiniecia liczby wymiernej, podajemy jedla

Hezhy ~])— :

L e L

Kolejue ! przedstawiajg tu tak zwane liczby Fermata (lpp=2%+1),
0 ktéryeh w swoim czasie mySlano, Ze sg wszystkie | ierwsze.

238)
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8.

Badania, ktére przeprowadzilismy tu dla iloczynéw nieskonczonych,
moglyby byé przeprowadzone analogicznie i dla szeregéw nieskonezo-
nych. Ogranicze sie wobec tego tylko na podaniu wynikow.

Uwazajmy jakgkolwiek liczbe dodatnig 2. ‘Wyznaczmy najmniejsza
liczbe naturalng m,, spelniajacs nierdwnosé:

1

z >—
my

ipotbimy & =T o Liczba «, bedzie oczywiscie dodatnia, mozemy
- 1

wige z nig postypié, jak z liczbg z 1 t. d. Otrzymujemy w ten sposéb ozna-
czony w zupelnosci szereg nieskoficzony:

1 1 1
— s
my | mz+m3+'”"
ktéry nazywamy s yst‘ematycznym.
Twierdzenie.
Kazda liczba dodatnia daje sig zawsze itowje-
den tylko sposéb rozwingé na szereg nieskohczony

1 1 1
E+7";+Ea+""’

gdzie wszystkie m sg liczby naturalne, spetniajace
stale nierdwnosé My 1> Mu(My—1).
Cechga charakterystyczngliczb wymiernych jest
stale zachowanie warunkau Myt =, (m,—1)+1 dla dosta-
ecznie wielkiech wartoSe¢i wskaznika,

{334
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