g A. ROSENBLATH.

Hier sind die 4 wieder zwischen y,— und y;—, verlaufende Curven. Wir
erhalten jetzt ebenso wie frither zuerst dass y,—y, absolut kleiner als

n—1

M (1«‘0"-—17 a) a1

ist, wo >0 ist, woraus die Convergenz der Reihenentwicklung folgt.

Ist b=1—n, dann tritt in (12) log z uud log z, auf, im zuletzt geschrie-
benen Ausdruck tritt dann log« aunf.

Ist endlich 4<1—n, dann wenden wir uns zu (6¢), indem wir wieder
2,20, y>0, e=-+1 vnra,us~etzeu Ist z, geniigend klein, und ist ausserdem
die Bedingung erfillt, dass der Punkt (24,5°) zwischen der Curve

Q) y"t— Nax—t =0,

wo N eine beliebige positive Zahl ist, und der positiven z-Achse liegt,
dann kann man den Convergenzbeweis leicht filhren, wobei noch die zweite
Bedingung (8) durch

ersetzt werden kann. Aus (6%) erhalten wir:
I\,I(%) um~l<ym—-1 < K ( )Jom-—-i

wo K, und K, zwei positive von k unabhiingige Zahlen bedeuten. Aus (12)

folgt dann:

b

(Yo =9l < Mz 1,

worauf man sofort znm Ziele gelangt.

Krakéw w sierpnin 1908 .
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Z. KRYGOWSKI.
SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS

HYPERELLIPTIQUES EN SERIES TRIGONOMETRIQUES.
0 ROZWINIECU FUNKCYJ HYPERELIPTYCZNYCH NA SZEREGI

TRYGONOMETRYCZNE).

DEUXIEME PARTIE.
1. Périodes desintégrales canoniques.

En posant
(1) =

on a dans le cas

2—dg

VR(z)

i (B=1,2,...,0)

1, quand a =23,

Aap=—
0, quand a==4,

comme I'expression des demipériodes wpuy, @'uy, les formules:

o 2 2y—]

) = /t/wu,mw /dwp-}—jdwu—]* +/dm,¢,(,u,v~—12, ),

0y A T op—2

done
gy "2.v+1
(3) / Aoy = wu; j Ay = O'pats = s
. “agp—1 b
De plus on déduit:
'zve
jdwy—’— dw,‘—f— -I—de::.‘— 0
@ @351

(153)
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done
%
(€] ]da).“ = — (@1 + ©uz .. - 00).

Nous introduirons maintenant des intégrales dont le chemin d’intégra-
tion se trouve sur la surface de Riem ann rendne simplement connexe. On
aura d'abord d'aprés la figure (2) sur le premier feuillet de la surface

(5)  wulaz) ~ wulyy—1) = 0l az) — Wu(P) + 0u(P") — wp(azy 1) — 24y,
et sur le second 1)
(6) wﬁ(a'lv) — Quaz—1) :?‘;,u(ah) - —ﬂ;,u(—P ) + ZU—:L(P ") —E,u(azv —1),

done & cause de la relation _
u(azy) = — oy 0zy)

on obtient en ajoutant les équations (5) et (6):

7) (Du(a?w) - mp(a'lv—']) = QWuy.

On dédnit des équations (3) et (7):

a3y
® f =) — wp(azy1) + 200,
G2 —1
et de méme
A2yl
9 dwy = wuasy-1) — ou(an) 4 204y 11— 200"y s
2y
(10) i =ua)— wuo0) — At i)

1) voir p, e. Pouvrage de M. Baker: Abel's theorem and the theory of theta fun-
etions, p. 298, ou l'onvrage de M Krazer: Lehrbuch der Thetafunctionen p. 445.
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dounc en vertu des équations (3) et (4) on aura:

@u(@g) — 0u(00) = Wp1 FWpzt oo T Dpg
(11) Wu{any) — @2 —1) = — Wy ,

wp(@r41) — 003, )= — (@ g 11— Wpy).

A laide de ces derniéres formules on déduit:

| k=g

\ wﬂ(aiv) - mu(OOj = E a)plt e w’pr Iy

ll k=y+1
(12) ! e

Z Opx~— 0 g1

1
’ @u(a241) — 0u(00) =
E=v b1

On aura par exemple pour =2 les formules:

{ @ ag s
]dwkzmkl—}—wkegjdmk:am—{-co;,z—-a)’u; {dﬂ)k—'——mkz_ ©'r;
! o o
(18) ¢ © " .
‘dwk:wkz—w'n; Itlmk=——w'k~z; (k=1,2) ,
0 b ‘o

et, en passant aux intégrales normales, on obtient:

(= 1 Tu sl ) — a‘.dw =—1r
dwl 5 ; /dwl -2— jdwl -2— /dw;-*“"‘“"z'-l 1= 9
oo o
(14) fj . .1, . 5
, T 1w i Tap , O
(/( % j wz__ 1,22:‘ jdu.nz.z_._-éi-, jdwgzﬁ———z—,.idzrz— 9
[==] [==] f=-] oo

Dans toutes les intégrales (18) et (14) le chemin d’intégratioP ne tra-
verse jamais les coupures, cest & dire est situé sur la snrface de Riemann
rendue simplement connexe. On aura de lnéme dans le cas g=3 les formules
suivantes:

ay
/dwx Wi w08} /dwk wn-0nton—0o'n; fdwk"w’f"l'ww —'n;

o0

ay @s

j dws=wp+or— 0't; J dor =03 —®'k23 fdun——mks — o'} Idwk———w w; (B=1.23),

o =) =]

(155}
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et pour les intégrales normales les expressions:

[} [==] o

3 oy a;_ Gs

dwlz——r—‘zl—, /clwlz-—%ﬁ—,delz——%g—; [dwlz-—%l,
a5z . - . Y I

Ty 7. T

fdwzz”z*‘—%; /d"z:—z“—"'z—zv dw2=—'—§l§fdwz~—"§q‘,

o0 (=] (=]

T 1 15 y 1 7y " 1 1z r 1 7y

(Zw,=§———2—,1dw3=—2-——73—;fdw2=5—7; dw3=§—-— 9

o« [=<] (=] [=-]

2. Zéros de la fonction & (w,—e,).

En effectnant le calcul de I'integrale

1 1
1 - f w, dlog ¥ (wu—eu) = 5 wy, Alog 8- (t01—e;, wo. , Wy—8p),

prise le long du bord de la surface de Riemann rendue simplement con-
nexe, on arrive aprés quelques calculs & I’équation?):

v=p r=g
1 1
@ = Ew—D— f wudio, 4= Dwu); (=12, ...,0)
r=1 ‘n »==l

ol le signe de sommation 2’ se rapporte & toutes les valeurs de » excepté
v=p, et les valeurs #, désignent g zéros de la fonction:

B[00 (wy—ey, ... , We—e,)
sur la surface de Riemann. En posant:
r=g¢ +
@ b= G )= D} [wadn; (u=12, ., ),
¥=1 b»

on aura, en employant la méthode de M. C. Neumann?) pour la détermi-
nation des constantes %, dans le cas des coupures de Weierstrass, les
valeurs suivantes:

1) vorKrazerl c.:p. 450,
(156)
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1 \
() ho=— £ 5 Gatre+ . o) (=120

En effet, en partant de I'intégrale

) Iw) = [wudw,

on aura (fig. 2) suceessivement:

?,

+ 7, Y, 8
f@;dw,, = J wydw, = / w0, 0w, — | watw,= I{y)—I(B) ,

oy B «

r
I(y) — az—) = fw,‘dw,,

a2y—1

Y
I(y) — I(az—1) = fw,‘dw., s

A2y —1

dw, (x) = — dw, (x); w,‘(-’;) — wulas,_s) = — [wufz) — Wu(az—1)],
7

7 4 4
1) a1 | D=2t e, | e, 2o ) i,

Gyt a1 agy—1

1) — (azy—) = Iy) — Lazp—) — 20{asy—1) 152 () — w0 (@r—1)]-
Done la derniére équation nous donne la relation:
(6) Iy) — 1p) = 2wi(azr—1) [(7) — @@z,
et d’'une maniére analogue: v
) I(B) — 1(B) = 2uwalas) [w,(f) — wi(ax)]
Comme I(3)= I(y), on arrive & la relation:

+
® l Ity)—Ip)= f Dadity=200,(asy ) 1 ()10 (a2 1))
v—zbt'y(azy) (oo, (B)—wws(225)] 5

qui, en introduisant les valeurs établies dans le numéro précédent et en
ayant soin de les prendre pour les intégrales normales:

187
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1

Waltzp—1) — W) == Wpy == 0§ 10y Qiyy) — Wpan)=—5—,
2

se transforme en la suivante:
;s
qudzr, = 2004/ @2ss1) [105(y) — wy(B) — (11yla2e—1) — 10,(020))]

by

—_ 211'y(112v—l) [’lf‘,.(y) — Wv(ﬁ) — ";15‘] .

Mais d’aprés la figure
wv(?’) - wv(ﬁ) =1

done
+

C) f Wbty = W, (@2—1)-
b‘l‘

En pésant:

x

w,,(:x) = fdw,, ’

o

c'est 4 dire en prenant l'infini comme limite inférieure de Vintégrale, on
peut présenter la formule du numéro précédent:

r=¢ ’ 17 — 1—2 , pour u=v,
(10)  wglas 1 )—w, co )zz Our—0 =1 "
= ‘ , pour u<ly,
sous la forme suivante:
1
’ 7 2 , pour u>v,
(1) Wy(Azy-1)= .
l — —fz‘—", pour pu<»,
done Vintégrale (9) s'écrit:
1 Tuy
+ T 9 pour x>y,
(12) f wradiv, =
by l —Ty , pour pu<lv,
et de plus
r=e + y=a—1 4 =g ]
. \ ‘ o, duy S‘ fw#clw,—i—z ‘/wpdw,_ 5 (u—1)
(12) = =10y r=ut1 Oy

( - _3' @ittt Tz F Tp g+ T Taoh
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En introduisant cette valeur (12) dans 'équation (3), on obtient la fox-
mule (4): )

(13) b= — B 2t )
L’expression
r=0 1y
({duu 2 fdw,,—{———— (Tp + - +z,,g))
v=1 o

comme fonction de 2 posséde g zéros 7, 1, -... , 7o, done la fonetion

y=g %,
a4 (XﬁMT NN QR +M9
=1 oo
considérée comme fonction de @, & p ZEros: @, =00, Ty, Oy, v, L Mais
d’aprés la formule (10) on aura:
=g Gyy—1 =g 1
Zﬂm=2mmn—mm=%—gm+Am4
v=1 o v=1

done au lien de la fonction (14) on peut éerire:

v=p %

b zfdlq‘ "9(”17 Uy vee )

v=1 83, 1

(15)

On voit done finalement que la fonction (15), considerée comme fon-

ction de I'argument ,, posséde @ Zéros: &; == 00, Zy, eee , T

) Ve)-

8. Fonetions Ix(v,s, .

Considérons le systéme des équations hyperelliptiques

i==p %

w"—%lx
= uy; (k=12,....,0),
X EIVR(.’E) s | @

=g g

auquel se réduit le systéme (2) du numéro (1) dans la premiére partie, sion

a soin d'y prendre:
yr a g 0, pour a==f,
aff =

1, pour a=4,

(159)
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et étudions les développements des fonctions #; suivant les puissances de uy.
En posant:

(12) { Qx) = (xf—ao) (x—ay) ... (@—azp) ,
Pz) = (2—ay) (B—ay) .o (@—azp 1),
on aura
fi(z) = P(x)Q()

et dans le voisinage du point as—1 les développements?)

3) = ag,_,+§(("a’:—_13) A

¥i= Qlazi-1) ti4- .5 (=1.2,....,0),

représentent tous les points (2;,¥.) de la courbe hyperelliptique y2=R(z;).
En introduisant ces développements dans D'équation (1) on obtient le
systéme:
k——l

@) uk_S‘{ P,(;'-l ¢,+t5;\<f)} (k=1,2, ... ,0)

d’oll, & cause du déterminant de la partie homogéne du premier degré dans
le qecond membre

L1 1
P’((Z,)’ P(aa) e P’(GQJ 14 i
1 '
’al Qag a’a—-'{ 1 —
(5) Pla)’ Play)’ lﬂ(a)b SR _ 1 Agonee Oy Lo
T P'(as)
i=1
alp—-i aap—-] la-g?_b.‘.a-;;_ll 1
P’(al) l P—'(&;) e T

différent de zéro, on parvient aux développements:
(6) =Py, e, 1) 5 (1=1.2,....,0),

couvergents pour valeurs suffisament petites des Arguments #, , ..., ;.

Y) Weierstrass: V.

orlesungen iiber die Theorie d else
Werke, t. IV, str. 343. Ti er Abelschen Transeendenten

(160)
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En posant, comme nous 'avons fait dans le numéro (1), équatien (4),
de la premiére partie
i=p
{7) “It:22wkr’tk; (k:l,’?,...., o)

=1
on obtient les développements:

(8) b= vy, 0, %) 5 ((=1,2,....,0),

qui, portés dans les équations (3), nous donnent les fonctions analytiques:

9 L= @i (Vg e, Vp) 5 Yr=1i(V1,00,%); (=124, 0)-

Les développements g; (v, ..., %) se réduisent pour v; = vy =...= v, =0
aux valeurs a;, ag,....,as.; respectivement; quant aux développements
Wi(V),y e, Up), ONL AULA:

(10) wi(0,..,) =0,

de plus les séries (9) convergent pour les valeurs suffisamment petites.
Dans le cas de g > 1 les fonctions (9) ne sont plus uniformes, en effet
les formules de Weierstrass?)

(—1)%. plaz) _ Doy, ey Vp)ax
V(o) P40y, o ,0)
(11) (=1 "p(as-1) _0(1:,, Vg)er—s
V=Rlasw_1) e ('”n---- vp)
P(e) = (2—y) o (8—2)

permettent de démontrer gue les fonctions a; sont les racines d'une égnation
algébrique du degré g, qu'il est aisé & former.
Nous avons d'abord:

r=t
o@) 4 | plos-1) 1
(12) F(x) =1 +§ Plagi—y) Z—02— !

de plns I'équation
pE R(#) = P(@). Qo)

donne

(13) ' (agr—1) = Pl(aik——l) Qazk—1) ,

1y Weierstrass: Oeuvres complétes, t. II1, p. 292.
Prace mat.-fizyee., t. XX.

11
(161)
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donc, en portant cette valeur dans la seconde équation (11), on aura:

Plazi—1) T law) v :
14 L R 1y ak—1) 1y eere y Up)2k~1 .
a4 P’(a‘?"_l) =D V Plap—) P20y, e, 05)

En substituant cette valeur (14) dans I'équation (12), on obtient pour
L=y, Ty, ..., Tp, 'équation cherchée:

_ Q(azk_1) 192(’[71, vy U, )

. 1) 1
Plagi—)

P(vy, s 0)  T—arpy

k=p
Ny
(15) 1+A1( 1)kt
k=1
4 laquelle on peut donner la forme:

k=p P
16) P( 1 /_ Qaz—1) LRI . P(z)
(16) P(2)4-D (~11) Pl it 10:) v _PE)

k==1 x__a:”r—l

) On peut montrer que les fonctions Ys=1u(vy, ...., v,) De sont non plus
un‘lformes. En et?et, considérons les équations (1), on en aura le systéme
suivant des équations linéaires ponvant servir a déterminer les dérivées par-

. oz;
tielles T
(17) § z1 oy 0, quand =%
)Y, < (1=1.2
# VER(z) Our {1, quand =g} (5120
La résolution de ce systéme par rapport & g‘% donne I'expression:
1@ x? mptgt | ge
1 @ @? gp? ot gt
o i1z VR(@) i ’
7By et b
(18) 1 mga% ot b, apl

et =1 |

1 Ziga x‘l,'_H .. SZ'L'_—E -’Dk,'.{.l e 2272

i+1

1 @, 2 gty gt
ot A désigne le déterminant

(162)
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T S
T, Xy
B=12,.....(o—1) )

(19 A=|=z? n? . 2?2 |= Iz~ ﬁ);( .
) e @ g1, p 40,0

(i)

| &Pty ot

Le déterminant an second membre de 'équation (18) peut étre caleulé
de la maniére saivante. Considérons le déterminant nouveau

1 @ 2?2 Lozt tar Lozp?
1o ..xf?
1 meqaty o2} 2, o2
() 12, gz}
. 2 k1 k. p—1 — LS .
(20) | 1 wepr @y e 7 Bhig e G |, s |
Tig e T
@£ 2 E—1 k —1
1 =z Lx L LmP i
12 ..oa?
1 =z 2 .Lo2v b Lzt

P(2) = (2—2;) (3—p) ... B~ )

dans lequel le coefficient de (—1)e+%. " est le déterminant qui figure au
second membre de I'équation (18), on aura done, en désignant par le symbole

=

le coefficient de #*—' dans le polynome ;_(_2 , Pexpression suivante du dé-

terminant cherché:

la, 2! ..xf2at Lzp? 12 R
L e
1o, @? ..ot 2ak Lmrt
x)
e N s e [2E))
@ |10 1@t s | =0 (B
1 $;+1(L'2,‘+1 (Z}:‘_rli :11".-.*_1.... :z:f_;_‘ll

le  z? ..z 2F .. it

(163)
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—

En substituant cette valeur (21) dans I’équation (18), on arrive a '6quation:

(22)

qui 4 cause de 'identité

'(5-1)

al
R
L_

; h(_l),+p Viiiz) (@). (‘P(x)) . 1 95"9

(#, —y) (—a,) ...

1z a2
1&g 22
1 2. xf:l?
s P2
z—7, i s

i - (i) (2, 2 (@¢y—Tiy1) ... (@ —a,)
(% - 2g) .. (20—, ) (=) (2p—2eys) ... (g —a,)
£ -
(g —s—y) (@ia—z;) (Zig—wiyy). .. (% y—z,)
(ia—zx,) (37,‘_1—-&7,-“) (i —iz,)
@—zip1) ... (0:—1,)
(Bp—y—t,)
15~1) (p—21
=1 AT =Ty (=) (2 —,_y) (Br—ogs) e (y—2,)

(2g—a) ... (: (o= 1) (2y—~iy5) ... (@y—a,)

(% c—2;3) (Bime—Tip1) ... (Tig—ut c)

(@ea—Tip1) ... (B y— e)

(Bepa—iga) o (g, - z,)

(xp—l‘*wp )

= (2% —2,) (w,— e (Tig—ay) @i, 1) (T—0015) ... (xi—z,)

(164)
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est égal & I'expression

% _ 7(z)
I m‘ (—1)+e. y[f(.?} ( L*‘l

—

(23) I ( 1)f+p
(20— ) (% —y) . (T —Liy) (T —ay1) oo (@ ~2p) 7
qui se transforme en la suivante:
ox; | @lm VR(z:)
(24) Oy —(x—:c.-)zk—X' ‘P’(mf) '
On en déduit finalement:
3 I=p ‘)VR( = . { v
5 % _ 2V R(z:) ( P(x) )
(25) ovr Zw"" 0w~ @) Zw" L5 J -1
=1 =1 .
done la racine carrée
, a(l';'
@'(:) E.
(26) Yi= VER(z,)= =,
22 Dk - 9-3-(—62) 1—1
1551
a la forme?) .
J— P
(_27) = V—R{wi) lx' +Qﬁx‘ —l_ + Q

[

d'm polyndme du degré (o—1) en »;. Dans 'expression {27) les coefficients
Qoy Qi -ne , @y, SOnt A’aprés les éguations (9)

=@, (1, e , Vp)

fonctions analytiques des arguments vy , ..., v,. Comme les fonctions @vy,...., v,)
sont racines de I’équation algébrique (16), la non-uniformité des fonctions
(27) est démontrée.

‘Passons maintenant aux expressions:

i=p %

(28) S ATRNAEES) / ALy (k=1,2,...,0),

=lagjq

) Weicrstrass: Vorlesungen tiber Abelsche Transcendenten, Qeuvres complétes
t. IV, p. 4564 et suiv. -

(163)
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dans lesquelles Ir désignent les intégrales canoniques de seconde espéce
étudides dans la premiére partie et les chemins d’intégrations sont les mé-
mes que dans les intégrales du systéme (1). En substituant dans les intégra-
les au second membre des équations (28) les développements (3), on pourra
obtenir les développements des functions Ty(vy, ..., v,) suivant les puissances
entidres et positives des arguments t,, 4, ..., %,

(29) Li(vgy o, 1) = Dty one y o) 5 (=1, e @)

En tenant compte des valeurs des variables 7,
séries (8), on aura dans le voisinage de v,=aq,,
veloppements nouveanx:

(30) Li(vy, ...

ey Ty données par les
VgT=AS, e V=02, les dé-

] UP) = g‘y(vh ARRME] U’); (k=1) e 79)'

On serait conduit par la méthode du prolongement analytique appli-
quée aux développements (30) & des fonctions analytiques uniformes; pour le
démontrer, il saffit de snivre la méme voie que celle de Weierstrass
dans la démonstration de P'uniformité des fonctions E (@ g5 00,00y u,) et
Ty 10)4.1)  On aura de plus pour les fonctions analytiques uniformes
(v, ..., v,) les formules:

Li(v+1, ..., v tl)=I(vy, ..., v,)
30 l Li{v,+nia s ..., vt =I o, ., Vg )— 2rmier,; e,m={

1, quand a=*k

0, quand a==k
(ai=l, ..., 0).

En posant d'aprés Weierstr ass
A =2 7 1y e, 3,)

oo )
oy B va N | & v, Y
3 E ) (ot ) () (4 )
[
on a l'équation
kBt [ S S R

i 0 o o ] 2
e [.? tave + Zpa vy 4+ 3 (na + Wa) (e + vﬁ,,]—2m‘2 Vo ta ~— ni X Ve V'3 tas
a=1 a=1 a=1 a=1 (a3 =1 '
SV T,
[Px - Pp ] (ve)

') Osuvres complétes de W elerstrass, t.4, p. 467 et suiv.

(166)
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done, en prenant la dérivée logarithmique, on arrive an systéme:

2logd [ }V;‘;:] (41, ..., 9,-+1) _ dlogd [::1::;:5 1oy, eee s 20)

0'Ulr al‘;_ ?
Blog & [} ] (bt tp ) Blog B[ % ] (o)
Pronlip = By by — 2igs,
EDN Qv !

tout 4 fait analogue au systéme (31).
Les fonctions

Alog# [ %] (g, ..., 1)
(}7)1{

(33) Ti(vy, o, 0p) — 3 (=1, ..., 0),
considérées comme fonctions de «;, sont uniformes sur la surface primitive
de Riemann; d’ailleurs elles ne possédent sur cette surface qu'un nombre
fini de poles, donc elles sont des fonctions rationnelles et symétriques des
points (2, VE(#;)), ... , (2, VE(x,)).

En particulier, les fonetions:

dlog & e )
i) R D mente) gy,

(84) Ty, oo

considérées comme fonctions de z,, ont les poles

(33) oo, (20— VEiw), (23, —VE(@; ), ., (@ ,~VE(®,)) ,

dont le premier a Iinfini et d’ordre 20—1 et les p—2 snivants sont simples.
Nous effectuons 1a détermination de ces fonetions dans les cas o=2 et

0==3, d’ailleurs la méthode employée peut s'étendre facilement aux cas su-
périeurs.

4. Fonctions Li(y,v) et Li(wy,v,,vs).

Etudions les développements des fonctions

(7, s Jlog B(v,,v,)
[@n] B~ 2108 Blnie) | 4 (o [ w0 — HEHB ],
Y B (v, 2 ’ 3 log B,(v,, 1)
I (w)zl[jl('”n”ﬁ) - ? logdszvl’@]+(m)2? [L"(vl‘vg) T ' _ﬁ] ’

(16T
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dans le voisinage de 2,=co. Ici (®)i désigne le déterminant adjoint & I'élé-
nent o dans le déterminant jw,|, done (0)11=0,5; (@), =—w,,; (@)ye=wy,
de plus on a

i=2 %

K . a7 262 o 83
L =3 | i e dr; (k=12)
:’- 3VR(z)
=1 eg g
olt
@or== 3t -+ 2yt Wa2r3  Aop == — @ = 2P, 01,
k== 11 — Pyry; 13y = — Bwy.
Comme on a

(@183, + (@) 125, = — 3(awy30039—w1301) = — 30 )
()45, + (@)agttgy = 3(‘“12(011_&’110712\7 =0,
nous aurons dans le voisinage de ,= oo les développements:

(@12 1[11(’11“1‘2)— M&Jﬁj + (a’)ﬂl Ly{vy.0g) — é‘lgg'ﬂi(‘vhﬂi)nj
o sy
1

3
=—a;® x4

dlog 9,(v, v, 9 log &,(vy,v,)
@) I (w)m[Iﬁ”u”f - ‘;g%‘l*il + (m‘gz[fz(vluuzl‘“——m%@h]
1
l = mla:,?—}—....

ol &y, my, ... désignent des coefficients dont la valeur n'est pas pour la suite
nécessaire.

La fonetion symétrique

@ —w. Vﬁ(xln——l/[i(zi
2 —x,

a daus le voisinage de 7=co le développement:

T i ) 7YV 3 1
(5) ~w-ﬁwﬁ-=—wxﬁ+lﬁ,?+.m
T —ax,

done les fonctions suivantes

2 log 9. (1 ) ) ) .
(“’)u[Il(Uh%) - &%@@ + (w)m[Iz(”lyvz) — ﬂl—og—g;ﬁhu]

\ VR(z,) — VR z,)
(6) < G = 111_12 2

1

. 3 log 9, (v,.2. {1
(o}y, lfz("hﬂfg) - 2108 U5y 1;;(1)1,2_31] + (w)zz[fz(l‘n’l’g) — ?_lo_g%;(z],zg) ]
] 2

(168)
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ont toutes deux dans le voisinage du méme point ;=co les développements

i

de la forme aw(i—‘r-.u., donc elles n’ont que deux poles simples x,=o0 et
(s, —V}T(a:g)). Done les fonetions (6), comme fonctions rationnelles de
z, et VER(z,) et n'ayant que denx voles, dont I'nn z,=,, VE(z,) = —VE(z,),
est tout 4 fait arbitraire, se réduisent 4 densx constantes. En effet, les fun-
ctions uniformes (6). comme fonctions algébrigues du point 2, appartenant
ala courbe y*=/#(z) du genre =2, ont d'aprés un theoréme bien connu am
moins o-+1=3 poles simples tout 4 fait arbitraires.

La valeur de ces constantes est facile & caleuler; il suffit de poser
* =, ©y==as, POUr voir gu’elles se réduisent 4 zéro, En effet pour z=q,
Ly=ay, 00 & v;=,==0), T, 1{0,0)=L,(0,0)=0, 9;(0,0)=49; est différent de zéro
et ¥ (o) = (3&”—27:-’1'3)‘) =0 comume fonetions impaires.

On a done finalement:

| (@) L0 — 2B B0 T (@) Ltr,y7y) — 218 B |

oz, o,
). = o G — VB
‘ T —x,
(w)gl[ll(v‘,p,)*_d_ml”g ‘?ﬂ(‘l'”ﬂ‘-J + (w)._,.;,(li_.w,,1~._))-~ R LACEA] I:ﬂ,
. [N e, i

Lot & cause du déterminant w==0 on obtient:

) d log 9;(vy,vs) = Ii(v109) - cons VR (x,) — VR (z,)

E P— 5 (k=1,2).

Passons maintenant & la détermination des fonctions T (v, 29, 15);
(k=1,2,3). Etudions dans ce but les développements des fonctions

< ) log 8(vy.0,,)
dlog d(vone) |
@ 3 @ | i)~ B |y
k=1

aux environs du point z,=oco. Nous commengons cette étude pour /=1, on
aura d’abord

(1)
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=2

[ PACTACTRN
k=1

(1077 o = o ) .
_\ l Zlw)etor T2(0)1x @11t +Z(0)1x Cap 22+ Z( )1 131 23+ D0 ﬂmx*‘f‘Z(U))u_(lu, r
P 2V R(x)
k=1as; 4

olt I'on a
== 5yoxt- 4pmar - 3pan &+ 2ps0m +p, 00,
U= 3tar~ 2Py Paos— P11,

J == Y1x— Polsf — 2]13€01h

1

/ A3e == ~— w2y — 2py0ap— 3172wxn,
A= — 3war— ipw1r,
! _ (k=1,2,3),
A3 == — DWWk}
done
=3
AN | @9 oy Oy Wag | Wy @
o (@hrag=—5|wy, 2 3
T— W3y Wy W3y g3 | 031 W3g
O O W |
=—0| Wy gy Wy |==— 50w,
| W31 w3y g
r=3 F=3 =3
e (W ay = — 4p, E (01 w1x— 3 E (0)1x 2= — ipw
k=1 k=1 k=1
=3 k=3
Z (@) agaxt4 E {whraz oz’
k=1 k=1
2VR(z)
1 .2 { ) 5 w 2 3p, 2
=T 2 \1 +%—+Tﬂ§—+) (For+iport) -——{5zz L %J.z? . ) ,
- ks ] -
k=3
5 3
- - hw =
E ()11 Te{ 0y 09,0, )= — 22, T — =5 + ..
k=1

et enfin, puisque r,=oco est un zéro simple pour la fonction ¥ (v, 2, 74), 00
arrive au développement suivant:

(170)
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s
’ 91og Hoy,ra,v 3 X 2
(12) Z (@)1x [L,-(vl,nz,vs) — —T(D;?_lé)ﬁ] =— wr? — LIEL T
k=1

La fonetion (9) on (12) est une fonction algébrique de x, et symétrique
en (zy, VR(x,)), (@3, VE(m,)), (74, Vi), de plus expression (12) considérée
comme fonetion de I'argument «, a encore deux poles

(13) (=2, VR{2)) = — Vm;) 5 (B==2y,V I(z)) = — 1'7"—(-973—)) s

done, puisque la fonction symétrique

o [ VB V) | VRle) — VIE) | VTG — VI |
() — 2 [ z,—, + Loy + P
a les mémes poles simples (13) et dans le voisinage de z;=co est représen-
tée par la série:

o Ty | T < ol o VA, = 22
_i(1+5>1+51‘2+ )xl (1 +~2-._T1+....)+ . (“*‘x, ; :rlﬁ....}
o VR(®Z) () | 7, @3 ool e miy Jad st
e (1+51+9—01~2+.... R D ht xi.(l—{—- e
c’est & dire par le développement
3 r L A
(15) —wn? — o ‘% + mg_g—"]xlﬁ -+ s
la nouvelle fonction
k=3
8 log H(vyva,05)
S 2 (M [Ik('l’x:”r"s) - "—a‘{,f“—‘z_‘l
(16) k= o o S
( ® [VR(.'m) —VE(x,) . VER(x,) — I’R(TR)_}_VR(%) ——I]{(x,)]
+_§_ T —y + Ly Xy E—y

a les mémes poles simples (13) et dans les environs du point r;==coc est don-

née par la série
Ly 2
e B

(17) 0.5

(171)
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La fonetion symétrique

!I VR(z,) (yt-m3) o, 1

II/E"”—:') (@ytz,) x, 1

_ o .‘lj"(%) (@ +ay) 2, 1
2 (ory—my) (wy—1t,) (ay—a;)

=§ [(wzws") Vi) Vii(z,) Vﬁ(—%)-—]

(7:1—20,) (951“*5'537 Hete) (zp—a,) (“‘2—‘-7’-_1) ) (3—ry) (%3—2,)

comme fonetion de (zy, V%(,)) a les mémes poles simples (13) et Ie pole
triple #;=oco0, dans les environs duguel on a le développement

done Pexpression

f=3
2 (@) [IA-(Z’ly‘i’zﬂ’a) — @%’&)
=i K

of Vi) — VE(z,) | VR — ViE) VE(z) - VER(z)
3 [—‘77—72“*‘*“’;2%3 T ]

(18)

Ly—y
— Pl VR , VR
2 [(x:, I as,(“’l‘“”?) (%‘%)ﬁ_(ﬁa—!—xl) (“’2“’3)%‘22)‘“”1)
S—
F () A

1) ]
(Z3—) (23— 2z,)

a trois poles simples

T==00, (@==y, VE{w,) = — VA(zy)), (2=, V R(z,) =— V()

et par conséquent, comme fonction algébriq

) ue du point «; sur la surface de
Riemann correspondant & 'équation

Y=Hlz), (o hr)=a"bpad+ .. L potpr)

de genre o==3, se réduit 4 une constante. Ceite constante est égale & zéro
puisque pour a;=q,, ’

=03, =0y, l'expression (18) se réduit a Z€ro,

172)

—_——
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On a done finalement:

k=

3
Z (w)lk [Ix-(vx gy ) — 2 log 'B(hﬂw]

dvk
k=1
o | VE@) — VR | V) — Vi) | | j@;@@]
PREE I = =
ol VR (1'1)__~L . ]'ﬂ@
+ 2 [(J/.‘H—xa) (z,=-,) (m— 75) (I‘xwr%){.z?_wz) (2y—;

Vlf(dc3) ]
(ms—ay) (rs—ig) 1~

+ (@)

Liexpression analogue & celle introduite plus haut dans (10) a la forme

=3
(20) E (00)ee Li (v 09,04)
=1
et, comme on a
(0218517 H(@)gatss—H(0) 2355 = — Bl{@)ay00y; + (@ )y H ) oy = 0,
(s ttay (012249 H(0)a3 35 =— (01 (Bewgr4p 01, ) —(0),5(Bewo 411 0,5)
— () Bwytip o) =

la fonction (9) aura pour i=2 le développement suivant:

3w,

k=3
N 2 log 9z, .ty | 2
(1) } (@ (Ix(vnﬁgﬂ’a) - = (ﬁ’"&) =—onEd .
k=1

dans le voissinage du poiut z;=o0. o
La fonction symétrigue ayant les mémes poles (13) que la fonetion (21)
(VE@) =« 1
VRE) e 1
VR (y) £ 1

() (y—5) (25— 1)

VR (z) \ VE (ry) ]/H(?cz ) ’

=e [(“"1"%) @ %5) | (m—my) (y—wry) | (wg—ity) (23— x)

]
|
f

(173
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considérée comme fonction de «; a dans le voisinage de x,=co le dévelop~
pement

3
wz T ...,

donc 1a fonction algébrique de zy

=3
: 3 log & {vy,v5,0,)
@2) ‘ g':’ (@ (I" (aa,0) — =5 J‘x_)
rol
(@ —my) (2,—axy) (2 —3) (wy—ay) (®3—ay) (xy—a,)

a trois poles simples
Ty=00, (‘xl:xﬂ’ V'ﬁ(:;{) = VF(ETE_)), (x1='1‘31 Vm;l-j = V‘F(:;:))’
done elle se réduit & une constante, qui est d'ailleurs égale & zéro, puisque

I'expression (22) disparait pour Ty=a,, Ly==a,, Ty==qs.
Enfin la troisiéme expression 9):

k=3
3 log P (v, K
(23) _j‘_, (@t (Lu(oy,00,0,) — Zhog o) )

. . 1
a dans les environs de Zy=cc le développement de la forme azr, T - ...
puisque

(w)31a51~]-(a))32a-2—}—((0)330[53 =0,
("3)31“41+(w)32”42+(_w)33“43 =0,

(w)31"31+(0332“32’:—(51’)33“33 = [((B)Slwal_ll”(w’3‘_’0)32_!"(50)33“)33] =—ow,
r=3
. 1
Z (W)Skrk(vlavzﬂ’s) = 0%F 4.
k=1

> . . . . .

L expressm}l ( 23) a trois poles simples done, puisque elle est uniforme
sur la surface primitive de Rieman n, elle se réduit & une constante, qui
cumme plus haut est égale & zéro.

‘On a donc finalement trois équations suivantes, qui déterminent les
fonctions Ty(v,, 1, 05): '

(174)

SUL LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES etc. §5

k=3
3 -
(@b [ 1, g — 2108 800ncy) ]

al/'k
k=1 .
o [V VRE) | VT -1 i VR |
R = Lyl T—r,
of iy VEGES
+ a3 () (‘*—xl_ 250 {—13) —F(yty) (m;z-:ﬁ—(xg— %)
24 T ) e |
k=3
R 0 log &v,,00.0
E (@)ar [Iz.»lul-,lu_,,z*3) — ~—~—-ﬁz-—i1
=1
- [ VEBiz,) VBw) VI ]
- (@1—my) (0—3) ' (Ty—my) (ry—a;) | (wy—ary) (g —my) 1
k=3
3 log O(vy,v,,2
2 ()ax [Ik(”u"’zﬂ’s) - —b“a%:‘—]“,—il] =0,
=1

et dont le déterminant o? est différent de zéro. La résolution du systdme
(24) donne les valeurs suivantes des dérivées logarithmiques de la fonetion
& (vy, v, v3)

3 log §(v,,05,05)

I . dvg - L—(Z‘, )
w;’fl'l/ﬁ(;:’ —1 EE_}_ IJTE —I EY’—’—L— Vi) — VYTT“’;?]
+ 2 Ty —%y ! p— ! *y— ‘
Wix Vﬁ(@‘_ _— . __mJiP_T(}i_
(25) - T[('E2+T3) (2, — ) (2,—73) THastm) (zy—y) (23—;)

VRiz,) ] wﬂ_[( VE(z) _,  VR(®)

+ (g +iry) (w3—iry) (@y—a3) Ty — k) (@ —ity) (L @) (i —i )

VR@) . s
\ ey oy | 0=129

Les formules (25) constituent la généralisation cherchée des formy(les
(8), qui sons une forme complétement différente se trouvent pour lfl p@mlere
fois dang le Mémoire cité de M. Weber. La méthode empluyeo? (}ans Ie‘s
deux cas p=2 et p=3 peut étre étendue facilement aux cas supérieurs, il
suffit évidemment d’étudier les développements des fonetions

(17
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k=p
R dlog ¥y . wy) ) .
26) N (@) lIk(z;],....,ve) — SRRt | (i1, e 0)

=1

dans les environs du point ay=co, qui est un pole d'ordre 20—1. L’addition
des fonctions algébriques et symétriques de o points (o, VE(x2), conve-
uablement choisies permet d’abaisser Iordre du pole 2,=oco & un, done la
fonetion construite nouvelle

k=p -
a log H(vy, wuee 2,
[ S‘ {0l [Ik(l’n B L?(%;L“ﬁ{ll
r=1

+fi (@, VE(®) o, 2, VE(z,)) 5 (i=], ... 1 0)

w’aura que p poles simples

#==00, (+y==ry, VE(z,) = — VH-Z;)), (=23, VIi(w,) = — VE@)), ....,
(i, Vo) = — VEGD),

donc puisqne g—1 de ces poles sont tout & fait arbitraires, elle se réduira
4 une constante, qui est d’ail'eurs égale & zéro, puisque tous les membres de
Pexpression (27) disparaissent pour By =0y, o, Le==az—;. Comme le dé-
terminant du systéme linéaire (27) est différent de zéro, la résolution de ce
systéme (27) fournira les valeurs aes dérivées logarithmiques de Ia fonction
théta.

5 Développement des fonctions symétriques
Tily, Ty~F%5, €1 Séries trigonométriques.

Le développement de« fonetions 2%y, 71+, en séries triconométriques
a été obtenu par M. Appell pour le systeme des formules de R o-
senhain; emploi de ces derniéres formules a exigé une discussion mi-
nutieuse, ce qui était la canse d'un certain obscurcissement pour la lecture
du beau mémoire. Toutes les difficultés disparaissent, si on se sert des for-
mulesde W eierstrass. Ecrivons dabord les périodes des intégrales
de premiére espéce

T s )

V R{zx)

(1768)
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——— T T

d'aprés les formules générales du numéro (1) de Ia deuxitme partie. Noas
avons eu les formules suivantes

a3,

: % o -1
20py= 2]61:0#; 20 gy == 2] dew,, - 2] dwy—+-.... —{—2](150,“
Dy -1 2 LY Ray_9
done pour =2, on aura successivement
° dx I dz w da,
2op=—2 [ =22 __. o 4:21—_——_ _ ;20 =—2J =2
" !, VEER®' T ) ViR <O V=TFx)’
1 ay To
.al' dx N T xdox
2’ 2:—~21:]~.: ] 24“_ .2 :~2/~—~_,_— ;
! LV=R@ TV =R@ T T vy
o ay a;
6]
Yoo "»_ocdx - 9 — ‘7i7. xdx %' 22] zdx
- =z —= g—— A = 2 S —
) VIR@ O JV=R@)' " —Rlx)
a3 %
! K zdz
2| e,
' + / V—R(x)

s

puisque, en posant sous le signe dintégrale dans Iintervalle (oo ... @y}
4 ITx) =+VR@), le prolongement analytique donne pour VER(z) dansles
intervalles (o ... a1}, (ay ... a5), (as @3}y (@ v @), (... — co) SUCCESSI-
vement )

+iV—B(z), —VF K@), —iV—R@), +V B, -V —E@),

ot la racine carrée dn nombre positif () désigne la valeur arithmétiqne.
Nous pouvons écrire

[ I ( f Tty e E_‘:El_dm).
@ J VE(x) —a—a VR(z V() !
D (o [ e [ )
VER(x) -0 ') VEw) VE(2)
Prace mat-fizvez. t. XX. 12
am
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done, en posant

£y r—a ﬂx r—a
20, =2 5 day 20, =2[ -TTB_ da; 200 =~9'/ 8
n= /7/+ @l 12 , V—{—R(x) 3 11 V-—B(.D) X
o — T a—
2 = — 20| —F—dr |- 2| o= dz; 20, =—3[ = _Z,-
. /l/—km) T Jl/——]?(x_) " / VFEm
3) )
[ @ " r—a i z—a,
2025y =2 e dity 20" =—2 | ==L di; 2= -2 [
% .{V+ R(x) n } —P( z) - { — R(z)
r r—a
+ ‘ Vo R@
on aura:
) (a—odoy = Q1 — Ly (a—a;)0; = £,9—0;0;
(ay—ay)wy; = ‘11911‘_03!221§ (=0’ 0y = 0;0215—0a,Qy,.

Mais les formules (3) donnent

0u>0; Q,>0; 2,<0; 2,>0,

done
(5) 0= 'Q!l ‘QIE 0
‘921 !222
et d'aprés les formules (4) on obtient de méme:
) o= 7 :___1__‘ 1 —1 2, 9, 8 =0
Wqy Wy (ay—ay)? Qm sz Ta—ay T

car les nombres réels a; sont rangés de la maniére suivante
(7) Q>0 >0y > a3 >y

Les intégrales normales

(8 f,-Au"[“Au'z' dz; [*42!+i2ﬁ i,
VR(z) N VE(x)
prennent ici la forme
) fﬁzaj‘wmx _f O —OuT
2wV Riz) 20V R(z) ()
(178)
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puisque on a en général

ol w est d’aprés la formule (6) un nombre positif différent de zéro
Les périodes des intégrales normales 9

11 01 Ty Tia,
0,1, Tory Toz,

sont données par les formules

a:, o, EA
/ B9~ % Wag—W; X '
! 1:.—/ 2 127 dx. BTN e g mme g | P20 T
! oV +Eiz) j Wrh@ ™ ’ ©V="R(z)
_ " Wa5— 05T " Wog—W 57
Tyg== 1 | — 12T — =,
1 { oV =Riz) oVl —Tiz) s
(10, a, £
Wy —wy & I T
0= —H U7 g = / B gy gy =i BATONE 5
! wV/FR(x) ! oVFRE) T Jr.l oV =Rz
[ Doy~ W& -n' Doy 01y %
09— 7:{ — dr—
2 +.a wV/—R(x) !’ oV—R(z) '

qui avec les inégalités
(11) o >05 0, <05 0y>0; w,<0

déduites des formules (1), donnent

{12)

Wy
@y < — -2y
1

done, Q"aprés les valeurs de 7.3 dans les formules (10), on voit, que les mo-
dules Ta3 SOnt purement imaginaires de la forme

(13) To3 ™ i‘t'aa

0l 74p sont des quantités réelles.
On a encore des équations (10) les inégalités

{14) T >0 >05 Pu>7,>0

179,
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done enfin les inégalités:
(15) Ty > 05 T>0; Tt — 7%, >0 '
qui assurent la convergence de la série

"9[" ) (01, va)

“s‘ ai| (ret 2 Y racto(t 2 3) (2 )m ,a+(nz+a)m]+’m[(m+ ) (e 5)+ (i) ) (++£)]

(n,,u,):—oc

Les valeurs (10) des modules Tep PERVEnt encore s’écrire

r
D110 99— Wy 0"y
1177 2970210 g9

b Tog——
1 2
(16) D109y 3y Oy 1029 W15009;
. ®. v ’ ro_ ’
Ty =Ty 2@ 197 W13 gy 0130y — 0wy 0y

W31 Wag— 1309, W11 W99 W 155y

ce qui correspond aux formules (11) du numéro (1) de la premidre partie..

La question des périodes étant complétement traitée noms pouvons:
passer aun développement de deux fonetions hyperelliptiques 2z, et -tz
qui naissent de Uinversion des équations

~ ] VE(z) +/ VZ%

)

’ _wdz j dz % 9
V[‘l x) VR-(-'LT) = 290y T Wy309 ,

y

= 20y 20450, ,
(17)

ou encore des équations

(18) [dwl+/dwl =, ; fdzaz—{—/‘clm, =7,
dans lesquelles les intégrales
(19) f Q= [Antdiz
VR ()
(180)
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désignent les intégrales normales (9). Ces deux founctions hyperelliptiqnes
ont la propriété de la périodicité par rapport aux périodes du tablean

l, U? Ti1s Tig,

0

> 1, Ta1s Tag,

<’est & dire on 4, en posant & 1=ty va); Z-Fa,=fy(v,,vs), les équations
simultanées

fivH1v,) =f; x(Pe) 5 f o0 H-1) = fk(‘”zﬂ’:v) ’
N Vy+7a) =/H{v1,03) 5 ﬁ:("l'i"‘m”s"f"‘ze) =fvpea); (B=12)
donc aussi
T, v R = filo 0,); (B=1.2).
En posant
i +oo
\ Ty Ty = 2 P, e2romioctanenis,
My na)=~c0
(20) . too
A anm 20, Engieiv, ,

i

i .
| Fa%y ==
! (ry%a)== oo

0N aura
!

11
s iy == / / Ty Ty ¢~ i 2nszioy iy o
Vo

1
’ Q”x"! _} _/ (% + Zy )3_2"’2&’__2”"‘““” dvl dﬂﬂ .
00

Les développements (20) sont valables pour les valeurs réelles des ar-
guments vy vy, et ils convergent uniformément pour ces valeurs. Quand les
arguments v;,v, partent des valeurs réelles v;*,»,®, données par les équa-

tions
T te,

1‘|"/ Ay =0y, dw,—{— j o=,

a, “l

ol y, désigne un point de la droite a,a, et 8, un point de la droite a;a, (voir
la fig. 2), et varient par valeurs réelles de v,® et v,® & v, @11, @41, les
points x, et x, restent sur I'axe des guantités réelles et passent: le point z;
de y, & a, sur le feuillet supérieur, de o, & @, sur le fenillet inférieur et au
dessus de la droite ayay, enfin de a; & y, sur le feuillet supérieur; le point z,
de 8, & a, sur le fenillet supérieur, de & a, & a; sur le feuillet inférienr et

(181)
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au dessus de la droite a,a; et enfin de o, a dy sur le fenillet supérieur. On
voit tout cela des équations (10), dans lesquelles entrent les intégrales
prises d’une part entre a; et a,, d’antre part entre a; et a,.

On voit done qu'on peut opérer un changement des variables réelles
dans les intégrales doubles (21) en introduisant aun lien des variables vy, Vs,
les variables x;,%, décrivant sur la surface de Riemann les courbes fer-
mées Ly, L, situées respectivement sur les droites asay et a,a,.

. . . o(vy ., .
Le déterminant fonctionnel a—-lJ—; se calcule aisément des équations
71,25

(71,1’

(18); on obtient la valeur suivante

2(vy,vy) —_ e e S
(ay,7y) VE(z) VR(z,) '
done
1 [ @@, —xy) —on '[‘7dw +jgdw] 2 '[j:d s+?¢
(22) Py = [ [SEEEU 200 o] Jaeckfde, [ Jawrtfom ], o
4wl.! VER(z) VR(z,) co :

Mais d’aprés les formules finales du numéro (1) de la deuxiéme partie
nous avons

2, oo L)
1 T :
/dwl——”g_"'l" 121 H /d‘w1=%g-, /(lmg:‘jl__}_%?_’
a 4 2 2
) as @
23
(23) ? . 1
= T
| / G =—g+35,
| a,
done
ﬂ!‘ oy
(23%) / dw, = L m—my s [diy = — 1T
N 2 2 J R 9
L) as

et la formule (22) pourra s'écrire

24 P,, — — " eritt et i ) / { 21— ) B2y ) Ey) deey da,
4w 2 VE () VB (z)

oll E(z) désigne I'expression

\25) E (.’.C) — e——znx,m‘:,/tdw‘— 2m,i af‘ i,

* (182)
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Dans l'intégrale double (24) les intégrales se séparent, done

§ @M T Taa) Wyt (T 10— Tas)
i’n,n, == (_l)n. - o

(26) ) /'xle(xx)d=‘01_ ) { wB(xy)dzy J'%E(@'Jd%_ %o E(75)dT, g
l VR(z)) J Vi(x) VR(2) o VE(x,)

Ly
L’intégrale (21) aura de méme la forme suivante

AT T — T 1ol R U —Te)

. \ Drae = (=17 4o
(26%) ¢ xlzzf_j(xl)dwl_ ,Aﬁ(f?)_df%_ E(z,)dzy "'xng(.Tg )dxgz
(‘ {11 VR(z,) lh VR (x,) o VE(x,) o VR (x,)
t
E:.n posan L {x*E(x)rtgg
@0 = aw

@

on obtient pour Pn,a, et Q.. les formules snivantes:

_, endimraltaieane | Ty Ly |
I Py = (=1 e Ly Lo |’
(28) s griailzn =Tt rymiin - 1) | Lna Lo [ .
Qmmgz(— ) T - 4o . [122 L2°
La fonction
d.
29) I ——
VR(z)

est finie pour tous les points & distance finie de la surface de Riemann,
et le point & I'infini est & partir de »==2 logarithmique. En e'ﬁ'et, on a dans
le voisinage de z=co successivement les développements suivants:

L —i[ By B J
— 2 1 —_— —_

’ J‘An“'ﬁlmz dz=C 24, 2 Ay4-Bidis 2 .131‘411'%_‘!3:4412 -

/(Zwl = = Zz =0 — i 3 i A %
“a ‘% VR (=) z3 ) T

; " Aoy A0 dx=C" 245 2 _Azx+ﬁlA22 _ _2__ﬁ1421+ Badss

’ diy == — = 3 B 5 3
e, VE(@) Tz xz Xz

(1%3)
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Pour déterminer les constantes € et ¢, faisons z=oco et employons

les formules (23), on aura

1 T ‘ 1 Tig
O=—g+3s O=—g+3,
done
amgget (2 T o i 1 T
) — g—zn,m(_?-*.? i — 3 4+
Joo2dn 2 ActBde 2 Biditidn ]
T e
12 22 2‘2
24 2 Aok Bide 2 Budatfydn ]
e B S s
22 z2 z2
ou encore

it de) | ke on e
= 3

E(@) == (—1)mtns | gmmine—nivg o A

x /2

En développant la fonetion expouentielle et effectuant les rédu-

ctions on arrive 4 la série

l E(@)== (—1 )b _ gsitnzut-nm [H_Mw_)

m2

(30)
8at(n; A1yt-n,4,,) ]
- ‘—_-—x—"" A— + e -

On aura done finalement dans la voisinage de =00

’ __x ' X 29—
sy | O Ty Bt i 2
i dmi(ny Ay5-n, 459) | Bi—8nn, 4 1o 4p5)
| L1 dgntal  fosetefutngar g )

eh ce développement montre quil 2’y pas du terme en %0— pour v==0 et »=1

et que le résidu pour »=—=2 est égal & 1'expression
(32) (—1)retne | gmmitnzictnann | dai(ny A y-tnyd,,).

Les fonctions &y(z), @,(z) sont partout finies sur la surface de Rie-
mann et la fonction $y(x) a seulement mn point logarithmigue & I'infini, et
le résidn correspondant a la valeur (32). Les fonctions D(x) et Dy(x) sont
done d’apres 1a terminologie de M. Appell les intégrales des fonctions

4 multiplicateurs de premilre espéce et la fonction Dy(x) est une intégrale
de troisiéme espéce.

(18%°

SUR LE DE\%ELOPPEMENT DES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES ote. 7

On aura le long des coupures a,, bu, ¢y, successivement les formules

2,(a%) = @,(&7) 4 Lu (lelong de a,),

(33){ Dy(z) = &,(a7). e-2lwwtoend LY, (lelongdeb,); (u=1,2; »=0,1,2),

D,(xt) = @,(x~)+ C, (le long de e,

dans lesquelles Ly,, M,,, C, sont des constantes et en particulier la con-
stante Ly, est identique & celle employée plus haut (voir la formule 27).

Fig. 8.

La figure (3) nous donne certaines relations entre ces diverses con-
stantes. On a en effet successivement les relations

[ B,8)= By(@) + Lu,, 2.()=P,(a) + La,
B,(B) = D,(p). e mmwtnwd LA, B,(y') = B,(f) -+ C,,
%,() = B(3) + Lus, B(y') = O, (§)stmiomrt o L1, ,
BUY 2,00 = Byttt Bsy, BE) = B4e) + L,
B,(8) = B,(e) -+ 4nio, , B,(a') = B,(&)p>mtotwbnse 4 M,,

P, a)= B8 + C,,

Ol o, désigne le résidu de 'intégrale &,(x) au point s=co. Les équations
{34) donnent par 'eliminations

v

4mic,+C, — .____91___q__

(35) Lyy= m s Ly = g2 kot ngTa) ]
ol

{86)  oy=0,=0, ogy={(—1)mtm.emtrnd 4 (n A5 1n3d,).

(185)
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En substituant les valeurs (35) et (36) dans les formules (28) on arrive aux
expressions

M T Ry
Pywy=(— )"’ - (71:A1°+’3 2420) 0 s st —1) (2wt 1)

T IT Ty

n
Ll GV P (A 5tnydys) Gy (gmitmmutnat) 1) (g—2mim mat gt 1)

qui a l'aide de la premiére des formules (35) se transforment en les suivantes:

42 L
—( 11
N ' Poppn (102 Oyt i) o2 s
(37) da? L.
—_(=1Y1: 10
l Q= (=1). P - (Mg Ayg g d ) P pa rr——r—

On peut donner aussi a ces formules la forme suivante

o I

P == (1)1 2 _ 11
| == (=D 2 (0 5—nt00yy) PR e e X
{38
Ly

0y 3N, -
(may 20y1) e—ailnTat )l __ guingatum

, 2m®
e
ol les intégrales L,,, L,; peuvent aussi s’écrire

Lyo=v(ny,n0) + ’P(—"n_"z) 3 Ly =vy/(nym) + Yi—n,—n,),

_ e eBws
(39) 1[}(721’123) ) VR(.T) 71”(731,772) ‘! VR(%')

E(I) — g—2nwi Idwl-—-—2 uf‘ti/(l?['g 5

ay

ot la racine carrée VE(z) a la valeur arithmétique —VI-R(z) et le chemin
d'intégration est rectiligne. Ces deux constantes Ly, Ly, dailleurs va-
riables avec n, et n, sont finies, puisque I’expression

z

z
2nymi } dw, - 27 / dhog
&y

ay

(186)
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_ est purement imaginaire, la racine carrée VE(x) ayant dans les différeu-

tielles dwy, du, la valeur réelle négative, on aura donc

a @

dz . Y zdz
!71”(”1:912)1 \<\ ZW% y W ("’1,"’5)] <‘+V:}_m

ol +VFRww) désigne la valenr arithmétique positive. En se reportant
aux valeurs de w4, @y, O peut écrire encore

(40) [l )| < @433 [ (,m9)l << 9.

Les formules (39) sont valables pour toutes les valeurs positives et négatives
des n, et ny excepté les valeurs simultanées n,==n,=—0. La formule géné-
rale montre que dans ce cas les coefficients Py, Qoo obtiennent des valeurs.
suiva,nteq .
— 2y o2y —Xy) dor-die _ i } f @, 2 ay? — dw.dr
. f [ VR VE(z) o ) Vi) VR@)
clest & dlre

— WMo W01y, — Puhe D
(41) Pyp = p 3 Qoo p .

(A suivre).

(187)


GUEST




