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PRZEDMOWA.

W ,Rozprawach Akademii Umiejetnosei® w Krakowie ukazala sig
w r. 1905 praca prof. S. Zaremby, p.t ,Ogélne rozwigzanie za-
gadnienia Fouriera“. W pracy tej udalosie po raz pierwszy p. Za-
rembie zcalkowaé pewne réwnauie rézniczkowe o pochodnych czgstko-
wyeh w warunkach bardzo ogélnych, réwnanie, ktorego znaczenie dla Fizyki
matematycznej jest kapitalne. Praca ta oczywiscie miata na oku przestrzen
trojwymiarows.

Mniej wiecej przed rokiem, zachecony przez p. Zarembe do rozwi-
nigeia metody calkowania analogicznego réwnania dla przestrzeni dwuwy-
miarowej, prébowalem od poczatku przyjaé warunki ogélniejsze, niz te,
ktore przyjal p. Zaremb a, ale ze wzgledu na pewne trudnodel zmuszony
Dbylem powrdcié do warunkéw p. Zaremby. Wskutek tego metody ana-
lityczne, ktére podal p. Zaremba, pozwolily 1 obecne zagadnienie rozwig-
zaé. Najprz6d trzeba bylo podaé nieco z teoryipotencyalbw uogélnionych—

- w studyum ich oparlem sie na pracy p. Zare mby p.t ,0 rownaniu o po-
chodnych czgstkowych An--gut/=0 i o funkeyach harmonicznych® (1900,
drukowanej w ,Pracach matematycz.-fiz.*); na tej pracy, jak ina pracy
H. Poincarégo p.t. ,Surles équations de la Physique‘. (Rendiconti
del Circolo matematico di Palermo 1894) opailem rozdziat piaty obecnej
pracy. Oprocz tego korzystalem z rozpraw:

Prace mat.-fizycw., t. XX. 1
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St Zaremba: ,0 t zw. funkeyach zasadniczych z teoryi rownan
Fizyki matematycznej. 1901. Rozp. Akad. Um.

S+t Zaremba: Les fonctions fondamentales de M. Poincaré et
la méthode de N eumann pour une frontiére composée de polygones cur-
vilignes®. 1904. Journal de Mathématiques pures et appliquées.

Publikacya mej pracy nastepuje z tego powodu, ze zawiera duzo ra-
chunkéw, badz przeprowadzonych zupelnie, badz tylko naznaczonych, ktore,
jak sadze, wielce mogg sie przyczynié do zrozumienia prac wyzej (,ytoxmnych

Na kofcu pragne wyrazié mojy najwyzszg wdzigezno$é Panu Profeso-
rowi Zarembie za Jego niezwykly zyczliwosé, z ktirg zawsze jak naj-
chetniej udzielal mi wielu cennych md i wskazowek przy uktadaniu niniej-
szej pracy.

I. WSTEP.

§ 1. Uwazajmy na plaszezyznie spotrzednych kartezyuszowskich (2,y)
krzywy C, ograniczajacy pewien obszar, wewngtrz jej lezgey D, ktéry nie
rozciaga sig do nieskofcezonosei 1 jest jednospdjny; przez D' bedziemy ozna-
czali obszar zewnatrz krzywej O lezgey. Nadto zalozymy o tej krzywej
C, e

1) w kazdym swym punkcie posiada okreslong styczna;

2) kat ostry, utworzony przez dwie normalne w dwdéch punktach A
i Bkrzywej C, jest mniejszy od iloczynu odleglodei AB i stalej dodatniej,
zaleinej jedynie od krzywej C;

3) dla krzywej C istnieje stata liczba dodatnia & taka, iz kolo, zato-
czone promieniem §,<0 z dowolnego punktu O na krzywej C, odcina czesé
C, o tej wlasnosci, ze kazda réwnolegia do normalnej w punkeie O do krzy-
wej C, przecina tuk O, 'w jednym tylko punkecie.

Przy tych zalozeniach o krzywej C zagadnienie, stanowigce tresé nl—
niejszej pracy, bedzie nastepujace:

Wyznaczyé funkeye V zmiennych z.y, bedacych spolrzednemi karte-
zyuszowskiemi punktéw plaszezyzny i zmiennej ¢, 0 wlasnosciach:

1) funkeya V ma byé okreslona i ciggla dla wszystkich potozen punktu
2y, wewnatrz obszaru D i na jego ograniczeniu i dla dodatnich wartosci
zZmiennej 1;

2) dla wszystkich dodatnich warto§ei zmiennej ¢, nalezgeych do prze-
dzialu (0, T),gdzie T'jest liczbg dodatnig, dowolng, modul | V| ma mieé gérng

gramcq niezalezng od potozenia punktu y wewngtrz obszaru D lub na jego
ograniczeniu;

@
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3V 82V @2 e s s s .. R
370 5 aJZma]gls’cmeélbyc ciggte dla kazdej do-

datniej wartosei ¢ i dla kazdego polozenia punktu @,y wewnstrz obszaru D;
nadto majg spelniaé réwnanie:

3) pochodne

oV .
(—E—:A¥ 3

gdzie jest:

2y | @7

AV=T t 5

4) dla kazde] dodatniej wartosci zmiennej ¢i w kazdym punLcle P
krzywej C ma by¢: .

¥ ()=,

gdzie jest i'=0 lub h'=1, za$§ h jest funkeyg ciggta spélrzednyeh punktu P,
@ jest dang funkeya spéirzednych punktu P i zmiennej % nadto pochodna
le? ma by¢ wzieta wzdtuz normalnej w punkcie P do krzywej C, skierowa-
nej na wewngtrz obszaru D;

5) do kazdego uktadu dwu liczb dodatnich e, 6, choéby dowolnie ma-
tych, mozna znalesé dodatnig liczbe v taka, iz, gdy tylko jest O<<t<Ty; d2>9,
przyczem d jest najkrotszg odlegloscia punktu xy obszaru D od krzywej C,
to jest takze:

i V(l‘.y,t) - F(:c,y) ‘ s,

gdzie F(z,y) oznacza dany funkeye, okreslong wewnatrz obszarn D.

§9. W ostatnim rozdziale wykazemy, ze latwo rozwigzaé powyisze
zagadnienie, gdy rozwiazemy je dla szezegdlnego przypadku =0 i dlatego
zajmiemy sie najpierw tym szezegdlnym przypadkiem.

Przyjawszy ¢=v, wykazemy, ze i w przypadku dwu zmiennych otrzy-
muje sie:

V= X AT,

1

gdzie stale 4;, A, ... zaleza od funkeyi Flz,y), zas lczby & sg rzeczywiste,
spetniajace nieréwnosel &<C5<&< - — , zwigzane z funkeyami Uy, T, ...
zaleznemi jedynie od zmiennych «,y, ktére znéw ze swej strony sprawdzajg
réwnanie:

AU+ &Ur =0 (=1,2,3,..)

3
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wewnatrz obszaru D, przyczem na krzywej C jest:

o e

(h=1,2,3,...}
zarazem liezby & i fankcye Uy nie zalezy od funkeyl F'(w,y), a symbole N
majg to samo znaczenie, jak wyzej.

‘Wobec tego, traktujge zagadnienie t. zw. uproszczone, t.j. zagadnie-
nie, w ktérem jest p==0, musimy:

a) wykazaé istnienie funkeyl Ux o wyzej podanych wlasnosciach;

o
1) okazaé zbiezno$é szeregu Z ApUpe5t dla wszystkich punktéw
k=1

%y wewnatrz obszaru D ina krzywej O idodatnich warlodei zmiennej ¢,
oraz i ciggtosé funkeyi, jakg ten szereg przedstawia;

¢) wykazaé rozniczkowalnosé tego szeregu raz co do zmiennej ¢, dwu-
krotnie co do zmiennych @y, przyczem majy te szeregi byé zbieine we-
wnatrz obszaru D, nadto na krzywej C ma istnieé pochodna normalna, a to
wszystko, gdy zmienna ¢ ma dowolng wartosé dodatnig;

d) nadto mamy wykazaé, Ze szereg ten spelnia wszystkie inne warun-
ki, nalozone na funkeye 7, warunki zagadnienia uproszezonego.

Uwaga 1. Dlakrotkosei wystowienia sig, zagadnienie, ktfrem sig
w niniejszej pracy zajmujemy, zwaé bedziemy zagadnieniem Fouriera.

Uwaga 2. Przez punkty ,wewngtrz obszaru D* lezgce rozumied
bedziemy stale punkty obszaru D, a nie bedgce na krzywej C; przez pnnkty
,obszarn D* lub ,calego obszaru D* rozumie¢ bedziemy takze i te punkty,
ktore stanowia krzyws C.

§ 3. Poniewaz metoda calkowania wymaga znajomos$e1 potencyaléw
uogdlnionych, przeto w tym rozdziale zajmiemy sig niemi.

Uwazajmy w tym celu rownanie:

‘ 9% 2w
1 = + e —+ &w =0,
gdzie liczba & nie zalezy od zmiennych z,yt, a zreszty jest dowolna. Niech
bedzie:
@ &=, (030 - i sin 6)

przy warunku: 0<(0<<2n: nadto niech u bedzie taka liczbg zespolong
=t (cos p--i sin ), iz jest p*=—E, a wiec: ) : ‘

1=Vp,, 20=0- @k+1)x, (b=1,42,...)

*)
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niech nadto liczba p ma czeSé rzeczywists dodatnig (6>0), wiee jest J=—1
i przeto: »

. — 6 6

3 — 1. [8in — — i c0S —

(2bis) p=1 pl(sm 5 i cos— ) .

Oznaczmy przez p odleglosé dwn punktéw »y; #.y', 2 ktérych ostatni lezy
na krzywej C, i uwazajmy funkeye:

TR
1 [e#Ve e

3 = e ) T
(3) f(e) 2) Vige

Polbzmy:
[ \ 1y L
) u(z,y) = 5| ol y") fles) ds

¢

= i L, (o)
) o{(,y) =— E’ o(z'y )T cosdds,

[4

przyczem o oznacza dang funkeye ciggly punktu krzywej C, za$§ & oznacza
kat, ktéry tworzy normalna wewnetrzna do elementu ds z odlegloscig ¢
skierowana od elementn ds do punktu z,y. Funkcye u(x.p), v(z,y) spelniaja,
jako funkcye spolrzednych o,y punktu, poloZonego poza krzywa C, réwna-
nie (1), jezeli zamiast symbolu w polozymy symbol w, wzglednie »; funkcye
u(z,y), v(wy) zowia sie wlasnie uogélnionemi potencyatami warstwy poje-
dynhezej, wzglednie podwojnej, rozpostarte] wzdtuz krzywej C z gestoseis
o(z'y’) o liczbie charakterystycznej u’).

§4 Musimy najpierw zbadaé funkeye f{g,u) 1 jej pochodng ili%gg’—”l .
Zauwazmy, ze jest takze:
VT

e
= | === dt;
fle) U] Tpeaws

jezeli wiec polozymy u==a-}-bi, prayczem jest a0, to:
le.w)] e,
./‘ o.u < f a3 L

< Vo*4-£?

1) Ten specyalny ksztalt nogblmionych potencyaltéw otrzymaé tatwo przez podobne
rozwaiania graniczne z potencyaléw tréjwymiarowych, jak sig otrzymuje potencyal loga-
rytmowy z potencyaiu Newtonowskiego; dosé wige nwazaé walee o kierowniey Ci two-
rzacyeh réwnolegtych do trzecle] osi kartezyuszowskiej z, przecigty dwiema plraszczyzna-
i z==43, z==—3, gdzie liczba 3 jest dodatnig i potem zaktada sig, Ze liczba b roénie nie-
ograniezenie.

[6)]
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Jezeli liczba g jest dowolna, byle nie mniejsza od dodatniej. lezby oo,
bedzie:

o) | <L
[flew) ] <o

nadto z Yatwoscig mozna ustawié nastepujgee nieréwnosei:

2 -
6 P ks
(6) e <y "%,
) o) | a0
(//Q 4 o !

przyczem jest a>0, m=|u|.

§ 5. Ze wazgledn na cigg dalszy rozwiniemy funkeye f(ou) na szereg
przy naszych zatozeniach, ze jest a=0), o>>0,>>0.

Kladac

ca o)

‘e wV gy "o— Vg
= j ".::_l)_'—:ti.—;l f —— (]
gV (o tiym |/(Q2‘i—f“’)m

y  Lmn =5 ,
i

[} i]
otrzymujemy:

AL == g2l + ply + I, — plsp — 3pdy s — 3Lz

nadto z tozsamosci:

i 3—PVP’+" . ,uc'ﬂvﬁi'l;ﬁ mew"éﬂ?
7 _____/ e | == £ SN 18 o DUl S o
Vo', ]/( 2y 3)mr1 o jnmte
4 (e*+1h)
e~V
V¥ (92:}:%2 n S

przez calkowanie od 0 do oo, otrzymujemy:

77IImAn—1 - 7)71-[111-]—{:,71»[-1 - MIm Rl = 0
Kladge n=1 i m=23, mamy:

Iy = /418,2 + 21, ’
R s
otrzymujemy stad ostatecznie:
® - Aflen) - Efew) =0,

6>
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Do jest p2=—~&, I;=F(g.x). RoWnanie to moZna napisaé w postaei:

T ﬂl 1@_{_ 2f —=
(Sblb) de;”r”g‘dg ,u'f"—ol)

Azeby otrzymad rozwiniecie fankeyi f(p.uz) na szereg, znajdziemy ogdlng
calke tego réwnania.
Naprzod znajdziemy catke szezegolng rownania (8bis), kKladge:

z réwnania otrzymujemy:

a kladge:

mamy:

a wiec jest:

@FR)?
k=0
Kladac
f=f | #do,
otrzymamy:
g Const:
ofi®

Polozmy przeto:

f=rflloge-+el =41,
gdzie ¢ oznacza stala, a f, fuukeye speluiajaca rownanie:

d*fy
dp*

bl - 2

do * e de

Dosé wysznkaé tu calke szczegblng; kladziemy:

1) Gdy poloZymy §==pip, w=pif, otrzymamy réwnanle Bessela.

®
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=S e

k=0
i otrzymujemy:
=k

B B 1
Franbien i

=1

Kladac B,= 0, mamy:
=)
D ~ W TN PRNTNR SUTURINE B G
fo=— 2 oy (gt k)'g ;
k=1

jak latwo sie przekonaé, szeveg ten jest zbieiny ispelnia swe réwnanie
rozniczkowe. Ostatecznie mamy:

21

‘ r=0[oge+0 X~

F==0

©)

- Z (2/112]11)2 (1 ”{“'.]2“ 4t %_) sz] \

k=1

gdzie ', ¢ 0znaczaja state dowolne.

Obecnie wyznaczymy stale ', ¢ tak, aby funkeya f, okre§lona wzorem
(9), stala sie identyczng z funkeys fio,u).

W tym celu pol6zmy:

1 =3
—ulV g < o— iV R
flo) = [3]’ g ‘iffgv t
o rert 7 Vet
Ot6z jest:
| 2wV T i [ 1
S Ve Y| S

bo tu jest £2>1; wyraz ten osobliwodei dawaé nie moze.
Pierwszy wyraz wolno napisaé w postaci:
1 —
{‘ g*tﬂ/e"i‘f’
a

i )
it "
—— df— 1 H 2
Vot of Vet g( e Gy Ve

(§)
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Zakladajac, ze jest 12202>0,>>0, mozemy szereg wyraz za wyrazem catko-
wad; przeto bedzie:

1 S 1 ] 1
eVt Todf 3 w ol *1
dt:j—————— —I) =1 ( 2273 di.
J. VQQ_}_tL’ : ]/p2+t2 + s ( %!f P + )

) 1 0

Szereg po stronie prawej osobliwosci wzgledem zmiennej p zawieraé nie
moze. Otoz jest:

1
dt S
—_ =—log {1-+Vp*+ 11 —logp,
| JreE o LV

0

przeto:

lim () \ g 3

= | logp |
a wiee:

'=—1
Nadto:
oo x 2 (’,_!‘“
—o=log2+ 2, (— '+ +.’ r

o
1

1 1
‘Wobec tego wolno polozyé:
(o) =—c—logp — p?Ulogp-+ ¢V,
a0 ). e — p PO+ 43 Tog el

gdzie U, V, Flp) i 4, oznaczajy pewne zhiezne szeregi potegowe.

§ 6. Obecnie mozemy przystapié do badania wlasno§ci potencyaléw
warstwy pojedyiczej, okreslonej wzorem {4).

Znajdziemy gorng granicg fankeyi {u]. Oznaczmy przez S gorng gra-
nice funkeyi | o(z'y") | wzdluz krzywej C.

Ziatozmy naprzéd, ze punkt .y tak jest obrany, ze istnieje dolna gra-
nica po, roZna od zera, dla odleglosei p punktn «y od dowolnych pun%{tf)w
'y, potozonyeh na krzywej C; wtedy f(p.u) przedstawia funkeye ciagla
i catka wzorn (4) ma sens i nadto wedlug § 4 jest:

1
apy

et < )

wskutek czego jest: oA
|| <5z

gdzie A oznacza dlugosé fuku krzywej C

(9
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Niech teraz punkt x,y lezy do§é blizko krzywej O; nadto nizej za-
lozymy, ze punkt z,y nieograniczenie sig zbliza do krzywej C w sposob,
ktéry pézniej okredlimy; w takich warunkach dolna granica zmiennej p jest
réowna zeru.

Niech punkt O bedzie punktem krzywej € najblizszym punktu z,y; za o$
# wezmy normalng punktu 0, za of y styczna wpunkeie O. Niech ¢, oznacza
obustronne sgsiedztwo dlugosei skoficzonej punktu O na krzywej C, za$ C,
cz¢8é pozostaly krzywej C. Na mocy zalozen (§ 1) o krzywej € mozemy
przyjaé, ie C, jest na tyle male, iz spélrzedna @' punktu Iuku C, jest funkeya
jednowartosciows spéirzednej y' tegoz punktu; przy tem potozeniu ukladu osi
jest y==0, t. zn. punkt, w ktérym badamy wartos¢ funkeyi w(zy), lezy na
normalnej najblizszego punktu krzywej C. . Niech M bedzie dowolnym pun-
ktem tuku Cy, niech o' bedzie jego odlegloscig od punktu O, za$ y katem
ostrym migdzy normalng punktu M a osig . Wedlug zalozenia o krzywej
C, istnieje stata dodatnia ¢, zalezna jedynie od krzywej C taka, i% jest
y<<gd’; niech &' oznacza maximum liczby p’ dla punktoéw Iuku C, i niech be-
dzie takie, ze jest g8"<{1; wskutek tego jest y <1 i nadto:

cosy>1————y >1___ 212,

o dz'\i 1 59" k
TRy U P

1_%‘029/2 1— L g°p’2
Bedzie tedy:
(it
( ) L't < 3q’p'2
ezyli:
o' _ N
—f—y‘ <ge'V3Lgd V3,
a Ze jest: ‘
v
dux
‘:f;z"T y',
[
wiec:

el <gd |y |V3<|y| V3.

10)
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Nadto jest: o .
o =Va"ty* <2yl
dx'

T <24y'1V3,

: '
a z ostatniej nieréwnosci, stosujge jeszeze raz wzr calkowy na zmienng &,
otrzymujemy:

2By 5
%w’kv<—£~2—"— < 29"

j Z i jeréwnosei:
Osta}tecznie mamy nastepujace, wazne dla dalszego ciggu, nerow,
1
(11) ‘ cosy > B

(12) ‘w <“7qy~/ 20",

p g0 < 1-H4g%'
(18) sy 1T g
Niech p, bedzie dolng granics zmiennej p wzdluz taku Cp; liezba po bedzie
w kazdym razie liczbg dodatma Polozmy teraz:

u(x’y) :uo Uy
gdzie:
= Ez% f o(@’ ,J')f(? wds, = _EJ oY ()

()] (Cs}

Ot67 do calki w,, z powodn, ze jest p>>Po, WOINO stosowaé poprzednie rozu-
mowanie, ktore nas doprowadzi do nieréwnosei:

S.4
<L
Ly | Suped
co sie za§ tyczy funkeyl up, to mamy:
L e VT 18 s e—aV ke
e e ") lt
— dt < — = dy'dt,
]unl< [dy[ Vi MJL[VP"‘;—#
albowiem jest:
' s 1<,
dy'  cosy

[dy’ - 2 Tﬂy’
Qo

"o

an
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Lecz jest:
oo o e co oc VaiE 27 oo
RV R R T oo o
{ / —— dy'dt<C | f~~7 dy'dt= / /(:““’lellc’lqz::'J—n—Y
i Vet 5oy Pyt P «

Jjezeli sie podstawi y'=R cos g, =R sin ¢. Pizeto:

o , RS S /
a4 i< ol | < 2 A g A8
‘ dmp,
gdzie, jak widaé, stala 4 zalezy jedynie od krzywej Cijest dodatnia; ®a ze
) I — . B . .
w § 3 wynika, ze jest a=Vp, sin—-, wiec nieréwnost (14) mozna zawsze
napisaé w postaci:
(15) | < 48

Ve, sin—-

Stad widzimy, ze gdy punkt z,y dowolnie sie zbliza po osi z do punktu O,
modul | | nie ro$nie nieograniczenie, poniewaz za$ na mocy pierwszej row-
-nosei (10) niecigglosé funkeyi f(p,u) jest ta sama, co funkeyi (—logp),
prgeto na mocy klasycznej teoryi zwyczajnyeh potencyatéw mozemy powie-
dzieé, ze funkeya w(z,y) ma okreslony sens i w tym przypadku, gdy punkt
@,y przyjmiemy na krzywej C. Wskutek tego funkeya w, dazy do zera
wraz z tukiem Oy, jakiemkolwiek bedzie potozenie punktuz,y, przyczem zaw-
-sze spelnia funkeya u nierdwnosei (14), (15).

Zbadajmy, czy fuvkeya u(z,y) jest ciagla, gdy punkt (zy) zdgza do
punktu 0.

Oznaczmy przez P punkt na osi 2, rézny od punktu O; dla obn pun-

ktéw_obliqzx.ny potencyal u(w,y), przyczem wartosci jego oznaczmy przez
#({0) 1 »(P) i rozt6zmy je odpowiednio do tukéw C,i Cp:

4w (0)=1u, (0)-u, (0),
u (Py=1, (P) 4 uy (P).

Jak powiedzieliSmy, do kazdej dodatniej liczby ¢ mozna obraé tuk C,
dak maly (a rézny od zera), iz jest:

[0 (0)] <-gy  [u(P)] <,

12y
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nadto dla kazdej lirzby &, wyzej  okre§lonej, mozna obraé taka -dodatnia
liczbg 8, iz, gdy tylko jest OP<9, takse:

|y (0) =y (P)| < -
‘Wekutek tego przy takim wyborze punktéw O, P bedzie:

ju(0) —u(P)]| <e,

z ezego wynika, ze potencyal u(z,y) jest funkeya ciggla, a wige, uzywajac
zwyklych oznaczef, mamy:

()= (u(zy))e= (Y
przyczem granice swe 0siaga jeduostajnie wzdtuz krzywej . Mozna bo-
wiem tak obraé luk O, aby, niezaleznie od potozenia punktéw O i P
wzdluz krzywej €, bylo |u(0)|<< —'-:r | 1o (P)] < iS— Poniewaz zas fun-
keya w,(a,y) jest ciagla, przeto istnieje taka dodatnia liezba , iz, gdy fyl-
ko dlugosé OP nie przewyssza liczby 1, jest |u, (0) —u: (P) | << %, niezalez-

nie od polozenia punktu O na krzywej ¢. Stad wynika, ze moduk réznmyj
 (0)—u (P) mozna uezynié dowolnie matym niezaleznie od pun}{tu 0 wzdiuz
krzywej C, byleby odeinek OPnie przekraczal pewne] okreslonegh dﬁlugo-
§ci—stowem—granica jest osiagana j ednostajnie wzdtuz krzywej C, jak
zapowiedzieliSmy. )

Zbadajmy jeszcze, czy granica (u(zy)). lub (w(zy)):, cona jedno wy-
chodzi, jest funkeys ciggls punktn krzywej C. o )

Obierzmy w tym celu dragi punkt 0, na krzywej Ci rozny od niego-
punkt A, lezacy na normalnej punktn 0,. Uwazajmy moduly:

lu(0)—u(P)], |a(®)—u(P)i Ju (P — (0]

Ot6z do kazdej dodatniej liczby & mozna obraé taka dodatnig %iczbg h, iz,
gdy zaden z odeinkéw OP, PP, P,0; co do dtugosci nie praewyzsza liczby %,

P . & - . _
kazdy z powyiszych modutéw jest muiejszy od liczby 5 gdy wiec odle
glogé 00, nie przewyisza liczby 3%, jest:

Ju(0)—u(0)]<e,
co wykazuje, i% granice (@(®Y))es (u(zy)): 59 funkeyami ciaglemi wzdluz.

krzywej C.
(13
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§ 7. Z kolei zbadamy pochodng normalng funkeyi w(z,y), t. j. zba-
da,myg—z—, gdy obierzemy to szczegélne polozenie osi spélrzednych, ktére

okredlilismy w § 6. Zalozywszy, ze punkt 2,y nie lezy na krzywej C, a be-
dac dosé blizkim krzywej C, znajduje sig na normalnej punktu O, bedgcego
na krzywej C, mozemy, zachowujac oznaczenia § 6, napisaé:

dw 1, dffep) B 1 (o, dfpu) 2—a
0 _'27:‘/00(9: Ve o 5 /) M
(] (A

_1_ 2ot df(f)1 /"’) .’L‘—(E’
-+ 5 -f o(x'y )—d-—p—— -———p ds.
6

Trzecia calka powyzszego wzorn jest funkeya ciggly zmiennej @ i przeto
Jej granica dla #=0, réwna sie wartosci:

1 oon Gfpp) o
3 f oot )= g s
(@)

2

gdzie, jak wyzej przyjeto, p' oznacza odleglosé punktu O od punktéw
krzywej C. Pozostaje nam zbadanie istnienia granicy dla =0 calki:

1 . —g!
o L e
(o
gdzie oznaczamy:

1 d
Li=5- f 6(w’,y’)————f (gp" ) -%—ds
()

7

e [y e,
an , dp P
(Ca

Na mocy nieréwnosci (7)

(str. 6)1(12) (str. 11) widzimy, ze funkeya pod-
calkowa calki I, ) A i

Jest na tuku €, ograniczona i ma wartosé skonezong i dla
,p:(),.wskutek czego catka I, jest funkeys ciagly zmiennej @, przeto jej
granica dla z=0 okresli sie réwnaniem:

i . 17 d} (o’ ,U') x
1 = T WA
(a——l_n%)Iﬂ 271(2])0(% ,(l/) dp3 p/

(14)
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Na mocy roéwnosel (10) (str. 9) mozemy calee I; nadaé postac nastepujges:

x (o{x'y')ds z - X .
L= [P 8 oty Teyts— - [diotety) og s

A (@ (e
Potozmy dla prostoty:
e o (2 y)ds z
B [SERE S K= (o y)Fe)ds

e .
(cn (G

K= 29:; {Alo(m’,y’) log p ds.

(T

- Jak wiadomo, F(p) oznacza pewien szereg calkowity zmiennej p, DAPEWNo

zbiezny na tuku Cy, jest przeto:

lim K, = 0.

(&=0)
Poniewaz podobnie 4, oznacza pewien szereg calkowity, zbiezny Wzdl'ui
tuku C,, wiec mozna znalesé gérng granice 4, funkeyi [4;]| na tuku C,, a Ze,

jak wiadomo z teoryi potencyaléw logarytmowych, catka { |logp|ds ma
(G
granice skonczong dla z==0, wiee jest:
lim K, =0.

{2=0)

Zostaje nam tedy do zbadania, czy i jakg granice dla m——’—‘O ma ca:Ika ,K1
Jezeli potozymy o(z'y' )=0,1-8, gdzie o, oznacza wartosé funkcy1' o(x v
w punkeie O, to na mocy cigglosci funkeyi o(2'y') I‘noﬁemy do _dowolme ma?ej
i dodatniej liczby » obraé tak tuk C,, by wzdluz niego spelniona byla nie-
r6wnosé [6] <. ] B

o ObJ[m]wszy luk G, by wszystkim warunkom czynit zado§é, mamy
K,=J,--J,, gdzie potozylismy:

wo, [ds 7__:{[ bds
J1='—"—2ﬁ . “Ez'a ‘2-“2“( PR

(0 G}

p ktory jest érodkiem elementu tuku G,
Oznaczmy przez Qrzutna ofy punkiu M, . nensu iR
1 oznaczn?y przez A odleghosé punkiu P(#,y=0) od punktu Q. Uwazajmy calke

(15)
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o, / %— Do liezby dodatniej » mozna zawsze obraé luk C, tak, ze
(&) )

réznica ,{ 1 J; — L( co do modutu jest mniejsza od v; z nieréwnogei bowiem
| ®

(18) (str. 11) i ze znaczenia wielkoei 1 p wynika, ze mozna obraé tak tuk

Gy, by wielkogé (-p—‘)?l—— byla wzdluz Iuku C, dowolnie malo rozna od

liczby 1. Oznaczajae granice dla spolrzednej g punktow tuku C, przez
{—e) 1 (), gdzie en oznaczajg liczhy dodatnie, mamy:

_m./ d?/ /4N,

—&

Poniewaz jest 42 = 22 -- 2 W.‘iF;C:
— 0o /N £ v,

Jl_m g arc tg p +arctg P ; +aN;
podobnie: e l

Sy

v n €
Jeel <._;;g arctg A*g;}—(ﬁ-arc tg};—‘} + ],

Z tego wynika,- ze jest w kazdym razie lim Jy=0; nadto gdy >0, |

(@=0)

Gy

limoJ, =1 th_~—
(=) 2 2
gdy zas z<<0, to:
limJ=—20. lim K —_ % .
(z=0) 2 ! (2=0) 1 2 ?

Jest przeto:
s 0,
m Iy =3 2.,
(2=0) Z

zaleznie od tego, czy zmienna z zdaza do zera stale przez wartosci doda~-
tnie, czy tez stale przez wartosci ujemne.

(16)

icm
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Uzywajgc wige zwyklych 0znaczen, mamy:

(2%7),; - % / oz )y )——2= f(p’”) cos @ ds,

(16) (0)
d
(d_uN) P ,ﬁ'zi fa(wr’y/) f(P,.“) cospds
)

gdzie dla krétkosel wprowadziliSmy ket ¢ miedzy normalng, wewnetrzng
w punkeie O krzywej C, dla ktorego obliczamy granice pochodnej normal-
nej, a kierunkiem od puuktu 0 do elementu ds (czyli przy specyalnem polo-

zeniu osi spolrzgdnych, jak poprzednio opisano, jest cos m:«g',—) .

Stad otrzymujemy nastepujace wnioski:

1) = calego obecnego rachunku widaé, ze granice swe osiaga pochodna
normalna jednostajnie wzdtuz krzywej C;

2) e jest:

du A
an (). ()=
3) istnieje pewna stala dodatnia B, zalezna a@mé od kﬁyﬁel ¢

i‘taka, e jest: 5
du N
(a5

%) — 5
),

(18)

Bm§ #

@

gdzie m oznacza, jak zawsze, modul liczby u, zas S maximum,medeta {o(z',y)}
wzdluz krzywej C.  Oznaczmy bowiem przez O punkt krzywej C, do kté-
rego sie odnoszg réwnosci (16) i przez C, oznaczmy takie jego obustron-
ne sgsiedztwo, ze jest spelniona nieréwnosé (11) i .(12) (str. 11), stad
bezposrednio wynika, ze jest [cos | < 2gp" wzdtuz Iuku Cy;przez C; oznacz-
my, jak dotad, fuk pozostaly z krzywej C 1 polbzmy:

:;; J 2 l) f(p 1/") cos @ ds — L] + L2 )
(o
afto’
L1=2-1; [u(;c',y’) jﬁ::_{;l_/‘)_ cos pds,
(e
(e, '
L9:§]; [a(w’,g/’) —&dpp—,@— cospds.
()
Prace mat-fizvez. t. XX.
an
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Jezeli przez p, oznaczymy rozng od zera granice dolng odlegtosei ¢ wzdiuz
tuku C,, przez A dtugosé krzywe]j C, to z uwaginanieréwnosé (7) (str. 6) wy-
nika bezposrednio: :

1= i
L, |- e S.
l -‘2‘ < o7\ 2 e Po )
a poniewaz:
P oom ew 1 m
ety T < 5 <~y
2 < apy? T Pu ap®  a*py?’

bo-:—:—>1, wiec istnigje stala dodatnia B,, zaleina jedynie od krzywej

C taka, Ze jest:
FARE-

Z powodu nierdwnosei (7) (str. 6) i nieréwnoscina dostawg | cose |, otrzy-
mujemy nierdwnosé:
Sg ([ = , o, e
| L] < ?q (—?‘—nzr“.‘v -+ 7 p'ds.
(i)

7 uwagi, ze p’>>|y|, ze zachodzi nieréwnosé (11) (str. 11) i nastepujgea:

p’<<2|y'|, uwidoczniona na str. 11, wynika:

isg 7
__7;;9_. [ (12[_ 1me—ely'l ly'l+e—‘ly'l) dy',

[ L <

gdzie liezby (—e) i () oznaczajg rzedne granic hukn Gy, i tem bardziej jest:

o

’ ('—;— me—' ' |- e‘“y’) ay',

889
T

[ L] <

0
czyli:
m 88y m
lL‘l<4Sg'F+W<12Sg'—(T2'

Istnieje wige stata dodatnia B", zalezna jedynie od krzywej C i taka, Ze jest:

B'mS
Ll < ==

kladac wige B=DR,B, udowodnilismy nieréwnosei (18) (str. 17).

s

icm
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§8. Zbadajmy zachowanie sie poteneyalu « (ic,y) w uieskonezonosei.
Niech najkrétsza odlegtosé punktu @,y od punktéw krzywej Cbedzie P, ktéra
to liczba niech juz bedzie rézna od zera; wtedy. stosujac nieréwnosé (6)
(str. 6) do fankeyi 7 (p,u), otrzymujemy:

84 _ ek

[u(@y) | <

gdzie 4 oznacza dlugosé uku krzywej €. Ze wzgledu za§ na nierdwnosé
(7) (str. 6)na pochodng ‘ﬂc%’—& , otrzymujemy dla pochodnyeh pierwszych

funkeyi « (=) nier6wnosei:

SA 1= i
<—2n [—2—1;”3 4+ B ],

ou|_ SArm, . e
9| 2a [z me" ]

“
Oz

Z powyzszych nieréwnosei wynika:

| lim [P”.u(zy)]:O,

(P=00)
19 ! lim [Pn.?fil=o,
\ (B=00) ox
’lim [Pn.?—f‘—]_—.o,
(P=00) 31/

gdzie # przedstawia dowolny liczbe calkowity.

§9. Zajmiemy sig obucnie nogdlnionemi potencyalami warstw po-
dwojnych, okreslonemi wzorem (5) (str. 5). :

7 whasnosei funkeyj o (2',y') 1 f(p,») wynika, ze funkeya v(z,y) jest zu-
pelnie okreslona, o ile dolna granica wielkosei p jest odmienna od zera. Za-
Y6zmy wige, ze punkt .y, dla ktérego obliczamy warios¢ potencyalu v (x,y)
lezy w dowolnym punkcie O na krzywej C. Za o$ z weZmy normalng we-
whetrzng do krzywej W punkeie 0, zas styczng tego punktu za oS y; przez
¢’ rozumiemy odleglosé punktow krzywej C od punktu 0. Przez Cp rozu-
mieé bedziemy takie obustronne sgsiedztwo punktn O na krzywej C, iz dla
punktéw tuka C, sg spelnione nierownosci na str. 11; przez C, rozumiemy po-
zostala czesé krzywej C. Polézmy wiec:

" ! i (e’
—u(z,y)= él;; J a(w’,y’)fzj.%zll@ cosd ds +§1; J a(d:’,y’)fi%’l_@ cogd ds,
(&) (@

(19
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~ gdzie ¥ ozvacza kgt migdzy kierunkiem od elementu ds do punktu. O a nor-
malng N wewnetrzug, nalezacg do elementn ds. Ze druga calka strony pra-
wej ma sens okreslony, to kwestyi nie stanowi; zbadajmy wiec calke
pierwszg.
Oznaczmy przez M dowolny punkt 2',y' luku C,, ktérego normalna
wewnetrzna niech ma doestawy kierunkowe cosy i siny; przeto:

/ i
co8d =— (—g:T cos y- -gr sin y) .

Z nieréwnosei (str. 10);
1 979 1
cosy>1—7gfp->~‘)—
otrzymujemy:
(20) Isiny|<<gp',

a dalej z nierdwnosci tej i nierdwnosei (12) (str. 11) i z okolicznosei, 7e
ly'| <p', wnioskujemy, ie istnieje stala dodatnia G, zaleina jedynie od
krzywej C taka, iz wzdluz luku C; jest:

@1) |cosd | < G

Stad, z
f (P :/"')
dp’

nieréwnosei (7) (str. 6), napisanej dla wielkoSeip’, wynika, ze funkcya
———cos ¥ jest co do modulu skoficzona wzdluz Iuku C,, przeto funkeya

v(zy) ma i w tym przypadku, gdy punkt o,y lezy na krzywej C, znaczenie
okreslone; okreslimy je symbolem:

! 1 G(x,,J, f(z nu') cosd ds.
(0)

§10. Zbadajmy, czy istniejg granice wtym przypadku, gdy punkt z,y,
dla ktérego obliczamy funkeye v (zy), bedac stale albo w obszarze D, albo
w obszarze D', zbliza sig po normalnej do krzywej C az do spodka mnormal-
nej, czyli uzywajge zwyklyeh oznaczen, zbadajmy, czy istnieja granice e,
ive: W tym celu polézmy:

_”(xwy) =I0+Ix )
gdzie:

=”Jﬂ(ﬂr,J’)fpﬂ) cosdds; I,=
(4]

cos & ds

1 ') af (p.p)

(20)
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przyczem zakladamy, ze punkt x,y jest tak blizkim krzywej C, nie leigc na
niej, ze istnieje do niego najblizszy jeden punkt krzywej, punkt O, ktéry
przyjmujemy za poczgtek unkladu spolrzeduyeh, oméwionyeh juz wyzej;
nadto litery C,, C, maja takZe juz poprzednio okreslone znaczenie.

Zauwaimy, ze calka I, przedstawia funkeye ciagla punktu, (w,y=0),
przeto istniejy granice dla z=0 tej funkeyi, gdy zmienna z jest stale do-
datnia lub stale ujemna,ijest:

= Ili::?)‘l; /0 f(p ,m
(e)

cos 9 ds.

Z drugiej strony, gdy przez «'y' oznaczymy spolrzedne punktu luku C,
przez cos y, sin y dostawy kierunkowe normalnej wewnetrznej, wykreslonej
do krzywej C w punkeie elementu ds, mamy:

ﬂ:’*‘x, yv i
cosd = co§ y— =—sin
. o T Y
i odpowiednio:
1,=K,—K, — Ky,
gdzie polozylismy:
g ) 'S 1f{ z' cos
_Klzi /0 (xr,y/)df(‘):ﬂ) ces yds‘; K, = j (@'Y /)( il Pu“) & o8y ds;
27 | dp p P
(C) ((‘)
1 [ di(  y'siny

A

Na mocy nieréwnosei (7) (str. 6) istnieje pray’danej liczbie u stala dodat-
df(P,,U-) l <2 stad

nia 4, zalezna od krzywej C i liczby u, taka, iz jest

wynika:

40 [ a S [ (e

(Z;) 18}

\K,.[<

gdzie przez p’ oznaczylismy odleglosé punktu O od tego punktu luku O,
ktory od punktu (2,y=D0) jest odlegly na p. Poniewaz zachodzi nier6wnosé

(12) (str.11),akwadrat stosuuku% jest skoniczony przy dowolnem poloze-
nin punktn «’,%’, na fuku G, i punktu. (,y=0) na normalnej punktu, przeto
funkeya podeatkowa catki K, jest skoncezona; calka K, jest wige funkeya

@n
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ciggla zmiennej »; wskutek tego istnieja.gravice calki K, przy zblizaniu
sig punktu (z,y=0) do punktu O w sposéb wyzej opisany; jest tedy:

. 1 , af(p'u) o' cos
R Koy= i = %(/ a(;r,y’)————f(dppzﬂ) o Y ds.
(G

Podobnie z nieréwnosei (20) (str. 20) 1 faktu, ze [/| <7 p, otrzymujemy:

g 'siny | '
o) e V882 | g, (0]

a stad, ze, jak wyzej, jest:

1 r ~ Af (e, .
Koo Hyu= P / a(x’,y) f((ii;lu) ¥ :;1[]7 ds .

(G

Zostaje nam do zbadania calka K. Otéz na mocy drugiej z réwnosci
(10} (str. 9) otrzymujemy: ‘

& focosy x | i
Ky =— ﬂ/ o2 ds— a7 JU“OS 7 [F(p)+4, log p] ds.
o ()

Druga calka strony prawej dazy do zera wraz ze zmienng z. W pierwsze]
calce po{[dzmy 0008y =0, -+, gdzie o, vznacza wartost fonkeyi o (2, y)
w punkeie O; do kazdej dowolnie malej, dodatniej liczby » mozna obraé ’Iuk
C. na_tyle n‘laly, ze wzdluz tego luku Cp obok dawnych nierownoseci jest
spelniona nieréwnosé | 6] < », Mozemy tedy doslownie powtdrzyé rozu-

mowanie na str. 5, odnoszgce sie tamz : S
. § e docalek J,iJ,, im s
dzieé, ze: 1Yy ozemy powie

limK =751 %,

{le=13) ?

gdzie trzeba obraé znak gorny lub dolny, zaleznie od tego, ¢zy liczba z dgzy

de zera przez wartosci dodatnie czy ujemne:
ukladu spéirzednych mamy: Y uj 5 wskutek specyalnego wyborn

Ky=_— 2

23 Kle=+‘,c‘:9.

Ostatecznie dochodzim

i madto jest, y do wniosku nastepujacego: istnieja granice v, U

(22).
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d ’
Py == _g'_“ — 5_17; G(;JJ', ") fg’P', #) oS #tds, -
©2) ©
'
0.2—%’ — 2% fa(m’, y") ——W—St%—,ﬁ)— cos #'ds ,
()
czyli jest:
(23) v,».-_——-%‘l-l—v'; 4~,=——_g_°+v’,
a, stad:
B Vi e
(24) v U
(25) s — s = Gy

Nadto istnieje stala dodatnia C, zalezna jedynie ed krzywej i taka, ze:

G Cém
U—g <

C8m

a?

(26)

v.—}—-';—“ <

N

Poniewaz funkeya L,-L, na str. 17 rézni sie od funkeyi (—2') tem,
ze w pierwszej pod calky figuruje czynuik cos g, kiedy w drugiej zamiast
tego znajduje sig czynnik cosd', ale na str. 17 czytamy, ze |cosp|<Zgp',
kiedy nieréwnosé (21) (str. 20) jest formalnie podobna, przeto rachunki, obec-
nie potrzebne do nzasadrienia nier6wnosei (26), beda podobne formalnie do
rachunkéw- str. 17,18, dazaeych do znalezienia nierdwnosei dla funkeyi
LI, Nadto zauwazy¢ musimy, ze z toku calego takiego rachunkn by-
Yoby widoczne, ze gravice swe osigga funkeya «(z,y) wzdluz krzywej O jed-
nostajnie. W réznicy np.: »(ay)—n; wystapi na mocy drugiej réwnosei (10)
(str. 9) najwazniejszy wyraz: :

= / o (:Oa Y s
27 . {J‘ 3
(C)

ktory, powiekszony o liczbg(—— —:—") , mozna uczyni¢ dowolnie malym nieza-
leznie od polozenia punktu O na krzywej C.

§11. Zajmiemy sie obecnie normalng pochodng i istnieniern jej gra-
nicy la funkeyi v (2,y). Zalézmy, jak w § 10, ze punkt P(zy); dla ktdrego
ohliczamy funkeye v (z,y), lezy dosé blizko punkin O na krzywej () ze lezy

(23
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qQn na normalnej punktu O i Ze obraliSmy osi uktadu spolrzednych, jak w §

10. Normalng pochodng funkeyi » (x, g)) oznaczymy przez ddv

granice, o ile ist-

Wskutek drngiej réwnosei (10) (str. 11) dos¢ zbadaé
nieje, pochodnej normalnej funkeyi:

..___}_, ’ Uy _1. 1 ’ ! r o Y ::
w__znj o(@" y') o cos#ds—}-znj o(®,y") pFlp) cos & ds
(%) (%)
1
+§;/ aAl'p log p cos & ds
G oL
Jezeli rozdzielimy nasza krzywy C na czesci Go1 € metoda juz przez nas
uzZywang; a ie jest: ' ' '

z—a' y

!
cos P = cosy -’—?—fsin 7,

Jezeli eos p, sin y 85 dostawami normalnej do krzywej ¢ w miejscu elementu

ds, za$ (', 3') sg spéirzednemi punktow krzywej C, wiec:

1 [a(x—a')cosy 1 oy . 1
w:i;f————p—zL—_ ds‘"ﬁ;] —p'%smyds—l-gj?falf‘(p).(w——-x’)cosy s

(Ca {C) ()

1 . 1 r "
—-§;faF(p)y'smyds+%jaA,(mum')cos;/logp ds
@ T :
L[,
_ﬂj od,y'sin y log g ds .

e
Nadto uwazajmy funkeye:

— % [ cos¥. g [ cosd a, 0os &
v,,~2nmf : db_%_/ : ds+§7;f—-~p s,

( (Co) ¢y

_gdgie'an 0znacza wartost funkeyi o (', y') w punkeie O. Funkeya v, jest,
Jjak wiadomo, zwyklym potencyatem warstwy podwéjnej o gestosei stalej o,,
rqzpostartej wzdluz krzywej C i ma brzeto wartose stala: dla punktéw we-
wnatrz obszaru D rowna sig liczbie o, zag zewnatrz krzywej C rdiwna jest

zery; wskittek tego istnieje normalna pochodna 23; i jest réwna zeru, po-

- s fdv dv,
dobnie réw: b ¢ 9 el |
ne zeru bedg jej granice (d N).-’ _‘}(((N),'

Oczywiscie funkeya:

24
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N ~ b, ! > 14 RN
gy cos 9 oy | &—x Js— Do Y oirva
= | —— Q8= —— §— 55— | —5 SIn S
w, D / : ds. %) TF . [ - 5 ¥

(@ @y - (€

[4

Cdwy .
ma pochodng normalng dlj\‘;‘ ijej granice.

Pol6zmy: )
: H=—(2'cosy -+ y'siny);
jest to finkcya niezalezna od zmiennej #, a wskutek nier6wnosei (-1'2)'(str. 11)
i (20) (str. 20) bgdzi’q: , o -
@) H| <2y +g0'| ¥ | < gy,
bo wedlug str. 11 jest takze p'<< 2] VAR
‘Wprowadzajac f\ﬁlkcye; H, otrzymujemy:

PRI e

x 6—0,) €08y . . | [ (6—a)H i[ . i
tv—w°=§£fof—dé+Tw_J —--_——(ls—}— 27:(‘ oF(p)cosy ds

(G . A L 4
' ' I A " - . 1 .
_}731; } oF(py Hds~}+ Q}?J od; cosy log pds 4 o oA, Hlogpds.
(o) (T (%
.- Rézniczkujac wzgledem zmiennej x, otrzymujemy: -
. a(w-—wo) _i ./‘(o‘—ao) COs y ds-—f- [(g__%)(_——;c;:’mgﬂ)ﬂds
== .

ox 97 T, P
e @

1 [ (o—op) Hiz—a') , | 3 (1 ) )
A (6

1
28) +§E(§1; [oF(p)Hds)—i—g;foAlcosy logpds
i
x

& (e

. ] z _—
_{..ﬁj , 4, z—a cosylogpds+§;faAlcosy. = ds
2 . (€
(&
dd, z—uz'

[

dp
1 [ 1 A H.
+Z§./° B p Llspdita f" A

A A

—t

-
990 ds.
=

Utwoérzmy iloczyn: )
9 (w—1wy)
i zbadajmy jego granice, gdy zmienna xz dazy do zera.

@5)
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Otoz na Inkun O, jest:

H|<4 ”; r—z'| < ) =<
| ! 9y f { p "!

nadto Ink G, moze byé juz taki, iz jest wadltuz niego:

E]

lﬂ*—aﬂi<1;’

gdzie » oznacza naprzéd dang liczbg dodatnia, choéby dowolnie maly. Na
mocy rozumowath str. 16 mozna wyznaczyé taks liczbe dodatnig d, i3, gdy
tylko jest |z | < q, istnieje gérna granica L dla modulu:

52 | oF
w * ¢
i wobee tego jest:
o ] fo—oeosy 4olary,
2 . p7
(€

= ] (0—0,) (z- ') cos y s [<vw9 " dy'
4 — vl
" P T P

Jezeli srodek M elementu ds ma punkt @ jako rzut na osi y, jezeli
przez L oznaczymy odleglo§é punktu M od punktu P(zy=0) i jezeli (—e)
i (4#) sg rzednemi punktéw koncowych tuku G, to dla liczby » mozna tak
zmniejszyé luk Cy, izbedaie:

! +7 ” i

| } 8y / o,

| 3 3 )

i * oA f

stad jest:

‘ 'dy’ J +"](ly' : cc_d‘l/' )
/F <..’ 7.4"”1'”<2t/—1~:;—+v :—ﬁ-}-v;
() e 5

ostatecznie istnieje stala dodatnia M taka, ze:

| x2 - —
= Lomm @) eosy gl
(20

Calke nastepng;
z [ ' (o=c0) Hz—2') ;.
4 p

)

(26)
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rozlozymy na dwie czedei:

z f (e # g, = j (o—on) B/ ds.
7 ot 7 v pt
) (@)

Na mocy nieré6wnosei (12) (str. 11) 1 (27) (str. 25) otrzymujemy:

x (o—ap) Ha! . | 8g%|z|» [y* 8g*| x| » d
;;f - P(l ds < - fp‘ ds<< - I s

(o) (Ca) (o)

wyraz, badany wraz ze zmienns # dazy do zera. Podobnie otrzymamy:

s ’ ) 2 s
| «* [o—0oy) Ha' is | oAgra® l’; s g i@q_ ’
7 p* 7 p 7 P
@) ) (@

i %2 tez : ienng .
a wiec wyraz badany zdaza tez do zera wraz ze zmienn . N
6}Dalsze wyrazy réwnosci (28) (str. 25) qu:% naj wxdo.czme,) malaly J!lzdf;;
wraz z liczbg », juz to mozna je uczynié dowolnie malemi przez odpowie
wybér tuku C,. ) L ]
' Ostateczt;lie dochodzimy do wniosku nastepujacego: erzeh przez é 931{&
czymy uajkrotszg odleglosé punktu («',y) od krzywej C, tow kazdym
e Hm [6. Dy (v)]=0,
(Zg) {8=0)

l lim [8. Dy (v)]=0,
{6=1)

choélyy nawet obustronne pochodne D,,.,,-(v‘), D,,,.(fv) pray .zb(%;zﬁmu sig nie-
ograniczonem punktu (z, y) do krzywej C granicy nie p051i34 Ly S
T2 Zapytajmy teraz: jakie zatozenie co do funkeyi ofa',y') Wy
e i Y0 Inyel D (2), Dae(v)
starcza na to, by istnialy graniee pochodnych }1orm'a Yy 1:{ d, Do)
funkeyi v(w,y), gdy punkt 2,y zbliza si¢ nieograniczenie do punktu do
krzywej C. N
# J{,Zel)i prazez @',y ozhaczymy spolrzedue punktow kuy-w ej C, prziﬁ
" i N . 3 7 3 KrZVWwej.,
cosy i siny dostawy kierunkowe normalnej wewnetrznej do tej krzywej,
otrzymamy:

z—z' b/

2—2 —y' sin
cos = ; crusy—}-—é;—b 7,

i iczenia Tuk crzywej €, #e jest
a zawsze mozemy obraé tak kierunek liczenia Tuku s na krzywej C, 7e i

]1/' dx'

{ N [ T
608 y == — — y Sy s=—p =

@n
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poniewaz jesc:
PP =@~ + (y—y'2,

wiee:
_ dpdy' | dpdx
COS & = Yo ds + Iy T
oraz:
. v, * v
7‘-(:1"1:[/) = 551 - 5'y_2 )

gdzie oznaczylismy:
dy' . 1 L dx’
01=fv(m',y’)d—y.f(9, ) ds va=2;fc(w’,y')%f(mwd8-

© (¢

Przeto funkeye o, i v, okreslajg pewne potencyaly nogdlnione warstw poje-
dyhczych, rozpostartych wzdluz krzywej C.

Zakozmy, ze punkt ,y jest dosé blizko krzywej na normalnej punktu 0
krzywej, e 0§ z kiernjemy wadtuz wewnetrznej lub zewnetrznej normalne;
pu}lktu 0, a 0§ y wzdlnz styeznej, majacej kierunek zgodny z dodatnim kie-
runkiem liczenia tuku s na krzywej C'ize uklad jest t. zw. prawym ukla-
dem. Normalna pochodng funkeyi v(2,y) hedzie wiee pochodna: -

v ¥y 8%,
ox — oOx? dady

przeto:

2k [ot, ) [ PMlow) _ e e
P “291(6!”(”’“ R e P ]‘ls'

Z réwnania (8) (str. 6) otrzymuj emy:

() *f(p )
=t — o
a stad:
»_ 1 s [Flem) dy | o) da'
= [ [T S ] @
%)
& . d 7
5 ) @) o) B ds
Ot6z jest ©
Jest:
Pl dy | ()i p,p) y—y' [ z—2' dg!
—aa g TR ) y—y fa—a da' | y—y gy
. ayZ ds axdy ds dp? T[T 7?;——1—%_&/&_]
df(?,/l)[ @ (y*y’ % 0 (fy—y\dy
ARy T (T (8% v Y\ dy
Tl )d8+3y(.p )d‘;]

(28)
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i, jak Tatwo sie przekonaé. prawa strona tej réwnosci jest rowna wyrazeniu:

mamy wige:

v 1 . d;ﬂ Ofp.) dy_’ __i - fl_fiid
0—$=§—Efa(xl’y,)@' (*‘8@;")—(13 ds 5 fa(x,y)f(p,p) ds s,
©) () .

Druga catka strony prawej jest poteneyalem warstwy pojedynczej
!
o gestosel o(x", y') %y?, przeto ma granice, gdy punkt (z,y=0), do ktérego

sig odnosi, zbliza sig do poczgtku spéirzednyeh, ito niezaleinig od tego,‘ czy
zmienna z daiy do zera, bedae stale dodatnig, ezy stale ujemna. C,.alkg
pierwszg prawej strony rozlézmy na dwie calki od.nosne do Iukq“f Gy i Gy,
t.j., jak to niejednokrotnie czynili§my, uwazajmy hl.L: .C°’ foko obuj
stronne sasiedztwo punktu O i pozostaly Ink C.. Oczywmgle dosé zbadat
catke, odniesiona do Iuku C;, bo ‘tamta czesé jest funkeys Gl@glf@ wzglqde.m
zmiennej & i posiada grapice, kiora nie zalezy od tego, czy zmienna & @zy
do zera stale przez wartoSci dodatnie, czy przez wartosei ujemne. TUwazajmy
przeto calke: N
7
i N dy' Lo ‘L[a_f_(%)_] 0
1"=§1;j0(m'a?/') ﬁj’;(i((sfl)-%ds—:%“f U(fb':?/')gy: ay ay',

(t) -

gdzie (—e), (-+n) oznaczaja rzedne kolcow Iuku C,. Zalézmy teraz, Ze fun-

. do = . ; . . . .
keya o (#/, ') ma pochodng . ciagls i skoficzong wzduz tuku Cy; przy

takiem zalozeniu jest:

+7 +1
L el L [ Ao 3f(p:ts) g0
w= UE{G(% Wy n ) dy'  dy

—e —s

+n s L +_v1d
1 g | 2 VL (99 0 yay L.
={§;o(w'.z/')——a—’y- | ) 4 He.m)dy
niezaleznie od tegv, czy zmienna z
stale ujemns, przeto dos¢ zba-
pojedyficzej, rozpostarte] na qd—
lezacego na krzywej C, na os.y

Poniewaz pierwszy wyraz ma granice,
dazy do zera, bedgc stale dodatnia, czy
daé styczng pochodng potencyatu Warstv;vy'
cinku; oznaczmy przez @ rzut punktu 2.y,

@9
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i przez 4 odleglosé tego punktu @ od punktu P(z,y==0); widaé, ze przez od-
powiednie zmniejszenie Inku C, dogé uwazaé calke:

7

+
1 o
W= 5z | )7 ) dy,

gdzie =(y’) jest dana fankeya ciagla i skoficzong w praedziale (—e 7). Stad
mamy:

+n
3w 1 e

—&

tn ,
=@ |+ den | Ly,

jezeli uwzglednimy drugs z réwnosei (10) (str. 9). Dosé uwazaé tu ,naj-
Qorszy* wyraz:
17
1 /
5 j © (v) 45 dy,

—r
a wskutek cigglosci funkeyi «(y), jezeli brzez 7, oznaczymy warto§é funkeyi
7(y") w punkeie 0, do§é znéw uwazaé catke:
+1

T, d
5 /—%dy‘,

gdzie dla prostoty pisma zostawiliSmy te same granice (. —e&,+y) calkowa-
nia. Otz jest:

+1
[ N P LI G
=5 | log (=:r~+z/-)]_ = log mvi_jf ’

—c

?ViQC funkeya W ma granice dla pochodnej stycznej, gdy « zdgza do zera,
Juzto przez wartosei dodatnie, juzto przez wartosci ujemne, i od tej okolicz-
nosci granice te s niezalezne. % tego wynika, ze ciaglo$é pochodnej -—gfL
. . . . 0 .7/'
zapewnla istnienie granicy dla pochodnej normalnej funkeyi »(z,y) i nadto
przy zwyklych oznaczeniach jest:

o ) =75,

@0)

icm
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§ 13.  Obeenie wyprowadzimy nieréwnosei na pochodna normalna fun-
keyi w(zy).

ZaX6zmy, ze punkt ay jest tak polozony, ze istnieje dolna granica d,
rozna od zera dla zmiennej o; oznaczmy dalej przez eos y 1 siny dostawy
normalnej wewnetrznej do krzywej G, przeto jest:

du

u .
(—‘TV—— ﬁ:—r}-COS}' + @ Sn p

i

d 17  Of(e.p) (o—a’
=3 | @) f“){ o skt

N T sin y} ds,
©

a stad:

ds .

aN 7T dg

l du
(@

S [|dfles)
<,”

Z nieréwnosei (7) (str. 6) i z naszego zalozenia o polozeniu punktu 2,y
wynika, Ze jest:

d , e m 1 2nm
E(t—);{<—g—mr“d-r d < a*d? + ad? < a¥d? ?

bo jest Z} >'1; przeto:

du Sm
<4

(31) s

gdzie .4 oznacza dlugosé luku krzywej C. _ o
Zalozmy teraz, ze punkt x,y jest dogé blizko krzywej C tak, iz istnieje
jeden punkt O na krzywej Cnajblizszy mu; normalna wewneirzng tego
punktu O obieramy jako of «, styczna jako o y; punkt.}‘(z,y) wobec tego
leze¢ bedzie na osi @ (rzedna y=0). Przy takim ukladzie jest normalna po-

chodna funkeyi «(x,y) pochodng %%, na ktéra otrzymujemy réwnosé:

du 1 df{ou) x—u'
= 2—g.l-jlcx(ac’y’) “d o ds,
@

a prayjmujge rozklad krzywej C na luk C, i Cy, jak to juz kilkakrotnie czy-
nilismy, mamy:

o [ e B L[ 80 2 g,

;,;:5; /.6(56,’1 ) dp -““F;“ 21‘ 5 1y (ZP p

T (2]
1 1 o) 2=

+ Z‘“ a(w ’yr) “P p
[CA}

(31

(Co)
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‘Wzdluz lukn G istnieje dolna granica- zmiennej p,” rézna ¢d zera; ozna-
czajge ja przez d, otrzymamy podobnie, jak nieréwnogé (31), nieréwnosé:

) ; 1 o) ‘Z""Eé’; : - ds l< S 4

5z o a’d? R
[CA]

‘Wskutek nieréwnosei (7) (str. 6) otrzymujemy:

.

S (o E L LS [(n e o
‘2;(6/).6(-’1777/)@ pdé' < 2.71.’ o 9 P + K ds.

ay¢ N PR
»a na dostawe cosy istnieje wzdiuz hikn C,

iewaz ds —
Pon w5y

nieréwnosé 11 (str. 11), jezeli tylko luk ¢, odpowiednio zmuiejszymy, wiec
Jjest:

p

. 20 : ,
o] [ as< [e—aeds<4 /e-—nv dy:_j} :
©) I8} % :

nadto jest:
e—ae

- ds<[x1.(/

[tA] {Cy)

>

|| &
pZ

ale juz wiemy z rozumowan, zawartych na str. 16, ze istnieje stata dodatnia

D', jako granica gérna iloczynu:

ds

Pt
(G)

fa].

A wigc jest:

= (o O o) 1 S Qe ) D"Sm
{271]'0('751!/) dp P dsl/\’%'( P +D)<_'*—a y

(Go)

gdzie D" jest pewna stala dodatnia, zalezna od krzywej C jedynie.
‘Wiskutek nierownosei (12) (str. 11) otrzymujemy dalej:

1 I’ 2 ‘' \2
\ %fa (' y") ———fc(lz#) ~::—— ds i <£]n_8f(%) [-%mp—]— 1]'3‘49 ds,
[ ‘ . (e -
/2
ale mozna znalesé staly dodatniy B’ taks, e jest (pT) < ¥, nadto mamy:

(32)

icm
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— TR d 38

. e
) e p ds < 8 _/e—ay' y’d?/:a_i‘ 7
(ho 0

{8‘“’ pds <4 fe—'*’ y’dy’——'% )
K}

(Co)

wiee jest:
1 g0 ey & SE'q [ 4am 4 4SE'gm
ézf"(”ﬂ) d;_?dél<—;*( e A
(e

Mozemy przeto powiedzieé, ze w kazdym razie, czy punkt 2y lezy dowplnie
blisko krzywej C, czy nie, istniejs dwie stale D i E, zalezne jedynie od
krzywej C i takie, Ze jest:

|l (2 ) s,
(32)
| Dust)f< (-S4 ) .
[l a

§ 14. Wyprowadzimy obecnie nieréwnosé na funkcye v(zy). Jezeli
zatozymy najpierw, ze punkt 2y jest tak polozony, iz dla niego istnieje dol-
na granica, rézna od zera na zmienng p i granice tg oznaczymy przez d, to
rachunki, stuzace do wyprowadzenia szukanej nieréwnosci, bedg identyczne
z rachunkami, ktére nas doprowadzily do nieréwnosei (31); a wiec mamy:

Sm
lv@y)| < g4
Jezeli za$ punkt z,y lezy dosé blizko krzywej C, postepujemy z ukladem
osi, jak w poprzedunim paragrafie i zupelnie podobnie dzielimy krzywg C na
huki ¢, i Cy; wzdtuz tuku C, kladziemy:

& Cos y _ &'cosyty'siny
p 1

cos ¥ =

Jezeli przez o, y' oznaczymy znéw spélrzedne punktéw tuku €. Wobec tego

Jjest: .
d Z cOS 2’ cos y+y'sin
o(z'y) —f%#—*) g Y SR y. yg ds

1

Uz Y)=— 5
(Do)
_gl};f o (a9 _Cl_ﬂ‘i_)‘;ﬂ_ cos ¥ ds.

(D)

p P

Prace mat.-fizycz., t. XX.
' #3)
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Ale wyrazenie 2’ cos y -y’ sin y rozni sie od funkeyi H na str. 25 tyl-
ko znakiem I mozna tatwo okazaé, ze jest: |H|< 3gp”, jezeli uwzglednimy
nieréwnosé (12) (str. 11) 1 (20) wstr. 20).  Stad widzimy, 7e dalszy rachunek
musiatby formalnie byé podobuy do drugiej czesei rachunkn paragrafn po-
przedzajacego. Istnieja wige stale dodatnie 17, B, zalesne jedynie od krzy-
wej C'1i takie, Ze jest:

El
(33) ”

D'm + s

n? “

o) < |

§15. Co do zachowania sig potencyalu warstwy podwijnej w nie-
skoficzono$ei mozemy z powodu nieréwnosei (7) (str. 6) powtdrzyé prawie
_dostownie to, co powiedzielismy w § 8. Oznaczajac wige dolng granice liczby
o, 1671 od zera, przez P i prayjmujge, ze punkt oy oddala sie do nieskon-
czonodel, otrzymujemy, ze: B
(34) ‘ 11013 [Pra(zy)] =0,

(P

&dy » przedstawia jakakolwiek liczbe catkowita.

§16. Uwazajmy nieréwnosel (14), (18), (26), (32), (33); zachodzg
w nich stale dodatnie, zaleine od krzywej C; ujednostajnimy je, wyrazajse
je przez inne state charakterystyczne dla krzywej C. (Zob. Zaremba.
O rozw. zag. Fouriera). )

Zalozmy w tym celu, ze poczgtek spélrzednych lezy wewnatrz obszaru
D i wykonajmy na krzywej C przeksztalcenie podobne =k’ y="rky'; wsku-
tek tego'krzywa C przejdzie na nows krzyw g C'. Stala jakakolwiek np. 4
{14) (str. 12) przejdzie w nows staly 4, zalezng jedynie od krzywej ('iza-
102y, e istnieje taka liczba p, 1% jest A==A"J*: jezeli L oznacza najwie-
kszg ovdleglosé dwoéch punktow krzywej C, za§ L' najwiekszg odleglosd
dwdéch punktow krzywej ¢ to, jak wiadomo, jest L=kEL' i przeto: ,

:1;_(£)”
A/‘— ')
skad:
4_4
Lr — I

czyli te stosunki maja wartosé stalg (oznaczmy ja przez ¢) dla wszystkich
krzywych do siebie podobnych i wskutek tego jest: A=¢.L2.

Sprébujemy, czy wszystkie stale, zalezne od krzywej C, zachodzace
W wymienionych nieréwnosciach, sa tego tu ksztaltu i zarazem znajdzmy
wykladnik p. - : )

34)

icm°
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Zwroémy sie nejpierw do nieréwnosei
oznaczmy spélrzedne krzywej C, zas przez £, 4 taki punkt krzywej ¢/, iz
Jjest E=RE', y=ln"; uwazajmy dalej ua krzywej C’ageng w punkcie &' oge-
stosci tej samej, ktéra ma agens rozpostarty na krzywej ¢ w punkecie &n
1 uwazajmy potencyal tej warstwy pojedyinczej, rozpostartej wzdluz krzy-
wej C': .

(14) (str. 12). Przez &y

1
# = 5 a(Emfip’.u)ds',
: o

gdzie przez p' oznaczylismy odleglosé punktéw krzywej ¢’ od punktu, do
ktérego sie odnosi potencyat w’; liczba & gra te samg role, co dotgd liczba
#, nadto ds oznacza element krzywej C'. Oznaczajge przez o’ liczbe, na kté-
r przechodzi liczba a, gdy zamiast liczby puwazamy liczbe u', przez 4’ sta-
1y dodatniy, zalezng jedynie od kraywej C', mamy:
o
<

Zapytajmy sie, jak wyznaczyé liczbe ', aby potencyal o' réznil sig od
potencyalu « tylko o czynnik staly; wtedy bowiem bed#ie mosna znalesé
zwigzek miedzy statemi 4 i A’. Otéz Jest p=lp', jezeli potencyaly u i « od-
noszg sig do punktéw, odpowiadajgcych sobie na mocy przeksztalcenia po-
dobnego; poniewasz & olieramy jako liczbe rzeczywista, wiee, ktadac =%
w funkeyach:

oo oo

iV T ‘oo wV g
eV ) e~ Vet
fip )= / —m=dt; o' )= / = O
. I/p___r_f_ ‘U ‘Lglﬂ_{__ t/ﬂ

i p'==pk, otrzymujemy réwnosé flp.u)=f{| pw); aze jest w punktach, odpo-
wiadajgeych ds=kds', wiee jest u’=%. Z réwnosel p' == uk otrzymujemy,

. L o
%6 a'=:Vp, sin - i nierdwnosé:
-

| A'S

_ b
k I kVp, Sin~2~

a poréwnywajge to z nierd wnoseig (14) (str. 12), widzimy, Ze wolno polozyé
A=4' i p=0. Wskutek tego liczba stala 4-jest jednakows dla krzywych
do siebie podobnych, i potozymy A=c. »

Znpelnie podobnie mozna dalsze stale wyrachowad tak, ze otrzymuje-
my nastepujgce nierdwnosei: o :

(35!
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S
@4 Ju(my)| < ————,
P, sin 5
] [du ) ay ¢S
AN
\ (dN" 2 Ll/plsm20
(35) ? (du) G ' < ¢S
T <%
anNj. 2 LVp, sini‘%
@ R E—
dNJ:* \dN/. LVp, sin’5-
- 9 ,<~_S_
LVp, sm?—?—
(37) ,
] Gy cy
’ "y LVpsina
! Py blll Z
(38) |Gt [« =25
LVpI sin®+-
2
‘ 1D ) <+~ | o8,
] sin—  LVp, sin*—-l
! 2 2
(39) ; 1 1 g
| | Dae)] <) +—L—| s,
] sini LYp, sinzﬁ{
2 2
(40) i< [t +—2—|es
sin—  LVp, sinﬁ—j
2 a
DALSZE ZAGADNIENIA POMOCNICZE.
§17. Uwazajmy szereg:
(1) Flayd) =D Fi(zy). 4,

k=0

(36)
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gdzie wyrazy sg funkeyami zmiennych %Y, POmMnoZonemi przez pewne po-
tegi liczby zespolonej 2. Promien zbieznosci szeregu tego wzgledem 1 za-
lezy oczywiscie od przyjetych wartosei na zmienne « KA

Zalézmy, ze szereg (1) jest taki, iz istnieje liczba dodatnia R nagwmk—
sza taka, iz, gdy tylko zmienne xy s3 zawarte w pewnym obszarze A i gdy
Jest [A| < R, szereg (1) jest jednostajnie zbiezny wzgledem zmiennych z,y ob-
szaru A, Liczbe R nazywaé b@dmemy promieniem jednostajnej zbieznofci
szeregu 1.

Z szeregami tego rodzaju bardzo czesto bedziemy sie spotykali. Po-
damy bez dowodu kilka znanych twierdzen. )

"A) Zalozmy, ze liczba dodatnia R jest promieniem jednostainej zbiez-

uosei szeregu (1) we wngtrz obszaru A; niech punkt z,,y, lezyna ogranicze-
niu obszaru A i'niech istniejg dla niego granice A funkcyi Fi(z,y); szereg

> 44" jest zbiozny dla |1] < R i nadto jest dla |1]< R:

el

lim FloyA) =Y, A,

i to Y=Y r=u

B) Jezeli R jest promieniem jednostajnej zbieznosci szeregu (1)
dla liczb xy obszaru A, funkeye Fi(zy) sa funkcyami ciggltemi w ob-
szarze A, to szereg (1) przedstawia funkeye ciagly wzgledem zmiennych z,y.4
w kazdym punkecie z,y, ktéry lezy wewnatrz obszaru A i dla kazdej wartosci
4, ktéra spelnia nieréwno$é | 1] < R.

C) Jezeli B jest promieniem Jednosta_)ne,] zbieznoSei szeregu (1)
dla panktéw 2,y obszaru A, kazda z funkeyj Fi(z,y) ma pierwsze pochodne
ciggle i skoficzone w tym obszarze, jezeli dalej szereg:

) E DF(zy)i*

k=0

Jest jednostajnie zbiezny, o ile jest [1| < R,, gdzie R, jest liczba dodatnig,
a punkt (z,y) nalezy doabszaru 4, przyczem DFi(z,u) przedstawia jedne
z pochodnych pierwszych funkeyj Filzy), to szereg (1) ma jako po-
chodng pierwszg szereg (*) w dowolnym punkcie wewngtrz obszaru A i gdy
liczba 2 czyni réwnoczesnie zado$é nieréwnosciom: [1| < R, |4| <R,.

§ 18. Rozwigzmy zagadnienie, polegajace na wyznaczeniu potencyalu
wogoélnionego u(z,y) warstwy pojedynczej, rozpostartej wzdluzi krzywej C
o liczbie charakterystycznej u, zaleznego od stalej liczby 4 tak, by wzdiui
Erzywej C zachodzita réwnosé:
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gdzie = oznacza dang funkeye ciagly punktu krzywej C. Zagadmeme to na-
ZyWa sie zagadnlemem Roblna
Polézmy:

(3) 1‘:2“"'”‘ .
) : ‘ S e e

gdzie funkeye 1 zalesg jedyﬁie od dwu zmiénnych :4,1/: :nqd_QQ ‘niech -4b§('iz'~ie:

® (-t e

k=0

iy [ L

Wtedy z réwnosei (2) otrzymuj smy:‘

dug\ | rdug\ o
‘ (dzv) (dN);“ SE
('_]’L’f> _ jﬁ’i) duy_, duk_.;)

" \dN (dN ( UN )_'—( daN
Przy;mumc teraz naodwrét réwnoscl (5) Jako deﬁmcyg poteucyamw
warstw pejedyiczych ;0 liczbie charakterystycznej s zbada,]my, ezy wie-
dy szereg (3) bedzie zblezny, czy bedzie. potencyalem warstwy OJedyiiczeg

o liczbie cha.rakterystyczne,; ‘u i czy spelnia zagadmeme Ro b ina.’
Kladq,c ‘

(5) (k= 1.2,3,..)

® = 5= } oxflp,u)ds ' (k:o,zl,z,r.‘-.é.)

2
(5)

otrzymujemy namoey réwnosei (17) (str.17)iz powyiszej réwnosi (5) zwigzkis

O’O__‘)z‘ O == (Lu"—l) + (ﬂb) ;

2 aN dN

(=1.23,.)

Metoda indukeyi zupelnej przekonac sig Iatwo ze réwnoécl (6 1 (7)
zupelnie okreslaja funkeye gy, 6, oy,...

Oznaczmy dalej przez T gbrng granice moduln funkcyl T wzdhu krn -
wej C. 7Z nieréwnosci (36) (str. 36) otrzymujemy: -

duo) du, o 4eT e ‘ _
(_— +(_O)I< R R SRR
aN/.  \an/, LVESin'—‘% WL

06
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czyli:
4T
L¥p sints.
p, sin?— )

o<
a stad dalej:
vy du, %_(gi_ti. -
. aN/. \adNJ,

a stad przy pomocy metody indukeyi zupelnej otrzymujemy:

duy (duy
’(mv);‘L (x| <

8¢ T
e k)
i, sin -

. -)Hzcl'-H T

(8) — (k=0,1,2,...)

bl
Extip Ty sm‘““r“—g—
2

a wiec jest:

2T
9) 3

oo <275 Jae| < (b=123,..)

L
LFp3 sin 2”—2—

Stad i z nierdwnosei (34) (str. 36) wynika, ze jest:

b1, k1D

(10) [} < —

g
Lip, = \m—‘“'“g

Szereg (3) (str. 38) bedzie wiee jednostajuie zbiezny w obszarze D napewno
dla takich liezb 4, ktére spelniajg nierbwuoéé:

2¢ - 1 1 <1
LVp, sin?—

Zalozmy wiec, ze obraliSmy liczbe £ tak, Ze jest:

) ‘ 1:>l<1~ .
(11 —g < .

LVp, sin?-% S

to szereg (3) bedzie mial promied B jednostajnej zbieznogei w obszarze I}
wigkszy od jednoscei, i wolno bedzie poloyyc wartosé (+1) Tub (—1)na
liezbe 4. 3 .

(39
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Gdy Jest wige [1] < R, to szereg:
E O'l{ll‘
k=0
bedzie jednostajnie zbieZny wzdluz krzyvffej C, 1jezeli przez o oznaczymy
funkeys, ktéra szereg ten okresla, to funkcya u, przedstawiona przes szereg
(8) (str. 38), okresli sie catka:

.1 . .
u=g, [of Gu) s,

[22]

a wige jest nogélnionym potencyalem warstwy pojedynczej o Liczbie charak;
terystycznej ge.
Ze wzordw (39) (str. 86) i (9) (str. 39) wynika, ze jest:

kH1pk T

|ﬂui ('llrk} [< r 8 LA y
\ L*p, ¥ sin* —
(12) y )
kA1 4k
/ID,,,(uk){< Skl 4,
Ltp = sin®* —
gdzie dla krotkosei potozylismy:
1 1
13 =
0 sy Loy
sin - LVp, sin—-

&

Szeregi:

2 Das (4, 3 D)2

k=0 k=0

3g napewne jednostajnie zbiezne wewngtrz obszaru D przy warunku (11)
(str. 39). Na mocy twierdzenia O z § 17 (str. 87) istnieja W tych warunkach
pochodne D,; (u), D,C.Z,(u), a ze dla dowolnego punktu krzywej ¢ istniejg
< . U,
okreslone granice: (FE\%):’ (%),' wige twierdzenie A § 17 (str. 37) uza-
sadnia réwnosei (4) (str. 38); ze zwigzkow (5) (str. 38) wynika dalej, ze fun-
keya u(zy) spelnia zagadnienie przy warunku (11) (str. 39). Otoz, jak
zauwazyliSmy, wolno polozyé i=—-1 w szeregu (3) (str. 38), przéz co

(&0)
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otrzymamy dwie funkcye, ktore vznaczymy przez u(~1)iu(—1). Kladse
w réwnosci (2) (str, 838) ==--1, otrzymamy:
(du (+1)) _
(_‘d‘N‘—)t——T ’
du (—1)
( uN *)

=T.

e

Dochedzimy wi¢c do wniosku: jezeli liczba & spelnia warunek (11){str. 39),
to istnieje funkeya, sprawdzajgca wewnatrz obszaru D lub wewnstrz obszaru
D' réwnanie Aw -+ &u—=—0, a na krzywej C waruuek: (@—) =t lub (@i) =1,
. AN/, u4NJ;

gdzie v oznacza dana funkcye ciaggla punktu krzywej C.

§ 19. W jednym z péZniejszych rozdzialéw wyznaczymy liczbe funkey],
0 ktérych mowa przy koficu poprzedniego paragratn, obecnie znajdzmy; ilejest
potencyaléw warstw pojedynczych o liczbie cliarakterystyeznej u, spelnia-
Jacyeh wzdluz krzywej C warunek: .

s ' ) idu\

ay ax)—
przyczem jest spetniony warunek (11) (str. 39). Oznaczmy przez ¢ gestosé
potencyalu, przez S dokladng gérng granice modutu funkeyi o i wyszukamy
nieréwno$é migdzy S i gérny granica T funkeyi |z].

Na mocy nieréwnosei (35) (str. 36) 1 (14) (str. 41) mamy:

1 ¢S
T + -—9" 0= -—‘_'——“6‘. ‘&,
- LVp, sin®
gdzie jest:
|&]=<1.

Nadto istnieje punkt P na krzywej C, iz jest or=8.d/, gdzie |d'|== l.
Jezeli &, oznacza wartosé liczby 4w punkcie P, to:

Zaléimy, ze obraliSmy liczbe £ tak, iz spelnia zwigzek:
c 1
{15) — <
LVp, sin 5

40
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to bedzie: S i e
. 1) R
S.(%——i—)\< 8.’%——#— — =< T,
- © LVp, sin5-|
a stad: ’
(16) S<4T,
(17) lo] < 47",

Zatoimy teraz, ze istniejy dwa potencyaty w, o' 6 liczbie’ charaktery-
styeanej i, o whisnosei (14), przyczem liezba£spehnia nierowiiose (5); W ta
kim razie jest; ‘ I E S

(‘l(%;ﬁ))= 0,

przeto dla tego zagadnienia wzdiuz kraywej O jestz==0, a wiee ==0;" je~
zel przez o ozraczymy gestosé potencyalu (n—u'), to na moey ,niérdéwnosei
(17) jest o= czyli wu=u'. Istnieje wige jeden tylko potencyal warstwy:
pojedyticzej u o liczbie charakterystycznej 4, ktéry spelnia réwnosé (14)
przy waranku (15). Z nieréwnogei (34) (str. 36), (39) (str. 36) 1 (16) (str.
42) otrzymujemy:

as i 2L
o VplSiHT . -
(19) Dui] <dar, = "

gdzie A jest okreslone rownoscig (13) (str. 40).
To samo mozna powtirzyé, gdy chodzi o warunek:

du

9 - =

(20) ( mv), . .
_$20. Zajmijmy sie obecnie zagadnieniem N eumann a, t.j. zagad-

nieniem nastepujacem: wyszukajmy potencyal v warstwy bodwojuej: rozpoel

startej wzdluz krzywej C o liezbie charakterystybznej"ﬁ-, ktéry niéch widlus.

krzywej O czyni zadosé warunkowi:

(21) vi— v, =4 (v, - v,) + 2z ,

gdzie 1 jest dang liczby zespolong, zas v dang funkcyj@‘c_igggl@ bunktu krzy-
wej C. o B

Postepujae zupelnie podobnie, jak w § 18, wykazujemy istnienie po-
tencyalu v i nadto prazy warunka (I'1) (str. 39) wolno polozyé I=-1, czyli
dochodzimy do wniosku: pod warunkiem (11) (str. 89) istniejy potencyaly

@3)
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&arstw podwéjnych, rozpostartych wzdlui krzywej C o odpowi.edn’io. df)bra—-
nej liczbie charakierystycznej u, ktére wzdinz krzywej C spelniajs jedne
z nastepujacyeh réwnosei: . .

(22) V=T
- Iub.
(23) . v, =1.

Zupelnie podobnie, jak w § 19, mozna wykazad, ze ggstos’f’: ¢ potencyalu
v, ktry spelnia réwnosé (22) lub (23), spelnia zwigzek (16) 1 (A7) (str. 4‘_3,)~
ped warunkiem-(15) (str. 41). - Z tego wynika znéw,. ze przy Wa?mn%m (15)
(str. 41) istnigje tylko jeden potercyal » warstwy po’&wo:)ne,) o liczbie cha-
rakterystycznej g, ktéry spelnia wzdluz krzywej C zwigzek (22) lub (23).
Nadto jest: )
(24) [v] < 4AT.

-§ 2L “Uwazajmy teraz zagadnienie nastepujgce: Wyznaczmy tz}ki po—
tencyal warstwy pojedynczej u, rozpostartej wzdiuz krzywej C o lffzble ¢cha-
rakterystycznej u, zeby wzdtuz krzywej C bylan spelniona réwnosé:

25) (%): )1,

gdzie % i 7 oznaczajg pewne dane funkeye ciagle punktn krzywej C, za$ 1.
jest danym parametrem.
Pol6zmy:

(26) " :2 wdt,

k=0 *

gdzie u; s3 potencyalanr warstw pojedynczych o liczbie charakterystycznej.
4 1 niech nadto bedzie:

8

1

\ (cluk ) 2

du
on - fawl= 2l =

I

=

1l
&

wtedy z r()Wﬁos’ci (25) 1 (27) otrzymujemy warunki:

duk

(28) ( Z% )‘= v (W)z Tt (=12, ..)

Jezeli zalozymy, ze liczba £ spelnia nieréwnosé ,(15,) (str. 4,1)'}’10‘ Igﬁhwt
n0$ci (28) pozwola nam wyznaczy poténcyaly ue ito W jeden sposob. oz»
dzi teraz 0 to, by wykazaé, ze szereg (26) jest zbiezny i spelnia obecne za-~
gadnienie.

(43)


GUEST


44 : A, HOBORSKI

Poniewaz udowodniliSmy w § 6, ze potencyal warstwy pojedyn-
-zej jest funkeys ciggly W calej plasiczyznie, a nadto w § 8, ze w nie-
skohczonosei jest zerem, wiee obierzmy kolo o tak wielkim promieniu,
by zewnatrz niego potencyal co do modutu byl mniejszy od liezby 1. Na kole

i wewnatrz niego jest on fankeys ciggla i ma modut ograniczony; z hego’

wnioskujemy, ze potencyal jest na calej plaszezyznie co do modutu ograni-
<zony; to samo odnosi sig do potencyaléw warstw podwdjnych mutatis mu-
tandis. ' ' o o S

Istniejy wige liczby dodatnie M, tak; iz jest stale |ue] << My, przeto
'z nieréwnosei (18) (str. 42) i z rownogei ( 28) (str' 43) otrzymujemy:

T My deHMy .y
T g ESSTTg
Ve, sin—g.— Vey sin b

My< (k=12,...)

2

Jezeli T'1 H oznaczajg gorne granice modutéw funkeyi =, wzglednie & wzdtuz
krzywej C. Jést wiee: : ' R T

., . g
i<t N g
Vpi Slll '2"

Jezeli wige obierzemy tak liczby 4, ze:
i —46}1 ¥
Vo sin 7 |

to szereg (26) (str. 43) bedaie jednostajnie zbiezny. Na mocy nieréwnosci

{19) (str. 42) bedzie: o
. I-Dm‘(“k)l < 44 (.__4&_)}. .T1
— . 6
Vo, sin -

(k=0,1,2.....)

<l

2

przez co wykaze sig, jak w § 19, prawdziwosé wzorn (27) (str. 43), a na-

-stgpnie, Ze przy warunkach poprzednio wymienionych spelnia funkeya u obe-

-tne zagadnienie. Jezeli nadtg zalozymy, ze jest:
(29) —AH g,
Vp, sin 5
10 wolno bedzie w rownosciach (25) 1 (26) (str. 43) polozyé A=, czyli przy
'warunlfach (11) (str. 89) 1 (29) na liczhg ¢ istnieje potencyal warstwy poje-
-dyfezej, spelniajgcej wzdluz krzywej C réwnosé:

14y
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du
{80) (m);: h(u)i 4.

Chodzi teraz o to, czy przez owe warunki potencyal warstwy poje--
dyfcze]j jest jednoznacznie okreslony. )
‘ Oznaczmy wige przez ¢ gestosé takiego potencyalu, przez M i S gorne.
granice modutéw funkeyi u i o. _ )

Na mocy nieréwnosei (16) (str. 42) i réwnosei (30) bedzie:

S<AHM+ T,
a na mocy nierdwnosei (18) (str. 42) i réwnoscei (30) bedzie:
de(HM+T)

M<

Vp, sin 7

Jezeli zamiast nieréwnosci (29) przyjmiemy $cislejsza nier6wnosé:

: 4cH 1
(31) — 5 <3
Vp, sin >
vedzie:
bedzie 8T
M<< g
Vpl sin 7
i w nastepstwie: .
a wiec:
: T
(33) ] <y ol <.
Vo, sin 7

7 nieréwnosci (33) atwo teraz, jak w §]§}, W-y\?vnif)skowa_é. szpr.zy"
warunkach (15) (str. 41) i (31) na lic_zb.q & istnieje .Eeden_ élty ko_]e:
den potencyal warstwy pojedynczej, spelniajgey réwnosé (30) wzdinz krzy

wej C. . o
Z réwnosei (30) wynika wreszcie, ze:

(),

az nieré\x;noéci (19) (str. 42) 1 analogicznej, ktéra Yatwo podaé, wynika, %e-

(34) < HM + T 2T,

jest:

(45)
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(35) | Dui (w)| << 84T,
' ‘Dnc(‘l“l \/8‘4_7’7

.gdzie 4 jest vkreslone rownoseig (13) (str. 40). .
§22. Zwréémy sie obecnie do jinnych pomoeniczych zagadnien. Niech
funkeya w(z,y), ktora moze by¢ zespolona, ma nastepujgce wlasnosei:
1) wewnatrz krzywej ' czyni zadosé réwnanin Au-fu=0, gdzie'
liczba § jest liczba dang;
2) Jest ciagly wewnatrz obszary 2 i ma granice ciggly w,, jedno-
stajnie osiggany, gdy punks 2,y zbliza sie nieograniczenie do krzywe;j
(4) C, bedye wewnatrz obszaru D; :
/ 3) ma granicg ciagls, Jednostajnic osiggang, pochodnej normalnej
(2%)4 wzduz normalnej wewnetrznej do krzywej C.
Albo niech:

1) zewnatrz krzywej ¢ czyni zadosé rownanin Avt-Eu=0;

2) jest ciagla wewnatrz obszaru D' 3 ma granicg eiggly «,, jed-
nostajnie osiggana, gdy punkt 2./, bedge wewnatrz obszarn D', zhiiza,
sig nieograniczenie do krzywej C:

3) ma granice ciagly, jednostajnie osiggang, pochodnej normal-

{B) (’ nej (zlu)

me;

du o
dz|’ ay| "
ikolwiek sposQl_)i

4) tak funkeya |}, jak 1 jej. pochodne pierwsze daza

do wartosei skoficzonych, gdy punkt .y dazy w jak
do nieskofiezonosei. o

Pierwsze warunki nazywaé bedziemy warunkami A, drugie warun-

kami B. . :
Podamy kilka wlasnogei funkeyj, - spelniaj geych warunki A, wzgled-
nie B.
Zalbimy, ze dwie funkeye w, v czynia zadosé warunkom A. Niech be-

dzie E=a--i, U=ttty v=0,-ivy, gdlzie @ By m, 4y, vy, v, 58 wielkosciami
-Tzeczywistemi. Metods podobng do klasycznej Przez rozwazanie funkeyi
s, 1y, 0y, %y 1 odpowiednie kombinowanie wyrazow ratwo wykazaé rowrosé:

(36) (2 }) {‘“" (%); z (g%)} ds =0,

Uwazajmy teraz punkt zy,
liczba & nie bedzie liczby rzeczywist
‘czywista a liczby pu==a-1-bi jest rozn

polozony wewnatirz obszaru D, i niech
31 dodatnia ani zerem, wtedy cze§érze-'
a od zera, a wiec na mocy definicyi do-

(46)
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datnia, wobec czego wolno rozwazaé funkeye fip,u), gdzie p oznacza odleglogé

“punktu 2,y od punktu biezaeego. Zupelnie analogicznie, jak w klasyeznej

teoryi potencyalow, otrzyma sie z réwnosci (36) zwiazek:

@0 ues) =gz [ {2 — fio (2)

¢4

& oznaczajgc przez ¥ kat miedzy kierunkiem normalnej We\vn@trzPeJ a Odf
cinkiem g, skierowanym od punktu o,y do punktu krzywej C, wzor ostatni
mozemy napisaé w formie:

Ly dflen) du )
(38) w(ey) = 5= f {u,- ---—({Z;—- cos & —f g,u) (4 N)J ds.

y

J eieli za$ punkt zy lezy wewnatrz krzywej €, a funkeya w czyni zgdos’é
wartnkom B, to ze wzorn (38) metods zupelnie podobng do metody klasyez-
nej otrzymujemy:

‘h") cos -&} ds .

L af{o.p)
(39 ) = g [ {ftemf)— v -2
)
i i zaj j plasz-
§ 28. Na zakoficzenie obecnego rozdzialu uwazajmy na naszej p
b 3 I a0
czyznie obszar plaski 4 i w nim dwa punkty (z,y) i (=" )., n.xech bedzie pich
odlegloScig; niech F(a',y') oznacza funkeye tego .obsza.ru injech dv ozrnacza
element powierzehniowy w punkeie #'y'. - Uwazajmy funkceye:

| SN
{40) wEy) =5 f F(@ y)fle,p)dr
(v ‘
stanowi ona analogie do klasycznego potencyal’u' objgtos’cio.wego “ pr.ze;
strzeni tréjwymiarowej. Poslugujac sie metod'a.ml klasyczng te;);i ?, mozn
wykaza¢, ze jezell funkeya F(a'y') jest taka, iz calka (40)1 calka:

(41) [17@. ) de,

)
majy znaczenie, to catka (4u) jest funkeya ciggly zn_)ienn;!*clrl aa,ly ogszarur::
Jezeli nadto dolgezymy zalozenie, Ze modut funkeyi E(x ) ma gi) rnqzi o
nice M w obszarze 4, to funkcya w(%,y) ma pochodne pierwsze w obszar ,
i jest:

@7
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2 1 [ ~ 9f(o,
\'Ezﬁzfﬂwﬂ)f%$2“’
142) / “ ,
dy 1 [ o 2flo)
()

'

Co si¢ za$ tyczy drugich pochodnych, funkeya wiz,y); oczywiscie, jak

tatwo wykazaé, posiada w kazdym punkeie zewngtrz obszarn 4 drugie po--

chodne bez wzgledu na to, czy obszar 4 jest skofczony, czy nieskonezony
i czynig one zewnatrz obszaru 4 zado§é réwnosei: |

Ayt &p=0.

Jezeli zas punkt 2,y lesy wewugtrz obszarn 4, to nie

(43)

. 22 32 . . s .
drugie pochodne 9:.: , —2;;)7 , ktére w takim punkcie spelniajg réwnanie:

(44) Ay(zy) + bp(ey) + Flay) =0,

stanowigee analogie do réwnania Poissona w klasycznej teoryi poten-

cyaléw objetosciowych przestrzeni trojwymiarowej.

§ 24. 'Wyprowadzimy teraz nier6wnosei na funkeye w(zy) i jej po-

chodne pierwsze przy zalozeniu, ze istnieje gérna ‘granica M dla modulu

funkeyi F(#,y) bez wzgledu na to, czy obszar A jest skonczony czy nie-

skofiezony.
0t6z jest:
M YA
Iw(-’v,y)l<2—ﬂ‘} [flo.m}] de < g;;] / }’f(@,ﬂ)ldx’dy’;
[0 —00 ~—00

widaé, ze jest:

+co oo =) o V’? oo co
- o “e—aV e e A
| f | Flos) | do'dy’ <9 Uf 9496/ Tera <o [ [V emraqa— =,
—ca—o0 : 0 0
przeto:
= 2n M 2n M
(45) ey < =g = 2l ;
: ' 01 sini‘?
(48)

wystarczajg dotych--
czasowe zatozenia funkeyi F(z'y'), ale dosé przyjaé, ze w punkcie ().
funkeya Fio'y') ma pierwsze pochodne ciggle i skoficzone, aby istnialy

icm
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7 pierwszej réwnosei (42) (str. 48) otrzymujemy:

2| L (1908 0 2 (2 T Ty o)
| <) [Tdp | "<z e ele o] | eedgdy
) (V] [V}
' EE 1
=u[FG+),
a poniewaz 1 < —%1— , % —+1 <=, wiec:
(46) J%I<M':E:_;M’f_é_
10 “ Vo, sin %
1 podobuie jest:
7 M Mr
(46 bis) I_'/’J =
9y Vo, sin ® o
III. O ROWNANIU Aw— £u= 0.
§ 25 Niech funkeya (o) czyni zado$é réwnaniu:
(1 . Au+bu=nun

wewngtrz obszaru D, gdzie & oznacza liczbg dowolng. -

Mozemy udowodnié nastepujgce twierdzenie: 0 ile czesé rze‘aczymsta
a=g, cos § liczby &=a-tifi=p, (cosb6-|-isin0) nie jest liczby dodatnia, to mo-
dut funkeyi u(z,y) nie moze mieé¢ w zadnym punkeie Wewn@tr.z obszaru 1)
maximum. Zalézmy bowiem, ze funkcya |u(z,y)| posiada maximum w pun-
keie 4(xoy,), lezacym wewngtrz obszaru D, i otoczmy go kolem X o promie-
nin £, réznym od zera, a na tyle malym, iz cale koo 3 pada wewngtrz ob-
szarn D. Skierujmy normalng do kola na wewnatrz obszaru, ktéry zamyka;
poniewaz funkeya wu(z,y) spelnia warunki (A) (str. 46), przeto na moey
wzorn (38) (str. 47) jest:

. 1 AAlp) 1 (A X
(2) u(xpY,) = — 3 w——y ds— ﬂ./dN f(R,p) ds.
(

= =z
Obok tego uwazajmy funkcye:
hd uk gt
Iteu) =1 +Z—(z7_k')_" .
k=1

Prace mat.-fizyce., t. XX.
(49)
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jak sie fatwo mozna przekonaé spelnia ona réwniez warunki (A) (stx:. 46);
tup oznacza odlegtosé punktu z,y, od punktn biei@cego.. Wolno Xngc do
funkeyi u(z,y), Ho.p) stosowaé wzor (36) (stt. 46), ktéry daje réwnosé:

1 [ dlEw _L["l'i .
@) O=—2—n.[u L as— o | G KR @

Stad i z réwnosci (2) (str. 49) otrzymujemy:

L d(Ry) _ ABp) | _CZ{(I_i,/_A_)) s
) u(@gYo)=— Z_;(“dj{—"‘ IR.w il /uds‘
Spélezynnik liczbowy:
( YR _ f(Bp) dl(Bu)
5) A="N00 b |

aR TR p) dR
jest wartoScig szczegdlng funkeyi:

. df{ou. dl{o,u)
Tou) Q). _ (g Hlost

do do
I (o 7:“)

Flou) =

dla wartosci g=A. ) '
Z rownan rézniczkowych na funkeye f(g,u) 1 I(o,x) otrzymujemy réw-

nanie: ,
2 ) a2
o{ e T — flo) TLEE - To Flow) =,

a stad:
p-I(p,p).Flp,pu) = const,,

a biorac granice dla p=0, otrzymujemy, ze stata rowna sig liezbie —1, prze-
to jest:

1
Flo.p)=— o)
a wige wzor (4) przyimie postaé:
1 .
(4bis) u(Toly) = SR ITH ) I u ds.

Gdyby fuunkeya u(z,y) byla taka, iz w otoczeniu dosé blizkiem punktu z,,y,
Jest stale:

| u(@oo)| > |ulz.y) |
to stagd wynikaloby:

. 1
(®) |t} > e [l ds,
)
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jezelibySmy tylko kolo X odpowiednio obrali. Aby wykazaé niemozliwosé
zwigzku (6), zajmiemy sig funkeya I(p,u).
Polbzmy:

Ip.p) = J\(p.p) + iT5(p,0);

Tatwo sie przekonaé, ze jest:

. _
(—p,)* cos kB R

TR =143 =,

k=1

- v 1 N 9k
IRy = ¥ ()t ko

Q@RENE T
L k=1

Bardzo latwe rozumotwanie przekona nas, ze mozna koto X obraé tak
male, by bylo:
p’?R«i
64 °
| oR  plRS
: J‘_’(Hhu)] > 4 iR

Ji(Buy>1—

a stad:
[ HBmE>1,

przeto z réwnoscl (4bis) (str. 50) wynika, ze dla kola X i kazdego od niego
muniejszego i spélsrodkowego jest:

. 1 1
) < gy | s | < [lwras,

wobec tego zwiazek (6) jest absurdem. Udowodnilismy tym sposobem twier-
dzenie, na poezatku postawione.

Podobne twierdzenie mozna, jak widaé, okazaé dla obszaru .

Stad wynikajg trzy wnioski:

O ile czest rzeczywista parametra £ nie jest dodatnia, to:

1) funkeya u(zx,y) jest identycznie réwna zern w calym obszarze D,
jezeli spelnia wewngtrz obszaru D réwnanie (1) (str. 49), a wzdluz krzywej
C jest slale u==0. :

2) fankeya u(z,y) jest identveznie rowna zeru w calym obszarze D,
Jjezeli spelnia wewngtrz obszara D’ réwnanie (1) (str. 49), staje sig jeduo-

stajnie zerem, gdy punkt z,y dgzy do nieskoncezonosei, a nadto wzdluz krzy-
weij C jest stale u,=0.

1)
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3) zagadnienie Dirichleta tak zw. zewnetrzne jak i wewngtrzne
ma co najwyzej po jednem rozwigzaniu.

§ 26. Okazmy teraz, ze te trzy wnioski utrzymujg sig i wtedy, gdy
nawet cze§¢ rzecsywista liczby & jest dodatnia, byle wtedy czes$t urojona
liezby § zerem nie byla. Wypada nadmienié, ze przypadek é=0 stale usu-
wamy z rozwazania, bo znany jest z teoryi klasycznej,

Poniewaz udowodnimy nasze twierdzenie za pomocy twierdzenia
Greena, wige musimy wykaza¢ istnienie granicy pochodnej mormalnej

(%) wzdluz krzywej C, oile nam chodzi o obszar //; gdy za$ nam chodzi
[(FARSS
o obszar L', to musimy wykazaé istnienie granicy (%\7) wazdluz krzywej €

1 takie zachowanie sie funkeyi # i pochodne;j N w nieskonezonosei, by twier-

dzenie Greena bylostosowalne. Zajmiemy si¢ najpierw obszarem J),
a mianowicie udowodnimy twierdzenie: jezeli funkeya u(x,y) spelnia we-
wngtrz obszaru D' réwnanie (1) (str. 49) i jezeli wzdluz krzywej C jest
stale u,=0, a gdy punkt x,y W jakikolwiek spos6b dazy do nieskonezomosci,
funkeya w(w,y) staje sig zerem jednostajnie, to funkeya ta jest identycznie
zerem w obszarze 1), byleby parametr £ nie redukowal sig do liczby rzeczy-
wistej 1 dodatniej.

a) Aby médz co$ powiedzieé o zachowaniu sie funkeyi u(z,y) i poclod-

nej o w nieskonczonodei, wykazemy, ze funkeye u(x,y) bedzie mozna w do-
{

statecznej odleglosci od krzywej C uwazaé za uogdlniony potencyal mas, polo-
zonyeh w skoficzonosel, t. zn. cheemy uzyé wzorn analogicznego do wzorn (393
(str.47); aby gojednak médz uzyé, trzeba sie zapewnié, czy spelniony jest wa-
runek 4-ty z warunkéw (B) (str. 46). Dlatego wykazemy, ze b) jezeli przez
2 oznaczymy kolo, wewnatrz ktérego leiy krzywa C, przez &' obszar ze-
wnetrzny kola X, to funkeya w(zy) dla wszystkich punktéw =,y obszaru
& ma pochodne pierwsze ograniczone, o ile punkt «.y ma odleglosé od kota X
nie maiejszg od liczby d réznej od zera, a zreszty dowolnej. Nadto trzeba

wykazaé, ze ¢) istnieje granica (%), wzdluz krzywej C.
Tdowodnimy najpierw tw. b). 'W tym celu polézmy:
w =1y} 10,

niech &, hedzie liczby dodatniy taks, iz parametr §==—&, spelnia nieréwnogé
(15) (str. 41); niech y oznacza potencyal warstwy podwéjnej, czynigeej za-
dos¢ rownaniu:

Ay — Ly =0

(521
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wewnatrz obszaru €', a wzdluz krzywej X rownaniu:
Po == Uz,

gdzie ur przedstawia wartosci, ktore funkeya u(z,y) przyjmuje na kole X;
wskutek tego wzdiuz kola X jest:

w, =10
i nadto wewnairz obszarn @ jest:
Aw = &+ (&, + Lrau=10.
Aby zbudowad taka fankeye #, polozmy:
w=>@—up,

gdzie wzdluz kola X ma byé:
D=,

Zakozmy, 7e v oznacza potencyal warstwy podi6jnej, spelniajacy we-
wnatrz obszaru £’ réwnanie:
Av —Epr =0,

{raki potencyal istnieje, jak wiemy, i tylko jeden ), wobee tego wewngtrz ob-
szarn £ bedzie:
{7) AD — & @+ (4-5) n=0.

Poréwnywajae to réwnanie z réwnaniem (44) (str. 48), widzimy, ze funkcye @
umiemy zbudowac. Oznaczajge przez p, liezbe, w ktéra przechodzi liczba
4, gdy liczbe § zastgpimy liezby (—&,), otrzymujemy na funkcye @ wzér:

,’ b [
) o =5 [ e,
(@)

#dzie p oznacza odleglosé punktéw 'y’ i panktu .y, do ktorego sig odnosi
wartosé funkeyi @; poniewaz funkcya u(z'y) jest ograniczona, wiec (§ 23)
funkeya @ ma pochodne pierwsze w kazdym punkcie obszaru £, ograni-
czone nieréwnosciami (46), (46bis) (str. 49); poniewaz )

=y P—yp,
wiee funkeya « ma pochodne pierwsze ograniczone w punktach obszaru &,

ktorych odleglosé od punktéw krzywej 3 nie wynosi mniej, niz pewna
dowolna, ale dodatnia liczba d.
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Wobec tego wolno zastosewaé wzér (39) (str. 47), t. j.;

u(z,y) 2%5‘ gf(P,.u) %- u fl—f%%& cos 94 ds.
(2)

Z tego czytamy wprost, jakie jest zachowanie sie funkeyi u(z,y) 1 jej pochod-

nych pierwszych W nieskofczonosci. Azeby udowodnié tw. ¢) (str. 52), po-
Y6zmy:
=0y,

gdzie v niech bedzie potencyalem warstwy pojedyhczej, ktéry wewnatrz
obszarn D' spelnia rownanie: )
Av — £ =0,

( ]icgba, & j‘esc ta samna, co poprzednio); wobec tego funkeya @ spelnia row-
nanie (.7) i dlatego przyjmiemy réwno$é (8) (str. 53); poniewaz funkeya
u(@,y) jest ograniczona w calym obszarze D', wige funkeya @(x,y) ma po-

chodne pierwsze w calym obszarze IV i posiada granice pochodnej ((%?) ,
e

ktéra z powodn cigglosei réwna sie granicy (‘MJ Ot6z jeszeze dotad nie-

i I’\" ".
zupelnie okreslony potencyal warstwy pojedyfczej v niech bedzie taki, iz
wzdlnz krzywej ' C spetnia réwnoss:

a5~ ),

a funkeya taka » istnieje; przy pomoey twierdzenia Green a, zastosowa-
nego- do czefei rzeczywistej i urojonej fankeyi v, @, latwo wykazaé.
ze w 9bsza_rze D jest v=a, a wiec v,/=0,, u e potencyal warstwy pojedyﬁ;
czej jest clagly, wige v=1>0; czyli u=0; styd wynika, ze istnieje granica

pochodnej (;%) .

Ostatecznie wolno nam do funkeyi u(zy) stosowaé cwierdzenie Gree-
na. Polézmy:

mamy: 5:a+1',3 (B==0), uz”l“&"wg,

(m)e=0, (u).=9, —-\“1'*;‘1“1 —puy =0, Auptauy-pu, = 0.
Stosujac do funkeyj u,, u, twierdzenie G reen a, otrzymujemy:
' daey y ja% .
@ (5 .
a stad po wyrachowanin w calym obszarze D' =0, u,=0, jest tedy u=0.

(56
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Gdy =0, polézmy é=—m?, gdzie m oznacza liczbe rzeczywisty, réz-
na od zera. Z twierdzenia:

YA AN [ du,) / _
[T+ G o — [ (Gl + =0
- (& @)

o

wynika Yatwo, ze w calym obszarze D' jest u,=0 i podobnie wuy==0.

Dotad zajmowaliSmy sie obszarem D, nieco krétszym byltby wywo.ld
dla obszaru D, bo nie trzeba wtym przypadkn nwazaé zachowania sie funkeyi
u(x,y) w nieskoficzono$ei. Wobec tego powiadamy: i

»0 ile parametr £ nie redukuje sie do liezby rzeczywistej i dodatniej,
to funkeya u(z,y) musi by¢ identyeznie rdwna zern, jezeli wewnatrz obszaru
D spelnia rownanie du-Héu=0, a wzdluzkrzywej C spetnia warnnek v,=0%.

,0 ile parametr £ nie redukuje sie do liezby rzeczywistej i dodatniej,
to funkeya e(z,y) musi byé identycznie rowna zeru, jezeli wewnatrz obszaru
I/ spelnia rownanie Au-p6u=0, a wzdluz krzywej C spelnia warunek u~=0,
nadto, gdy punkt z,y oddala si¢ w jakikolwiek sposod do nieskonczonosei,
funkeya u(z,y) dazy jednostajpie do zera®.

§ 27. Przejdzmy do nowego zagadnienia: zalozmy, ze funkcya w(2,y)
ezyni zadosé réwnaniu (1) (str. 49) wewnatrs obszaru D, a wzdiuz krzywej
C warunkowi:

id
(9 (% )i: o),

gdzie i oznacza fankeye rzeczywisty i clagla punktn krzywej €.

Okazemy, z¢ W pewnych warunkach dla parametru & funkeya»(ay) jest
identyeznie rowna zeru. Kladge §=a-1if, u=wu--in,, gdzie uy, w, s3juz
fnnkeyami rzeczywistemi, i stosujge twierdzenie Greena do funkeyi «,.
u,, otrzymujemy przy p=k0 tozsamosé w,—u,=0 czyli u==0. Jezeli za$ p=0,
a parametr §= —§&,, gduie &, jest liezba dodatviy, otrzymujemy z twierdze-
nia Greena:

(10) ' :(g%) -+ {%1) + &uulzldz~{~ ’hnl?ds =0

Ui ~5- a

i analogicznie dla funkeyi u,. )

Wezmiemy do pomocy pewne twierdzenie, podane przez p. Zarem-
be wpracy p.t ,0 tak zwanych funkcyach zasadniczych w teoryi row-
nai fizyki matematycznej* (Krakéw,Naktadem Akademii Umiejetnosei,
1901, str. 8, wzér 23), ktdre mozna wyprowadziéidla dwu zwmiemnych.
A mianowicie: niech F bedzie dowolng funkeya rzeczywista dwu zmiennych
zy, okreslong w obszarze D i taka, ze ealka: '

55)
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T+ )+ e

(¢2]

ma znaczenie okreslone, to:

n‘[ {(g)2+ (((;.TF)2+ L }d'

an . > Vs
[Feas 4o
gdzie tylko jest: . @
c oL
' LVE <7
czyli, gdy jest: ’
]
P Lo

gdzie ¢ i L sy stale znane nam, zalezne od krzywej C.
Z réwnosci (10) (str. 55) otrzymujemy: "

(19w \2 P 2 .
: }{ 0—3:‘-) —]—(87—%) +Eoit12}dt .
(12) Hy P v

i ’
/ u¥ds
©
gd;ie H oznacza gérng granice moduln funkeyi / wzdluz krzywej C. Jezeli
obierzemy liczbe dodatnip £, tak, aby zachodzily rownoczesnie nieréwnosei:

R ’ 162
(138) ) & > ﬁ’ £ 166212,

1o niér()wnoéciA {10)1(12) s ze sobg sprzeczne cuyhi jest n=01 podobnie
u;=0. Gdy wigc parametr & jest liezbg rzeczywisty i ujemny é=—&) gdzie
16¢

£, jest liczbg dodatnia wigkszg od wiekszej % liczb 16c2H?, Li , to funkeya
w(x,y) jest identycznie réwna zern,

) Gdyl}y funkeya & nigdzie na krzywej  nie byla ujemna, toby wprost
Z roéwnosci (10) (str. 54) wynikalo, ze jest w,==0 i podobuie uy==()"czyli w==(
W calym obszarze ). : :

89 ako- ostatnie w : [ [
§ 28, Jako- ostatnie w tym rozdziale, uwazajmy nastepujace zaga-

dnieniei oznaczmy przez u(&c,y)' funkeye,’ spelniajacs wewngtrz obszaru D
réwnanie (1) (str. 49), a wzdluz krzywej 'C warunek: :

136
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Kladae u=u+-iu,, otrzymujemy (f}—% =0, {%);0; na normalnej do-

wolnego punktu O na krzywej ¢ bierzemy punkt 3/, ale tak blizki punktu 0O,
iz pochodna normalna funkeyi «; w punkeie M’ jest mniejsza od danej,
dowolnie vbranej liczby dodatniej »; przez M oznaczmy dowolny punkt od-

. d . . . .
cinka OM', przez uy, o'y, (E%IT) wartoSei funkeyi «, w punkcie M, M’ i po-
P

<hodnej normalnej w pewnym punkeié posrednim odeinka MM’ o dlugosei
4; stosujge twierdzenie o Sredniej wartosei, mamy:

du
wy =+ (I.(TA‘,)

1’:

z tego wnioskujemy, ze funkeya u, zostaje ograniczona, gdy punkt M zbliza
sie do punktu O, a ze jest funkeyg ciggly wewngtrz obszaru D, przeto, jak
wiadomo z Analizy, istnieje granica (u,), osiagana, jak latwo udowoduié, jed-
nostajnie, a wiec granica ta jest funkeya clagla wzdluz krzywej.  Podobne
twierdzenia mozna ndowoduié dla funkeyi u,.

Kladgc &=a-14g, stosujemy twierdzenia G reena, ktére przy g==0
daje u,; =0, u;==0 czyli v==0 Jezeli jest =0, s=—§,, gdzie &, jest liczby
dodatnia, to z twierdzenia G-reena otrzymujemy:

(‘u}) i(?g)gv‘r— (j—:;l)) + E““xsgdr: 0,

<o daje u,=0 przy &==0. Gdyby zas bylo &=0, otrzymalibysmy jedynie
#,;=const., co stanowi kKlasyczny przypadek. Podobng wlasnosé mozna wy-
kazaé dla funkeyi u,==0. Jezeli wiec parametr & nie redukuje sie do liczby.
rzeczywistej i dodatniej, to funkeya u(zy), spelniajgca wewngtrz obszaru
D réwnanie (1) (str, 49), & wzdiuz krzywej C powyzszy warunek (14), jest
identyeznie réwna zeru.

Podobna metoda mozna wdowodnié tez, ze, o ile parametr & nie redu-
kuje sie do liczby rzeczywistej i dodatniej, to funkeya u(x,y) jest identycz-
nie réwna zeru, jezeli wewnatrz obszaru -D' spelnia réwnanie (1) (str. 49),
wzdluz krzywej € waruonek:

(ﬂu
AN

._r)ﬂ= O !

a gdy punkt x,y oddala sig w nieskofczonosé, to funkeya w(z,y) ma dazyé do
zera jednostajnie. : '

(57)
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IV. O FUNKCYI GREENA I FUNRCYL W,

§ 29. Przezuogélniong funkeye Greena G(zyy, 2.y , &) ezyli krot-
ko przez funkeyg Greena G(w,y,. %y, £) obszaru 0, prayjmajae punkt
FPyfy.yo) tego obszaru za staly, zwany biegunem,tej funkeyi, rozmmiemy
finkeye punktu P(ry) obszarw D i parameiru danego & o nastepujacyel
wlasnosciach: X

1) uwazana, jako funkeya zmiennych x,y wewnatrz obszaru D, wyjaw-
szy punkt Pp; spelnia réwnanie:

(1 AG+E8G =0,
2} sumas
@ 6+ 4L

P

gdz%e 0 ozuacza dlugosé odeinka I, £, jest juz fankeyy ciaghyw punkcie P,
a wiec i w calym obszarze D. :

. 3) gdy punkt =,y nieograniczenie sig zbliza do krzywej C, to wzdhnz
niej ma byé:

3) W (g%) — ().,

i

gdzie jest A'=0 albo k'=1, za$§ . vznacza funkeye ciggly i rzeczywista,
okr.esl‘on@ wzdhuz krzywej C, ktéra w przypadku 7'=0 nigdzie na tej krzy-
wej nie ma by¢ zerem; nadto, jak zawsze, zakladamy, e granice sg osiggane
jednostajnie. :

Podamy teraz kilka twierdzen bez dowadu, bo metoda dowodzenia jest

taka sama, jak i w przypadku przestrzeni.
y a) 0 l‘le parametr § nie jest liczbg rzeczywisty i dodatnis w przypadku
“=0 1 0 ile nie jest liczby rzeczywisty 1vjemng mniejszg od wiekszej

o 16¢2
% liczb T 16:*H?, zerem lub liczby dodatniaw przypadkn /=1, nie ist-

niejg dwie rézne od siebie funkeye Greena.
b) Kladje: '

3 3 1
G(g«n:‘.’/o; ZY, &) = Tj;; f‘ QJ/‘) - u(w,y) 1
wldzim,y, 7e, o ile pammgtr § spelnia nieréwnosé (15) (str. 41), mozna wy-
znaczyé funkcyt:} u(zy), jako potencyal warstwy pojedyiczej o liczbie cha-
rakterystycznej u. spelniajgey rownosé: )

(T5), = o Fle) .

(58)
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Iub jako potencyal warstwy podwojnej o liczbie charakterystyczne u, spel--
niajacy réwnodé:

1
w4 = 5—flou)

w przypadku A'=0. W przypadku 2'=1 do§¢ wyznaczy¢ funkeye u(z,y) jako
potencyal warstwy pojedyhczej o liczbie charakterystycznej u, spelniajgey
zwigzek:
dul L L ogdftep) 5 )
(EI—\")E—_ h(u):—+ F{ N hf(g,y_)I .
W tych okreslonych przypadkach fankeya Grreena istnieje. )
¢) Ilekro¢ razy funkeya G reena istnieje w przypadku 1'==0, to ist--
Gy .. :
nieje tez granica pochodnej normalnej (7.%’) i jest funkeysy ciagla.

d) Otoezywszy punkt Py, y,) dosé malem kolem X, a punkt P(20),
lezgey tei wewnatrz obszarn D, dosé malem kotem X, do obszaru w teu
spos6b z obszaru D po wstatego stosujemy kilkakrotnie twierdzenie Greena
do czesci rzeczywistych i urnjonyeh funkeyj G(zo.4q, 2.4, 8) 1 G291, 2.9, 3
i Sciagajgc kola X,, X, do ich punktéw srodkowych, otrzymujemy klasycz--
ne twierdzenie:

G, or E1,1s &)= G2y, ToYo, &)-

e) Niech funkcya u(z,y) spelnia wewnatrz obszarn D réwnanie:

Aut-Eu =0,
a na krzywej C warunek:

(T) =100+,

gdzie 7 1 k s3 znane oznaczenia, i dlatego parametru & niech istnieje funkeya.
G reena, spelniajaca wzdluz krzywej ¢ warunek:

(g%),: WG

Dla obszaru, powstalego z obszaru /i przez wylaczenie dosé matege
kola 3, zatoczonego na okolo punktu Py(x,,y,), bedacego biegunem funkeyi
G reena, stostjemy twierdzenie G reen a do czesel rzeczywistych i nro-
jonyeh fankeyi w(xy) i funkeyi G reena, przyczem wolno zalozyé, ze fon-
keya © jest rowniez zespolona, i, Seiagajac kolo X, do punktu x,,y,, otrzy-
mujemy réwnosé: '

(59)
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) wy=— [ ooy Gy, 6 d,
© .

.gdzie punkt 2’y jest punktem biezacym krzywej C.
f) Jeieli funkeya u(z,y) spelnia wewnatrz obszaru D réwnanie:

Aut-§nu=0,
a na krzywej C warunek:
Ui=—=1 N

gdzie 7 jest dana funkeyy ciggla puuktn krzywej C1i jezel dla parametrn
-£ istnieje funkcya Greena, spelniajgea wzdluz krzywej ¢ warunek:

Gi=0,

to, stosnjac twierdzenie Greena do czesel rzeczywistyeh i urojonych
tunkeyj u(x,y), G2y, 2,9, 8), © W obszarze D', utworzonym z obszaru )
brzez wylgezenie punktu Polzy.y,), lezgcego wewngtrz, kolem 3, do$é ma-
‘fem, nadto obszar D' ma by¢ ogranicsony krzyws (, polozona wewngtrz ob-
:szarn D, a dosé blizkg krzywej Cio podobnyeh wilasnosciach, co krzywa (,
1, Seiagajac kolo X do Jjego punktu Srodkowego, otrzymujemy:

.(5) / {’M(J)r.y’) ])ni[G(‘tﬂ,yo’ .’L‘":l/': e)]—G(l‘o:?/u, z,/,,y/’ &)Dm['ll (x’,?ll]}f13=1lL1‘ﬂ,yu y

e

Wedlug twierdzenia c) (str. 59) catia / w (') Dol G0, ', €] ds
-
3 N Fad . d . Yo
«dgzy do calki / (') (@‘%"Nw) ds, gdy krzywa O zdaza do kruy-
‘G i
wej C.

Zajmiemy sie drugy czgseig calki (5).

Jezeli krzywa (7 jest dosé blizka krzywej C, to punktem najblizszym
'punktu.aly’, lezgcego na krzywej C', bedzie jeden punkt "y, lezacy na
krzywej C, na ktérego normaluej lezy punki 2/, Na odeinkn =y, 2"y
-Qtugosci 8 obierzmy punks &"y", rozny od punktow koficowych odeinka. Na
mocy twierdzenia o $rednie] wartosei mamy:

Gl@nyo, a8 — Gy, 2" 9", §)=D,, [G(zy.y,, Y )] 6, ,

‘gdzie zayor 53 to spélrzedne pewnego posredniego punktu M, zas 4y jest dlu-
goselg odeinka (', a"y"). Zalozmy teraz, ze punkt ",y" zdgza do punktu
=" y", wtedy funkeya Gy, 2"y", €) zdaza do zera, liczba 8, do liczby g,
rzeto'i pochodna D,; Cl#o Yo, Taryar, £)] musi zdazaé do okreslonej wartosci

(50
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W ten sposob, iz punkt M zdgza do okreslonego punktu N; przeto jest wzduz:
KT Gt ., 8= Du (B 215,81
s ) e
Mozna wiee wyznaezyé liczbe dodatnig 4 taks, iz wzdluz k}"gywefl (,
i to njezaleznie od polozenia punktu 'y, gdy tylko krzywa C' jest dos¢
blizka krzywej C, jest takze:

[ Glg o, &', 8] < A8,
\(g)w |G (@ s @'y &) Dus [l )| < 418 Dui (u(=' ) |-

Ot6z gdy parametr & czyni za<osé niemw’uos‘ci (15) {str. ;Lj;;t(; ;levxg:
e funkeya w(z,y) istnieje i daje si¢ }Vyzuaczyc poyd1 for:ng pga mgtcy L var
stwy podwdjuej, rozpostarte] wzdluz. krzyw,e). % ale wtedy
(29) (str. 27) jest jednostajnie wzdluz krzywej C:

M lim [8 D (e(&y'))] = 0.
‘Wtedy z réwnosci (5) (str. 60) wynika:

) [ 2B T2 ) g,
® ey = [ ) [ 4
. {4 .
Gdy parametr & wspomnianej nierdwnosci ni(? spelniz%, t’o, ol}ger;gg:
liczbe dodatnig & tak, aby parametr .=—&, spelnial tg nieréwnosc,
dziemy: B—

v=rt, dv—Ev=0,

pl.tzycz'em » mMa b)'vé pgtzx;}c{y(z;l)em warstwy podwojnej, iz latwoscia udowod~—
mmy’;goyj&d(l)(ﬁgczg? prze'z ‘W(ac,y) funkey
é;)rwamnie: AW W Flng) =
w punkeie z,y, gdzie funkeya Fgw,y) na by(. funkeys ciagla, okreslong w ob-
szarze D, nadto wzdluz krzywej C ma by¢:

aw

W () =

¢ spelniajaca wewnytrz obszarn

(10)
gdsie oznaczenia /', i 53 stale te same, co dotad.

(61)
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Zakbzmy, ze ta fankeya H(2.y) i odpowiednia funkeya Greemna ist
nieje; jezeli pelozymy:
(ll) W= (D(z,y) - 2!(.’.3,;/) 1
1 (.,
1) ey [Py e,
)

gdzie ¢ oznacza odleglosé punktéw (x,y) i (='y"), to ostatecznie zakladamy,
:ze istnieje funkeya u(2,y), ktéra spetnia wewngtrz obszarn D réwnanie:

Au-du=0,

-a wzdluz krzywej C warunek:
o fduy , 4P
13) h dTv),-“ h(u); (h e h@) ,

nadto ma-by¢ fuvkeya F(zy) taka, izby funkeya @(2y) miata dengie po-
chodue ciggte: 3—2({ ﬁqj wewnatrz obszaru D
> clagle: s o g .
Postaramy sig funkey
i funkcye F(z,y).

A) Niech bedzie najpierw 7i’=0; wtedy z rownosci (13) otrzymujemy
‘u=®, a wobec tego oraz réwnosci (12) i (8) (str. 61) jest:

. 1 aG !y { . )
a9) nep) =g [ (FEELES N { [atenym e,
0 s

przyczem liczba ¢ mierzy dlngosé odeinka, Iyezacego punkt z'y/,
na krzywej C, z dowolnym punktem z”
od obu punktéw zalezy.

Nizej wykazemy, ze mozna
(14), bedzie przeto:

¢ W(zy) wyrazi¢ przez funkcye Greena

polozony
" obszaru D, a wiec funkeya flo.p)

porzgdek calkowania zmienié we wzorze

< L e o (@G, 2y, &)
(15) wo) =g, [Ty | ) fow as.
» o)
Aby obliczy¢ calke:
Ay, @y
g

©

otaczamy punkty zy i 2"y", lezace wewn
0 promieniach takich, by oba kola lezaly
siebie, nie przecinajac sie;

atrz obszaru D, kolami X i 3’
wewnatrz obszaru 2 i zewnatrz
do tego, W ten sposéb uzy skanego obszarn,

(62y
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stosujemy twierdzenie (36) (str. 46) do fankeyi flo,u), Gz, =’y §) 1 Scla-
gajge kota X, X' do ich Srodkéw, otrzymujemy:
[[[LECLZA) g i = fut) — 260r, "4, )

)

gizie I? oznacza-odleglosé punktow (z,y) i {w”,y”), co z uwagi na réwnosci
(11)1 (12) (str. 62) daje zapowiedziany zwigzek:

(16) W (zy) = f Fe'y)G ey 2y, 8) dr.

(m

Dla wykoticzenia tego wypadku winnismy Wyka.zaé., ze yvolgo ll)yloelll);)t
wyzej zmienié porzadek calkowania w calce podwoéjnej, kibrej elementy
stajg sie nieograniczone. ‘ ) o e
T W tym ri;elu rozdziela sie obszar D na dwie czesel A’ 1 A", gdZ{e CA be:.
dzie zbiorem tych punktéw obszaru 1), ktérych odleggofébod;;zy;?y . uvgt

i wiecej, niz i i lnie obrana, byleby tak,
osi wiecej, niz licsba dodatnia 8, dowo s ‘
3’1/ leZan wewngtrz obszaru A'; przez A" oznaczamy obszar, pozostaly z ob:

szaru D. Otéz w calce: e
| (1) [nra
2 ) \dNJ;,
& {

oy A"

W wania, ki calka analogiczna, odnoszgea sie

wolno zmienié porzadek catkowania, kiedy 1 glj ) i @, e
Al Y A 7

do obszaru A, dgzy wraz z tym obszarem do zera, a stad juz fatwo wykazaé

ierdzenia. ' o I
NSZt?B;W;;rprzypadku )'=1 postepujemy zupelnie podobnie i otrzymujemy
f 7 cu A).
a rz6r kohcowy (16), co w przypadkn ] N ]
ten sm§m3\1‘ z 7, réwnania (16) skorzystamy obecnie, Tﬂby ?nales;riizn%“igizi‘
nice modt{)u fankeyi W(zy) w calym obszarze D). Na mocy znaneg

dzenia Schwarza otrzymujemy:

an W< ([P e |16y, O,
' ( o)

j Slone zna-
tak bowiem pierwsza, jak i druga catka prawe) strony ma ukreslone zn
czenie. Znajdziemy gorng granicg dla calki:

(18) C Iew= [ 16y O
V] S
znalazlszy na nig inne wyrazenie.
(©3)-
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Rhadziemy f=a--if, Glay, @'y, &) == G1-iGy; otéz funkeya:
 Gylzy, 2y, 8

spelnia wewnatrz obszaru D, jako funkeya zmiennych o'/, poza punktem
z,y réwnanie: )

AG, + &G’iﬁ “L/g[Gl — il =10
czyli: Co
(@ y) @y - Gy, @, §) — iGy(xy, 'y, ) =0,

Jjezeli polozymy:
Golzy. 2y, §) = Bo(zy).
Aby wykazad, ze:

I(zy)= P(zy),

przyczem funkeya g(w,y) ma- znaczenie, stosujemy twierdzenie Greeuna
do fankeyi &, i @, do obszarn' D, z ktérego wylaczono punkty (z,y) i zy,
i. przechodzac do granicy z kotami, ktore te punkty otaczajg.

Znajdziemy nowe wyrazenie na funkeye o(2'y").

Niech & bedzie taky liczby, iz czedé rzeczywista liczby u jest rézna od
zera, a wige dodatnia; niech o bedzie odlegloscia punktu «'y' od biezgcego
punktu 2"4" i, przyjmujgc te same konstrukeye geometryczue, co przed
chwilg, stosujemy twierdzenie Greena do funkeyi @, i do ezgsei rzeczy-
wistej 1 urojonej funkeyi [{o.u); ostatecznie otrzymnj emy:

o 17 dfo.m) 1 [deta’ ")
| (#y) = 9 J Pia”y") AN ds— :,;1 (“‘v\//——) fio.p) ds
© ®
19 .
( ) ! 1 J ] 5 "M 1 3
Ton [ Gi(By 2"y 8 — Gy, o 0", €0 fo.p)dr.
(n '

W przypadku h'=0 jest pierwsza catka zerem, a trzecia,—nazwijmy ja
u{z'y").—spelnia nieréwnogé:

1, —
(20) lua'y') <g, V Iy .
Jezeli uwzglednimy nieréwnos‘ciz .

© ® o0 @

< J e an | v [ 4w
femp< | e | < e dﬂ_,/gg R
0 0 0 0
(44
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“ Druga calkawréwnosei (19) jest potencyatem warstwy poiedyﬁcz‘gj—
oznaczmy ja przez o'y )—istnieje wiec granica rviz"y"), a ze jést
e’ y")=ul2"y"), wiec na mocy nieréwnosei (20) bedzie:

(/)| < 5 VIGeg) ,
a stad i nieréwnosei (24) (str. 42):

) |
lo] <f:~1 VIiey);

jezeli funkeye v zastapimy odpowiednim potencyalem warstwy podwdjne]
i jezeli parametr & spetnia nieréwuosé (15) (str. 41).
Przeto jest:
! 1 e, 24 ——
](.xf?/) < :j"_; V'[(ij) +T I’I(.’U,y) )

a wobece tego:

2 21
(21) I(‘a=,z/;<( s +1) 5

sin — in®
siu py sint

&

W przypadku »'=1 i gdy parametr £ spelnia nieréwnosei (15) (str. 41
1(31)(str. 45), otrzymamy sposobem, jak w przypadku przestrzeni, nieréwnosé)

4 2 1
(22) Tey) < (5 42\ ——
sin- e, sin®-
Jezeli wiec oznaczymy:
(23) e= / [P ) P de

o

to na moey nieréwnoSei (17) (str. 63) 1 powyzszej (22) otrzymamy:

; 4¢ 2 &
(24) Ty < (5 +2) . —
sino- g, sin? 5

tak wprzypadkn 2'=0, jak w przypadku V'=1 przy jakiemkolwiek' pol(_)ier{iu-
punktu z,y wewnatrz obszarn D i jezeli parametr & spelnia odpowiednie nie-
réwnosel. o )
§ 32. Niech obecnie funkcya F(x,y) bedzie nieco ogélniejsza, a mia-
nowicie: 1) niech bedzie taks, e istnieje catka (23), 2) niec!l nadto
w punktach obszaru D, ktorych odleglosé od krzywej C nie prze-
Prace mat-fizyez. t. XX, 5
85


GUEST


6 A.HOBORSKL

kracza pewnej liczby stalej 1 roznej od zera, niechaj funkeya F(a,y) he;,dz]e
ograniczona.

Wsréd tych zalozeh funkeya @(z,y), okreslona réwnoseia (12) (str. 60),
ma ciggle pochodne pierwsze dla punktow obszaru D w okolicy krzywej C;
przy zwyklych zatozeniach co do parametru & istnieje funkeya u(z.y), okre-
Slona réwnoscig (13) (str. 61) 1 istnieje, jak latwo sig przekonad, gramca

().

Zatozmy dodatkowo, Ze funkeya F(zy) ma w obszarze D okreslong
g6rng granicg M dla swego modulu.

‘Wyprowadzmy teraz nieréwnosci na funkeye W(z,y) i jej pochodne. -

Zanwazmy, ze na podstawie nieréwnodei (45), (46), (46bis) (str. 49)
i zwigzku (12) (str. 61) jest:

:)J £
e <—22
P Sin?~2—
36| __ M=
\_—-.“ 1
|81 | Vg, sin®—- 8
25 (
(25) ( 20| o
9% Vo, sin{%
| [d® 2M=
i(@), < 7
\ ’ Ve, sin’-

§ 33. Postepujac zupelnie podobnie, jak w przypadku trzech zmien-
nych, kladziemy najpierw //=0. Jezeli funkeye u(x,y) bedziemy uwazali za
potencyal warstwy podwojnej o liczbie charakterystycznej u, ktory wzdiuz
krzywej C spelnia warunek =12, to dla jego gestosci ¢ mamy na mocy nie-
rownosel (16) (str. 42), (24) (str. 43) i (15) (str. 41):

26) jojc — 27

.
py sin’<-
3

(27)

(o) | < (— Bl
sin ~ o5 N sm“

(66)
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a stad:
4¢ 2 M
(28) | Weg)|< (— +2 )
sin - py sin®+-

przy jakiemkolwiek poloZeniu punktu (z,5) wewnatrz obszaru D.

Jezeli za§ funkeye «(z,y) uwazaé bedziemy za potencyal warstwy po-
jedyhezej o liczbie charakterystyczuej g, ktéry wazdiuz krzywej € spelnia
warnnek:

du dd
(dN\) dn’

to, stosujge obecnie nierdwnosci (19) (str. 42) i powyzszg (25), otrzymujemy:

. ¢c 1 ‘Sl

(29) | Dos () | < Y — 0
sin 5 Ve, sin’5-

(30) 22l

1D,..-(W)1<( '46 -+ 2)
ﬂ]ﬂ";‘

a oznaczajac przez o gesto§é potencyalu «, otrzymujemy na mooy nieréwno-
sei (36) (str. 36):

| [du G | < ¢S < 8

an).,” 3, e ST
jezeli przez S oznaczymy zndw goérng granice modutu funkeyi o; stad jest:

(&))<

8M=

a ze jest (nier. (16) (str. 42)):

ol <8<
Ipl\ln

Lv] £

bo obecnie T jest gbrng granica moduin 1

), <

, , Wiec:

6 M
Ve, sin2%

6D
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co wobec réownosei (17) (str. 17) daje:

31) \(‘%’VH <l
AL Vo, sin’-
a stad: i

e[| <2
L Voin® -

§ 84. Polozmy h=1; oznaczajac przez H gbrng granice moduin war-

todel, jakie funkeya 7 przyjmuje wzdiuz krzywej C, otrzymujemy z nie-

réwnosei (23) (str. 66):

4o M.

;l—N—J]l@'<—:—7l—e(1+£) )
Vpy sin®5- Ve,

a Ze z nier6wnosel (31) (str. 45) wynika:

sin L
ﬁ_ - 2 < _1~
N Vo, = 8 8’
wiec jest:
@ 0| < 4 Mn
dN v ,0 7
Py 81D 5

bo ?VO]]:“.(O przyigé, ze jest 8+>1; z pierwszej nieréwnosci (35) (str. 46) otrzy-
nmuje sie wige: ‘

(33) \D,,;(vz)\/\( a "“1‘)‘ 321‘”},{,,
sin — * 3} ¥5 sint
3 b sing
a stad:
(34) Dust ) <20 T 5
Vo, sin®- | sin 5

Z powodu nieréwnosei (34) (str. 45) 1 jednej z powyzszych mamy:

ducy) 1 10 M
(zuv),.\< il l(?ﬁ)il< g
i pu sin— Vo, sin‘-’i

(35)

(68)
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@ % nierdwnosci (33) (str. 45) wynika, ze jest:

. 2 3
(36) )| < 2o o BUAL
py Sin®— Vpysin?
a stad: »
) | Wog)| <—22 o (116 ,

Py sm3?

§ 35, Uwazajmy teraz pierwsze pochodne funkeyi W wewngtrz ob-
szaru D. Wystarcza zajaé sie praypadkiem i'=0; wtedy funkeye u(#@y)
wolno nwazaé za potencyal warstwy pojedyfczej o gestosel o, ktora czyni
zado$é nierdwnosel na str. 67: B

lo| << B.ol,
gdzie liczba dodatnia B od funkeyl Fluz.y) nie zalezy. Dla funkeyi fl)(x,g/)

e . . [6D) L.
istnieje napewne okreslona granica ’7‘;) 3 aze jest:
- UL [

L
w=z= J oflg.p)ds
’ )

wiec: ; .

- ou 1 df(e,n) 0

;E—-—«:Z—;JG o 5.‘0—,..‘13'
)

Ale modut pochodnej d_’i%/‘i) spelnia nieréwnosé (7) (str. 6), wige, gdy przez

& oznaczymy najkrotszg naleglus’é punktu () od punktéw krzywej C, hedzie:

BM [z, e\ [
gn-(‘gum sl ——(s——)‘/ds;
©)

istnieje wiec funkeya dodatnia @(), zalezna od dtugosei 4, ktéra rosnie nie-

N R 1 .o
ograniczenie wraz z liczby (T taka, iz jest:

(38) < (8.0 l%ﬂkm(a).m
| 19 i,

| da |

Dla drugiej z pochodnych pierwszyeh otrzymamy bowiem to samo. Zu-

pelnie analogiczne nierdwnosei otrzymamy na pochodne pierwsze funkeyi W
w przypadku A'=1.

(69)


GUEST


icm°®

70 A. HOBORSKIL

§ 36. Wyprowadzimy jeszcze pewne nierd Sei
wnosei dl ze, j
w przypadku przestrzeni, beda nieodzowne. niege, e, Jak
A) W przypadku A'=0, kiadziemy znow:

W(w’y) = ¢(x1y) - M(.’E,y) 9

gdzie funkeya u(z,y) ma. byé potene j j
A yalem warstwy pojedyncze, iczhi
charakterystycznej u, ktory wzdluz krzywej C spelnia rbwgoéé: 7o detie

) 2

Kladge: aNla 4N

mamy: u(zy) = uo(@,y) +v(@y) ,
i’iz)yczem bedzie: Wizy) = B(zy) — t(zy) — vl@y),
“w ()= (7.

Niech u,(#,) bedzie taki ral s

krzyweju C:?/) ¢ akim potencyalem warstwy pojedyhczej, iz jest wadluz
o
anN), \dN|TSdn

?;ZZ;;SZ 11'{111‘1;1;:3; g’(:v,y)1 ‘bgdzie potencyatem vwarstwy pojedynczej, ktory
spelnia zwigzek (40) 1 da sie wyznaezyé; jezeli pr
oznaczymy gestosé potencyalu uy(z,y), to jest: * s Jeael praez

a9

Gy = 2
o SRR

a wtedy réwnanie (40) daje:
( ﬂ ) __ G du,
aNl. 2 (W) !

a stad i z nieréwnosei (35) (str. 36) i PR .
otrzymujemy: (35) (str. 36) 1 czwarte] nierownodci (25) (str. 66)

dv \| _ cmax|gl 4
(d_N), =~ "‘:"Lge‘ =
LVp, sin“‘?

Na mocy nieréwnosei (18) (str. 42) jest:

— . 6
Vo, sint
plbln2

(41) lo(@y)| < 1%&[1{:2(

Lp, Zsin®—

7.0
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B) Przejdzmy do przypadku W=1. Zal6zmy, ze zdefiniowalismy fun-
keye Flay) takze dla obszarn D', ale baezae, by zachowane byly nastepu-
jace warunki:

1) wewnatrz obszaru 1’ funkeya Fley) ma by¢ ciagla ijej moduf nie
ma byé wiekszy od gornej granicy M modutu tejze funkeyi w obszarze D,
czyli wszedzie ma byé | Fle <M

2) jezeli w pewnym punkeie krzywej C istnieje granica F(=zy)., to
ma istniec takze granica (F(zy)). i ma by

(F(:Z‘,y)); =(F (2:9))e

Utworzmy calke analogiczna do calki @(x,y), a mianowicie:

42) () =9—17; | Fia'a/)f(emde
- (.N/
przyezem wskaznik N wskazuje, ze calkowauie rozpostarto na catg nieogra~
niczong plaszezyzne; o 0znacza odleglosé punktu z,y od punktu biezacego
plaszezyzny (')
Poldzmy:
(43) Wiay) = wlay) —nlzy)

ﬁrzyﬁzem ma byé u(w,y) potencyalem warstwy pojedyhezej o liezhie charak-
terystyczuej g, ktory wzdluz krzywej C spelnia warunek:

duy L My -
((TS’) = M)+ g5~ Top.

Jezeli polozymy:
w=1r-—"1,
to jest: . ] ]
TW(z,y) = pixy) —v(@y) + voley) s

przyezem t(z,y) ma byé potencyatem warstwy pojedyficzej o gestosei:
o ‘
Oy = 2 ﬁ\f B
bedzie:

dv dv,

(Ez_\,’),: h(v)s — h(eg)i—+ (ZN)EJI— (%)‘-— hyp.

Znajdziemy stad gbrng granice funkeyi v(z.y)- Najpierw jest.

gl <

1

2l (@_) 3.Mn
LR (3 ——
py sin*- Vo, sin®-

(11
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wige jest:
oy < ":4_‘.1[”_6* ’
p, sin? 5
-a wskutek nierdwnosci (34) (str. 36) jest:
+Me:
(44) lonlay)) < == ;
QISiD3—2_

Przy pomocy pierwszej z nierdwnosei (36) (str. 36) jest:

) = | < s
Kladge: ?
() ==,
otrzymujemy:
v=— g+ (201 ()

i ‘

ijezeli przez H oznaczymy gorng granice modutu funkeyi % 7
R g ) unkeyi h(a,y) wzdtuz

4MenH dMen O MH 2w M
. 2 7z 2¢
| <—22EE o+ < (2cH-|— i+ﬂ),

Sint —
01 2

g; sin® 5 Lg, sin* 5" @ 8in? g—

przeto na podstawie nierdwnosei (33) (str. 45) jest:

(45) [o(,y) ] <~§6~M% (H—}- e H L 21)
. T gins L)
Q;2 Sn 5

przy jakiemkolwiek polozeniu punktu Z,y wewngtrz obszaru D.

V. ISTNIENIE FUNKCYJ HARMONICZNYCH.

§87. Azeby wykazaé istnienie funkeyj L

2 armonicznyecl, uwwazajmy
funkeye u(z,y) o wlasnogeiach nastepujgeych: , I

1) iﬂn]\c}& “(1,9) ma mieé POGhO(lUG Clébh‘ 2 3 el we l'a"tlz ob
D, .

72)
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2) wewugtrz obszaru D ma spelniaé réwnanie:
6 Bu+ dut Fog) =0

w punkcie x,y, przyczem & oznacza, jak zwykle, parametr dany, od spol-
rz¢dnych i,y niezalezny, za§ funkeya F(z,y) dang funkeyy ciggls;
3) na ograniczeniu C ma byé:

o () = hea,

gdzie &', i s3 znanemi oznaczeniami.

Zagadnienie to zupelvie podobnie sie traktuje, jak w przypadku prze-
strzeni, dlatego je krétko opisze.
‘ Nietrudno widzieé, ze w pewnych warunkach dla parametru § funkeya
u(zy) jest jednoznacznie okreslona powyzszemi wlasnosciami. Réznica
dwéch rozwigzan spelnialaby wewnatrz obszaru D réwnanie Ag-HEp=0,
a wzdluz krzywej C warunek: &’ (g%)‘:h‘”? na mocy wige I1I-go rozdziatu
mozemy powiedzied, ze w przypadku A'=0 jest stele ¢=0 w calym obszarze
D, o ile parametr nie redukuje sig do liczby rzeczywistej i dodatniej; w pray-
padku A'=1 istnieje znéw liczba nieujemna g, taka, iz, gdy tylko parametr &
nie redukuje sie do liezby rzeczywistej i nie mniejszej od liczby (—g,)
(str. 56), to jest w calym obszarze D znowu ¢=0.

W powyizszych warunkach dla £ istnieje wiee co najwyzej jedno roz-
wiazanie zagadnienia obecnie ruzwazanego.

Wykazemy, ze istotnie istnieje to jedyne rozwigzanie przy powyz-

-szych warunkach dla parametru &.

Zalézmy najpierw, ze lczba dodatnia &, jest taka, ze parametr f==—§&,
spelnia nieréwnosé (15) (str. 41) w przypadkn 2'=0 i nieréwnosei (15)
(str. 41) 1 (81) (str. 45). Kladac u(x,y)=@(zy)—u(2.y), gdzie:

Dlx,y) = % _/ Fia'y" ) (o-p0)dr
(D)

za$ g jest odlegloseia punktéw (xy) 1 («y") vbszaru D, p, znéw liczba,
w ktora przechodzi liczba u z § 3 (str. 4), gdy za § podstawimy liczbe (—&,),
czytelnik latwo sie przekona, ze istnieje napewno funkeya w(x,y)—slowem:
dla rozwazanego paranetra (—=&,) istuieje rozwiazanie u(z,y) obecnego za-
gadnienia i na mocy poprzedniego rozdzialn jest:

(2) wzy)= / F@\y) Gy, o'y —8)dr.

[}

{78y
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§ 38. Polézmy teraz:
(3) E= N ED 3
(4) 1= D",
to z réwnania (1) (str. 78) wynika:
| Auy — &y + Flay) =0,
A — &tz (@) =0,
nadto wzdiuz krzywej ¢ ma byé:

(6) I (dii\ﬁ),: Ry, -

(5)
(h=123,.)

(k=0,1,2.3,...)

‘Wobec tego funkeye w;(x,y) beda istniaty i bedzie:

y(2,y) = j Flay )Gy, o'y &),
™ .
[ wen= [wswy)6Ey,o g~
@

(k=1,2,3,...)

Przyjgwszy takie okreslenie funkeyi wi(2,y), cheemy zbadaé, czy sze-

reg (4) bedzie zbiezny w obsza i igzuj i
§ e rze D 1 ezy rozwiazuje zagad i
rezwazane, v N gadniene

Kradae:
(8) ' Loy = ju"’kd'c; T = [:Fn(x'#')dr’

() (D}

(#=0,1,2,3,..)

(z}a,lézmy, e funk_cy’a F(zy) jest rzeczywisty w obszarze D, a ze funkeya
bg(xl' ; fzréa G(fc,ty,xig\{’,—ﬁ(,) bedzie tez rzeczywists, wiec i funkeya uyfx )
eda rzeczywiste. Na mocy nier6wnosei (24) (str. 65 otrzyn ¢ d
=0, jak dla A'=I nieréwnogci: ) ymemy tale dle

) ut(z,y) < (40-4-2)2. 5,’5—1 . (h=0,1,2,3,...)

0

a catkujae te nieréwnosé po calym obszarze D, otrzymamy:

(10) Top << (de-202 . £g_—1 7,
0
oznaczajge przez T pole obszaru D. Stad wynika, ze:
prqy A2
(11) Ly << (de-4-2)20047) e Tre
(14)
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przeto, o ile:

Ry
Wl < iorey T

szereg (4) jest jednostajnie zbiezny; jezeli wige przez K oznaczymy promien

jednostajnej zbieznosei szeregu (4), bedzie:

VE,
> (42T

(12)

Szereg ten przy |y|<<E okresla pewny funkeye u(z.y), o ktérej okazemy, Ze
spelnia zagadnienie. Na mocy réwnosci (7) otrzymamy bowiem:

(19) u(a)= [F@'y)6@y, 2.9~k T [eale' ) G @/ -8

) 1 (D)

Uwazajmy teraz szereg:
) F@y)+ D y) =F@y) - mi@y),
1

jezeli jest gl Ry<<R, przyczem liczba R, jest zreszta dowolna, to szereg
(14) bedzie bezwzglednie i jednostajnie zhiezny 1 istuieje gérna granica mo-
dutu jego wartosei w calym obszarze D. Jezeli wiec punkt (z.y), lezacy we-
wogtrz obszarn D, otoczymy kolem o promieniu r takiem, ze cale lezy we-
wnatrz obszaru D i przez A oznaczymy obszar, powstaly z obszaru D przez
wylaczenie wnetrza owego kola, to, jak bardzo latwo wykazaé, roznica:

f [P’y yqul ' Yy Gy, o'y i —E ) dr— ’ [Fra' g vl " Gley, 2 & do
@ ‘A
bedzie dazyla do zera wraz z promieniem r, a Ze W obszarze A mozna po-
Wyzszy szereg wyraz za wyrazem calkowaé, wiec na mocy rownosei (13)
otrzymujemy:

(15) uz.y) = ‘ {R( ')+ puiad g ) Gy, oy —&) de.

()
_ Zbadajmy teraz pochodne tej funkeyi.
W § 35 (str. 69) wykazali§my, ze istnieje funkeya dodatnia ®(3),

zalezna od najkrotszej odleglosei & punktu (zy) od krzywej C, rosngea,

wogdle, nieograniczenie wraz z liczba =51 taka, ze jest:

(19)
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[ous| o |up| .
5z | < &(d).2f; |z < @®(5). max Juz_],

(h=1,2,3,....)
gdzie .l[Dc vznacza gorng granice modulu funkeyi Fia,y) w obszarze D przeto
Ou; . ,
e -n* jest bezwzglednie 1 jednostajunie zbiezny w obszarze D, je-

szereg E

0

Zeli jest ly| <R 1 przedstawia (§ 17) pochodnag gg’; podobnie istnieje pochod-

nag.,i;. Jezell teraz zalozymy o funkeyi Fla,y), e jest taka, iz funkcya
(;! F(2'y')f(g,u)dfr ma drugie pochodne wewngtrz obszarn D (g oznacza diu-
glc;sf(;,‘odchik‘a,.l‘zg,cfzchgg punkty 2y iz'y), to na moey réwnosci (15) i tej
;u :klc(;?:;(s'zl;)zemﬁ;?ﬁ]@ }Vewz@trg ubs‘zaru D -ciqgle bierwsze pochodue
funke D,sbélngaj@ce r}éct\zl;gé/e) bedzie miata drugie pochodne wewnatrz ob-

A — g+ [Flay) - qu) =0,
Au-Eu -} Flzy) =0.

Na mocy nieréwnosci (30) (str. 67) i (84) ( 58) istniej
- ocy 1 " str. ( str. 68) istnieje stala dodat-
nia B, zalezna jedynie od krzywej Ci parametra &, taka, iz jest: et

czyli:

|Dai (u,)] < BM ; [Das (i} < B.max fu;|.
(=123,..)

P TR . Y\
Jezeli jest wiee ly|<CR, tn szereg ZDM(uk:n"’j est jeduostajnie i bezwagled-
. .. 3 . k=u
nie zbiezny, przedstawia wige (§ 17) funkeye Dai (1) i bedzie szereg:

diy\ .
W)f’ 1 bedzie przedstawial granice

zbiezuy, poniewaz istnieja granice (
H
(ETV)‘ ; latwo wykazag, ze jest spelniony warunek:
du
4 (ﬁ)'= hu)s .

(76)

icm
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0 ile jest yl<<RE czyli |&-1-& <R, funkeya u(zy), okreslona szeregiem
{4) (str. 74) i rownaniami (5) (str. 74) rozwigzuje zagadnienie ).

§ 39, Uwazajmy szereg #(x,y), rozwazany W poprzednim paragrafie,
zbiezny jednostajnie w pewnem kole o promieniu F, za element funkeyjny;
swoje analityczne przeprowadzenie (co do &) definiuje pewng funkeye,
ktorej osobliwosei teraz zbadamy.

Postepujemy metodg Poincarego, ktorej mysl zasadnicza jest na-
stepujaca: wykazujemy, ze liczba A jest rdwna granicy pewnego nieskofi-
czonego ciagn liczb, a ze liczba R migdzy innemi zalezy od funkeyi Fiz,y),
wige wykazemy, Ze przez odpowiedni wybor funkeyi F(zy) mozna liczbe B
nezynié dowolnie wielky; potem okazemy, e funkeya u(z,y) da sie wymier-
nie i catkowicie wyrazié przez pewng funkeye «'(z,y), kiorej promien jedno-
stajnej zbieznosei £ mozna uezynié, jak sie powiedziato, dowolnie wielkim
i wyrazié wymiernie przrz parametr & funkeya u(zy) bedzie wiec miaka
w obrebie kola R jedynie bieguny, ktérych stopied wielokrotnosei i residua
WYZNACZYNILY.

W tym celu uwazajmy calki:

16)  ILnp= j {L;‘; "01; + ‘Z; L’;" - Etate et ] j—
(¢2] )

gidzie #m, , oznaczajy funkeye z poprzedniego rozdzialu.

oo
1) Obok szeregn u(x,y) =2 wgnk, ktéry zwaé bedziemy szeregiem ¥, nwazajmy dwd
']

oo oo
szeregi I 13, okreslone réwnofeiami J=X"* VT, b= X bnt, gdzie Tar okredlone sa
u =

réwnaniami (8) (str. T4), zaé 5 oznaczaja maxima modutéw iur(e,y)| W obszarze D, (ata-
maximum istnieje); oznaczmy przez R', wzglednie R", promienie jednostajnej zbileZnosei

szeregéw T, wzglednie 3. Wskutek nieréwnodei (10j (str. 74) jest R> Ponie-

Vg,
VT
wat [ur|<3r, wiee, gdy jost [q[< R, to jest szereg jest zhiesny u, ezyli R>RY. Z jedno-
stajnej zbieZnosei szeregu 1 wynika znéw, Ze, gdy tylko jest 0<Zr <R, to jest ’lrin:) (wraq)=0
i to jednostajnie w catym obszarze D, a wiee istnieje stata dodatnia 4, niezaleZna od

- 4 . 4 i
zmiennyeh (z,7) taka, 1Z jest zuk{<r—,_, a wiee jest ted 8;1(7.—7, , przeto azereg 3 jest jedno-
1" 1"

stajnie zhiezny dla |qj<ry; poniewad liczba 7 jest dowolua, byle dodatnia i mniejsza od
liezby R, wiee jest R/>>R. Musi byé tedy R=—R'. Wykagemy, e jest R’=R/. 7 nieféw-

442 /— R - .
nosei (9) (str. 74) wynika, Ze jest Bk<~5{:'l/]=_»k_-z, przeto jest R">R’, a z niexrdwnoscl

]a 0 .
ij—k=VJ‘u=’kds<akVT wynika, Ze jest tex RI>RY, o wige jest R'=R'. Szeregl w, 5,7

(D)
maja przeto jednakowe promienie jednostajuej zbieZmofei.

an
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Na mocy twierdzenia G-reena jest w przypadku h=0, jak w przy-
padkn h'=]:

Ty == fu,,,u,._ldz:: ﬁl,,,,_l o, dr
) (B

stad latwo wykazaé, ze:

Ton=Ina,nt3="Tpos, n42 = e == Tt e = Ippgs g = ...

czyli catki I, majg te samg wartos$é przy réznych wartosciach lezb w,n,
byleby suma skaznikéw m-n zachowala te samg wartodé, wiec wolno po-
tozyé:

Im,» == dptnel .

Calka T,y maja wartosé dodatnig; kladac m=Fk, n=rF, otrzymujemy:

‘ (12 (G2 .
Iy = / g(—;g)—,’—(%—?) —+ E(‘u;ﬁ} ds—{—/lmﬂds.
o -

Na mocey juz raz cytowanego twierdzenia p. Zaremb Y (str. 56), gdy U
oznacza dowolng funkeye rzeczywistg, byle calka:

QU | (0U\?
JIET+ +svfa
(gl
miala znaczenie, to jest:
aU\2 | BT\ .
e 2y — 2
[g(aw) o) e }dz 7 [,
(b . ®
Jezell tylko liczba &, bedzie takze taka, iz jest:
§&=>1602H2
przeto jest:
Loy > 0.
Podstawiajgc U=t

kwadratows co, do liczh I, ni
datni, a wiee jest:

zamiast u; w catce I, k-1, Otrzymamy forme
eujemns, wiee jej wyréznik nie moze byé do-

I2m+u_1 < I2m-1 . I‘.’.n——l 3
a kladae m=n—1=%, otrzymujemy:

(17) 1221 < Izk—l 'Iﬁ"H N

(78)
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nadto z réwnosei: .
Togo == jumk_.ldr
(D)

otrzymujemy:
(18)3 Doy K Lop . Lop—s,
ézyli dia kézdego calliowitego i nienjemnego p jest:
(19) Iy L Ty Ty
ﬁadto z nier6wnosci {17) wyplywa:

Lok Jﬁ_ — Lox .
(20) Top—s ﬁ] To—e S Iua

Uwazajmy teraz nastepujgey ciag liczb:

Ly L L L .
@) A i A A

na moey nieréwnosci (19) liezby te tworzg ciag nigdy nierosngey, a Ze ;3
stale dodatnie, wige maja granice (nieujemng), ktéra oznaczymy przez
i bedzie:

Iy
(22)

Tyis

>R. (r=-1,0,1.2..)
W przypisku na str. 77 wykazalismy, ze liczba R jest takze promie-
niem zbieznosei szeregu:

3) 1=V Tt
k=0

okazemy, ze jest R=A' tym sposobem, iz udowodnimy zbisinosé dla |p|<<R',

ieznogé dla lp|>R'". ) .
: rOZbCI)ezi?cqzcmy blgv!viem przez R, taks liczbe dodatn_la,, by, bedac bl]zkf; c?o
wolnie liezby &, byla od niej mniejsza i niech hedzie |n|< Hy: na mocy nie-
réwnosci (20) i (22) jest:

| Lok
i ’1 ‘ ng'g . P
Niech teraz liczba RB,, bedae choéby dowolnie blizks liczby E', jest od niej

wieksza i niech bedzie || Rs; bedzie istniala taka liczba naturalna %', iz dla
ws;ystkioh liezb %, nie mniejszych od liczby %', jest:

In _ B
<H.g—<p< 1L

Lo

E>1

(19
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przeto jest dla A%

o] sl e

stad wige wynika, jak zapowiedzielismy, R=§'.
Wykazemy z kolei, ze mozna zawsze tak obraé funkeye Fla,y), iz cigg
(21}, dla niej ntworzeny, bedzie mial granice tak wielks, jak cheemy.
Oznaczmy przez a;,a,... ., a, pstatych rzeczywistych, przez £, Fy,.... NN

p funkeyj obszaru D o tych samych wlasnosciach ciaglosei, co dotychezaso-

wa funkeya Fle,y), i potéamy:

»
(24) Iiry) :E ay {2y,

k=1

Oznaczmy przez w), ., ... w5 ... funkeye, w kitore przechedza funkeye
Uy, Uy o Uy .o, 2dy za funkeye Flzy) podstawimy funkeye F'lzy); nie-
trudno sig przekonaé, ze funkeye Wy, Wy oty wyraZajg sie liniowo i jed-
norodnie przez liczhy ay, ay, ..., o, tak, iz jest:

r
wy =Z a

J=1

gdzie vy sg odpowiedniemi funkeyami. Oznaczmy przez I'; catke, w ktorg

przechodzi catka I, gdy zamiast funkeyi  F(z,y) uzyjemy funkeyi F'(z.y),

1 uwazajmy cigg liczb:
25) RIS PR

( T, T T, e

granice tego ciggu oznaczmy przez R, bedzie opa, jak juz wiemy, promie-
niem jednostajnej zbiezuogei szeregu:

(26) W =2 Wik,
k=0

Okazemy, #e mozna liezbe R’ nezynié dowolnie wielks.

‘Wiadomo z twierdzenia Poincarégo, 7s byle liczba p byta wiek-
sza od pewnej liczby p, dodatniej i zaleinej od krzywej C, to mozna wyzna-
czyé liezby ay, ay, ..., a, z ukladd co najwyzej p—1 rownan linfowych i jed-
norodnyeh, by, niezaleznie od funkeyi vig, v, o.. , vy, zachodzila nieréw-
nosé:

&y
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m e o

) D)

przyezem E oznacza staly dodatnig, zalezng jedynie od krzywej C.
Na mocy wzoru (11) (str. 56) mamy:

JE s

- ACHE Nt .
(28) / {(égr—]) =+ (%;) -+ Eolt"k}dt > !4—;9 }u 2eds |

) @

jezeli wiec zatozymy, ze jest VE>8cH, gdzie H oznacza gérng granice mo-
dotu funkeyi 2, to bedzie takze:

29) { {( 8“"')2+ ( Wy )2+ G2 [t ds>o.
[

oz dy

)

Jezeli do tego dodamy powyzsza nieréwnosé (27) i podzielimy przez 2, o
otrzymamy:

[{(—00%,‘—)2—{— ( %'Zk)g—i— %0 ze"zk} dr -+ [Im"‘-’k ds> Ep |u?dr

) [t] (D

a wiec tem bardziej:

ff(ﬂﬂ)g—f— ( dj“”" \)2—}~ & u’zk} dr - ﬁtu’?,; ds > Ep ) w'?dv,

(ml 0z K4 (&) D)
ezyli: »
Top ~
T = Ep,
a stad:
(30) B> Ep.

Szereg (26) jest wiec jednostajnie i bezwzglednie ubiezny w kole
0 promieniu Ji' wigkszym od liezby Ep, ktora sie zwicksza proporsyonalnie

do liczby ». . o
dJeszcze dodaé nalezy, Ze w przypadkn /'==0 wprost z nieréwnosci (27)

whnioskujemy, ze jest:

[ oo o fes,
D)

(o

Prace- mat.-fizyes, t. XX. (81)
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a stgd wynika nieréwnosé:
(31) R > 2Ep.

Postaramy sie funkeye u(z.y) wyrazié przez w'(zy)iw tym celu tak
wyznaczymy funkcye 5y, F,, ..., F,, aby bylo:

p—1

(32) Flay) =, Foy) + X aps;

J=1

jezeli odpowiednio obierzemy stale ay, ay, ..., a,, to zachodzié bedzie nie-
rownosé (31) lnb (32). Jak latwo wykazaé, bedzie:

»r—1
’ll,'k = oy Uy +Z 01 Upts (k—:O,l,?,)
=1
wobec czego bedzie:
oo »p—1
u :2 (aluk +2 L7EN) ”k+f) -t
k=0 Jj=1
¢ z powodu zbieznosel bezwaglednej, gdy |p|<<R, mozna napisaé w formie:
(33) W= ag -+ as; + o A gy
gdzie kladziemy:
(34) N ttsiygt =10y (5=1.2,...,p—1)
k=u

Szeregi w; majy promien 2 jednostajnej zbieznosei.
Z réwnosei (34) otrzymujemy:
(35) WIS w— e =y, (§=1,2, ..., p—2)
Roéwnania (33) i (35) uwazajmy za uklad P réwnain o niewiadomych
t, Wy, W, ...n ; Wy—y. Wyznacznikiem ich bedzie wyrazenie:

Ay Oys gy Qpeg, @y
L,—n, 0,.., 0,0

, 0, 1,~q,.., 0,0 \

2(n)= 0, 0, 1.... 0.0 = (—1)*"ay 4+ ap_1n -+ ... —+ a1y
0: 0: 0: r 11—”

(82)
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a wige nie jest identycznie zerem, i przeto bedzie:

] Wy @, .., auy, a, |
P s —=n,.., 0, 0
W, e 0,0
. . .
U= LS 2 0,eey 1, | = Py
Tty )

gdzie funkeya ®D(z,y,) wyraza s1y linlowo i jednorodnie przez funkcye
Wy Ugy Uy e, Uyop, Przeto ma znaczenie okreslone dla ff<B, 1idlatych
. . . A

liczb 4 ma okreg§long granice (TN) .

Oznaczmy przez 3 kolo, wykreslone z punktu {(—&), jako srodka, o pro-
mieniu /. Przetofunkeyar(z,y) moze mieé tylko teliezby, jak o bieguny w kole
2, ktore sg plerwiastkami réwnania Ti(n):=01ktorych obszary geometrycz-
ne bedg lezaly wewngtrz kola X. Qkazemy, ie te bieguny sg pojedyiicze.
D.y,1)
. H(y)
liczby #n; otés funkeya P(wy,1), jak fatwo sig przekonad, spelnia wewnatrz-
obszaru D réwnanie:

A+ (1) D+ Flog)Rip) =0,

a wzdiuz krzywej C warunek:
" (4?) =1

Zalézmy w tym celu, Ze wyrazenie Jjest juz nieskraealne co do

pod warunkiem [pl<<R'".
Jezeliby liczba n; byla biegunem co najmniej dwukrotnym funkeyi

. af .
u(z,y), bytoby Rin,) =0, R'(zy,) :(—ﬁg@)ﬂ—:—v 0. Oznaczmy dalej:
: dP )
Pi=B(zym); @ = E@%;;/ﬂ])_ i P = (-(_;,;y.ﬁ!),_:”

Stosujac twierdzenie Greena do funkeyi &, %, otrzymujemy:
D=0 w calym obszarze D, a wigc funkeya D(z.y,) jest podzielna przez
dwumian —», whrew zaloZeniu.

A ze promien ' kola X mozua uczynié¢ dowolnie wielkim przez odpo-
wiedni dobér liczby p, wige funkeya u moze mieé w skonczonosei jedynie
bieguny pojedyicze.

Oznaczywszy przez U(zy) residuum funkeyi u(z,y) odnosnie do bie-
guna, mamy:

u .
o —— 14 Z, 3
7 — -+ Vizym)

CD)
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gdzie funkcya V(2,y.n) bedzie holomorficzna w punkeie #,. Z wlasnosei fuun-
keyi u(z,y) wynika, ze wewnatrz obszaru D jest:

AU A+ (g—11) AV = (p—&,) (U4~ (g—2,) ¥} =+ (4—n,) Flay) = 0,
a wzdluz krzywej C jest:

)
SR

= WU-H(g~1,) Vs . %
) U= —1,) V|

Kladae =y, co wolno, otrzymujemy, ze residuum 11(z,y) spelnia réwnanie:

A4 (g—&)t =0 wewnatrz obszaru D,
11

Al E—— =Nl ;

(m) @)

wzdluz krzywej C.

AN;;

Na mocy ITI-go rozdzialu wynika:

1) bieguny funkeyi » musza by¢ rzeczywiste:

2) w przypadku A'=0 s3 one polozone na dodatnie; pbl-usi rzeczy wiste]

parametru & w przypadku k'=1 bieguny sg polozone na dodatniej i ujemnej

pol-osi rzeczywistej parametru, ale bezwagledna wartosé ujemnych biegu-

302
néw nie moze byé wieksza od wiekszej z liczb 16¢ G4c2H 2.

VRN

Gdyby residuum byto funkeyy nierzeczywistg, to polozylibyémy’

U=N4-ill,, gdzie I, W, oznaczaja funkeye rzeczywiste zmiennych .y

1 oczywiscie kazda z nich spelniataby te same warunki, co funkeya 1.
Zbadajmy dodatkowo, czy funkeya u(z,y) musi mieé¢ co najmniej jeden

biegun, potozony w skonczonosei. Gdyby bowiem tak nie bylo, musialby

promien zbieznosei funkeyi u(z,y) byé nieskonczenie wielkim; a ze ciag (21).

(str.79) jest nigdy nierosngeym, wiec pierwszy jego wyraz musiatby mieé
mianownik réwny zeru I,==0, czyli w calym obszarze D) byloby w==0, a ie

Jest wp(z,y) = j F'y )Gy, oy, —b)dy, wige musialaby byé funkeya
. n
F(z'y') bardzo specyalnej natury.
§40. Studyum funkeyi u(z,y), Jjej biegunéw i residuow zapewnito nas
o istnieniu pewnej kategoryi tunkeyj rzeczywistych; wyobrazmy sobie ich
zbidr 1 wybierzmy te z nicl, ktore s liniowo od siebie niezalezne. Mozemy
wigc powiedzied: .
Do krzywej C, wielkosei h'=0.1 i funkeyi &, cigglej wzdtuz krzywej
C istnieje cigg nieograniczony funkeyj rzeczywistyeh, liniowo od siebie nie-
zaleznych: Uy, U,, T, ... zwanych funkcyami harmonicznemi, o nastepuja-
cych wlasnosciach:

»

84)
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© 1) wewnatrz obszaru D, ograniczonego krzywa, C, czynig one zadost row-
naniom Up+&:Ui=0 (k==1,23,..), gdzie liczby &, &, &, .... s rzeczywiste,
dla przypadku 2'=0 dodatnie, dla przypadku b'=1 dodatnie i ujemne, byle

16¢? ot o . :
, —6462 H2 nadto jest &rlhit;

L‘l
aU,
T O

Milczgco zawiera powyzsze twierdzenie pewien fakt, ktéry musimy
jeszcze uzasadnidé. . ‘

Wyobrazmy sobie zbiér liniowo od siebie niezaleznych funkcyj rze-
czywistych—okazemy, ze jest odliczalny, ze wiee mozna go uszykowad wciag,
jakeémy to uczynili: ) A '

W kazdym razie ze wspomnianego zbiorn mozemy wyjaé pewien clag
fankeyj harmonicznych: Us, Uy, U,, ... nalezacych do liczb &, &, &, ... gdzie:
jest <8k '

nie mniejsze od muiejszej zliczh —

2) wzdluz krzywej C funkeye Uy spelniajg réwnanie h’(

KYadac: -
Uy=& —v, &= *?m “. wiflo.po)dr, AV—Ew=0
0y
. , s . (dUy
iroznmujge, jak na str. 59 i 60, wykazaé latwo istnienie gravicy (W).

Uwazajmy dwie rézne funkeye harmoniczne Uy, U; i stosujmy do nieh
twierdzenie G reena, z ktorego otrzymujemy:

(&) [TaTyde=0,

()

jezeli jest k==, to z tego nie wynika, ze jest takze:

(36) j U Udr=0,
)
co zachodzi na pewne, gdy jest &==§;; ale moZna sig. ZaWszZe t_ak ur_za,d?ié,
aby z nieréwnosci k==j wynikala réwnos¢ (36). Zal6zmy howiem, ze jest
& =6, = ... = &, == &4, 1 polbimy:

Uy=ua,l,

U’y =0y Uy + s Us

Uy = ay U+ an Uy + a5 Ui

Uh= an1U1+an2U2+-~-~+aﬂ"U;a

(85;
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adzie stale ay,, ... , @iy Jak Yatwo wykazaé, mozna tak wyzuaczy¢, iz bedzie:

kef
( =1,2, ,u)
V=12, e 0

| Uhde=1; }"U',; Uy de =0

(1 n
nadto jest wewnatrz obszaru J:

AU 48U =0,
a wzdinz krzywej C:

W (%);: (T,

nadto funkeye U'x beds od siebie liniowo niezaleine. .
Mozna wiec zawsze przypuseié, ze funkcye U,U, .., Uy . . sy tak wy-
brane, iz jest:
(87) jU‘"k(Ir =1; ]U;, Ui dr = 0. (ij{ﬂ )
) b J= 1,2,
Polozmy:

k4 ry
V=Yal; @ = a&: U
1 1

i widoczue, ze jest wewngtrz obszaru D:

AV d=0,
wzdtuz krzywej C:

% (%’)i:;h V),

gdzie a;, a5, a, ... oznaczaja p statych dotad dowolnych.
Jest:
[ 0V\2 , (B2 \ : )
j l(%) "‘(a“y') — vy de - fh V2 ds = 0.

) ()
Na mocy twierdzenia Poincaré g0 moina stale a,a,..., a, tak

Wyznaczy¢, byle ich liczba p nie byla mniejsza od pewnej skoficzonej liczby
Dy, iZby Dbylo:

S+ B+ e et fursassy [,
/ .

2 [t] n

86)
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przyczem K oznacza stals dodatnia, zalezna jedynie od krzywej C; przeto
Jjest: . .
[vons (B¢, j Vi,

o tn

przyczem niech bedzie: Tp—£,>0; stad kolejno bedzie:

: ‘ o .
[ 1 / V(pdz>( [V@dz) >(Ep—50)2( [v: {lr) ,
) (m ) b
[ Drr>(Bp— &, f Ve,
(m) (hy
a ze jest:
.

. ) »
{(I)EJI - Z LR < 521;2 a%
i=1

b i

. r
Y
T2 p— 2
[1 de="Y at,,

(b) i=1
wige istnieje stala dodatnia E', ktéra zalezy od krzywej ¢ tak, iz jest:
(38) &> Ep,

gdy bowiem liczba p jest wieksza od pewnej granicy p,, liczby §» nie moga
byé ujemne.

Stad wynika, ze fankeye harmoniezne tworzg zbiér funkeyi odliczalny.

§ 41.  Dokonezymy studyum fankeyi «(z,y).

Przeprowadzajac ja analitycznie, jako funkeye parametru £, otrzyma-
my funkeye, spelniajaca poza biegurami wewnatrz obszaru I/ réwnanie:

Aw - &u + Floy) =0,

a wzdluz krzywej C warunek 7/ (%): h(u)e. A wiec jezeli liczba £ nie jest

Zadng z liczb ciagu:
(39) LI SN

istnieje funkeya #, ktéra spelnia réwnania:

. ol
At Eu Floy)=0, ((T%T) =),

i

plerwsze wewnglrz obszaru D, drugie wzdluz krzywej C. Istnieje tylko
Jjedno rozwigzanie powyzszego zagadnienia; réznica v dwéch rozwigzan spel-
niataby warunki:

(87)
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AvJ-8v=0; N (?2%7);: (v)g,

plerwszy wewnatrz obszarn D, drugi wzdluz krzywej C, ale dla licah &
réznych od liczb ciggu (39), nie istniejg funkeye harmoniezne.
‘Wyprowadzimy stad wazne wnioski.
Zalézmy, ze funkeya v(z,y) spelnia réwpania:
Av-fo=0, ¥ (@—) =)+
! AN/ !

pierwsze wewngtrz obszaru D, drugie wzdhuz krzywej C, przyczem v ozna-
cza dang funkeye. Zbadajmy, czy taka funkeya istnieje. Niech liczba &0,
bedae nawet zespolong, spelnia nieréwnosei (15) (str. 41) i (31) (str. 45); ist-
nieje tedy jedna, jedyna funkeya vy, ktéra czyni zado§é warunkom:

dv
Ao b, =0 W (ﬁf)‘: h(vy)i--t
plerwszemu wewngtrz obszaru D, drugiemu wzdtuz krzywej C; Jjezeli po-
Yozymy: »
=1, G—&),
to wewngtrz obszaru D ma funkeya o' spelniaé rownanie;

A &' v, =0,

a wzdluz krzywej C ma byé: ,
&y
‘ ' (HV),: h(v);.

Ponjewaz fankeya v, moze prayjaé na siebie rolg funkeyi Fx,y), wiee,
o ile & nie nalezy do ciagu (39), istnieje funkeya o i tylko jednd,
a przeto istuieje funkeya v i tylko jedna. }

Wobec tego istnieje jedns, jedyna funkeya Greena, oile parametr
£ nie nalezy do ciggu (39).

Zbadajmy, czy istnieje funkeya G reena dla jakiejkolwiek z liczb
(np. liezby &) ciggu (39). Otoczmy biegun 2,y funkeyi Green a, o ktérej
zakladamy chwilowo, ze istnieje, i stosujmy twierdzenie Greena do fan-
keyl Gay, o'y, &) 1 Ur(zy); jezeli przez 3 oznaczymy kolo, wylaczajgce
z obszaru D biegun 2y, to mamy:

oAG T G doy
(J(UW‘—\,~ W)'_fzS.Jrf(Ukm—T?l—ﬁ) ds=0,
(&)

88
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pierwsza calka jest zerem, druga ma granicg [—Ux(z,y)], gdy kolo X scig-
ga sig do swego punktu.srodkowego; otrzymalibySmy wiec:

~Udwy) =0,

a e pﬂnkt ,y jest dowolnym punktem, byle wewnatrz obszaru Dpolozonym,
wige jest stale Uy=0 whrew zaloienin. Dla punktéw ciggu (39) funkeye
Greena istnieé wiec nie mogy.

VI. ROZWINIECIA NA SZEREGI FUNKOYJ HARMONICZNYCH.

§ 42. Podamy dwa twierdzenia, ktore p. Zaremba nazywa twier-

dzeniem Stekltowa, wswej przezemnie w przedmowie cytowanej pracy,

i ktéryeh dowéd w praypadku plaszezyzny jest zupelnie ten sam, co dla
przestrzeni.
I) Jezeli funkeya dowolna i rzeczywista Flay) jest taka, ze calka:

(1) ¢= [(Flay)yic
m

ma znaczenie okreslone, to szereg jest ZAQ,, zhiezny i jest:

k=1
&) D ane,

k=1

gdzie jest: N
@) 4= / B ) Usla' ' )ds. #=123..)

[¢2]

1I) Jezeli powyzsza funkeya F(x,y) posiada jeszcze pochodne pierwsze
3F(zy) F(zy)

. dy
wewngtrz obszarn D, gdzie mogg nawet nie istnie¢ pochodne, ale w okolicy
tego punktu majg byé ograniczone, a nadto w przypadku /=0 spelnia
wzituz krzywej C réwnosé:

ciggle, procz moze w jednym punkeie 2,3, polozonym

0 (Fay=0,

bedzie:

®) [Rapya=3 o,
- k=1

przyczem liczby A sg okreslone wzorami (3).

(89)
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§ 43, Uwazajmy paukt 2y, lezacy w ewncytrz obszaru D; otoczmy g0 ko-
Iem X takiem, aby lezalo wewnatrz obszaru /). Zdlézmy, ze dla parametra £
istnieje funkc}a Greena ipoloamy Gay, oy, §) = G-+iG, ido funkey;j
Gy, Gy, Uy stosujmy twierdzenie Greena. Zalozywszy, e kolo < Sciaga
sig do swego srodka (z,y), otrzymamy: .

(6) Cileyy) = (8:—5) /Z’]}.(_m’,y’)G’(.l',vr/, 2y’ &) dr.
(i
Nieeh teraz liczba m1, bedzie dodatnia i wigksza od kazdej z liczb
%— 64¢2H?2, gdzie H oznacza gorng gr anice modulu funkeyi %; niech da-

lejm oznacza rowniez liczhe r/ecn wisty 1 dodatnig iniech bedzie mz>my; stad
wynika, ze funkeya G(z,y, o' 2y',—m) istnieje, a poniewaz, jak latwo wyka-
zaé, calka: . : ) o
J { G(Jb‘.y, x’,y’,— 7”)}2(]’5 1)‘
]

ma sens, przeto, stosujac pierwsze z t. zw. twierdzen Steklowa (str.89),
otrzymujemy nieréwnogé:

‘MS

A L /56(50 Y, T, —m)} e |

1 (17)

i

gdzie jest:

Ay zj Uk(a"y") Gy, @'y ,—m)dg== %_(ﬁ’e—!:) ,
D) e i
a to na moey wzoru (8). Przeto jest:
k(x,?/)
2 < Lo,

g{lzie I(z,y) jest wielkoscia, zbadang w rozdziale czwartym; poniewaz obec-
nie liczba §=—m spelnia nier6wnosci (15) (str. 41) 1 (31) (str. 45), wige we-
dlug nier6wnosei (22) (str. (65) jest:
4c4-2)2
Tzy)< L—cj‘";i .

") Funkeya Gz, #,3',—m,) jest rzeezywista,

(90)
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lauwazmy dalej, Ze nawet w pr zypa.dku I =1 lstmeJe taka. lezba do-
datnia N, iz, gdy jest n>> N, kazda liczba &, jest juz dodatnia i mg]ﬁ/a od
liczby my; Wobec tego wolno prayjat m=¢,, byle bylo n>N; a nadto d
liezby (—&4) bedzie wtedy istniala funkeya G ¥ éen a; jest'w 1ec

% w(zy) (de2)
’1—-’ (b f8i)? < [
=1

a wiec tembardziej jest:

(42
TE

2 k (.’X),y)
(En-{—ﬁi.)

a ze dla k>n> N jest kazda z liczb & dodatnia i jest &>, ngc tembar-
dziej jest:

< Vt(zy)
) 27E <

k=n

(___4G—£2)2 H (n2I)

jezeli punkt xyy; znajdujgcy sie wewngtrz obszaru D, dazy n?éog‘r&ni((ﬁzenie

do dowolnego punktu krzywej C, to liczniki ulamk()w’ I.SWEJ ‘strony }Jgd@

mialy granice (U%(z,y)): i co najwyzej znak nieréwnosei musiatby byé za-
iony przez znak réwnosei.

e § Lp Uwazajmy dwie funkeye Greena: G(%,Yo, 2,9, 8), G(%oY0r 2,,E)

obszaru D o sp6lnym biegunie 2,1, lezgcym Wewnatrz obszaru Die para-

wetrach §,& i utwérzmy funkeye:

& &r) — G(wn»y?’ .Y, E) s

G(wu,l/m Ji,y, E)
“’(/’(Tg;yn, €Y, s, 4 ?

Metod@ zupelnie analoglczn@ do tej, <kt6re1 nzyl p. Z aremba, Wy-

‘kaze sie, ze jest:

174 (%slfo)
kg) f]‘/)(‘tmyo: x,~y’ & E)I dT—Z {(& ; O&A)F ’

[E—&) E—EnP
[¢]

przyczem strona prawa jest szeregiem zhieznym, o ileliczby &, & ie sq,rié\.vne
zadnej z liczb &, co Jest samo przez sig zrozumiale. Obok tego uwazajmy

szereg: e
o N Uy Uslth)
®) K @y 2> 6) =,

k=1
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Latwo ndowodnis, 4e jest bezwzglednie i jednostajnie zbieiny,ja;kiekolwiek
polozenie majg punkty (z, y,), (') W obszarze D, o ile tylko parametry
&, ¢ sy réime od liczh &x(k=1,2,3,...).

Otéz jest:

Ui(2' ") Uxi ey, y,)
E—&) (F—&)

Uii(2o9,)
[E—&

<1 { (')
2 [E—gp

wige dosé zbadaé szereg up.:

i U%(m,y
[E—&f7
1
Mozna takg staly dodatnia N’ obraé, by dla k>N’ byto:

£
&

1
_A 2

gdzie 4 jest liczhg rzeczywisté, dodatnig i dowol
ozego jest: 4 1 dowolng, byle bylo A>1, wobec
&% A2
F—&F <@

Oznaczajge przez o liczbe wigksza od wiekszej z liczb N i N’

- t j
Da mocy nier6wnosei (7) (str. 91): ey

S Pi(mn) - Uniog) e 4V (dot2)
"2, }E—&AL‘ _2 5"1: — I&—&:!T (AAI). En' ’

stad z latwosciy wyniknie, 7e badany szeres iest 3 juie i ‘
il szereg jest i
zbiezny w obszarze D. ' Y § JestJednostajuie permeledoie
Kladge:
PEY) = (@0, '/, ££) — K(zyppo, o'y, &),
» V=1 +iy,; KzKl—l"iKZ’
tatwo wykazaé, ze jest:
j lpl2dz =0,
)

czyli jest w calym obszarze D: a=(.

92)
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.Przeto jest:

Ui(#,y) Ux (%)

@ » =G (2, 1 ! —&
(10) (mnaymm,l/ E) (TO Yo, T,y E)+(E f)g (E_Ek) (E"‘Ek) *

co nam tlémaczy, dlaczego funkeya G reen'a nie istnieje dla za&nei z liczb
& (k=1,2,...). ‘
§ 45. Mozemy teraz wyrachowaé nier6wnosé dla calki:

Tay)— [|6ey, 'y, 0 e,
] ‘
ktérg dotad obliczyliSmy'w przypadku, gdy parametr £ czynit zado$é pew-
nym nieréwnoseiom.
Kladae:
E=a+iﬂ:‘ é'—_—a———iﬂ,

G(wuﬂ/na z,Y, E) = Gl + ZGQ ’
latwo wykazad, ze jest:

G(xo:ym xsys E’) = G] - th I

wobec czego ze wzoru (10) otrzymujemy:

T(y) U (o)

G,(Qo,yo, )Y, 5)::8 g (a—fk)2+/32— ,

a stgd na mocy réwnosei (str. 64):

Twy) = LD

B
wynika, zZe:
U N Ung)
1 Iwg=D, —(a—_é’;(;ﬂﬁ ’
1

przyczem strona prawa jest szeregiem jednostajnie zbieznym w obszarze D,
Jjakto mozna wykazaé sposobem juz przez nas uzytym.

ZaYormy teraz, ze obok funkeyi Greena G(%.Yo,xy, &) mamy drugg
funkeye Greena G(z,yy 2,4, E) o tym samym biegunie x4, co poprzed-
nia i dla tego samego obszaru D, nadto parametr:

£ = ¢ (cos O}-isin®)

Jjest tak dobrany, ze czyni zado§é warunkom:

¢ : 1 ¢H 1
—— <1 =7 <3
LVg', sin 2 —- Ve'y sin -

¥3)
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pierwszemu z nich w przypadku 2'=0, obydwom w przypadku /'=1.

nadto bedzie:
&= py(cosb-Fisinb),

iniech bedzie parametr & tak dobrany, iz jest:
01 cos 6=p', cos§’.
0t6z na mocy nieréwnosei (22) (str. 65) jest:

1

QlSin2—2—

@2) (16 2y, 5’)12"’<(

)

Kladge §=a'+-if’, otrzymujemy z réwnosei (11):

- Ux(2,9)
”I{IG(“’,% Y &)Fde = Zm s

przeto jest:
U2lzy)

w( IG(&)Pﬂz (ot ’

et < Ulz,y)
G ?d L
(.f (e 2“—“(a'—sk)2+ﬁ'2

Aby znale$¢ gérna granice prawej strony, polézmy:

U(zy) = A L Ulzy) B
(a—&)PFHp — 7 (@ - Epr T O
‘ozl . ” Ay .
Jezeli przez Oy oznaczymy wartosé stosunku B to jest:
=B 4
A EBk O
—;———— - <maxi(0k)
2B 3B
1 1

Jezeli tylko takie maximum stosunkéw Oy istnieje.

¢S]

Niech

icm
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Jezeli przez X, X' i M, oznaczymy obrazy geometryczne liczb &, &'
§ na plaszezyZnie zmiennej zespolonej §, bedzie:

X' My
X A1

==

Poniewaz mozna zalozyd, ze liczby 8,8' 38 tego samego znaku, wiee linia
X, X' bedzie prostopadts do osi rzecaywistych. Jezeli odleglosei punktéw
X, X" od najblizszego punktu My wynosza I, Wzglgdnle ¥, to bedzie. jak ta-
two wy M/,ac
I
max ( Cp) == _l’—

k]

przeto na moey nieréwnosei (12) jest:

13 [16epsy i< ﬁ, o)y —
)} sin — 0 1 sin ? —9‘—
o co nam chodzifo.
§ 46. Uwazajmy teraz calke
(1 Wiepd)= |Fia'y)Gley, 'y, &) b,

[¢2)]

przyezem o funkeyi F(z')y') zalozymy, ze moze byé nawet zespulonq., byle
tylko catka: .
aw ¢= [IF@ s

0

miala znaczenie. Z réwnosei (10) (str. 93) otrzymujemy przez catkowanie:

v A Ui(z,y)

(16). W(z,y,£) — Wiay &) = (E— EI)Hm—EH )

gdzie poloiyhémy. C o
(16 bis) A= | By Uia ) de (h=1,23,...)
) .
przyczem nadmienié wypada, Ze calki te majg znaczenie okreslone.

Przechodzge z parametrem § do nieskonezonosei tak, aby jego argu-
ment 8', bedge od liczb 0 i 2n réznym, byl staly, mozemy zalozy¢, Ze jest juz
takim, iz zachodzi nierownosé (24) (str. 65):

(93
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[Wizys) P < 5T+2 A‘—’:T’
sin— - ] o'isin—

przyczem o'y oznacza modul parametru &'; wobec tego jest:

lim Wizyd) =0,
E'=0

gdy modul, jak powiedzieliSmy, rosnie nieograniczenie, co zachodzi dla do-
wolnego punktn (x,y) obszaru D.

Jeszcze trzeba wykazaé, ze granica prawej strony w réwnosei (16)
dla & =co jest rdwna szeregowi granie poszczegdlny ch wyrazéw szeregi.
W tym celu wykazemy, ze do kazdej dodatniej liczby » mozna znalesé taka
liczbe N, iz jest:

|2A,, Ui(z,y) (£—5) <,

(17 (et (=8 |

k=n

gdy jest n>N, [£'[> X', gdzie X' jest dosé liczba dodatnia wielka; Jak wi-
daé dos¢ wykazaé, Ze szereg:

18) ‘ 2 AkEU:(Efi,y)
k=1

jest jednostajnie zbiezny w obszarze D.
Polozmy:

Roy)=F@y) + iFyny), A= f P& ) Uy,
(D)
Fy(o'y) Uiy,

(D)

wedlug pierwszego z twierdzen Stektow a (str. 89) sy szeregi liczebne
(-] 0
ZA’% s ZB% zbiezne. Nadto jest 4y=—A4"1iB.
i 1
TUwazajmy teraz sume:

R, ZlAkUk(x,y)l 2VA/2k+B’2 IU:(:cy)]
i ——fk . E’*Ekl

(96)
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ana mocy nieréwnosci Schwarza bedzie:

Mg

R, Z(Am _I__B/g)Z !Ek(g/;‘? ;

a stad widoczne twierdzenie o szeregu (18). A ze przy naszych zalozeniach
jest stosunek:
§-¢

&—&

co do modulu skonezony, wige stad z Yatwosciz wynika nieréwnosé (17);
przeto jest w granicy dla &==co:
Ay Urlz,y)

19) W) =— 2, =51,

k=1

przyczem szereg prawej strony jest jednostajniei bezwzglednie zbiezny
w calym obszarze Dj przeto:

A

&’

Vlr=—

[wey sy
()
a wskutek tego jest:

Wy £)=2, Usloy) | Wia'/ &) Uula' .

k=1 (D

Zmieniajac nieco oznaczenia, wypowiemy w nastepujgey sposéb ten
niezmiernie wazny rezuitat:

Jezeli do danej funkeyi W(z,y), okreslonej w obszarze D, mozna zna-~
lesé taks funkeye F(x'y'), by dla pewnej szezegolnej wartosei & zachodzilo
réwnanie calkowe:

(13) W(zy) =
(B

I’(m’,J’)G(w,y, !y, B,

glzie G(zy, o'y, &) oznacza nogolniong funkeye G r e e na, przyczem calka:

(14 f | F(o'y")|Pde
! v
ma znaczenie okr-glone, to mozna funkeyg W(zy) rozwingé na nastepujacy

szereg funkeyj harmonicznych:

Prace mat.-fizyez., t. XX,

7
97)
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(15) Wwy) =Y, A Uezy),
k=1
gdzie:
(16) Ay= f W' ) Ui ') . (=123..)

)

Nadto szereg ten jest jednostajnie i bezwzglednie zbiezny w catym obsza-

rze D. .

Szezegdlnym przypadkiem tego kapitalnego twierdzenia jest latwe do
wykazania twierdzenie: jezeli funkcya W(x,y) ma wewnagtrz obszaru D cia-

gle drugie pochodne i nadto na krzywej C jest:

h,(dW

=,

to istnieje funkeya F(zxy) o natozonym wyzej Wa,runkﬁ,i wobec tego
moZna funkeye W(z,y) w opisany sposéb rozwingé na szereg funkeyj harmo.

nicznych.

§47. Przyjmijmy teraz, ze funkeya F(z,y) jest dana i rzeczywista

w obszarze D. Okazemy, ze dosé, by calka:

an o= [ Py de

(0

miala znaczenie okreslone, aby zachodzila réwnosé:

a8) [Fra,o)ae= ar,
: ) =1
gdzie:
Ar= [F(x’ y YD) Ur(! o) de.

@

(#=1,2,3,...)

Nifech &, bedzie liczba dodatnia tak, iz liczba (—¢&,) jest mniejszg od kazdej
z liezb & (k==12,....). Przy pomocy danej funkeyi Flz,y) utwérzmy funkcye:

Weg—ti— [F&, )6y, 2,y —t)

(Dy

(98
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wediug poprzedniego paragrafu jest:

Wy —t)=3, 20

k=1

gdzie szereg po prawej stronie jest jednosiajnie i bezwzglednie zbiezny
w obszarze D 1 jest funkeya rzeczywista. Stad jest:

* < A 2 A 2
W,y —&)do = F = : \
J e i =3 = B gt e
(o] k=1 k=1
wdzie:
By < —1 Y 4.

Ert b
nt+1

Na moey pierwszego twierdzenia Steklo wa jest szereg

EA,? zbiezny, a wige do kazdej dodatniej liczby & mozna znalesé taks

=1

liczbg N, iz bedzie:

E Al <e,
a1
gdy jest n>N. Jest tedy:
s
Ry << (&o‘{_—&n—i—l‘).r_ . (n>N)
Przeto: -
(19) - im e f W,y e | = D 4z,
fmeo I¢7) s

Aby wiee wykazaé réwno§é (18), musimy ndowodnié, ze catka po lewej
stronie dgzy do granicy & ezyli Ze calka:

[Een@ o —t—Fa v i
»
. 1
dazy do zera wraz z liczbg T
]

‘Wobec znanyeh wlasnosci calek wystarczyloby wykazag:
"1) ze mozna rozmice &V (xy,— &) —Fizy) uczynié dowolnie maly
w pewnym obszarze D,, ktéry, bedac czescig obszarn D, dowolnie malo sig

99)
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rézni od obszaru D, czyli dokladniej: jezeli tylko punkt xy nalezy do ob-
szaru Dy, ktéry sie rozni od obszaru D o mniej, niz dana, choéby dowolnie
mala, dodatnia liczba ¢, to istnieje liczba dodatnia X, niezalezna ani od
liczby ¢ ani od punktu =,y taka, ze dla liczb £,> X jest:

[6 Wizy,—&)—Flzy)| <7,

gdzie réwnosé lim &=0 pociagga za sobg jednostajnie réwnosé lim 7=0.

2) Trzeba wykazaé, ze suma & W(xy,—&)-TF(x,y) ma gorng granice,
niezalezng od polozenia punktu .y w obszarze D i dla liezb £,>X.

Najprz6d uproseimy sobie rozumowanie, zaktadajac, ze funkcya F(z,y)
ma w obszarze D gdrng granice M. Poniewaz zalozylismy, ze catka € ma
znaczenie okreslone, przeto obszar, w ktérym oscylacya funkeyi F(x,y) prze-
kracza liczbg dodatnia ¢, musi wraz z liczby & zdazaé do zera; przy danej
liczbie & wytaczmy z obszaru D ten obszar, w ktérym oscylacya funkeyi
F(=z,y) przekracza liczbg & pozostanie obszar A, i uwazajmy z niego te pun-
kty, kiorych odleglosé od punktéw krzywej C ma za dolng granice dang
liezbe dodatnia d, dostatecznie mala; zbior takich punktéw obszaru A stano-
wié bedzie obszar A'.  Z tego obszaru A' daje sie wydzielié skonczony ob-
szar D, o dalszych wlasnosciach nastepujgcych: 1) réznica migdzy obszarem
D i D, jest mniejsza od liezby dowolnej i dodatniej 5, jezeli tylko odpo-
wiednio dobierzemy liczby & i d; nadto liczba v ma granice zero wraz
z granicami réwnemi zeru dla liczb 1 d; 2) istnieje liczba stata i dodatnia
3, rézna od zera a mniejsza od liczby d tak, iz wewnatrz kola o promienin
4, ktérego Srodkiem jest dowolny punkt obszarn D, jest oscylacya funkeyi
F(zy) mniejsza od liezby &.

Kladac: i

G(Z.y, @' 2] y’ a—EO): ﬁ%;f:_ﬂ) - 'M(.'L" ] :l/' ) ¥
gdzie ¢ oznacza odleglost punktéw () i 2'y'), zas u, jest liczba, w ktérg
przechodzi liczba p z § 3, gdy za liczbe & podstawiamy liczbe (—&,), otrzy-
mujemy:
Wix,y),--&)= K~K',
gdzie potozyliSmy:
K= [T, o' floumi,
(1]
K'= [Fe,¢) e,y
v

Uwaiajmy teraz funkeye «', czyniges zado§é réwnanin Aw! - &' =0
wewngtrz obszaru D, za$ wzdluz krzywej C warnnkowi:

(100)
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albo:
fle)
()= 27 !

albo:
1t )
((E—]\:).z R )i+,
gdzie o oznacza odleglosé biezgeego punktu &' y' krzywej C od stalego pun-
ktu z,y, wewnatrz obszaru D lezacego; nadto jest:
(8 (o) ) flom)
= (va( ) i s 2

2z

Zakézmy, ze parametr f=p,(cos 6 sinf) spelnia nieréwnosc (15) (str.
41), przeto dla pierwszego przypadku istnieje taki potencyal warstwy poje-
dyfieze], iz wzdiuz krzywej C jest:

- ke

przeto na mocy nieréwnosei (18) (str. 41) jest:

sanl 52|

ju' | < —_~_~4£—6 max

Vo, sin 5

w calym obszarze D, przyczem zakladamy, ze punkt staly (zy) lezy we-
wnatrz obszaru D. Gdy wiec zalozymy, ze punkt 2,y ma dowolne polozenie
wewnatrz obszaru D, byle jego odleglosé od punktéw krzywej C nie byla
muiejsza od liczby d, to na mocy nieréwnosei (7) (str. 6) jest:

f(e.x)
N

e—-ld

d 3

! <% me—*4 |

gdzie jest a = Vp, sin —g~ , m=Vp,. Poniewaz liczba sin —g— ani zerem byé

nie moze, ani liczba ujemns, wige iloczyn:

[&u|=g? |u']

. . 1. -
dazy oczywiscie do zera wraz z 11czbq,g— jednostajnie w calym obszarze D,
1

ale tem powolniej, im mniejszy jest kat 6. Jezeli sie ograniczymy do warto-
. . 3 7
Sci kata 0, spetniajaeych nieréwnosei % <bK g, albo% <8 (—Z , to mo-

zemy zapewnié sobie jednostajne osiaganie granicy wzgledem parametrn £

(10D
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o nalozonych warunkach. Zupelnie analogiczny rezultat otrzymamy w dru-
gim przypadku. )

0Otz widaé, ze wolno polozyé E=—§&,, jezeli tylko liczba &, bedzie do-
statecznie wielka i dla tej szezegdlnej warto§ci parametru & funkeya o
przechodzi na funkeye u(z'y'); a wieec modul iloczynu & dazy wraz z liczhg
—tl— do zera jednostajnie w calym obszarze D, gdy punkt @,y zostaje w ob-

=0

szarze D,. Do kazdej dodatniej liczby ¢’ mozna wige znalesé liczbe dodatnia
X taka, iz; gdy w rownosciach (15) (str. 41) i (81) (str. 45) polozymy o, =X
6=, spelnia nierdwnosci, i gdy jest &> X, to jest w calym obszarze D:

[&u] <4,
byleby punkt (x,y) pozostawal w obszarze D,. Stad jest:
&K< M'T, E>X),
gdzie T oznacza pole obszaru D. Oznaézmy:
n'=F(zy) — F@y).

Skoro punkt z,y lezy w obszarze D,, to istnieje koo o promieniu &, o Srodku
zy takie, iz dla dowolnych punktéw 2’1’ wewnatrz tego kola lub na niem

jest:
. In'l<Cd,

jezeli tylko jest §' > e. )

‘Wnetrze tego kola oznaczmy przez D", cze$é pozostals obszaru D
przez D"'; poYézmy:

K=.1+4J',

gdzie: L .
T=gz | F@fomir; 7= [ Fty'iom:

) )

Dla punktdéw obszaru L" jest o>>6 inadto, jak zwykle, niech bedzie
u=0+bi, to wedtug nieréwnosei (6) (str. 6) jest:

a8
%¢ *
V<=5,
nadto jest:
. 1 L
J 1le,uo)de= (‘u—g —— J eV FIE dg)gm
i) 0 :“o.u‘

a0z
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Kradge: .
1 17,
=y J=g Feg) [flomddss J)= o (1 flemie,
(o ")
mamy:
o

1 ’ P dtl ,
,""o.‘J

T, = Fzg) 2‘ L

a Ze jest tu pu=VE,, wiec:

= - VE
Hey) ]e-%Va*+ﬂdt%.5n<.2Mg” E
P 1

o

&Ti— Flag)| = }

Przez odpowiedni dobér liczby &, mozemy uczynié, by bylo:

1€y — Flz| << M. 5"
podobnie bedzie:

SVE,
[l | <& (1—‘;—‘36" T)< 88,

a wiee jest: :
| &e] — Floe,y)| < (M-1-3)8'.

Nadto jest:

B 7 V&S
16| < %ﬁrf Y ur,

P

jezeli wiec obierzemy dostatecznie wielka liczbe &, bedzie:

‘ |&J'| < M.
Ostatecznie bedzie:

|&, W(zy,—E&) — Flzy)| < M8 T+ (2M+3)8,
a, 76 wolno przyjaé, iz jest 8'=¢, wiec, kladac M T--2M--3—=A4, otrzymu-
Jemy: | & W(z,y,—E&)—Flxy)| < 4e,
| £ W@y, ~ &)+ Flay)| < Ae2H,

18 Wy~ —F(zy| < de(4e-1-2),

i
przeto:

a stad:
&’ [ { W2y —E)—F ey yde<As (4e+2M)T.
(o)

(163)
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Na mocy nieréwnosei (28) (str. 67) i (37) (str. 69), k¥adac w nich
0=5;, 0=m, wnioskujemy, ze istnieje stala dodatnia B, zalezna jedynie od
krzywej C 1 taka, ze jest w calym obszarze D:

) BM
| Wiay,—6) | <
0
a stad
£o2 [ W 2’ — &) dr—§,2 f Wiy — &) dv<< BA My,
(0 (Do)
wiec jest:
LR .
6 [ Wiyt [Py < g [Wiey'— g
o) ) (@
— & [ Wiyttt | 5 [Pyt [Pary)de
IeA) () (D)
+ f Fa'y') de — I Fx'y) dr | <B*Mm+Ae(Ae+2M ) T--M
(D) (0)

a ze jest lim 7=0, gdy jest lim =0, wigc:

tim (¢ [ W2ty —t0) &) = [Franyys

= e o
& stad i z réwnosei (19) (str. 98) wynika réwnosé (18) (str. 99), o ktérej do-
wo6d nam chodzilo.

Odrzucajge obecne ograniczenie, ze funkcya F(xy) jest ograniczona

W obszarze, dowodzimy tym sposobem, jak dla przestrzeni, ze Téwnosé (18)
(str. 98) i w tym przypadku jest prawdziwa, byle funkcya F(z,y) byla rzecay-
wista i byle calka ¢ (17) (str. 98) miala sens okreslony.

VII. UPROSZCZONE ZAGADNIENIE FOURIER A.

§ 48. Rozwigzmy najpierw pewne zagadnienie analogiczne do zagad-

nienia uproszezonego, ktérego warunki sa nastepujgce:
Niech funlfcya. Fliey) jest rzeczywisty i dana funkeys obszaru D taka,
iz calka = [Fz(a:’,y’)dr ma znaczenie okre§lone. Zbudowaé funkcye
(> ‘
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CALKOWANIE ROWNANIA ROZNICZKOWEGO i t. d. 105

V(zy,t), okreslona.dla kazdej dodatniej wartosci zmiennej tidlakazdego punk-
A beda
a T
dla kazdej warto$ci dodatniej zmiennej ¢ i dla kazdego polozenia punktu
2y obszaru D funkeyami cigglemi trzech zmiennych z,y,; 2) dla kazdej
dodatniej wartosei zmiennej ¢ i dla kazdego punktu =,y wewnatrz obszarn D

tu 2,y wealym obszarze D, iniechona, jak ijej pochodna czastkowa

EL 2
majg istnieé pochodne Fra g;/zz: ciagle wzgledem zmiennych (z.y.%), przy-
ezem ma byé: ’
)4

) —=AT;
{1 p

3) dlakazdej dodatniej wartosci zmiennej ¢ ma istnie¢ jednostajnie

. . . .
osiggana wzdluz krzywej C granica (g—N,Jl ma byé:

@ WG =1 e,

]

gdzie znaczenie symboléw ', h jest to samo, jak dotad; 4) calka:

® [ ) — it e

(0
ma dazyé do zera, gdy zmienna ¢ dazy do zera przez wartosei dodatnie.
Udowodnimy, ze dla tego zagadnienia analogicznego istnieje jedno
i tylko jedno rozwigzanie. ‘
Wskutek warunku (2) obecnego zagadnienia i szczegélnego przypadku
twierdzenia z § 46 (str. 97) mamy:

@ Vagt) =, oxt)U(zy) ,
k=1
przyczem jest:

oxlt) = j Vi) Usl )

[¢2)]

i na mocy réwnania (1) bedzie:

o f ATy ) Un(@ ') .
D)

(105)
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Stosujge twierdzenie Greena do funkeyi Vizyt) 1 Un=zy)—co
wolno—otrzymujemy:

f Uily') A V(@' ' t)dv= / V(' y HAT (2 y)e
s (n -
przeto jest:

dep i oy ‘o -
= [ Ve A0 = R AR ——

(0 )

Funkeye ¢, spelniaja wiee rownania:

dpr

T + Ergpr =0,

(k==1,2,3,..
wobec tego jest: gp=A;e~%, gdzie:
A =1lim (px(2)) ,
ktérg to granice wyznaczyniy. W tym celu napiszmy:
nat= [V )Tt i = [Tty Uit g
[ ¢/ :
+ [V Ty ) Ul
()
stad: . .
[~ [remviwi ] < [ eyo—repn]e,
(» ) mo
bo jest: .
[T y=1.
(®
Na moey warunku (4) obecnego zagadnienia jest:
5) A=l (p(0) = [F@ ) Uiy e
o) ‘
A wiee zagadnienie analogiczne moze mieé co najwyzej jedno rozwig-

zanie nastgpujgce: i

(108)
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oc
(6) Viwyh) = > 4 Uiy,
k=1

przyczem liczby A; okresla wzér (5).

Wykazemy, ze funkeya ta czyni zado$é warunkom zagadnienia analo--
gicznego.

Aby ndowodnié, ze prawa strona réwnosei (6) jest funkeys ciagls,
dosé, z powodu cigglosci kazdego wyrazu szeregu, wykazaé, ze jest to szereg-
jednostajnie zbiezny wzgledem zmiennyeh wy,t. Otéz mamy:

2

(E A Uk(w‘?/)”_gki) <A Y Uley)e s
k=n

k=n k=n

" pierwszy czynnik strowy prawej jest liczebny i skofczony na mocy pierw--

szego twierdzenia Stek?ow a; nadto wiemy, ze istnieje liczba skonczona
N taka, ze kazda z liczb &, gdy jest K> N, jest dodatnia; przeto przy kaiz--
dej dodatniej wartosci zmiennej £ jest: .

(F=N)

2552 ——
< e

Gdy liczbe N odpowiednio dobierzemy, to stad iz nieréwnosel (7’)
(str. 91) mamy: )

Nl U2 (4ot .
2 Oty X < (P

k=n I=n

a wiee, o ile jest:
T,>t>7>0,

gizie Ti T sg zreszta liczbami dowolnemi, szereg badany jest jednos’caj‘nie
zbieiny wzgledem zmiennych xy,t w calym obszarze D. Szereg baflany gest
wiee funkeys ciggly zmiennych wy,t przy dodatniej Wart-oécl_ zmien-
nej ¢ i w obszarze D. Rozumujje tak, jak dotad, wykazemy istnienie-
pochodnej rzedn p-go: %1_%/ (p==12,..) i j&j cigglosé wagledem zmiennyeh
(z,y,4), gdy zmienna ¢ jest dodatnig, a punkt 2,y nalezy do o?szarq D.. Aze-
by wykazaé, ze funkeya Vi(z.t) czyni zadosé réwnanin (1), nie mo--
zemy wprost réznicskowaé szeregu (6) wzgledem zmje'nnych Y, bo, nie
majae zadnych nieréwnosei na pochodne funkey;j harmomczPych, nie moghj
bysmy udowodnié zbieznosci odpowiednich szeregow. Musimy przeto uzyé

(107


GUEST


108 : A. HOBORSKI.

wybiegu, ktérego uzylp. Zaremba w przypadku przestrzeni; przekony-
wamy sig, ze fankeya V(z,y,f) spelnia 2-gi z warunkow zagadnienia.

Chodzi nam teraz o trzeci warunek zagadnienia.

Z rbwnosei (6) (str. 90) otrzymujemy:

Uslorg) = (bt-te) [ Uil y) Glog, o'y — ),
(b
gdzie &, jest odpowiednia liczba dodatnia; funkeya harmoniezna ma wige po-

staé funkeyi, znanej pod nazwy W, przeto na mocy nieréwnosei str. 67 i 68
mamy:

|1)",«(Uk)f<%”—(%_ﬂl max [T,
all, 167
“71\7).» =g, mexlU

-a ze jest:

L 42 1/T 77 s (d0-12) (E4-81) -
. 4 ot oyt — () k
Tl < 2 ll‘(iﬁémm e = CADGAN)

{zakladamy, ze jest liczba &, dodatnia, co napewno zachodzi dla n>N),
wiec mamy:

D (U) | < 2n(166-4-5) (4e--2) . gief:@‘ ,

0

Al 167(404-2) (£,-1-€,)
@), <L

Wyciggamy stad nastepujgce wnioski:
a) szereg:

D AxDus (U)ot

k=1

‘jest'przy dodatniej wartosei na zmienng ¢ jednostajnie i bezwzglednie zbiez-
ny, jest bowiem, gdy &> W, takze: '

e 3! )
L £t
a ze jest:
&> Ek ;

"wige wniosek nasz jest usprawiedliwiony;

(108}
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b) istnieje tedy przy dodatniej wartosci na zmienng ¢ pochodna D, ( V)-
i jest:

Dai (V) = Z Al (T)esit

=t
a wtedy znow jest:
dvy d i
()= 2 4z
k==1

stad Yatwo otrzymujemy, Ze spelniony jest trzeci warunek zagadnienia.

Azeby wykazaé, ze funkeya V{z,y,t) spelnia i warunek czwarty, utworz-
my réwnosé:

[t =Ty i [Fia it [Foy) Vi tyie

(o ) )

+ [Pyt
)
i wobec tego jest:
) ¥
[{F(wl.y;)___V(w/’yr’t)]zdt = ZAkz(l—s_Ek‘)i =2 AP(1— )

1)) k=1 k=1
-2}
+ 3 av—eiup,
F=N41

Mozemy zalozyé, zé liczbg N tak obralismy, iz liczby & dla k>N sg
dodatnie, przeto dla kZ>>.N jest:

0<l—eW<1

przy dodatniej wartosci na zmienng #; nadto liczba N niech bedzie zarazem
tak obrana, iz przy danej dodatniej liczbie & jest:

(==
Z Ax? <:;‘ )
N1
¥

¢o by¢ moze, bo szereg Z 4,2 jest zbiezny. SumqZ A (1—e%¥)?, jako zlo--

k=1 k=1

. s . LTPRT ST
zong z N wyrazéw, mozna uczynié mniejszg od liczby Ta-,mzeh tylko zmien
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‘ng t uczynimy dostatecznie maly,—innemi slowy, wadrunek czwarty jest
spelniony.
§ 49. Wykazemy teraz, Ze rozwigzanie zagadnienia analogicznego
bedzie mozna uwazaé za rozwigzanie uproszezonego zagadnienia Fouriera,
.Jjezell natozymy na funkcye Flz,y) warunek ciaglosei wewnatrz obszaru D.
Poprzednio przeksztatcimy rozwigzanie zagadnienia analogicznego. Jeieli
-mianowicie zndéw przez W{zy,8) rozumieé bedziemy funkeye:

Winy§) = [Py 6@y, o'y, o,
9] '
to mozna funkcye te rozwinaé na szereg:

ArUilzy)
E—&

gdzie jest tak dla funkeyi W(z,y,£), jakidla funkeyi Wy ,£), okreslonej
szeregiem (6) (str. 107), jest:

Ay = [ Fla'y ) Unl'y')de.

(D,

W(-T,y,f): -

Na mocy twierdzen o residuach bedzie mozna funkeye V(zy.t) uwazal
za granicg pewnej calki konturowej na plaszezyZnie zmiennej zespolonej £,
byle kontur, po ktérym calknjemy, w ten sposéb rést nieograniczenie, izby
przyjmowal kolejno polozenia tak dobranych konturéw G, Cyeoee G sy oo
azeby do kazdej liczby & mozna bylo znalesé liczbe calkowilg n, by wewnatrz
kazdego konturu O, o skazniku m>>n lezal obraz liczby &x; nadto obraz zad-
nej z liczb & nie ma lezeé na zadnym z konturéw O,,. ‘

Kontury ¢ na plaszczyznie zmiennej zespolonej &=a-1-if mozna tak
okreslié: niech liczba rseczywista i dodatnia &, bedzie tak wielka, iz spelnia
nieréwnodel (15) (str. 41) i (31) (str. 45); wobec tego jest:

—& <& (k=12,..);
niech liczby:
ATy L N R
bedg liezbami catkowitemi i rosngcemi, ale takiemi, %e juz jest:

Ereri &, > 28,5

zreszty na razie liczb ciggu (7) nie okreslamy dokladniej ; Uwazajmy nadto
Hezby ln, B dodatnie i takie, ze bedaie: :

(110),
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1
(5) Iy = T (EI.'M + &kW‘HJ ’
9) ’ G gy

Z poczgtku spllrzednyeh 2 na plaszezyznie zmiennej zespolomej &
kreslimy potkole o promieniu A,, przecinajace o§ urojonych g w punktach 4
(po stronie dodatniej) i 4' (po stronie ujemnej) i ujemng 0§ rzeczywistych a
w punkeie 4"; niech B bedzie dowolnym punktem na dodatniej osi 8, ale ta-
kim, ze jest 2B <QA; uwazajmy dalej odeinki BB, B,B/, B,' B, laczace
odpowiednio punkty B, By, B', okreslone przez spblrzedne:

(n,2B): (n,B2); (0,BQ);
ot6z konturem C), nazwiemy kontur 44"A" &' B, B, BA.
" Bedzie wiec: -
(10) Toyp=tin |- > [Waygeea].
m=0oc S

i,
Cm

Zbadajmy te cz@s’é' calki konturowej, ktéra odnosi sie do linii lama}lej
B B/ B,B. Na mocy nieréwnosei (24) (str. 65) jest:

L Ve
{1 Wy < (—F+2) — — s
sin VﬁsmE

Jjezeli parametr & spelnia nierdwnosci (15) (str. 41) i .(31) (str. 45);. a gdy pa-

rametr & rzeczonych nieréwnosei nie spelnia, to bedzie na mocy nieréwnosci
13) (str. 95): . B

{ ) (s, 95 d¢ 5 13 v

(12) |W(w,y,s)1<( 7 +A) R

sin - Ve'ysin 5

Jjakkolwiek ma polozenie punkt (z,y) wewnatrz obszaru D. J r.zze‘l'i punkt.X
jest obrazem geometryeznym liczby £, punkt M; obxjazem najblizej polozq~
nego z obrazéw liczb & punktowi X, za§ punkt X' jest obrazren.l pomocni-
czej Hezby & =p,' (cos ' -Fisin6') tak dobranej, ze pro§ta XX jest I'6.W1‘10-
legta do osi urojonych g, liezba & spelnia nierdwnosei (15) (str. 41)1 (31)
(str. 45) i jest nadto sin6.sin®' >Q. ] . ]
Jezeli polozymy &==p,(cos b--i sin 8)=a--if, bedzie:
sin-g— = F 5 =g,

20, cos )

1y
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a stad:
; S
- I Trl6cp, Voo, ...
U Wzgy.ge ¥dE| < | [—+ 4] e'eda;

i]i‘l. ( ' i u[( b * ) b

otoz jest: .
oo =V(@ 45 < (Va4 VB,
bo jest a=>0, p>>0. Poniewaz calki:

*®
[

1, % i gdy liczba ¢ jest dodatnia, wiee, ozna-

majg znaczenie dla k=0

) E\" »
czajac przez U najwieksza z nich, otrzymujemy:

1

[ Moy sz | < 16078 (% + 19—33- + -’;’;— + ,31—) T (%

BEB,

+L1);

2

T
podobng nieréwnosé otrzymamy na modunt ca¥ki:

Wiz.y e *dé;
»'B!
stad widaé, ze obie wspomniane catki dgzg do zera, gdy liczba m rosnie nie-
ograniczenie, t j. gdy liczba B rosnie nieograniczenie.
Aby zbadaé granice calki _{ W(x.y,5)e*dE, wystarcza zbadaé gra-

BB,

nice catki:
[ Wy e,
BB,
z powodu nieréwnosei (12) (str. 111), jezeli przez B" oznaczymy punkt prze-
cigeia osi rzeczywistych a i prostej B, B,'.
Mozna przypuseié, ze kontur C, ma tak wysoki wskaznik, i% za punkt.
X', o ktérym byla mowa, mozna przyjaé punkt B;, kt6ry niech wiec bedzie

obrazem liczby:
F=d-+}if=p, (cost'}isinb'),

Jeieli obrazami liczb £ i &, sg punktu X, wazglednie M, , to oczywiscie
Jest:

(112)
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U= BM,; |=XM,; OF —a=d.

Z powodu nieréwnosei (12) (str. 111) musimy jeszeze znale§é gérng
granicg dla liezby —%—; poniewaz jest 1> —é— (8x et 1—Er,) , wige do$é zna-
lesé dolng granice dla réznic Etpt1—Er,. Ot6z wiemy, ze istnieje dodatnia
i calkowita liczba N taka, iz jest &<CEF, gdy .jest k>N, przyczem stata,
dodatnia F zalezna jest jedynie od krzywej C. Istnieje tedy stala i dodatnia
liczba C taka, ze nieréwnosé:

(13) Sk — & < CE

Jjest spelniona dla nieskofczenie wieln liczh %. Zalozmy bowiem, ze takiej
statej C nie ma, Ze jakbysmy obrali staty dodatnig C, to zawsze istnieje
liezba calkowita i dodatnia % taka, iz jest:

(14) Setrn —Eres < CE

dla wszystkich dodatnich i calkowitych wartosei na liezbe p. Otéz to byé
nie moze, bo wtedy cigg &, &, &, ..., £, .... mialby granice, kiedy istoienie
granicy jest niezgodne z nieréwnoseig &>Ek (K> N); tem samem undowod-
niliSmy to, coSmy powiedzieli o nieréwnosci (18). Zreszts mozna to wykazaé
metody bezposrednig. Niech liczba j calkowita i dodatnia jest najmniejsza
liczby taka, ze:

Ek < 5 << E.’? 1

przyczem zakladamy, ze jest %> NV; niech u bedzie liczbg catkowits i do-
datnig i dowolna, byleby byto +1>>f; z nieréwnosei ostatniejinastepujacej

fn+1 > E. (n—i—l)
wynika, ze jest: )
b1 — E>E. (n+1—j) >0.
Przyjawszy wnieréwnosci (14), ze jest C<1, otrzymujemy:

bip1 — B < CF, &4po— & < CE, ... yei— 8. < CF,

a stad:
b1 — B < CE ind-1—F) 5
Jest tedy:
En+1—j) < CE(n+1—k),
a to daje: L
J—n
n-41<< 1—C ’

co jest niemozliwe, bo lewa strona moze by¢ dowolnie wielka, kiedy strona
prawa ma warto$é stalg. WykazaliSmy wiec bezposrednio nasze twierdzenie.
Prace mart.-fizvez. t. XX. 8
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Najmniejszs z liezb %, dla ktérych jest spelniona nieréwnoéé‘(%B)i dla
Ktorej jest garazem & —E>>28,, oznaczmy przez k,, a dalsze wlasnie przez
kg, Egy vy Fomy oen , KEOTE W tED SPOSOD okreslamy.

Jest przeto —Ll— <oF Z réwnosci g,'sin6'=4' otrzymujemy:

.0 i
sin —-= ——ﬂv—-v H
7 29/ cos 5

na mocy nieréwnosei (12) (str. 111) mamy:

4 A A —
8eoy c0s - ) 21" 008 5 o Y(gF, Y §2 .
(15) [T (ry8)] <\ —F—+2 g Em

poniewaz jest a'>&,,, wige:
=& 87 <V <t

jest bowiem p>0. Prawg strone nieréwnosei (15) mozemy wiec zastapié
przez wyrazenie:

4VE (80! | o\ Varta'+p)
CE ( [ +‘) g
jest tedy:

’ /AN £
[Wagdera| < L (e ) Pt (AL o1 (a5,

o
B"B,

z powodu, Ze jest a==a', prawa strona nieréwnosci przyjmie postacé:

4Ve &Va’—i—ﬁ'z . =T "\ pmta
s [ 1 3) VT by

Ot6z w zgodzie ze zwigzkami (8) i (9) (str. 111) welno przyjaé np.:

L2
2

powyzsze przeto wyrazenie ma granice rowng zeru, gdy liczba a roénie nie-
ograniczenie. Wobee tego tez calka:

<F<e,

f W@y e dt
BB

ma granicg réwng zeru, gdy liezba m rosnie nieograniczenie.

(114)
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Wskutek tego jest:
. . f1 - .
{16) Waey,t) = lim [é}z [ W(z,yt)e— d&] .

(B4 4747)

QkaZemy, ze bedzie mozna bomingé te calkowania, ktére sie odnoszg
do odeinkow prostych, t. j. do drog A3 A’B'; poniewaz jednak wzdiug tych
drég jest stale a=0 i nie moznaby korzystaé z fankeyi wykladniczej, na od-
cinkach BB, B'B, trzeba wige uwazaé punkt C, wzglednie €' dowolnie,
i poniewaz na polu tréjkgta ABC, wzglednie 4'B'C* nie ma sadnych biegu-
niw fankeyi W(zy,8), wiee:

[ W(zy,be —EdE- "‘ W(zybe—tde =,

€4CE) (34)
[Waugerit [Weyteras=o.
(LB (B4

Dosé zajgé sig pierwszg rownoscia. Gdy liczba &,, jest dosé wielka, to fun-
keya W (2,,£) spelnia wzdtuz drogi 4 CB nier6wnosé (12) (str. 111),i wykaze
sig znowu, Ze granica plerwszego wyrazu lewej strony pierwszej réwnosei
Jjest zerem, gdy liczba R, rosnie njeograniczenie pray dodatniej wartodei na
zmienng {. Dlatego wolno napisaé:

, G T e
an) V) = lim {g JLCTEY d&} :
(4°4"4)

gdzie wiec przy catkowaniu wolno ograniczyé sie do pélkola A'A" 4, kto-
rego promiefi £, rosnie nieograniczenie wraz ze wskaznikiem m,

§50. Zbadaimy obecnie, o ile trzeba wyspecyalizowaé funkeye Fir.y)
z zachowaniem zalozenia o istnienin calki & = f Pz y')dr, aby rozwigzanie

’ n

zagadnienia analogicznego rozwigzywalo uproszeczone zagadnienie T ou-
riera. Zwréciwszy sie do piatege warunku tego zagadnienia (§ 1, str. 4),
twierdzimy, ze funkeya F(#'y’) musi by¢ ciggla wewnatrz obszaru D, jezeli
nig ma byé funkeya F(zy,t). Jezeli punkty =y, 2y sa odleglte od krzywe;j

C, to jest:
lr(m9y7t) - F(xuy)] <s,
l V(x’,y’,t)-—F(x’,y’) I < €,

gdy jest 0 <t<y; jezeli punkty zy, =y’ sa dos¢ blizkie, to wedlug pierw-
szego warunku z § 1 jest:

]V(x,y,t) - V(xlsylst) [<e ;
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wynika wiec stad; ze jest:
[F(zy) — Fl@y)| <3,

co nas zapewnia o cigglosei funkeyi F(z,y) wewnatrz obszaru D.

FPatwo wykazemy (odwracajgc uwage na razie od szezeg6lu co do pochodnej
ﬁa—f na samej krzywej (), Ze rozwiazanie uproszczonego zsgadnienia jest za-
razem rozwigzaniem zagadnienia, sformulowanego w § 48. Rozlézmy bo-
wiem obszar D na dwie czesci 4 1 4,5 czedé A, niech bedzie ogétem pun-
ktéw obszaru D, ktérych odleglosé od punktéw krzywej C nie jest mniej-
sza od liczby 8, wspomnianej w § 1, czgdé A, za$ niech oznacza reszte ob-
szaru D. Wedlig drugiego warunku z § 1 istnieje stala dodatnia A taka,
iz gdy jest 0<CtCT) to jest: | Vizy,ti| <C 4, jakiekolwiek ma potozenie punkt
(z,y) W obszarze Dj; nadto, gdy jest 0<#<Cy, to w obszarze A, jest:

X ]V(wayat) — F(ﬂ?,y)l < €,
a wige:
f[ Vi y't) — Fla'y)|de <z fdz+A2 f dr+24VE Jirt-¢,,
) 7o) @D b
gdzie polozylismy:
£, =fF2(:)c‘,y’)dr;

(0]

widaé, ze strona prawa nieréwnosei dazy wraz ze zmienng ¢ do zera.

‘Wynika stad, ze rozwigzaniem uproszezonego zagadnienia Fouriera
bedzie rozwigzanie zagadnienia § 48. Jeszcze zostaje do usprawiedliwie-
nia szezeg6l nastepujacy: widzielismy, ze, gdy tylko zalozymy, ze istnieje
catka &, to musi istnieé pochodna ciagla %g wewngtrz obszaru D i na krzy-
wej C,item bardziej to bedzie, gdy zalozymy obok istnienia calki & ze
funkeya F(x.y) jest ciggta wewngtrz obszaru D.

Te uwagi musielismy dodaé, aby wyjasnié rozumowanie obecnego roz-
dzialu.

§51. Wykazemy teraz, ze rozwigzanie zagadnienia z § 48 rozwigzuje
rzeczywiSeie uproszezone zagadnienie Fourier a, jezeli zatozymy, ze
funkeya rzeczywista F(x,y) jest wewnatrz obszaru D ciggla, a nadto calka
€ ma znaczenie okreslone.

‘W réwnosei (i7) (str. 115) potozymy:

as) Wy = Fy)6(my, 4, §) d=

2]
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i otoczmy punkt .y kotem X o promienin # takim, izby lezalo wewngtrz
obszaru D, i przez 4, oznaczmy obszar, ograniczony przez kolo 3 , Drzez A,
obszar, pozostaly z obszaru D.

Poniewaz calki:

[t [Royiowa, vy, o, [Rep [ e, 0mca
(4'4"4) (%) Bo (4 47 4)

mozna uczynié dowolnie malemi przez zmniejszanie promienia », wiec wolno
w calce:

f et dt f Flz'y') Glay, =y, §) de

(L' A"A) {»

zmienié porzadek calkowania, a wiee, jak Iatwo widaé:

19) Plzyt) = 5{—5 f F(a'y,) gi;ﬂ f Glay,«'y, 8 e " dé}dr-
D) {L4714)
Przy pomocy tego wzorn zbadamy granice lim V(z,y,t), gdy punkt ay lezy
=0

wewngtrz obszaru D. WidzieliSmy, zZe jest:

GG b ="28 ),

gdzie ¢ oznacza odlegtosé punktéw (2,y) i (+'y). Zbadajmy wige granice:

a=1m [ flomeea,

{4'474)

B=1lim fu(w’.y')e“fdﬁ ,
" (44" 4)

o ile istnieja, i bedzie:
]' v 'A‘
)

§ 52. ZLatwo obliczyé granice wielkosei B, gdy zmienna ¢ dgzy do
zera. Juz raz zauwazyliSmy, co nastepuje: jezeli przez D; oznaczymy zbiér
punktéw obszaru D, ktérych odleglo$é od punktéw krzywej C nie wynosi
mniej, niz dodatnia liczba 8, doé mala, zreszty dowolna, jezeli dalej punkt

(17
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z.y, bedacy biegunem funkeyi Greena, lety w obszarze Dy, parametr &
spelnia nieréwnosci (15) (str. 41) i (31) (str. 45), a argument 8 tego para-
metrua czyni zadosé nieré6wnosei 1;—< 6L %-’, to iloczyn [£44 (str. 101) co
do modulu zdaza jednostajvie do zera, gdy parametr zdgza do nieskonezo-
nosei, jakgkolwiek calkowits i dodatnig liczbe oznacza 2. Jednostajnose osig-
gania granicy dotyczy kazdego punkiu ( z'.y") obszaru i argument6éw 6. - Do
kazdej, dowolnie matej, dodatniej liczby e moina znalesé takg liczbe X, iz,
gdy jest [¢§>X, to, niezaleznie od argumemntu 6, byleby byle i;- <oKL 3Tn s
jest:

.
IZII < !eT" .
Jezeli przypuscimy, ze promieq R, pétkola A’4"A Jjest wiekszy od
liezby X, to mamy:

3z

2
ﬁw—xz & | <e fe~rnmcusﬂ.zz;;p 4 < emeRi |
T

(4747 4)

»

a ze wolno przyjsé, Ze liczba ¢ jest dogé mata, hedge dodatnig, wiee tez
wolno polozyé Rm=71« 1 p>1, przeto jest:

limB=0,

=0

1 osigganie tej granicy jest jednostajne dla kazdego punktu a'yy' obszaru D,
kiedy punkt @,y lezy dowolnie w obszarze D;.
§ 53 Zbadajmy granice 4. Uwazajmy wiec calke:

. VT
e~rsd§[“ 9"_"9_ 15
" Vo222

S

[Py

0 ile jest g==0, to wolno zmienié porzadek calkowania; jezeli bowiem 11 g,
przedstawiajg dwie liczby dodatnie, to gdy 0>>0,>>0, jest takze:

Ie

vy

S

Tz af Tty e
S oV B, sin

=t

(118,
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3%
® VFETE PO L
ot eretn < J e ME:—iVlime'm”’weda'
2 P .
o Vorta & gosin -

Prawa strona ostatniej nierownosei dgzy do zera wraz z liczba T jest wiee

@
Ad == Ry ——
'0[ VQLH-z

oV g,

(447 2y

Kladac:

— r —
m= s Vet =nr,

’ ot

e
|
i N_I.s

i umawiajge sie, ze liczba # ma mieé cze$é urojong nieujemng, bedziemy
mieli: uV/t = — pi, —t—ulVg™ 12 =— 5? - 2mpi; péikoln 4'4"4 na plasz-
czyZnie zmiennej zespolonej & odpowiada tuk kola o promienin VR, przeci-
najacy dodatnig o urojonych na plaszezyznie zmiennej 5. Znajdzmy 'krffﬁce
tego luku; poniewaz punkty 4 i A’ sa obrazami geometrycznemi liczb
+Ryi, —R..i, wiec kladac n==t-+o0i (c>>0) otrzymujemy:

_ 1/ %k, /9tR,
T:+l/ 3 U:+]/ "513

kladae dalej p = I/sz ~ , mamy jako krance lukn: —p--ip, +-p-+ip, tak iz
bedzie: ‘ | e
G ] ety
(A'4" 1) “ptip

Kiadge s=y—mi, mozemy obraé tak maly wartosé na zmienng ¢, iz liczba
m bedzie tak wielka, ze liczbom & beda odpowiadaly liczby i, lezgce ,]}J.Z
wtrzecim i czwartym kwadracie plaszczyzny zmiennej zespolonej 2. Bedzie:

phitp—rm)
R 2 -y — .
e—ti-aVFTE gt — _'t‘_ P /e—=‘ (z-}mi)de.

G —ptip—m)

Oznaczmy przez H,, H,, K,, K, obrazy geometryczne liczb:
pFilp—m); —ptilp—mi; p; —p.

(119)
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Poniewaz moZna przyjaé, ze jest p—m>0, wiec w czworoboku H H,K,K,
nie lezy zadna z liczb 2;, 1 wolno zamiast ukn uzyé drogi tamanej H,K, K, H;,
jako drogi catkowania. Kiradgep —ii =1, z=-—p 4 iv na drodze H,K,
#=p-tiv na drodze H K, przyczem zmienna v zmienia sie od liczby ! do
liezby 0 lub odwrotnie, mamy:

0 (]

j e~ (iy—p)idv [ e=(427 (ip-p)idy == e—37+ 7 sin [2p(p—m)] ,
&

H

co maleje do zera nieograniczenie wraz z liczbg — . Nadto jest:

1
»
0 . 4 L
—_ / e o=y — [ Ut indy = 9m / e”~P"gin (vp) dv ,
Yy 5 ' %
a ze jest:
)
[ "2 sin (pv) do

0

< & p—m),

wige strona prawa dgzy do zera wraz z liczba 1% ; wskutek tego odpadajg

W granicy calki, odnoszgce sig do drég H,K, i KH,, dosé_przeto zbadaé
caltke:

+»
e—m ] e (ef-mi)dz

-p

2
T

gdy liczba rosnie nieograniczenie, prayczem drogy catkowania, jak sie rze-
klo, jest 0§ rzeczywista na plaszezyznie zmiennej zespolonej 2.
+2

Poniewaz calka f e~*2dz jest zerem, wiec pozostanie calka:

-p
+r
D] —_—
(20) tle—"" mi f e dz,
P
czyli, przy dawnych oznaczeniach:

——r +r
T} 2 CABTIA
___ng j— % € T e*dz.

Ve

—

(120)
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+» Foo
Poniewaz calka J ez daiy do granicy f e*dz=V=, zwanej calka
—p —oo
T.aplace'a, przeto wyrazenie (20) dagzy do granicy:

VTR e

Ve !
gdy jest g>>00>0 1 gdy wartosé zmiennej ¢ jest dodatnia.
Jest wige:
W [ _ede  in e
(21) A:Wje 4t dl_—t—e 4

Q ile tedy punkt x,y pozostaje w obszarze Ds, réznice:

1 _a
{22) V(x,y,b — T f Flo'yhe « de
)
mozna co do moduln uczynié dowolnie mals, gdy sie obierze lichbQ dodatnia ¢
§¢ i 7eni bszarze Ds.

do$é mats i gdy punkt «,y ma dowolne polozeme'w 0 - )

Szukajmy granicy’ drugiego wyrazu réznicy (22), gdy liczba f dgzy
do zera przez wartosei dodatnie. o o

Punkt x,y obszaru D; otoczmy kolem X o promienin R takim, ze koo
3 lezy wewnatrz obszarn D; obszar, ograniczony prsez to k_olo, o.znef,ezmy
przez D, za$ pozostalg czesé obszaru D oznaczmy przez D,; jest wige:

1 F(x’,y')e_i—t de=J,+Jy,
4nt

o
gdzie ktadziemy:

1 R 4
S Tlt“ fF(m',y')f%dfi L= f Fa' )¢ 4 dr.
T
[¢:5)
(Dy)

Poniewaz dla punktow z'y’ obszarn Dy jest o>R, wigc jest:
_e Ve

| << TiTVng(w'1y’)drfe T de<< Ve R

D)

{ D,

gdzie jest €= f Fe'y)dr. Stad widad, ze caltka J; dazy wraz z liczba ¢
]
do zera jednostajnie dla punktow obszaru Ds.
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Przejdzmy teraz do calki J;; otz Jjest:

B

Jo=— [ ¢~ odp B’ y)de ;
dnt ’ 3
U U

poniewaz fankeya F(z'y') jest ciggta wewnatrz obszaru D, przeto:

2
lil.‘l)] f Fa'y')ydp = 2=F(z.y),
o=
[
polézmy wige:
f Fa,yip = 2xFlay)-+y .
0
Do kazdej .dowolnie malej, dodatniej liczby ¢ mozna obraé tak promien B,iz
dla ¢ < R jest || <Cs, jakiekolwiek jest polozenie punktu 2y w obszarze
2
Dg; mozna bowiem wykazaé tatwo, Ze calka f Fla',y')dp jest funkeys cig-

v
gla Wzgr_lgdem p.romienia kola, do ktérego sig odnosi i wzgledem srodka tego-
kola, o ile promien jest dosé maly, a §rodek lezy w obszarze Dy; jest wiee:

edzie: Jo=Fazy)+v,

-3
_® 1 _e
y=¢ # -4 yr fqe i pdp .
Nadto jest: ’
_E £
Pl <emwm - —,
2m
stad wit_iaé, ze wielkos$¢ y dasy do zera wraz z liczba ¢ jednostajnie dla
wszystkich punktéw z,y obszaru D, Dla nich wigs mozna uczynié roznjce:
V(xﬂ 5t) - F(w:y)

co do bezwzglednej wartosei dowolnie maly wraz z liczba £ Tem samem
wykazaliSmy, ze warunek (5) z § 1 jest spelniony. N

§94. Znajiziemy gérng granicg funkeyi Wz,y,f) w calym obszarze
D, gdy jest f)<t<T, gdzie liczba T' jest zresats dowolna; wykazemy, ze
gorng granice funkeyi V(z,y,t) mozna wybraé niezaleznie od polozenia
punkin =,y w obszarze 2, a zaleznie, wogéle méwiae, od liczby 7.

(122)
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‘Wskutek rezultatu poprzedniego paragrafu jest widoczne, ze gérna
granica funkeyi V(z,y,t) w obszarze D; zalezeé bedzie od gérnej granicy
modutu funkeyi Flx,y) w obszarze D; jezeliby funkeya F(zy) przy zblize-
niu sie punktun 2,y do jednego choéby punktu kizywej C rosta nieogranicze-
nie co do moduly, to nie bedzie istniata goérna granica modulu funkeyi
V(z,y,t). Dlatego odrazu zakladamy, ze funkcya F(x,y), bedaec ciagls we-
wnatrz obszaru D, jest ograniczona w calym obszarze D.

Gérng granicg modutu funkeyi Flz,y) oznaczymy, jak dotad, litera M,
i wyjdziemy z réwnosei: .

Vo) =lm (

f Wy eat)

(4’47 4)

i

przyezem R oznacza promien pétkola 4’4"4, poprzednio okreslonego.
Polézmy najpierw /=0 i wediug str. 70:

WV(-’E,y,E) = (D(x,y,ﬁ) — U — v,

gdy tylko parametr € (co wolno przyjaé) spelnia warunek (15) (str. 41);.
ijest: .
)=y [ @ lewde
(D)
przyezem o oznacza odleglosé punktow x,y i 'y'; u, jest potencyzl;m war-
stwy pojedyhezej, rozpostartej wzdtuz krzywej C o gestosel o=2 Yia v jest

pewnym potencyalem warstwy pojedynczej, ktéry spelnia nieréwnoé_é (41)-
(str. 70), jakiekolwiek jest polozenie punktu x,y w obszarze D. Jest wiec:

D 9 £t L cosf 39 Me2elt
vl. ve— % @k <E2LJ—,6—— {e 12 = (za<* %——*E{t—v
2 o R Lsin"’-z

jezeli zalozymy, ze promien & jest dosé wielki 1 ro§nie do nieskolflczonosci

w ten sposob, ze jest ht=1], przyczem % dazy do zera; pieréwnosé, wypro-

wadzona obeenie, jest wazna dla dowolnego punktu z,y obszarn D.
Zbadajmy callki:

ue—dE,

(Ad

1
(D(xa%g)eﬂﬁde; J;: 2m

444

1
h= 2

gdy promien A polkola A’4"4 rognie nieograniczenie.
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Fatwo wykazaé, ze wolno w calce oJ; zmieni¢ porzadek calkowania tak,
iz jest:

b= [F@s) [femesat;

(D) (4" 4" 4)}

0t6z na mocy poprzedniego paragrafu bedzie:

hmJ = fF(m,y)e 1 dz,
= (D)
i ® '
. M e, M €
iy | < [e7w Int {"' «dr,

() &)

gdzie litera N wskazuje na to, Ze rozciag neliSmy calkowanie na caly nie-
ograniczong plaszczyzneg, na ktéreJ lezy obszar D. Jest wiee:

m <,

Jakiekolwiek ma polozenie punkt x

.y W obszarze D1igdy wartosé liczby ¢
Jest dodatnia.

Jezeli 2"y" sg spétrzednemi dowolnego punktu krzywej C, o' jest od-
legtoscig punktow @.y) 1(@"y"), y katem migdzy normalng wewnetrzng

w punkcie 2”y" a odeinkiem o', skierowanym od punktu (=",y") do punktu
&'y, to:

Jg=—4:nsl—i— fe ’~déff(e, )ds fF(w'

[EF 7] € (D

fe'.p)
do’

cos y dr.

Przez uwazanie obszaru D; z ostatniego paragrafu i otoczenie punktu

z,y do§é matem koYem mozna wykazaé, ze wolno tn zmienié porzadek calko-
Wwania, przeto jest:

da ar
‘J""—‘ ds | F (z',y") cos y de [
("'> (fm f Vo2 do’ f V@"LH'“

(474

Wedlug ostatniego paragrafu jest

_(VerE Vo im)?

(VQL{"P + VQ,S‘{";-”)"' V— o
t_

(124)
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granicg catki: .
e VeV - gt |
(44" 4

gdy promien # pélkola A'.4"4 dazy do nieskonczonosei.
Znajdzmy teraz gbrna granice cadki:

dK
U= f Fla'y') cosy 7 de,
Q
(D)
gdzie oznaczyliSmy:
VQH-l‘ + VQ” } '1'2
V Qro AIJ

_ VTRV

przeto jest:

| <——‘2nMJ—%JQ£,Q’d9’=2anKdQ',
L] [}

a stad:

- e, _ VBTV T GBI
Ty e 779! / ’-

U uar l“fo/__ V lo__}_llz de d1+jf

U [

isci pr iejsz i azenia:
Oczywiscie strona prawa munie)sza bedzie od wyr

ool ”+ll,

: =":ddl'
Vzrj,,eHH"‘@}
Y [

czyli mniejsza od: e

b o i

a wige:

e =
Ihsz|\ f“" “d“]'g
Rz=oc0 o 0

;a

» 2M
-z dl+—1—TfB % ds { VQE-[—F di.

72 12 {g

Aby podaé gbrng granice prawej strony, rozréznimy dwa priygg;iﬁk:
zaleinie od tego, czy punkt @y lezy tak, iz istnieje dolna granica
od zera, dla zmiennej g, czy tez tak nie jest.

a) Niech bedzie g+0>0, to:

) MAV
lim J2 \ < V{'

R=oc0
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przyczem A oznacza dlngosé tuku krzywej C. Stad jest:

4MVmt | SMt
5 + T A H

Ilim J, ’< (
|tR=c0)
jezali 0<t T, to mozna znalesé glrng granice wyrazenia ! lim A
R==C0
lezng od liczby T'i od liczby . *

b) Jezeli dla liczby o nie mozna podac dolnej granicy, réznej od zera
przez to, ze punkt x,y lezy dosé blizko krzywej C lub na niej, to wzdtuz naj-
krétszej odleglosci punktn 2y od krzywej C, wzglednie wzdluz normalnej we-
wugirznej kladziemy dodatnig oS z, a za o y bierzemy styczna spodka osiz
na krzywej C; krzyws € dzielimy na czgsei ¢, i Oy, z ktéryel druga nie za-
wiera poczatkn O naszego ukladu osi, istnieje brzeto stala dodatnia d, iz
Jest o>d wzdluz luku Cy; czeseiy G, jest Iuk Pozostaly. Bedzie wiec we-
dtug przypadku a):

If, Za-

ar — )
-4 -2 [ e"w AMVnt | 81t
fe 3 ds—F-./.e ] dﬁ[mdﬂ<( Fo ‘f"T}A
[ A 0

Poniewaz dalej wolno przyjgé, ze Ink

Cy juz spelnia trzeei z warun-

I
kéw dla krzywej C (str. 2) ize, skoro jest ds = cfg& , gdzie ¥ oznacza kat

miedzy osig z wzdiuz normalnej, skierowanej na, wewnatrz obszaru D, a nor-

malna wewnetrzng do krzywej O, narysowana w miejscu elementn ds, to
bedzie:

<2

cos &
1jezeli (—e, ) s3 rzegdnemi kone6w tuku Gy, to jest:

oo 2t
o . o= _ -
fe=% ast f s | Ty A<Vl 8l
(@ R v et
a wiec jest:
. dMVat | 8

Higezac obydwa przypadki, widzimy, ze gérna granica modutu wyra-
‘Zenia ’lxigng nie zalezy od polozenia punktu %,y w obszarze D, tylko co naj-
Wyze] (W najgorszym razie) od statej 7.

Wobee tego istnieje stala dodatnia G(T) zalezna jedynie od Hezby T
taka, ze jest: :

WMeyil<o(Tyd,
Jakiekolwiek jest potozenie punktn x.y w obszarze D.
(1263
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Jezeli jest '=0lub A'=T1, a funkeya stale nienjemny, to zadna z liczb
& nie jest tez ujemng i dla szeregu:

®
Al .
V= Z A Upe™ N

1

bezwzglednie i jednostajnie zbieznego, mozna podaé goérng granice jego
modutu niezalezng napewno od lczby 7.
Jezeli jest I'==1, to w rownosei:

1 . =
, =lim | —— | W —# dé]
¥ (xﬂ ,t) (Igl—_lolg) [ St ’ ("E,y,é Je

(A4 D)
Weys) =y —o-4v,,

stosownie do rozumowania § 36 B) (str. 711 72). ;!ﬁat}x'o wykazaé, ze ra(;lllinéc
dla obecnego przypadku beds te same formalnie, jak dla przypadkn 4'==0,
i przeto rezultat musi byé ten sam. ) - —
' ‘Wykazalismy wiec w zupelnosci, ze funkeya ¥(z.2), okreslona suere

giem (6‘) (str. 107), czyni zado$é warunkom uproszezonego zagadnienia

uriera. ' . o ‘
e § 55. Zaézmy, ze funkeya F(z,y) jest 01@glaw calym obsz'.trze Dt:
Zapytajmy, czy funkeya Viay,) zdgza do funkeyl Flzy), gdy.zmlren‘ia 1
bedae doda‘tni@, zmierza do zera, a punkt @,y ma dowolne polozenie w obsza-
rze [). . .
Niech bedzie /=1 i polézmy:

Veyd)=U-+ GA-E,

kiadziemy:

~ gdzie jest: 1o e
Ur—”"zy?.{ Fa'y)e @ du,
[&.]
. % dK
=i [ [ [ [P ey
Uy=—%3 Vo2 . e
vty 9 €T

gdzie K ma to samo znaczenie, co na str. 125, za$ 0 0zD2eZa 'Odleﬁ?f; '(’1:)"
wolnego punktn ”,5" na krzywej C od punktu ’m,z ) 0 odle'}glllgé(sz ngnZd@m ,‘d/()
od punktu @'y, lezgcego w obszarze D lub D ;'.nadto ;Zégw(; b adata 00
zera wraz z liczbg ¢ 1 jednostajnie dla wszystkich pun o nj’é/o r;niczon z;
litera N oznacza, Ze catkowanie ma byé rozpostarte na caig I

plaszezyzne.
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Jakiekolwiek jest potozenie punktu zy w calym obszarze D, mozna po-

tozyé. A
Fa'y) = Flzy)+1,
Przez co jest:

1 _e
1—F(x,y)+—4ﬁ— f');e ¥ dx.

&)

Okazemy, ze drugi wyraz prawej strony mozna uczynié dowolnie malym,
gdy zmienna ¢ dgzy do zera przy jakiemkolwiek polozeniu punkiu 2y W ob-
szarze D; trzeba w tym celu punkt (zy) otoezyé kolem X o promienin B
dosé matym; do kazdej dodatniej liczby e mozna znalesé taks dodatnig liczbe
d, iz jest |p<<e, gdy R<d; poniewaz poza kolem X jest |5|<<2¥, wiec jest:
] 1 _2 ] -z
;—4—75?-[173 -szzl <<et2Me™ 7,
)

poniewaz wielkoSé & jest dowolna, wiee wolno przyjaé s=tf. Tem samem.
stwierdziliSmy, cosmy zapowiadali.

W calce U, kat y jest kgtem, zawartym pomiedzy normalng wewnetrzng
punktu (z",5") a odeinkiem, skierowanym od punktu =" do punktu #,y"
z punktu z"y", jako Srodka, wyrysujmy koto X, o promieniu RB; niech &
bedzie liczbg dowolnie maly i dodatnia; ot6% mozna zawsze obraé liczbe R,
tak, iz na kole X, wewnatrz niego bedzie:

[Py ) —Fla"y") | < e

Kladae:

Fia'y)=Fa"y") 47,
uwazajmy calke:
L(R)= -2-11— [Ty cos 7 do.

(2
ktéra sie rowna:

F zll’ s 1
L(Rr)::_(.%__y) {cos ? d¢+§;r—fn cos y do.
(=

Pierwsza catka strony prawej jest zerem, druga znéw dazy do zera wraz
z liczbg R'; jest WJ:QG(JI;HI L(B=0. Eatwo ndowodni¢, ze funkeya L(R') jest
=0)

ciggly wzgledem promienia R' i wzgledem Srodka kola X ; wskutek tego do
kazdej liczby dodatniej ¢, istnieje liczba dodatnia I taka, ze, niezaleznie od
polozenia $rodka P kola X, na krzywej C, jest:

\LR) | <&,

(128)
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gdy tylko jest 0<CR'<Cl; nadto niezaleinie od wielkoSci promienia B' jest:

LR <M.
Otoz jest:
. iK ; ik o [ iK
U — . ’ o' 4-27 Nt !
./F(mﬂ ) cosy i "T—fofL(e)e'——dQ, dg +-r_r/L(e)9 PP dg',
¥ . v 1
a e ‘ - .
F' 1 Kd 1
1!——&9, e'dg <J o'

jezeli, jak zaznaczyliSmy, dolng graniey jest liczba zero, i takze:

1 EY)
lK[?Q’<j Kdg',
‘U i
wiec: . v = }
B "o dh .
10s] < —o dsj 2 (@ [Mg
9T 3 (‘0[ H ¥ 92_}_13 .(! %

o« o
Tl ’ N
+ -%M-a { ds | ==y [ dz! [(Ke’)e'=z + ] Kd@'] .
7z 3 % Vet ‘o 7

Stad na moey rozumowah analogicznych do tych, ktore _podaliémy na s?r.
125 1 126 pod a) i b) mozna powiedzieé, Ze istnieje doda.tqm stala 4 taka, ze,
niezaleznie od polozenia punktun x,y w obszarze D, jest plerwszy wyraz pra-

. wej strony ostatniej nieréwnosci, mniejszy od iloczypu:

Agy ,
przyczem stala A od liczby £ nie zalezy; drugi wyraz rozpadnie sie na dwa

wyrazenia:

o0

MO A [
Il= 3 3 ds l B 199 Id)' 'l'(K)e'ﬂy
a t?;!ﬁ R A
oo . o0 oo
M “i’. ) dl ) ! i 1
L=—2L fus |2 (ax | xdp
. ﬁ(.c}) , nj VelE.
ibedzie: - . -
II<M§ 2 fg—%ds -g:mf—}—lV;t— V‘ET‘_;E dzg ,
7z 12 (b : 0 e
Prace mat.-fizycs., t. XX. 9
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ale przy kazdem poloZeniu punktu z,y w obszarze D istnieje, jak latwo sie
przekonad, stala dodatnia o, zalezna jedynie od krzywej C taka, iz jest:

e N
/e 4 ds < d(1-}-VE),
10)
P
fle_TF dsj——"___i A< dVE,
[ v e

2 wiec bedzie:

»
M %.d — —
L < 2 (VT )+ s
ELERTY
podobnie bedzie:
oo 22
M ¢ : T
L <—5—-J0 gil [ds.e—%+m [dse_%/ Lr di.} ,
az iz 1) (@ K] VQQ—*-F
gdzie oznaczylismy:
J(l)=/'e-%dg'.
1
Otz jest:
HO)=Vat; =27 [e=aa,
[l
Md nt — —
I, <—5—.J0) g—l- (V¢ )—[—tV:rzz .
ETREl

Ale wolno nam przyjgé najpierw liczbe ! (jezeli jest dosé mala) i do
tegf) wyznaczy¢ liczbg &, przez co liczba ¢; stanie sig funkeys liczby 1, zmie-
rzajgeg do zera wrazz liczbg & (tak mozemy sie bowiem zawsze urzadzic).
Otoz obierzmy =Vt , przeto stosunek:

JO
1

berzie skoficzony, choéby liczba I dgzyla do zera; funkeye J(I) mozna tedy
uwazaé za wielko$é rzedu V7 wzgledem zmiennej t; stad wynika, ze wiel-
kosci I, 1 I, zdgzajg do zera wraz z liczbg ¢, i to niezaleznie od polozenia
pl.mktu z,y w obszarze D; to samo da sig powiedzie¢ o funkeyi Uj. Ostatecz-
nie przekonali§my sig, ze réznica:

V(z,yt) — F(z,y)

(130
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dazy do zera jednostajnie w calym obszarze D wraz z liczbg {, a nie tylko
w pewnej czesci obszaru D.

§ 56. W przypadku A'=0 jest funkeya V{zyt) stale zerem wzdluz
krzywej C, jezeli jest ¢>>0, przeto w punkeie x,y na krzywej C jest:

lim V(g f)=0.
=)

Gdyby wiec funkeya F(z,¥) byla nawet ciagla w calym obszarze D, to fun-
keya P(z,yt) dla punktu krzywej C nie dgzylaby do wartoesel F(zy), gdy
zmienna £ dazy do zera, a funkeya F(z,y) nie byla zerem wzdluz krzywej C.
Gdy jednakowoz hedzie w bardzo szezegllnym przypadku funkeya Flzy)
zerem wzdtuz krzywej O, wtedy, zachowujae wlasnosé zasadniczg jej cia-
glosei, potozymy zewngtrz krzywej C: )

F(x,y) =0
i wekutek tego cale rozumowanie poprzedniego paragrafu pozostanie praw-

dziwe i obecnie. Rezultat bedzie wige nastepujgey: roznica F(a,y,O)—F(ay)
da#y¢ bedzie do zera jednostajnie wraz z liczbg ¢ w calym obszarze .

VIII. OGOLNE ZAGADNIENIE FOURIERA.

§ 57. Jak wiadomo z pierwszego rozdziatu, szukamy funkeyi P(z,y,1),
ktéra, obok innych warunkéw, spelnia réwnanie:

N
A=~
® =%

wewnatrz obszaru D, a réwnanie:
av
@ # (G| =17+
wzdluz krzywej O, przyczem funkeya g jest ciagla wzgledem zmiennych zy 2.
Polézmy:
(3) V=u-+wv,
gdzie « niech oznacza funkeye, spelniajaca réwnanie:
@) Aut-bu=0

13v
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wewngtrz obszaru D i warunek:

‘5) E 14 (%)1: h(’M),‘ + 4
wzdluz krzywej C.

Jezeli parametr £ obierzemy odpowiednio, to taka funkeya % istnieje
napewno i bedzie jg mozna obraé jako pewien potencyat warstwy pojedyi-
czej. Azeby funkeya ¥ speiniala réwnanie, dosé zatozyt, ze funkeya ¢ ma
pochodny ciggly wzgledem zmiennej ¢ wzdluz krzywej C.

. . - s : du -
FTatwo wykazad, ze wtedy istnieje pochodna % wewngtrz obszaru D.

Dla przypadku A'=0 otrzymujemy, ze jest w=z, gdzie 7::-——%’—, przy-

czem funkeya 7 zalezy jedynie od punkiu krzywei C, wzgledem niego jest
ciggla i nigdzie wzdluz krzywej C nie staje sig zerem; funkcya v ma

wiec pochodng ciggla wzgledem zmiennej £, przyczem modut gf 'I ma gérng

granicg, ktora oznaczymy przez I, o ile sie ograniczymy do przedziatu
0 <t,<t<Cty, gdzie lezby ¢, ¢, s3 dowolnie wybrane. Funkeye mozna obraé,
Jjako potencyal warstwy podwoéjnej.

Stosownie do rozumowan § 20, kladziemy:

L
% == 2 Ur; U =-—-——:g:' [I ——df(dgéy) cos & ds; df{({‘;"u )
k=0 ¢ :

{0 1)
(k=1,2,8, ...) ‘

przyezem & jest katem, zawartym miedzy normalng wewnetrzng do krzywej
C, narysowana W miejscu elementu ds, a odeinkiem p, tgezacym punkt x,qj
z dowolnym punktem 'y’ krzywej C i skierowanym od punktu «’,y" do pun-
ktu z,y. Jest wiee:

(g ). o Y
_(;‘Z_) = 1o 1 &Mcosﬂds,

20 2 % do
()

gdzie ¢’ oznacza wielkos§é, w ktbra przechodzi odleglosé o, gdy punkt x,y
lezy na krzywej C. Na mocy nieroéwnosei (88) (str. 36) i (15) (str. 44) otrzy-
mujemy:

(1), iy eTy 37,
|~ T <7
LV, sin’o-
(182)

1
U= fUi—1e— = cos ¥ ds,

icm
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i podobnie bedzie:

3 (i
= . T s
at <( ) '

4

a stad na mocy nieréwnosei (40) (str. 36) jest:

3y | . ]%I (._3.)]:
5?|<AT1, 13t!<:1. i LT,
gdzie oznaczyliSmy:
A= ¢ LS
=8 0
sin5  LVp sty

‘Wobec tego szereg:
Sw‘ duty
(1
=0

jest bezmwzglednie i jednostajnie zbieiny wewnatrz obszaru Digdy jest

- 0 . e
0<Zt, <4<ty szereg ten przedstawia pochodng d—;“ * To samo mozna wykazaé
i w przypadku 2'=L.

Istnieje wiec pochodna %,i na funkeye o otrzymujemy nastepujgce
warunki: ;

, ov | [0

wewnatrz obszaru D ma byé: sza-t'{—(ﬁ -+ ﬁu) R

d

wzdluz krzywej C ma byé: A (7;';—\1)5= h{w);.

Zajmiemy sie tedy zagadnieniem nastepujgcem: utwoyzyc funkeye
W(zy,), 1), kiéraby dla kazdej dodatniej wartosci na zmienng t l?yla
ciggla w calym obszarze D wzgledem zmiennych @yt 1 wewngtrz niego
spelniata réwnanie:

AW |
(6) A= 4 A(zyd) ,

przyezem 4(zy,t) przedstawia dang funkeye ciagls; 2) dla kazdej dodatniej
wartosci na zmienna ¢ ma byé spelniony wzdinz krzywej C warunek:

6] 4 (%VL),= W)

3) kiedy zmienna ¢ dazy do zera, to funkeya W zdaza jednostaj nie do ‘funkcyi
ciaglej zmiennych #,y W calym obszarze D, zresztg dowolnie ubranej.
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Zakbzmy, ze rozwigzaliS§my powyzsze zagadnienie, przyezem warunek
(3) daje nam wielka swobode, ktadziemy nadto:

ou

to réznica v— W bedzie rozwigzaniem W, odpowiednio 'sformulowanego
‘nproszczonego zagadnienia Fouriera, a wiec bedzie:

V=W,

§ 58. Utworzymy najpierw funkeye W przy pewnem bardzo szcze-
gblnem zatozeniu co do funkeyi A(z,y,f) i nastepuie zobaczymy, czy funkeya,
do ktérej utworzenia zostaniemy doprowadzeni, jest rozwigzaniem dopiero
¢o wystowionego zagadnienia i w tym przypadku, gdy tych bardzo szezegbl-
nych zalozen o funkeyi 4(zy,t) nie zrobimy.

Otz zalozymy, ze funkeya A(z,y,1) da sie rozwingé na szereg funkeyj
harmonieznych, jednostajnie zbiezny w calym obszarze D, t.j. ze jest:

®) Alzyy) =Y Ct)Ui(xy) ,
. k=1
gdzie jest: :
(10) Cult) = f Ay ) Ul .
»
Zalozmy dalej, ze:
(11) w =Z We,
=1
gdzie funkeye W, wewnatrz obszaru D spelniajg réwnanie:
12) ame=" g, (=1,23,..)
a na krzywej C warunek:
LW
as) W ( - Nk),-: R W) (k=1,23,..)
Polb6zmy:
(14) W= fl(t) Uk(xgy) ]

to warunek (13) jest spelniony, a na funkceye fi(¢) otrzymamy warunek:

afy()

T F &fi(O+ Co(t) = 0,

(134)
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a stad, odrzucajgc staly dowolng, otrzymujemy:

3
it == | Cutasvooan,
0
przeto: ,
(15) ==Y j Ui(wy)esn— dn j A ') Ul )i
k=10 )

Chodzi nam o to, by szeregowi temu nadaé takg postaé, izby w kazdym ra-
zie byl zbiezny przy nieujemnej wartosci na zmienng ¢, Szereg:

N ) Uy,
a—
1

i3
. - Ct)Ux(zy) .
ogélnie méwige, moégiby byé rozbieznym, a juz szeregz —E jest
1

jednostajnie zbiezny w obszarze D, o ile tylko calka:

[ 4@y oyt
. v
ma znaczenie, bo jest:

> 0 LS e o Uiz
(2 ck(t)Zt(w,u)) < z Cr(t)z kgkﬂ )

mezemy bowiem zawsze zakozyé, ze funkeya A(zy ) 4j est rzeczywista; wy-
konamy przeto calkowanie czeSciowe tak dingo, az otrzymfimy szeregi
w kazdym razie jednostajnie zbiezne w obszarze D, ktore bedzie mozna rbz-

niczkowaé wzgledem zmiennej Z. . ) ) )
Niech &, bedzie liczbg dodatnia, dosé wielks i taks, ze dla liczby (—§;)

istnieje funkeya Greena Glzy, 7Y, —&) kladac:

ebeltn—1 = &t W= g—Slr—1,
otrzymujemy przy zalozeniu, ze funkeya A{(zyf) ma pochodna ciagla
% dla nieujemnych wartosci na zmienng ¢ i w calym obszarze D:

: , A y'1) e
’ 8EM_t)A('c’y,’ﬂ)d”=—Tr’Fﬁ:—" )

[

i

i

et Sy ]
J ) dn

dn,
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przeto jeﬁt‘

W(zy,t)=— S‘ U*‘”’y) / A@, u't)tn<w,J'>~r+5’ P +§ Ui(z,y) /A(x 7O Ui )i

(D}

+2Uk(x,y) f

(1)) ‘0

m—ﬂ Ui(=' ,y') dzdy
877 Uk 3 7.

Drugi szereg strony prawej powyzszej réwnosel odrzucimy, ma to bo-
wiem wplyw.na funkeye, okreslong w trzecim warunkn obecnego zagadnie-
nia (str. 133), a szeregi pozostale beds i nadal zbiezne; poniewaz chodzi

3
nam o pochodng 5 wigc W ostatnim szeregu musimy jeszeze raz wy-
kona¢ calkowanie czesciowe; zakladamy wiec w tym celu, ze funkeya A(z,y,f)
924
ma drugg ciagla pochodng 5 dla nieujemnych wartosei zmiennej ¢ i w ca-

Iym obszarze D. Odrzucajge znown wyrazy, ktore wynikng dla =0 przy
calkowaniu czeseiowem, otrzymamy:

Ux(zy)

W(aa,y,nz—z B | AWy OU )
(D

Uizy) (| 0A(yt) » »
+2 (fl:i‘fo)ﬁ ot —&A(y ')] Ui(x' y')dx

drt)  PLAY p)esin)
GFEY T oy

Ui(«' y') dedy.

s‘Ux'(-z,y) [ /

(D)

Pierwszy szereg prawej strony okreélafnnkcyg, ktéra oznaczymy przez:

Uk(x,y)

(16) 2T

@ (2,1 —S‘ ] A/ T

fonkeya ta (zob. réwnosci (16bis) str. 951 (19) str. 97) daje sie przedstamc
Jjako calka:

an Pauh= [4ey00@y. 2y )

(D)

Drugi szereg wolno rozdzieli¢ na dwa szeregi:

(136)

@1
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Ux(w,y)
e (£11-6, ),

U(x.y)
l¢ &nz Ta f&i’)zm

5‘

f aA(x’ VD) 0y

(18)

f Ay Ul e

Funkeya @, jak sig latwo przekonaé, spelnia- wewngirz obszaru D réw-
nanie:

20

Qsﬂ "‘&o@ﬂ"}'*af:m‘

za$ na krzywej C jest: I
W ( ‘-’) (P,
wiee:
! ol t
(19) 8,= [P giay, ot
)
i podobnie jest:
(20 Dy =¢§, | By("y 1) Gy, 2y, — e
(0)

Ostatni szereg prawej strony poprzedniej réwnosei napiszmy pod postacia:

e wrs (@A) g AE :J a)
ﬁm(}jmmw et 7 [{ G, Ly ).
0 1 :
Polézmy wobec tego: .
22 Ozl =D, 4xTs- o5,

1

gdzie liczba 2 jest dodatnia; nadto jest:

A= [F&y Ot
23 & 92A(ay ¢ OAWy') ,
Y1) Wy 3 A ().
l F=' ’?/,’7) = —(—77’_1— 0 37] + 2l:» A.(L'G WY 172)

Funkeye @,(zym,4) zbadalismy w poprzednim rozdziale i ubwérzmy
catke: ; ’
(24 O wynd) = [P DB, oo/~

19,3
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przyczem niech bedzie:
(@5) Dy(y' m,0) = Flzym).

Z poprzedzajacego rozdzialu wiadomo nam, Ze, o ile punkt z,y lezy
wewnatrz obszaru D, to jest:

Eol @4(-23,1/,1},1) = F(xiyﬂ?)

‘Wskutek réwnosci (25) czynimy funkeye @,(x,y.9.4) ciagla wzgledem liczby
2, gdy pm}kt zy lezy wewnatrz obszaru D i liczba # nie ma wartosci ujem-
nej; jezeli za§ punkt ,y lezy na krzywej C, to w przypadku A'=0 jest:

lim &,(a9.0)=0;

jezell wiee _funkcya. Flz,yn) nie jest zerem na krzywej C, to funkeya
(D_‘(x,y,q,l) nie bedzie ciggly wzgledem zmiennej . Calka P;(z,y,n,4) jest
wiec okreslong i w przypadku 1==0.

Na mocy réwnosci (6) (str. 90) dla §=—=§&, z jednostajnej zbieznosci
szeregu (21) jest widoczne, ze jest.

(26) Byt => A Tr e
5( !/,7],) - Ek""“&o €75k
Kladge:
(27 Bo(zymh) = /@5(x’,y’,'q,})G(.’z:,y,x’,y’,——%o)dz,
@
otrzymujemy:

_ o o
Dy(z,y.m.4) = 2 _é% .y
1

Szereg (21) badzie wige réwny calce:

1
fgb‘ (x'y:’],t“’? Yan,
0

;_’:s]ijﬁorej wolno, jak latwo stwierdzié, zmienié porzadek calkowania, wiec

: i
f G(m’y!xlly,’—eﬂ) dr Qs(w',y',f],t——)]) d’]'

[} ?

(138)
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Mozemy wigc polozy¢:

8) W(zat)= / K& ey, 09—,
o,
gdzie jest. 1

90,(x,

2
£ -
(29) K(m’yst):‘_‘i(a‘:q/:t) + at,y‘ ) - eﬁ ¢1($ey:t) "j (pﬁ(xsym’t'—ﬂ)dﬂ'
0

Teraz a posteriori wykazemy, ze funkeya W (zy,t), okreslona réwnos-
ciami (28) i (29), spelnia warnnki obecnego zadania. Zalozmy, Ze pierwsze

El .
pochodne %i, —5 wewnatrz obszarn D istnieja iZe sg ciggle dla kazdej

nienjemnej wartosci na zmienna ¢; zwazmy, ze funkeya Oy(z.y.n,4) jest jako
rozwigzanie pewnego uproszczonego zagadnienia Fouriera, ograniczong
w calym obszarze D, bo funkeya F(a'y'y) Jest ograniczona; istniejs wiee
przy nieujemnej wartosci na zmienng ¢ pochodne pierwsze funkeyi @, i @;,
a wiec na.mocy réwnoSci (29) istniejy wewnatrz obszaru D pochodne
K 0K
'y
w calym obszarze D i dla nienjemnych wartosci na zmienna ¢ Stadna mocy
réwnosei (28) (str. 139) wynika, ze funkeya W(zy.t) jest ciagla w calym
obszarze D i dla niemjemnych wartosei na zmienns ¢ ima wewnatrz ob-
szaru pochodne drugie takie, ze jest:

,nadto funkeya K(zy¥) bedzie ciagly funkeys zmiennych z.y.t

(30) A W’(-’E,y,t) - EO W(ﬂ‘y,t) + ).\ (l‘,y’t) =0,
a na krzywej C spelnia réwnanie:

% (%)'; W(W)s

Na mocy naszych oznaczef jest:
t

2 ) . y
3 W)= b, +-2E) 0wyt~ Dz mt—nidn.

[

‘Wskutek naszych dotychezasowych zatozen o funkeyi A(zy.t), fuukeye
Dy, D,, % majg pochodne wzgledem zmiennej t; wystarcsy wiec zbadaé
ostatni wyraz prawej strony réwnosei (31), by przekonaé sig o tem, ezy

funkeya W(z,y,f) ma pochodng %’Z Poniewaz W wyrazenin:

(139)
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0By aymd) e AxUil(zy)
e =X T

-5

1

prawa strona jest szeregiem jednostajnie zbieznym w calym obszarze D,
a liezba /1 nie ma byé ujemng, nadto, poniewaz to samo mozna powiedzied
o funkeyi @(2,y..4), wiee bedzie:

1 ¢
3 . " 0Dy, t—
([ an) =[LBELN 4 1 5,001
0 )

Ale jest:
Biowt0) = [ By 10)6ayay\—t)ds,

(¢2]

Pa0t0) = [0 0\ Gty —to)in,

()

924 b ?
0wyt 0)="2C) _o¢ PACYY | sy

) o
bedzie tedy:
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a ;t@di Z ;éwnos’ci (29) 1 (30) otrzymujemy, ze jest:
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. .Z.powodu cigglosel funkeyi W(x,y,1) warunek trzeci obecnego zagad-
menia jest latwy do spelnienia.

§ ?9. A‘z’eby ’fg analizg médz stosowaé do naszego przypadkn, kto-
Tym zajmowalismy sig w § 57, kladziemy réwnosé (8) (str. 134) W ciagu
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CALKOWANIE ROWNANIA ROZNICZKOWEGO i t. d. 141

rozumowania poprzedzajgcego paragrafu musieliSmy na funkeye A(ay.t)
nalozyé nastepujace warunki:

crs e 02
a) funkeya A(w,y,?), jak i jej pochodne aait{’ %muszz;.byé ciggle wzgle-
dem zmiennych z,y,t w calym obszarze D przy kazdej nieujemnej wartosei

na zmiennyg f;
. . 24 84
b) funkeya A(xz,y.t) ma mieé pochodne ciggle % 3y wewnatrz ob-
szarn D przy kazdej nienjemnej wartosel na zmienng .
Latwo sig przekonad, ze dla spelnienia warunku a) trzeba zalozyé, ze
. 20 33 .
funkeya @(x,y,f) z § 57 i jej pochodne g_;’f , gg’ s 5; sa ciggle wzgledem

niewjemnej zmiennej ¢ i punktn krzywej C; warunek b) bedzie napewne
spelniony, bo funkeye w mozna uwazaé jako potencyal warstwy pojedynczej,
wzglgdnie podwojnej, rozpostartej wzdluz krzywej C.

W ten sposéb rozwiazaliSmy rowniez ogélne zagadnienie Fouriera.

W Erakowie we wrzefnin 1908 r.
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