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Ten réwnowaznik pracy moze sie zamieniaé tylko na cieplo, poniewaz zadna
inna forma energii wolnéj. na jego miejsce nie wystepuje. Do ciepla, wywigza-
nego przez prad. odpowiadajacego w przewodnikach elektrolitycznych tarcin
iouéw przenoszonych, musiprzyby¢ tu jeszeze cieplo, wywigzane przez dyfuzya
rozpuszezonych elektrycznie obojetnych sktaduikéw, ktére posuwajs sie w kie-
ronkn przeciwnym do tego samego rodzaju ionéw. Jezell nazwiemy oporem
kazdy proces, zamieniajacy cze¢ energii elektrycznogei plyngcéj na cieplo, to
byloby to rzeczywiscie dzialanie, ktére nazwaé by mozna oporem przy przej-
dein (Ubergangswiderstand). Gdy przejécie z nasycenia m—~dm do m na
dugodei ds dochodzi do skutku, natenczas iloraz wartodei pracy wyzéj po-
danéj przez ds jest sita, ktova nsiluje kazdy czgstke masy m poruszyé w kie-
runku ds. Poniewaz ta sila jest proporcyonalna do m, a z drugiéj strony po-
ruszona masa jest odwrotnie proporcyonalng do m, wieew tych granicach ge-
stosei rozpuszezonego gazu, w ktorych tarcie dyfundujgeéj masy o wode jest
niezalezne od jéj gestosei, a proporcyonalne do predkosei, predkosé pradu dy-
fuzyi bedzie musiala by¢ niezalesng od wartogei m, & proporeyonalng do dm/ds.
Z tego wynika, wedlug znanych, w teoryi przewodnictwa ciepla stosowanych
zasad, Ze w obrgbie takich granic, w ktérych warnnki wspomniane zachodza,
mamy:

, @%m , 'm

Eriaar =l 5)

am__ k2[35’m
2 2?1

gdzie m oznacza jak przedtém ilo§é gazu rozpuszezonego,ak? stala, zalezna od
natury gazuicieczy. Réwnanie, ktorego przeksztalcenia znane'sy z teoryi prze-
wodnictwa ciepta, pozwala wraz z poprzednio znalezioném réwnaniem podad,
przynajmniéj dla pryzmatyczoego ksztaltu przewodnikéw elektrolitycznych,
zupelng analityezng teorys pradéw polaryzacyjnych, ktéréj konsekwencye,
jak sie zdaje, zgadzaja sie z do§wiadezeniem we wszystkich szezegotach isto-
tnych.
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W MATEMATYCE.

PRZEZ

8. DICKSTEINA.

ARTYEUL PIERWSZY.

1. W roku 1810 przedstawlt Wrozski Ins.tytu?owi francuskiemn dro?-
prawe p. t. ,Premier principe des méthodes algorlthl.mc%ue.s comme b‘a;e 1«; Oz
Technie mathématique®, zawierajges odkryty przez §1..eble Jeszcze W roku !
wzir ogdlny na rozwinigcie wszelkich funkc:yj jednéj lub Vf’lehl zvnluem;ly(; “1212
szereg nieskoriczony, postepujacy wedlug 'mnyl*ch funkcy;; dowo 11317}(3 - téjze
zmiennéj, a mianowicie (w przypadku jedné] zmiennéj) na szereg postacl

F@) == Ay QA 9 ARt -

i funkey 7 Zwane
w ktrym F(z) jest funkeys dang; @, @, @, owWe hu.ﬂx.e}e doxtvo]ne’,_ W :
cemi (génératrices); 4,, 4 wypolezynniki ol zmienn€j nieza
tworzgeemi (génératrices); Ag, 4y, 4y WK O etodsto
leime, a ktérych oznaczenie stanowi wladnie zadanie glow
Wronskiego. . .

W przytoczondj rozprawie, ktora drnkiem oglosz
Wrotnski wzdr ogdlny na sznkane Wspolczyn.m.kl,' s
szeregu wyprowadza inne znane wéwezas rezwinigela specya
grangen, Birmana i t. d.)iwiele nowyeh.

Wzor swij nazywaWronskl »prawen algory b
W péZniejszych swych pracach nadaje mu miano ,,pr awa n%l 131:1
préme). Na sprawozdawcedw rozprawy Wronskiego wybra

ong nie zostala, podaje
a nastepnie ze swojego
(wzory La-

tmiczném bezwzgledném®,
zego* (loi su~
2 Akademia

10

Prace matem fizyezne T IL
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146 8. DICKSTEIN.

Lagrange’aiLacroix’a. Raport, jaki zrozyli ¢l sprawozdawey w dniu 15
pasdziernika 1810 r., zawieral ustep taki:

,,Ce quia frappé vos commissaires dans le mémoire de Vauteur cest
quiil tire de sa formule toutes celles que T'on connait pour le développement
des fonctions et qu'elles n'en sont que des cas trés-particuliers®.

Obok tego pochlebnego sgdn zawieral raport i pewng niedokladnosé,
pochodzaca z niewczytania sie drugiego ze sprawozdawedw w wywody Wroli-
skiego. Liacroixbowiem, zamiast zwricié uwage na najzupelniejszg dowol-
no$¢ funkeyj Q, jak tego cheial Wronski, rozwaza jedynie przypadek szcze-
gblny, w ktorym funkeye tworzgce maja postad:

Q=1 (@), & =g,(@)0,(x), B=10 @ o (@) () - - .

odzie gy, 0y, @, . .. s3 funkcyami zmienndj z. Wskutek téj niedokladnogei
w raporcie, Wroiski uwazal za wladciwe wystapié w pismach publicznych
z odpowiedniém sprostowaniem. Wywiazala sie stad polemika, ktéra nieko-
rzystnie odbila sig na losie téj rozprawy Wroliskiego 1 wszystkich pozniej-
szych pism jego. Czlonkowie bowiem Akademii i wigkszodc uczonych ignoro-
wala oglaszane przez Wroniskiego prace, mimo ze autor w ciagu kilkn nie-
spelna lat wydal pie¢ wielkich dziel, po§wieeonych najwazniejszym zagadnie-
niom matematyki. Daziela te, przed kilkudziesiecin laty wydane, do ostatnich
prawie czaséw pozostaly nieznanemi, i krytyka naukowa nie wypowiedziala
dotad swego ostatniego stowa o odkryciach matematycznych naszego ziomka.
W dziele ogloszoném juz wrokunastgpnym (1811) p.t. ,Introductiona la phi-
losophie des mathématiques et technie d’algorithmie”, zawierajgcém podstawy
calego systemu wiedzy matematycznéj, poswieeil Wroniski kilka kofcowych
kartek prawu najwyzszewu, lecz tu nie daje jeszeze dowodu matematycznego,
a stara sie tylko a priori uzasadnié forme owego prawa, jako forme mnajogdl-
niejsza, zawierajaca w sobie wszelkie typy rozwinieé, a mianowicie:

1° typ szeregowy
Floy= 4+ 4y o(@) + Ao @PF+d0 @)+ ..
tuw o(w): = o()o@-+E) o (wta28) . . . olztm—1§)
20 typ nlamkéw cigglych
P@)=4,+%2

IR
2 A I T
AH.’)”.‘”.‘F;’E’
V=

3 typ iloczyndéw nieskoficzonych

(fc):fo(")ﬂ(a)fg(w) c .

wreszcie
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-

49 typ tak zwanych fakultetow w wladeiwém znaczeniu tego wyrazu
T () = W ()50

Wszystkie te tyny, jak to sprawdza Wron ski, spr.owa:dzid s;le; daja do najo-
golniejszéj formy, ktora przedstawia typ ,prawa Dajwyzszego™.
Uzasadnienin ,,prawa najwyzszego” i wykladowi obszernych jego zastosp-
wail pogwigeone g dwa wielkie tomy dziela p. t. ,,Philos?phle de la Techmfa,
aloorithmique, T-re Qection contenant la loi supréme et unwerselle‘ des ma’tl?e—
matiques®, Paryz 1815 XIT—286. .,IT-re Section contexla}lt les lq1s deslsegles
comme préparation alavéforme des mathématiqules 4% stron b45,tzlmnze 1’81.6,1517 .
Nadzwyezaj bogata tresé obu tych dziel, w ktéryeh Qbok oryglpaluosm aqtora
uderza gleboka i rozlegta wiedza jego, postuzy nam Jgszcze meJednokrotm.e za
przedmiot do studydw. W stadyum niniejszén} 121'2_Lgr{g11b.5r§my, erdle rozumienia
naszego, prayczynié sig chod wezedel do w_vyjzysme?‘lm. glezupehn’e 1'o'zstrz¥gmg-
tego dotad pytania, czy istotnie ,,prawo najwyzsze ,ktoreWr 0n§1k1 uwazat za
of rozwoju 1 za jedyng podstawe przyszlego po.stqpu matematyki'), ma t? zZna-~
czenie, jakie nadawal mu tworea; jaki jest zwiazek tfago prawaz :%n'a,logmvzn‘ef-
mi pracami pézniejszych matematykf}w; czy Wreszcle l.muka dmsxejsza., ktora
postepuje odmiennemi torami, moze jeszeze ciagnaé pozytek z z‘apomnm?lych,
a przynajmniej malo znanych badai naszego 1cz0nego. ,W‘mtykulet pierv-
szym zajmiemy sig glownie rozpatrzenien dowodu i niektérych zastosowan
¥i jwyiszego* ] o
- LW; nCE)Lll]oVJYa?;nim§ najprzéd niektére s.kréce%ﬁ‘a przythe przeg Wronskie-
go, a wprowadzone 2 pewnemi zmianami do lee] szeg0 al:tykulu. o )
" o, Wartodé funkeyi F(x) przy DPewne) szcz'egohléj wartodel zmiennéj
2 oznaczadé bedziemy za poocsd Lkropki W ten spos6h

F(z) lub wprost F,
jezeli opuszczamy znak zmiennéj. Tak wige Fiz) b " oznacza wartosé funk-

cyi F(o) dla wartosed szezegdlngj o np. dla 2=0. o
b Jezell @, s, - - - 9, ... safunkeyami zmiennej ,

A0, AQ, ... AQ
A0 AR, .. . A% ...

Q,
véznicami kolejnych rzedéw tyeh fonkeyj, to wyrazenie

T AQ, Ay L L AT Qa1 ARy,
réwne wyznacznikowl

yiszego® uwazal Wroniski za wlasnoéé narodows Polski

) Odkrycie ,,prawa najw; / D W " o
te 1ol ré mathématiques dévenait dés ce momen une Pro-
,La decouverte de cetle loi supréme des q

3 . k
priété nationale de Pologne. (Réforme de 1a philosophie, Tom I str. XLIV, rok 1847).
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AQ, AQ, ... AQ..,, AQ,
229, A, . . A%, ., A%,

AnQ L APQy L A"Q, 4, AnQ,

oznaczaé bedziemy przez

W(4Q,, A2, . . . AQ,)

albo krécéj przez
Wn (Qm),

Jezeli idzie o zaznaczenie, ze wyzmacznik zalezy od fuukeyl Q,, 1 Ze jest m-go
stopnia. Wrohski powyzsze wyrazenie nazywa funkeys schin i oznacza je
w ten sposéb:

WAQ A%Q, . .. An-1Q,  AnQ,)

Teoryi tych funkeyj, ktéra w istocie rzeczy jest teorya wyznacznikéw, poswie-
cona jest znaczna czes$é kartek w wywodzie ,prawa najwyzszego“. W funkeyi
sclin mozna rézmice zastapié przez rézniczki, pochodne lub inne ogolniejsze je-
szeze algorytmy. W przypadku pochodnych funkeye schin sg wyrazeniami wy-
znacznikowemi, noszacemi obecnie nazwe wronskianéw. Teorys wrotiskianow
wylozyliSmy w artykule pomieszczonym w Tomie I ,Prac matematyczno-
fizysznych* (str. 5—25). Twierdzenia tam podane, a zwlaszeza wzér an
(str. 16) przydatne sg w uzasadnienin , prawa najwyzszego®,
¢. Horazy
Wa(Fz)) _ I4-AQ A%Q, . .
Wa(Qa) — E-HAQ A, .

W) _ B--AQ A2, . .
Wo(@n) — SFAQ, 479G, ..

. Am_ﬂgm—l Am F(w)
AP0, ARQ

CAm1Q, L AnQ,
. Am—l Qm—l Am 52,,,

bedziemy oznaczali dla skrocenia odpowiednio przez =, i D) -
Do tych funkeyj dochodzimy w sposob nastepujaey:
Niechaj
Q,Q ... Quoy,f

bedzie szereg funkeyj, z ktérych ostatnia f oznacza ktérgkolwiek z dwdich
funkeyi @, 1 F(z). Utwérzmy szereg réznic i podzielmy kazda z réznic przez
. réznice AQ,, otrzymujemy tedy szereg

A, Ag,

AQ,_. Af
H Agl ) IQI .. L

TR, Y

O PRAWIE NAJWYZSZEM. 149

ktéry mozna przedstawié pod postaciy
1, @), ®3) ... ®m—1), ®(m) lubE,

@(m), w przypadku gdy f=Qx, B, gdy f= F{x). Z tym szeregiem po‘stqp‘l}-
jemy tak samo jak z szeregiem tunkeyj danych, to JGS't tworzymy szereg ro-
znic jego wyrazow i dzielimy kazdy wyraz przez réznicg A®(2),, otrzymamy
tedy szereg

AR,

AD(3), .

TAP2), )

AP (m—1), AD(m), Iub
AD(), ' hBE),

0,1
Wedlug wzorn wyzéj wzmiankowanego bedzie:

AD(E), _ TfQ) _ BEAQA, oo
RBR), — W,(@,) SEAQ,A, )

AD(m), __ W) _ SHAQA%, g (m),
AB@), — Wy(Ry)  YHAQ A%,
B, _ Wy(Fw)_ IHAQAF(Z) o

RORY, — W@ — SEAQAR, T °

Dalsze postepowanie w opisany sposib doprowadza do wzorow
Aq)(”)m—l

. AD(n) =
®n)y = 1573, PO S0

H B, . B, == _.{%f:l_— R

m=mey T T A

shizacych do kolejnego obliczania funkeyj B 1 @. Wzory te jednakowo stosuja

sig w przypadku roznic jok i rézniczek. .
d. 'Wreszeie w dalszym ciagu potrzebne jeszcze sg W
3 o Geir
ne przy pomocy nastepujgpeych rownoscl:

W(m), ==— P(m-}1)n
W(m), = — Dn--2), — T(m)y Pim+2huts

W)y =— D (m4-8)n — ¥ (m); Plin3nys— ¥ (11)y D(onA-B)nt2

ielkodel W, okre§lo~

ktire zawieraja sie we wzorze ogdlnym
— % (01 jir— 10} mefon—
Wm)y ==—D (1m—-n)p — T (m), @(m—~-1)mds — W (), @ (A1) w2 oo W (in)s @ (-1
3. Niechaj bedzie

Plo)= A+ Ay Y+ A%+ At 15
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glzie Q,, Q, . . . 0zZnaczaja funkeye zmiennéj z zupelnie dowolne, AQ’ Ay
zad wspolezymniki, ktére oznaczyé mamy. Podstawiajac w réwnaniu (1) za
x wartodé szezegélng np. 2=, otrzymujemy zen

A, = Fli) — 4@ — 4,0, — 4,8, . . .

Réznicujac obie strony réwnania (1) i dzielae je nastepnie przez AQ;, mie¢ be~
dziemy wedhg przyjetego znakowania No 2.c:
5, = Ay 4y B@); 45 DB+ - - 3 @)

khadace tu a=a, otrzymujemy

A, =8 — 4, 02),— 4, 5@ —. . .
Réznicujac obie strony réwnania (2),dzielae jenastepnie przez AD(2), 1 wwzgle-
dniajac przyjete znakowanie, otrzymujemy

B, = 4,4 4; ©B3): + 4, (4, +. .
skad, przy zatozeniu z=n otrzymujemy

A=, — 4, D)y — 4, D(4), — - - -
Postepujac w ten sam sposéb daléj, dochodzimy do wzoru

Ap=B— Ay Den1)— A R0 A2 — .+ - 8y

ktéry, jak latwo sprawdzié, stosuje sig do kazdéj wartofel calkowitéj liczby
m. Wedlug niego bedzie:

An»+1:Em+1 ~—..4.m+2 fi)(?il+2);n+1 - -Amri-s @ (07!-—;—2),,,*1 — e
Wstawiaj@c.tg wartosé we wzor (3) i uwzgledniajgc znakowanie Ne 2,d, otrzy-
mujemy
Ap=8, +Enr T(m),

Apga [D(n2) - (), D12t ]
Anys[D0n+3)n T (), BOn-8)sa ]

Podstawiamy tu w dalszym ciagu warto$é 4,4 obliczong wedlng wzoru (3)
i uwzgledniamy drugie z rownai N 2.4, dochodzimy tym sposobem do zwigzku
A = Em + r:‘E‘lm—p-]. \lﬁ(\m')x "]‘EM—H (E("’n)g
— Ay [O3)n - W), D(nt-B)unta B (m), m+-3)mge ]
— Ay [B(m4)n A E(m), B(nt4)mi AW (32, D(m-4mie |
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W tenze sposob postepujemy weiaz daléj i wyobraziwszy sobie nieskoficzong
ilo$¢ podstawien, dochodzimy do wzorn

-Am :Em —l— E/zx—l \]‘2‘(1)2)1 + Er/z+2 \F(W)g - E,,,.[,g W(m)s + O (4)

wedlng ktérego wspolezynnik 4, wyraza sie za pomoca szeregu nieskoriczo-
nego. Wyrazy tego szeregu sa funkeyami, okredlonemi za pomoca wzordw
Ne 2 e.d i wzietemi dla wartodel szezegdlngj zmiennéj . Wzér (4) daje wartoel
dla kazdego wspolezynnika i zarazem jest rozwiazaniem zagadnienia '); wyra-
zenie zatém prawa najwyzszego bedzie nastepujace:

:"10’1"{ B W (1)1—{‘33@'(1)2‘!'« cee }91
+g 5 T EFETR, . e
N
{8 B W) A Bps o)y + . e,
+.

Wywéd powyiszy przedstawié mozna nieco proseiej. 2) Napiszmy m ro-
wnai powstajacych przez kolejne réznicowanie réwnania (1), a mianowicie:

A Po=A,8 Q4,4 0 .+ 4ud Qutdun A Qupa
A2 Fx=A15291+A2A992+ . oe e +A~m A?gm+-"im—}d Ag Qm+1+ ..

3o Fr==A,AnQ LA AmQ . L e A Q- A A" Qe - L
i pomnozmy te réwnania odpowiednio przez minory wyznacznika S AQ;A%Q...
An=1 Q. AmQ,, odpowiadajace elementom
AQ,, A2Q, . . . . L A®Q,

i nastepnie rownania te dodajmy. Na zasadzie znanéj wlasnogcl wyznaczni-
kow i przy przyjetém przez nas znakowanin Me2,¢, otrzymamy w ten Sposoh

W (F (93)) =du Wn (Qm) + Am—J,—-l Won (Qlﬂ—l-l ) + e
skad, przy podstawienin #=a, dochodzimy do wzorn

1) Dow6d powyzszy Wronskiego powtarza Mont ferrier, Encyclopédie mathé-
matigqne, Tom III str. 358—576.

7). West. Exposé des méthodes générales en mathématique d'aprés HoBre-
Wronski, Paryz, 1886. stron 242,
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A Do B g W s _
W (%) W (%)

identycznego z wzorem (3). 1)
. 4. Co sig tyczy warnnkow stosowalnosci prawa najwyzszego, to Wron-
ski przedstawia je w sposéb nastepujacy:

Dla uprasyn}enfa fOl‘D‘Jy 'ogtilnéj rozwinigeia uwaza on z jednéj strony
szereg wartosel, jakie przyjmuje fankeya F(w) 1 jéj kolejne pochodne dla szeze-
golnéj wartodel  np. z=a,

AF(z) dA*F(z)
de 7 dg? 7t

Fz),

z drugiej zag strony podobnez wartosci funkeyj @, a mianowicie

a9, 428,

917— e
dx * dx® "
5 02, d2Q,
TV
L

nastepnie ustanawia nastepujace zwigzki pomiedzy powyzszemi wielkoSciami:

Fz)=d, 4,9+ 4,0, + ...

dFm) ae, ag, | -
[ 4, dx +‘4"H+ T

!
d?Fx: 4 ag, | Acl‘-‘Q2 ©
da? A T T

2

%a]dada daléj, ze do funkeyi F/) mozna zastosowad rozwiniecie na szereg
ayloralub Maclanrina, a mianowicie

Fla)=Fs _f_(_ozﬁqa) AdF% +(_ﬂ;:—-(l;}? A2 F

da? L8 Tdet T

Podstawiajac po drugiéj stronie wartosei wyciagniete z réwnan (5), otrzymuje

1) R 3
) Polobny w6d znalezdé mozna w niedawno w m (18! im tomi i
wy 9 2 rydan; 1883 1) 3-im & :
Laurenta p. t. Traité danalyse, str. 352—356. ! ) S-im e deela
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(w)=4, 4 4, { §a+m—cb(19+(m1-a)96199 + o }

1 dx .2 dx
~ o —adl | (p—a)?dQ?
R s T }

Zalkladajac w dalszym ciggn, ze i do funkeyj @ stosuje sie rozwinigcie na sze-
reg Tayloralub Maclaurinat. j. Ze

- a—a 49 (—a)2 A0
Lot T T

1.2 daz?

g, 120l | @—aydd
T e 1.2 du?

i wprowadzajae te rownogel do poprzedniego rownania, dochodzi do wzorn
zasadniczego (1).

Wywod ten, zdaniem Wrotiskiego, nietylko nprawnia forme (1), ale
zarazem w réwnaniach (5) daje warunki. jakim maja byé poddane fonkeye €,
aby rozwiniecie na szereg formy (1) bylo mozliwém, Roéwnania (b) uwaza zre-
szty Wrotiski za jedng tylko z wielu roznych form, ktorg przybraé moga
ogolne warnnki mozliwosel ,prawa najwyzszego“. Réwnania te bowiem po-
wstajg przes kolejne rozniczkowanie lub riznicowanie réwnania (1),lecz dwa te
dzialania df(z) 1 Af(z) nie stanowiy najogélniejszéj formy zmiennose; oprécz
nich rozwaza Wroniski dziatania, wyrazajace sie w przejdciu od wartodei do
wartodel w szeregu:

fio fat8, fla+28)

i dzialanie jeszcze ogolniejsze

VFh=t, Fi-tly Pt -+k Fa+28)+. .. 4k Fatod)
VAL = ky VI 4, VRGHE) + o VE@H28 4. . - k¥ Flaof)

gdzie %, kg .. . Jew sg stale dowolne. Pray takiém uwazaniu wogélniaja sig od-
powiednio rownania (5), postaé wspileaynnikow zas nie nlega zmianie, tylko
wwyrazeniach funkeyj selun roznice lub rozniczki nalezy zastapié przez
ogdlniejszy algorytm V-, Prawonaj wyzsze®, pray takiém traktowaniu,przedsta-
wia formaluie najwyzszy ogdélnogé, ale jednoczesnie, jak to zobaczymy, pote-
gujg sie trudnodei, jezeli idzie o Scisle uzagadnienie jego stosowalnodel, to jest
o oznaczenie granic, w ktéryeh podobne rozwiniecie jest mozliwém i przed-
stawia funkeyg dang.
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Kwestya ta, ktirg dzisiejsza analiza rozstrzyga przedewszystkiém przy
kazdém stosowanin szeregow nieskonczonych, gra u Wroiiskiego role podrze-
dng. Przy stosowaniu swego szeregu nie bada jego zbieznosei, nie kaze na-
wet zwraca¢ uwagl na réwnania warunkowe (5), lecz wprost poleca zabrag
sig do wyznaczenia wspélezynnikéw wedlug wzorn (4). Dla Wroniskiego
rozwinigeie jest niemozliwém tylko w dwéch przypadkach:

1° gdy na wspotezynniki otrzymujemy wartosci nieskoniczone;
2° gdy na wspllezynniki otrzymujemy wartosci sprzeczne (véri-
tables absurdités, jak mowi Wro aski).

Przypadek, w ktérym na wsp6lczynniki otrzymujemy wartogei nieozna-
czone nie prowadzi, wedlug niego, do niemozliwosci, lecz tylko do nieoznaczo-
nosei rozwiniecia. .

W pierwszym z powyzszych dwoch praypadkow niemozliwodé rozwinie-
cla jest, wedlug wyrazenia Wrotiskiego, tylko realns; rozwinigcie bowiem
zachowuje swoje znaczenie w dziedzinie wielkosci idealnych (nieskonczonych)
i da sig, wedlug metody Wronskiego, po pewnych przeksztalceniach prze-
niesé do dziedziny realnéj. Pokazuje on to na przykladzie, w ktérym

Fz)=log z, Qy==1, @ =u, Q=2

y e e

w ktérym to, stosujac wzor (4) dochodzi do rozwiniecia

log z =loga--1

1
+CL’{E+W(1)1°°1 -}—-W(lh(}%»{— e
~}—m{oo1—|—115'(2)1 ooyt W(l)y 004 . . .

+ o {o04H W), ot ¥ (B oo, - . . .

—— S

gdzis @ oznacza Wwarto$é szczegdlng zmiennéj = i gdzie symbole co;, ooy, 00y....
oznaczajg nieskonczono$é. Rozwinigcie to ma waznodé idealng; by przejsé od
niego do rozwiniecia realnego, zastepuje Wronski ilogel nieskoriczone oo,
g, g . . . W wierszu drugim ilo§eiami nieskonczonemi

ooy - my 0, ooy Sy, ooy L, | |
W wierszu trzecim ilogciami
oy -y @, coy - my), ooy - my®, L,

it. d., gdzie wielkosci m sa skoficzonemi, a wige znikajgcemi w stosunku do
nieskonezonogcl, i po Yatwych przeksztalceniach dochodzi do zwigzku
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logz =loga —1
o { Wm0 ¥ (Dm0

—+x '{mlm FW(2),0m9® - W(2)y1m,@ - }

4+ {m,® LT m® U@+ .}
S

w ktérym wszystkie wielkosel sg juz skonezone i gdzie ilodel m Winny: bylé tak
dobrane, aby strona druga dla kazdéj wartosel zmiennéj réwnata sig pierw-
széj. _ ’

Przypadek drugi ma miejsce, gdy dla jednego i tego samego wspolc‘zyrﬁ
nikn 4 otrzymamy dwie lub wiecéj wartodei réznych przy zuname.szczeg?lnq
wartogei zmiennéj. Przypadek ten flustruje Wr oiski na przykladzie, V{ktorym
idzie o rozwiniecie funkeyl danéj F(z) wediug poteg kolejnych wielomianu

O 2 I o

gdy zatém Q= (ko x4 . . . - Feu)?
Q, = (hyt-ley -+ . . - Fam®)?

Wartosé pochodnéj

ae,
dze

dla wartogcl zmiennéj, vownéj pierwiastkowi wielomianu

T I o ¥
bedzie wtedy oczywidcie zevem przy wartoSciach p=w; wskutek czego wielkosel
D(p)y,B(p)s- - (Me2.0), jako tez Wim), C(m)y, T(m)g ... (M 2,d) Wsz_ys_tkle beda
zerami 1 wyrazenie wspolezynnika 4, we wzorze (4) sprowadzi sig wprost
do pierwszego wyrazu
 W[aRe A%y . . . Ay F@)]
AR, Ay . . . dSny 30 ]

=
Ay =Eun

Poniewaz wielomian fg--Fat. . . +kux® ma o pierwias’tkmv3 zd"(}rzyd sie
moze zatém, iz powyzsze wyrazenie dla réznych pier\viastkoy daje 1‘021?3 war-
togei wspolezynnika. Przypadek taki prowadzié moze, ?danxem Wro nski e-
g o, do zupeméj niemozliwosc rozwinigcia; naszém zdflmem, Wyraz’a. on 1‘acze§l3.,
i% w roznych dziedzinach zmiennéj rozwiniecia funkeyi moga by réine lub téz


GUEST


156 S DICKSTEIN.

2e rozwinieela te odpowiadajg réznym funkcyom lubo réznym galeziom jednéj
funkeyi.

5. Przedstawiony w3 wywdd , prawa najwyzszego®, jest, jak tatwo widzieé,
czysto formalnym; polega bowiem na przeksztalceniu wzorn, ktéry ma by¢ do
wiedzionym,iprzytémna nieskoniczoném powtérzeniu tego przeksztalcenia, co a
priori usprawiedliwioném niejest. Procz tego wyraze.on warto$é wspétezynnikéw
pod forma szeregow nieskonezonych, co do zbiesnodel ktérych nie mamy z gé-
vy Zadnéj pewnosel. Dopiero gdy stosowanie powyzszych dziatan jest uzasa-
dnione, a zbiezno§é szeregéw wyrazajacych wspélezymik zapewniona, jeste-
Smy w posiadanin warunkow koniecznyeh dla dalszego badania, czy i w jakich
granicach rozwinigeie wyraza funkcya dang. Wywod Wronskiego nie jest
zatem matematycznie scislym I jaklkolwiek prowadzi do szukandj formy wspol-
czynnikiw, wniczém nie przesgdza stosowalnodcl, ,prawa najwyzszego®. Z ro-
wnah znowu (5) widzimy, ze metoda Wrotiskiego sprowadza sie do rozwig-
nigcla uktadu nieskonezondj liczby rownai, albo, co na jedno wychodzi, do me-
tody wspdlezynnikéw nieoznaczonych, Ta ostatnia metoda, ktéra w nauce
okazala sig wielee dogodném narzedziem pod wzgledem formalnym (ona to do-
prowadzila do odkrycia takich form rozwiniec jak szeregi Taylora, Mac-
laurina, Fourierait. d.) nie moze jednak uchodzié za metods dcista, wy-
magabowiemz jednéj strony skiupulatnego stwierdzenia kazdego kroku przy
dzialaniach z szeregami nieskoniczonemi, z drugiéj zas zbadania warunkow, przy
ktéryeh funkeya badana i szereg nieskoticzony mogg by¢ rzeczywideie réwno-
waznemi. Wiadomo naprzyklad, ze zbadanie warunkow rozwijalnosci funkeyj
na szeregi trygonometryczne, ktéryeh forme odkry! Fourier przy pomocy
metody analogicznéj do metody powyzszéj Wroiskiego!), wymagalo wyte-
zonych usifowah takich matematykowjak: Lejeune-Dirichlet, L ipschitz
Riemann, Heine, G. Cantor, Dub ois-Reymond, Dini i inni, tak ze
dzi$ zaledwie moze by¢ uwazane za dostatecznie zalatwione; o ilez przeto tru-
dniejszém musi by¢é pytanie o stosowalnosei ,prawa najwyzszego®’, w ktorém
funkeye Q maja byé najogélniejsze, zupelnie dowolne funkeye zmiennéj. Pyta-
nie podobne, rzec mozna, nie da sie weale rozwigzaé w caldj ogdlnodei na-
wet dzisiejszemi srodkami analizy. ’

Przyjmujac rozwijalnosé na szereg Taylora funkeyj Fi Q, 1ito wsa-
siedztwie jednéj i t6j saméj wartodei zmiemndj, Wronski ograniczyl wpra-
wdzie w pewien sposb zupelng dowolnosé nwazanych funkeyj,lecz i pray tém
ograniczeniu, wywéd przedstawiony na poczatku M 4 nie ma cechy matema-
tycznéj Seistosel. Z jednéj bowiem strony przejéeie od pierwszego z réwnas (5)
donastepnyeh przez rozniczkowanie (lub roZnicowanie), a z drngiéj sumo-
wanie nieskoficzonéj liczby szeregéw nieskofczonych nie jest z gory nspra-
wiedliwioném i nie da sie zatatwié na drodze czysto formalnéj.

1) Théorie de la chalenr. Section VI.
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Tak wige teorya ogllna rozwinigeia funkeyj na szereg nieskoriczony, po-
stepujacy wedlug funkeyj zupelnie dowolnych, nie moze byé uwazana za roz-
strzygnigta w sposéb wskazany przez Wronskiego. Jedynie skuteczném
okazalo sig dotad w traktowanin podobnych kwestyj podejmowanie badat dla.
oddzielnych klas funkeyj, jakiemi sy funkeye kuliste, trygonometryczne i t. p.
Zdawaloby sig wprawdzie, Ze ogolna postaé wspilezynnikéw dana przez wzor
(4) moglaby by¢ stosowang do rozmaitych klas funkeyj, ale jak to
zauwazyl niedawno zmarly P. Dubois-ReymondY), forma ta jest zbyt
zawily, aby w tym celu dogoduie uzyé ‘si¢ dada.

Matematyk belgijski Ch, Lagrange, ktéry od lat kilku zajmuje sie
studyami nad Wronskim, zamierzyt w artykule p. t. ,Forme générale du
reste dans Pexpression d'une fonetion au moyen d’autres fonctions** ogloszo-
nym w Sprawozdaniach Akademii paryskiéj (9 czerwea 1884) rozstrzygnaé
pytanie postawione przez Wrolskiegoprzez uwazanie ,prawa najwyzszego®
za uogdlnienie twierdzenia Taylora. Tre$é jego tozprawy da sie przedsta-
wi¢ w ten spos6b: Niechaj F(z) bedzie funkcya dana, Qu(2),2,(2)...Qu(x),Lupa(z)
funkeye zmiennéj =, ciggle w preedziale od a—=a do s=a-}-h, z ktérych osta-
tnia Quya(e) wraz z swemi pochodnemi od pierwszéj do n-ej wtacznie staje sie
zerem dla x=0. Niechaj bedzie

)= Ay + 4,9+ 4,9+, . . L+ ER,

gdzie B oznacza wyraz dopelniajaey czyli reszte. Utworzmy funkeya

W) = F(z) — 4y Q) — 4, (@) — . . . — Q) — Appn@upa (%)
i wyznaczmy n-+2 wspolezynnikiw do, Ay .« . o Au, duys t€) funkeyi przy po-
moey #-2 warnnkow
Va)=0, V@=0. . . V{a)=0

V(a-h)y =0.
Na zasadzie znanéj wlasnodcl funkeyj cigglyeh, z réwnan V(Ia):() i V((L—(—h).=0
wynika #e V/(a-8,7)=0, b,<1; z réwnan  7'(a--6;2)=0 1 ¥(a)=0 wynika,
ka, Ze

ii i Conver; iverg r Fourier'schen Darstel-
1), Untersnehungen fiber die Convergenz wnd Divergenz der Fourier's

PRI
i 37 ¥ boi By 4 vyZsze* Z ustng
! Inngsformeln®, Menachinm 1478 str. 1. P.Dubois Reymond znal  prawo najwyzsze 3]

relaeyl Richolota iz atykulow A, Transona o szeregn’ch Wrois 1;'1 eg o,‘ p?nix'e—
szezonyeh w Nouv. Annales des Math, I Série Tome :XHL 18?#; (1).1'zek}ud. 1..yoh‘ mtykl} oW
podal Pamigtnik Towarzystwa Nauk écisinh w I’a.ryzu,. tom V I‘II), Jﬂ,!{k(‘)lwlelx moiﬁ o; ;\ cz;_-;
$niej poznaé wzory Wrofiskiego 4 dzieln swego zmm]fa’ Seh w elln sa Pt ,,: heor
der Differenzen und Differentiale, Heidelberg 1825, w ktlorem znajdujs sie naJtvur‘x‘ule{Jsze
wzory, odkryte przez Wrofiskiego. 8 chw.eins nalezat do szk‘cﬂ'yj tak ;m?;& a'mz;]o f]el'il;
binatoryjnéj, dzi$ juz prawie zapomniangj, ito ‘]est'..powodem,. 6..13, L.tuu?g‘fo‘ ('zm 0 jego jes
mato znaném. Zreszta wywody Schweinsa majy przewaznie warto§é formalng.
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T (a-F 8,) =0, 6, <<1.
7 r6wnania ostatniego i z warunku V7(a)=0 mamy znéw
7" (a+6,h) =0, 6, <<1:
w ogdle zatém bedzie
T (@4 6,2) =0, 6,<<1

v=1,2%...n+1.
Uklad réwnan |
Flo) =0, V(@y=0 . . . Vo(a)==0, VeaB,2)=0
daje sis oczywiscie przedstawié w ten sposéb:
Fo) =4,9(0) + 4,2 (0) + . - . + 4.u(a)
F (@) =4,9(a) 4, 2(a) + . . . - 4a2u()
F(")([ajziiuﬁ.!o("; (a)J‘—;‘l,Ql(")(a‘)J,— RN —}‘—A,‘Q;(")(a)
P (a6, 1)=4,2,(a-+8,1)--4,9,0(a+8,1) ~... 4u Qo (a8, 3) + s Quis {49, )
Z réwnan tych otrzymujemy:

n—1) ) 1)
[E+0,0,. . o Frolty . o],

A= - -
IS 0,9, .. Q5 arerE o
m=0,1,2...n
) v,
I E = APl s
== 7
IE -+ Qo 9-,1 e \QZL:,: 'Qn‘zl-l (a*]"e, h)

Tym sposobem?)otrzymujemy wspétezynnikirozwiniecia i nastepujace wyraze-

nie reszty:

B+ . . GF(t8 D= e
y a1

[E+99,. . . Ol 9(at0,7)

Q=1 v=0,1,2...n

Reszta moze mieé zatém n--1 postaci,

W przypadku szeregn nieskonczonego, wspétezynniki A, beda mialy po-
sta¢ ilorazu wyznacznikéw stopnia nieskonczenie wielkiego; ta forma zatem
nie moze byé dogodna w rachunku, przytém rozni sig od formy Wronskie-

1) Przy warunku, aby wrodskian W[Qg, @, @ . . . QuJe= nie byl zerem. Por6woaj
artyku? ,,0 wroiskianach® Prace matematyczno-fizyezne I, str, 24—25.
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go. Z tego wzgledu w nastepnéj rozprawie p. t.: ,Démonstration élémentaire
de 1a loi supréme de Wronski (Mémoires de 'Académie de Belgique, Tome
XLVII, rok 1884) Ch. Lagrang e nadaje wspdtczynnikowl 4, postaé:

Am == E/ll + lF(m)l E111+] + e qj.(m)v E4“m+v + IR ‘y(qn)u—m En (4’)

ktora dla n =co przechodzi we wzér (4) Wronskiego. Metoda, jakié
przytém uzywa, nie rézui sig w zasadzie od metody Wroliskiego, W koficu
dochodzi Ch. Liagrange do nastgpujacego wnioskn: ,,wyrazenie wspélezyn-
nika (4) t. j. wyrazenie nieskoriczone

Ap =B+ Cm), Bpp -+ ... TO1), Enp £ . . ")
wtedy tylko czyni zadogé szeregowi nieskoiczonemu
Flo) = 4,9 -F 4,8 4. ..
jezeli 1° reszta R szeregu
Flo) =49 + 4% + ... 4% +R

dazy do zera, gdy = ronie nieograniczenie; 29 jezeli szereg (4") jest zbiezny,
albowiem wywod powyzszy wymaga, aby wspilezynnik A, byt skonczony
i oznaczony 3° jezeli wyrazenie (4) wspdlezynnika 4, oznaczymy przez Apn
aby byto.

lim 2 (Am - -A-izm) 9m('J}) =0 1)
n=0o0
Warunki te, jak to juz wyzéj zauwazylismy, sg istotnie koniecznemi; sa~
dzimy wszelako, Ze stosowanie ich do rozmaitych przypadkow jest polgczoném
.z wielkiemi trudnodciami. 2)

6. Podamy kilka przykladéw zastosowania ,prawa najwyzszego® w celu
otrzymania rozmaitych rozwinieé, przyczém, jak na teraz ograniczymy sie na
saméj formie szeregéw, nie tykajac pytania o ich zbieznosci i granicach ich
stosowalnosci.

1) Warunkn 3-go niema w rozprawie drukowanéj; autor dopisal go w egzemplarzu
rozprawy, laskawie mi nadeslanym.

2) Mansion, ktéry w,Résumé du cours d'analyse infinitesimal, Paryz 1887 podal do-
wod Ch.Lagrange's powiada o ,,prawie najwyzszém*:, La loi supréme de Wronskiest
une généralisation stérilé jusqu's présént du théoréme de Taylor® (str120)*. Winienem do-
dag, e Ch. La grange zastosowal swojg metodg i do uzasadnienis ,,prawa najwyzszego
dla funkeyi zaleznéj od wielu zmiennych (Développement des fonctions d’'un nombre quelcon-
que de variables indépendantes ete. w ., Mémoires couronnés de Académie de Belgique, tome
XVLIIL, 1885). Do téj rozprawy powrdcimy w dalszym ciggn niniejszego studyum.
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@) Rozwindgeie funkeyj wedlug fakulietow imnéj funkeyi .
Niechaj bedzie
Q, = (p(@))"*=g(@)o(x4-E)p(x+28) . . . plafn—1E)
Jezeli do(x)=0lz) — ¢z — &) jest réznica fankeyi ¢(z), to wyrazenie réznicy
m~go rz¢du funkeyi (piz))" bedzie. jak to nietrudno sprawdzié, nastepnjace:

(m—1)
1.2

AP ((2) = g () Wi— %[(P(fﬂ—i)]’”g +om [o(m—28) ] —
- (1) [p(z—mE) s

Jezell zmiennéj z nadamy warto$é pray ktdréj o(z)=0, to wszystkie 1 oznice,
ktérych rzad jest mniejszy od wykladnika fakultetu, beda oczywiscie zerami L.

A7 (e(z) =0, m<<n.
Napiszmy szereg
Flo)y=Aot 4, (6(2)) 5 A, (o)) %4 Ay(o(@)et . . .
Na zasadzie powyzszéj uwagi wzory Mo 2.¢.d doprowadzaja do zwigzkow
W(n), =0, W(n)y=0 ...
W(m),=0, ®(m), =0 . ;
tym sposobem Wy1 azenie ogllue (4) wspélezynnika 4., sprowadza sie do pierw-
szego wyrazi &, i bedzie
TV Ao(@)A(e(@) A (p(z))% . A(W(m)’“‘” PAF]
TIe(@) (@) Solm) P Sy Sp(a) ]

gdzie wszystkie wielkodei po stronie dr ugiéj nalezy rozumieé, jako wziete dla
wartosel » przy ktoréj o(z) = 0.

Am =

b) Rozwinigeie funlcyj wedbug potey gy funkeyi.
Zakladajac w poprzednich wzorach §=0, dochodzimy do rozwiniecia po-
staci nastepujacéj

I(w) = A, + A o(m)FAyoz)+ .
mozemy jednak wspilezynniki tego rozwiniecia otr zymaé bezpom ednio. W przy-
padku obecnym jest
& =9(), Q =um),
Wazory Mo 2¢, gdy w nich réznice zastapimy przez roiniczki, daja:

O(2),=2 W(w), D(3),=s3. .('x)"

'»IJ(JN)I_):Z"/L)”’“

D(),= 2 mofa) o), =1 f‘grfu) o D= s

345 — —
D= T22w), BNy (0)?, D)= ”—’LII—M ey

icm°
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1w ogéle

Hi—1

<I>(m),‘:ml' :

LF([,J) m—mn

Na zasadzie wzoréw M 2,4 otrzymamy

L.
Yim), = —m]' ! ()

W), = LD nz—}—l)(m—{~ )”('b)”

W(m), = _ (m-1) (m-p2) (m +3) (@

1.2.3

‘Wyrazenie E . przedstawi sie pod postacia

Wdor de(x)? . . . (Zré(w)’”—l aF(x)]
" Wde@) delz)? . . . de(@) T de(z)”

28]

Jezeli dla z przyjmiemy warto$é taka, ktdéra jest pierwiastkiem réwnania
¢(z)=0, wtedy oczywifcie wspdlezynnik 4, sprowadza sie do pierwszego
wyrazu E,, otrzymamy tedy

. dp(zyn 1 d Fo ]

A — Wldpxz de(x ® .
. clzp(sc)’“*l do@)]’

W[dcpm do(x)? .

gdzie po stronie drugiéj nalezy zamiast z podstawié¢ warto$é a, czyniaca za-
do$é réwnanin ¢(z)=—0. Wyrazenie to wspélczynnika daje sie przeksztalcié na
zasadzie uwagi, ze

Wldg(e).d(ez)®. . . de() dg(z)™]

=1l < c(m—DIml de(x) ]m(m-h) )

) Dowéd tego wzorn opiera sig na twierdzeniu I-ém o wrodskianach (Prate ma-
tematyezno-fizyczne, Tom I, str. 7.)

11

Frace matem.-fzyczne T. IL
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otrzym ams.f tedy

e Wdgx de(x)? . . delzy™ dF(z)]
e " ua. . (m—l)!m![d(cpx)]y%ﬂ

Szukane przeto rozwiniecie bedzie mialo postaé nastepujaca:

Fa)
o'(a)

o' aF'a
5'a F’a' ofx) . ..

1
Fr= Flo) + ¢ () + @)

Jezell @ oznacza jakakolwiek warto§é szezegdlng zmiennéj z, niekoniecznie
taks, dla ktoréj ¢(z)=0, wtedy funkeye ¥ przybieraja wartosci

. L

W(m), = — ﬂl'—l- v (@)

- gy ] y

T, = — (mTll) gn—{—Z) o(a)?

Wm), = _ﬁw—ggﬁﬁi{@ (@)

e (mgLyn
Y =(=1)"557,%@
w ogo6le roine od zera, a wyrazenie wspolezynnika A bedzie nastepujgce:

!
Am = o 11

= m-F1)2 N
Eipy l?(“)+ (*—i_?:!*)_‘:'m-}“? P ((L)" + ...

skad mozemy kolejno obliczy¢ wspétezynniki szukanego rozwiniecia. Dla m=0
mamy

g

4y =B, — & ¢(0) + B0 (0 — B, ¢(0)'+- .,

Poniewaz 4, jest widoeznie wartoscig, jaka przybiera funkeya F(x) dla war-
toscl @, czynigeych zadodé rownaniu ¢(z) =0, dtrzymujemy zatém na wyra-
zenie funkeyl F(z) pierwiastka 2z rownania ¢(x) = 0 wzlr nastepujacy:

icm
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. F'(a) a2 L |daFa 1
Fx) = Fla) —zp(a)ka—c,(a) 'F?;!],cp"a F’a;[tp_'(aj]?_ C.

‘Wazdr ten ma zastosowanie w rozmaitych pytaniach analizy, J ez;eﬁ fuﬁkcya
F(x) réwna sie wprost zmiennéj z, otrzymujemy wzor

_ . 1 , 1, 1
mogacy znalezé zastosowanie w rozwigzywaniu réwnan.

¢. Szeregi Biirmanag i Lagrange'a.
Szereg Biirmana shizy do rozwinigcia fankeyi na szereg, postepujacy
wedlug poteg innéj funkeyi. Jezeli Hz) 1 ¢(z) sa te funkceye, to bedzie:

Flo) =4, + 4, 9(x) + 4, 9(2)? + Agp(2) . . .

gdzie
4, = Fla)
_ 1 & (g ) l
A, _WW{(“?(@‘_) )F () |

‘Wzir ten jest przeksztalceniem wzorn Wroniskie go

_ Wde(x)dow@)® . . . dle(z))™* dFx]

Am _ m = m (-
1021 . (m—T1)lm! [dg(zz)] 5

W saméj rzeczy, na zasadzie wzoréw podanych w M 2¢na kolejne obliczanie
funkeyj E, wyrazenie postronie drugiéj daje sie z latwodcia sprowadzié do po-
staci

1 4 1 1 1 AF (=)
ml dg () cznp(m(cch( cx))' ‘ '(az';(w)(fzsv (;f)' o )))

Pozostaje tylko uskutecznié zamiang zmiennych t. j. wprowadzié rézniczkowa~
nie wzgledem @, zamiast rézniczkowania wzgledem o(z) na zasadzie uwagi, ze

GF(m)__dFz) -1 ()
do(@) — dw o -

dz -~ (dg)
de
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Poniewaz ofx) staje sie zerem dla @=a, zalézmy przeto, ze
of) = (z—a)d(e)

gdzie funkcya §(z) nie staje sie zerem dla =0 (zakladamy, ze o jest pier-
wiastkiem jednokrotnym funkeyi ¢(x)); bedzie tedy

()= 4o

A%} =s

a wiec

dF(z) _ Fla) _[z—a,,
(daa (w))x:a— W Lew” @ I

Przez rézniczkowanie réwnosei (2) otrzymujemy

d dFz _ d [dFx a*F 1 o'(z) dF

do () dox — del dw & m) o (x) g @] de

skad

(tzfp cl;l(f::)), — it [ Flo) e d{e)? ] = %[(%)ZF ’(x)]x:a

Kolejne rozniczkowanie doprowadza do wzoru ogdlnego

d rZF) Gl |

: S L (i)J"'] =z gl @ 2]

d
(dt;c% C do du(z)

co bezposrednio stwierdza, ze wzdér Birmana jest przeksztalceniem wzoru
Wronskiego?)

%) W rozprawie p. t, ,,Dowod twierdzenia . Wroniskiego (Pamigtnik Akademii
Umniejgtnodel w Krakowie Tom XIV, rok 1888). Dr. Zurako wski wyprowadza odwrotnie
szeveg Wrotiskiego z szeregu Biirmamnna. Szereg Wrodskiego znany byt dr.
Z. z artykuln Cayleya: ,,0n Wronski's theorem™ pomieszezomego w  czasopiémie

Quarterly Journal of pure and applied mathematics (Nr. 47. rok 1873.) Artykut Cayley'a -

podal w polskim przekladzie Pam. Tow. Nauk dcistych w Paryzu, Tom IV, rok 1874, oraz
A Sggajito wozgsci drugiéj swojéj ,,Algebry® (Paryz, 1874).
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Wzér Lagrangea ma na celu rozwiniecie na szereg nieskoliczony
funkeyi F(a) pierwiastka z réwnania

z=="0-uf ()

‘Wzér ten ma postaé

Flo) = @) + L@ P (o125 L ogayer )]

) i Un

I L 13 .0 dan—1[e(a)"[',<“ﬂ‘l"

i otrzymuje sie hezpogrednio z poprzedzajacego, czyniac

z—0
o(r) = u=—rr— E)

d. Zagadnienie powszechne (Probléme universel) Wronskiego.

Jezeli f, fi, f; ... sgfunkeyami zmienndj z, ktéra moze byé funkeya
innych zmiennych niezaleznych w, v, w . . .; jezeli @, @, #, sa funkeyami do-
wolnemi tychze zmiennych,—tedy wszelki zwigzek miedzy wielkosciami i w,
v, w. ., daje sie, wedlug Wronskieg o, sprowadzi¢ do postaci nastepujacéj

0=1z) + «./,(@) + =fs (@) 1. . .
ktéra nazywa powszechng. ,Zagadnienie powszechne® polega na znalezieniu
wielkoSel niewiadoméj z lub jéj funkeyi jakiéjkolwiek F(z) przy pomocy da-
nych wielkoécl @, @, z; . . . Zagadnienie to, istotnie wielkiéj ogdlnodei, daje.
sig T0zwigzal Przy pomocy ,prawa najwyzszego“l).
Niechaj bedzie najprzéd réwnanie

O=@—a+ndh@+yh@+ ... (m

gdzie ¢y, ¢, . . . sy funkeyami amienndj z; g, ¥, . . . wielkoSciami nieoznaczo-
nemi. Polézmy

V(@) =y b (@) +opd: @+ ..

) Hoene-Wronski, Réforme de In philosophie, Tom IT str. CIX 1. 1847.
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irozwazmy réwnanie
0=(z2—a)+-Et¥ () (n)

gdzie £ jest wielkodeig nieoznaczong. Rownanie (m) jest szezeg6lnym przypad-
kiem rownania (n) dla é=1. Z réwnania (n) otrzymujemy

T—0
=g
Czynige
#0) =~

i stosujge do funkeyi dowolnéj F(z) zmiennéj  rozwiniecie wedtug poteg funk-
cyi o(z), otrzymamy

F(z) = 4o + A,9(2) + Aoo(@)*+-. . .

gdzie wspétezynniki obliczajg sie przy pomocy wzorn

1 am—1

A ___(_._1)ml 2.3...m da"1 [ (@ dﬂ]

Rozwinieciem szukaném bedzie wige

Fa) = Ho) — & [¥(@)D Fa)] +- f—QD [%(@)DFw)]

g

33 D W@DR@)] +. ®)

Pochodne dla skrécenia oznaczyliSmy tu przy pomocy gloski D. W wyrazeniu
po stronie drugiéj W(a)” , jako potega wielomianu, daje sig sprowadzié do po-
staci

ml V (@)™ (Y 92(@) ™= (yshs(@))™s. - .

gl gl amy! ’
gdzie pod znakiem sumy zuajdujs sie wyrazy, odpowiadajace wszystkim catko-
witym i dodatnim wartoseiom wykladnikéw m,, ms m, . . ., czynizeym zado§é
réwnaniu warunkowemu

O PRAWIE NAJWYZSZEM.

M= 9y g g - ..

Uskuteczniwszy to podstawienie w wyrazenin kazdego ze wspélczynnikéw
szeregu (p) i czynige £=1, dochodzimy, po nalezytém uporzadkowaniu wyra-
z6w, do wzoru nastepujacego:

#a)=F() — Y @@DFa) + L D((mroaw«o)—iyg—sbﬂ(@lm))wﬂm)f‘u.
% @ D)+ YL D(, *DF@)+-.
% @, D (4@ DF@) ..

— YD, (a)DF(a))J—‘ﬁfDﬁ(wl(a) b3(a)* DF(@))4-.

4D @) DR YL D @ @aF DR

Wyrazem ogélnym tego rozwiniecia bedzie
Yatr Yot gyt © P .
IPL—%——D’Ll a)# dy(a)t= dy(a)es . .
(e R ()= dolay

p=p Tttt

. DF(@))

Niniejsze rozwigzanie zagadnienia m) prowadzi bezposrednio do rozwia~-
zania ,,zagadnienia powszechnego®. Poniewaz zagadnienie to stanowi n Wron-
skiego drugie ,,wielkie prawo” matematyki i znajduje najobszerniejsze za-
Stosowanie w kwestyach analizy, po§wiecony mu oddzielny artykut.

‘WskazaliSmy niektére zastosowania ,,prawa najwyzszego*, nie wspom-
nieli§my wszakze dotad o najwazniejszém, a mignowicie o metodzie badania
funkeyj, ktéra W ro i skinazwal ,najwyzsza® (méthode supréme). Mysl za-
sadnicza téj metody jest nastgpujgca: W rozwinieciach funkeyj na szeregi nie-
skoriczone az do czaséw Wronskiego szlo przedewszystkiém o obliczanie
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wartosci funkeyj przy pomoey funkcyj tworzaeych; lecz ,prawo najwyzsze“
oprécz téj kwestyi, pozwala podja¢ zadanie daleko doniodlejsze: funkcya Fx)
nie jest dana, lecz ma by¢ znaleziong na podstawie warnnkéw danego zaga-
dnienia. Odpowiednio do tych warunkéw, dobierajg sie funkcye tworzgce @
i za pomoca nich, na podstawie ,,prawa najwyzszego*, buduje sig funkeya szn-
kana. Metoda taka stuzy juz nietylko do oznaczenia wartosci ale i do okresle-
nie natury badanéj funkeyi. Pomyst i wykonanie téj metody godnemi sg po-
znania i dla tego zajmiemy sie nia w dalszym ciagu niniejszego studyum.

WLASNOSCI SZCZEGOLNYCH TROJEK
PUNKTOW TROJKATA.

PRZEZ

8. KEPINSKIEGO.

W ostatnich czasach wiele prac po§wiecono roztrzasanin wiasnodei punk-
tow tréjkata, na ktére przedtém nie zwracano uwagi. Plerwsza z caléj téj gru-
Py whasnodci szezegdlnych punktéw trojkata zaznaczyl w ,Kléments d'analyse
géométrique et d’analyse algébrique®, 1809, Szymon Lhulier, tyle zastuzony
autor podrecznikdw matematycznych dla naszych szkél, ogloszonyeh przez Ko-
misya Edukacyjna. W téj pracy Lhulier zastanawia sie nad takim punk-
tem trdjkata i czworoscianu, ktérego suma kwadratéw odleglodei odpowie-
dnio od hokdw trdjkata lub od Scian czworoscianu ma warto$é najmniejsza. On
rowniez zanwazyl, ze prosta, taczgca ten punkt trdjkata z wierzcholkiem tréj-
kata, dzieli hok przeciwlegly na odcinki, proporcyonalne wzgledem kwadratéw
bokéw przyleglych. W r.1852 Catalan dowiddt (w dziele: Théorémes et
Problémes de géométrie élémentaire, par H. Ch.dela Frémoire), ze 6w
punkt trojkata danego jest srodkiem cigzkosei tréjkata, ktérego wierzcholki
& spodkami prostopadtych, spuszezonych zefi na boki trdjkata danego, jako-
té2, ze odlegtodel owego punktu od jego bokow s wzgledem tych bokow pro-
porcyonalne. Wezesniej juz zauwazyl Grebe (Axchiv von Grunert, t.IX,
1847), ze gdy na bokach trdjkata, czy to wewnetrznie, ¢zy téz zewnetrznie
wystawimy kwadraty, to Srodek podobiefistwa trdjkatow danego i utworzone-
g0 przez boki kwadratéw, réwnolegte do bokéw trojkata danego, jest takim
punktem, iz jego odleglogci od bokéw sa wzgledem nich proporcyonalne. Ma-
thien, Schlémilch iinni zauwazyli inne wlasnosei, ktére, jak sig pozniéj
okazalo, sa zwigzane z owym punktem szczegdlnym. Zas wr. 1873, na kon-
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