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wolnie, a przytém od niepamigtnych czaséw w jednym kierunku; inne, a mia-
nowicie opisana perturbacya, daje wieksze peryodyeczne oscylacye, ale odbywa-
goe sig w stosunkowo krotkich okresach. Dla tych oscylacyj zatém, ktore mo-
g sprawi¢ dtuzsze i wieksze zalewy peryodyczne, pozostaje chyba tylko hy-
poteza A dhémara. Nalezaloby zbadaé, w jakich granicach nagromadzenie
lodéw na biegunach moze sprawi¢ podniesienie poziomu; te kwestya atoli od-
kladam do innéj pracy.

W styezniu 1889 .

0 SPROWADZENIU PEWNYCH CALEK ABELOWYCH
DO POSTACI NORMALNEJ.

PRZEZ

J. PTASZYCKIEGO.

WSTEP.

1. W pracy niniejszéj bedziemy zajmowali sig sprowadzeniem do postaci
normalnéj catki

[P, V) da,

gdzie F oznacza funkeyg wymierng flosel i VER,, m—liczhe catkowity do-
datnig, B, — wielomian calkowity ze zmienng .
Calka ta moze byé przedstawiong jako suma calek

Pdwm
T
f QVE
gdzie P, @, B oznaczajg wielomiany calkowite ze zmienna &, d.latggo foo ogra-
niczymy sie tu na calce téj ostatniéj formy. Zalozmy przytém, ze Wleloml_an
R nie zawiera pierwiastkow o wielokrotnodei wyzszéj nad m, oraz Ze pierwlia-
stek ?E nie moze byé sprowadzonym do pierwiastkéw stopnia nizszego; zafo-
zenia te g zawsze mozliwe. . ) i
Sprowadzenie powyzszéj calki do postaci normalné] obecnie dobrze jest
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znaném; znaném ono bylo jeszcze Abelowi?), jak przekonywamy sie o tém
7 pracy po nim pozostaléj, a ogloszonéj dopiero przed kilku laty.

2. Praca niniejsza ma na celu podanie nowego sposobu sprowadzenia
powyzszéj calki do postaci normalnéj. Przy uzyciu wskazanego tu sposobu
wystarczajg dzialania arytmetyczne, wéwezas gdy inne znane dotad sposoby
wymagaly rozwigzania réwnai @=0, R=0. Sposéh ten wylozony jest
W § IV; udowodnienie zag jego polega na sposobie Abela, ktéry w§ I praed
stawiam w formie najdogodniejszéj dla celu naszego.

Oprdcz tego, w pracy niniejszéj, opierajgc sig na wlasnogeiach calki,
sprowadzonéj do postaci normalnéj, daje rozwiazanie zagadnienias

sZnalezé wezystkie wartosel pierwiastka :

m__

VR,
przy ktérych catka

[Fe B s,

dla wszystkich wartodei funkeyi #, ktéra jest funkcys wymierns ilogei « i f7 R,
— przedstawia sig pod postacig skoficzon, t. j. przy pomocy skonezonéj ilogel
funkeyj algebraicznych i logarytmo wych.“

Rozwigzanie tego zagadnienia jest podane w §V.

Uwaga. Sposéh sprowadzenia, udowodniony w § IV. daje twierdzenie,
z ktorego, w przypadku m=2, ofrzymujemy twierdzenie Hermite'a; w przy-
padku za§, kiedy catka omawiana moze by¢ przedstawiona pod postacia skon-
czong, otrzymujemy twierdzenie Czebyszewa %), dowiedzione po raz pierw-
szy przez Piuma?).

3. Wiasnoci calki, ktére postuza nam do rozwigzania wyzéj wskazane-
L . Pz
go zagadnienia, s3 W zwigzku z pytaniem o przedstawienin calki f Q%—t pod
pqsta:ci@ skoficzong, t.j. (jak to wyplywa z twierdzenia Abela o przedsta-
wienin calek pod postacia skoficzong) podlug wzorn:

X i n__ m__ o m__ M m__
= +3 4 log [o (VB @V R)™ V) ... ¢ (e -V,

glzie X, ¥ oznaczajs wielomiany calkowite ze zmienng 2z, 4 — wspélezynnik

%) Oeuvres complétes, 2 6d., t. IT, str. 210--213.
%) Bullstin des Sciences mathématiques, 1883,
%) Jownal Liouville’a t. XVIIL

4) Annali di matematics, 1861.
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staly. e—pierwiastek pierwotny réwnania z»—1=0, ¢ (o VE) — funkcya wy-

mierng iloci i &VE-

Badaniem tego wzorn zajmujemy sie w § IT; doprowadza nas ono naty"ch-
miast w§ IIT do zadanych wiasnodel catki, wyrazonych w twierdzeniach
AbelaiCzebyszewa. Zauwaze, Ze twierdzenie IV, wskaza_ne w art. _10,
dowiedzioném jest u Czebyszewa tylko wprzypadku, gdy liczba m jest

plerwsza.

§ 1.
1. Niechaj bedzie
B = (o—a)"(z—ay™. . . (8—0)",

gdzie pierwiastki ay, a,, . . . , o, 3 rézne od siebie.
Rézniczkujac wyrazenie

),

™ -] 1——

ot (2= T (p—a) T, () T

otrzymujemy rowno$é

d [w“@—“ﬂ@—@ R G )] (Ot G A G |
@ VE

e VE

. O, s3 wspotezynnikami stalemi, przyezém

ndn .. m
Co=p~+r— — m '

Spostrzegamy, iz dla p= 0; bedzie C, >0, pon%ewaz 'n,-< m; stad wynika,
iz otrzymana réwno§é daje moznosé przedstawienia calki

w ktorgj C,, . .

y_c:d_x (i liczba catkowita > r—2)
VE
za POmocs WZOrl
ﬂb:dw __E—u) (xzci?) o (—m) +’ =§;1,- m;il_m
VE VR ;_:0 VR

gdzie K oznacza wielomian catkowity, 4:— wspélezynnik staty.

2, Rozniczkujac wyrazenie
#, ”;
w

”ny s 5
(=t He—ay) " (e—ay) T, . .(@—]) T,
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otrzymujemy réwnosé

d [ (e—a,) (e—as). . . (z— .
@[ ) (L—a) = (r—w, ] [(Z—Z))“‘i‘l +(:f;—€lb)'* b 0;_(£U—ZJ>A—1—I-'-] ﬁﬁ

(x—0)VR
gdzie Gy, ... ,Ch oznaczaja wspolezynniki stale, przyezém
Co=—u(0—0,) (b—a,) . .. (b—w,).

Spostrzegamy, iz dla wartodci w nie rownych zeru bedzie C, rézném od
zera, jezell b nie jest pierwiastkiem w1elonnanu B; jezeli zas b=a,, wtedy he-
dzie Cy==01 C; rézne od zera, poniewaz

4\,
G :(1 —p— ﬁ)(c@l—ag)((ol—aa) o {tg—m.);
wynika stad, 1z otrzymana réwno$é daje moimosé przedstawienia calki

Z‘ "
f (—(fﬁ—(p——b nie dzieli wielomianu £, ¢ liczba calkowita > 1)
x—0)V K

Z& POmocy Wzort

f dis :K(x-—n:l)(x——uz . (B—a) 13 f H'—:L 2 de
(= (z—

—bVE (m_b)u—l?i}"[% B) f}bg Ad ' f/"E ’

i calki
dz
f (—M (w—ay dzieli wielomian B, u liczba catkowita > 1)
b
Za POmocy WZoru

i=)—2

f e __ K(x:———ag)(w—ag) (.L—[l,;) 4 o (Z"l,
(e—a VR (m~—a1)s*~11/15 f VE

gdzie K oznacza wielomian calkowity ze zmienng z; B A,-— wspolczynnik
staly.
3. Wezmy teraz pod nwage catke

fP[ZJJ
| QR
w ktdréj P, @ sg wielomianami catkowitem.

Korzystajae z trzech wzoréw, dowiedzionych w MNe 11 2 2, catke te moze-~
my wyrazié przez calki ‘
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Jiw Vw1 T
oraz przez calki postaci
dxz . e .
f ————— (2—70 nie dzieli wielomianuZ);
(z—DWER

inaczéj méwiac, calke dana mozemy sprowadzié do caiki
P, dz

f .

VR

w ktéréj Py, @ s wielomianami catkowitemi takiemi, iz stopiet ulamka ‘%
1

nie przewyzsza A—2, wszystkie zad pierwiastki wielomianu @ sa pojedyicze-
mi i nie spr owadzaj@celm do zera wielomianu £.
Bedzie to calka, sprowadzona do postaci normalnej.

§.
4. W celu wyprowadzenia niektérych wlasnodei calki, sprowadzonéj de
postaci normalnéj, zajmijmy sie uprzednio w tym § zbadaniem wzorn
X
YVE

blizéj okredlonego we wstepie.

7

-+ E dlog W, gdzie W —U(Vb’) w“(a]/h) o (oc°VH) * _1(54”1—1?7{),

5. Pochodna wyrazu algebraicznego
X
YVE
sprowadza sie do funkeyi
L
VR
gdzie L, M oznaczajg wielomiany catkowite. Przypudcié mozemy, ze wlamki
X
3o M s nieprzywiednemi,
Niechaj z—a, bedzie jednym z czynnikéw liniowyeh wielomianu

B = (z—0))" (&—ay)". . . (x—a)™.
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. za§ wykladnik dwumianu x— @, w pierwszym wyrazie rozwinigcia

ultamka if;wedhzg poteg rosngeyeh tego dwumianu; widoczna, ze w podobném

X .
rozwinieciu funkeyi ﬁ_’ plerwszy wyraz zawieraé bedzie (z—a, )1' . awiee
YVRB

L p—Ta
plerwszy wyraz rozwinigcia funkeyi —— zawiera¢ bedzie (x— al)lJ w !

M
W rozwinigein za$ ulamka T plerwszy wyraz zawieraé bedzie (z — a, )t

Niechaj daléj dwumian z—b, pierwszy wzgledem wielomianu B, bedzie czynni-
kiem g-krotnym wielomianu ¥; rozumujac w sposéb powyzszy, przekonywamy
sie, ze wielomian M dzieli¢ sig bedzie przez (z—b)—% Z nwag tych wyplywa
ze jezeli wielomian Mnie posiada ani pierwiastkéw wielokrotnych, ani tez
pierwiastkow wspélnych z wielomianem R, jest tedy
Y — staléj,
wielomian X dzieli sie przez iloczyn

(z—ay) (r—a) . . . (z—w.);

7

a wiec wtedy stopied funkeyi nie hedzie nizszy od

m_

YVR
r—T T+

m

.ot

s s . . . . Ly
Zauwazmy jeszeze, iz ten stopien bedzie wyzszy od zera, poniewas ;; <1

—— pochodnéj funkcyi‘—ﬂ—:>Z
MVE YVR
wielomian M nie zawiera ani pierwiastkéw wielokrotnych, ani 4 pierwiast-
kéw wspélnyeh z wielomianem R, natenczas stopien naszego wyrazenia bedzie
nie nizszy od

‘Whnioskujemy wiec, ze jezeli w wyrazeniu

)\_nl—}dnﬁ-{- e 1
m
i wyzszy od
—1.

6. Pochodna wyrazu logarytmowego

=1
%

log W=1og [ c;(li/nﬁ)cp“ (o’cfyﬁ)tpa’ (oz"’],:}fi) e @ (1”"‘1173)]

sprowadza sig do funkeyi
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gdzie P, Q oznaczajg wielomiany calkowite ze zmienng 2. Dla zbadania téj
funkeyi przedstawimy jg pod inng postacig.

Niechaj bedzie y stopieti réwnania nieprzywiedlnego. ze wspélezynnika-
mi wymiernemi, ktéremu czyni zados¢ pierwiastek . Poniewaz dla kazdego
¢ catkowitego > 0 mamy

arti==cy -} ey fm oyl - L L L - o

gdzie ¢ oznaczaja liczby catkowite wymierne, wyplywa stad przeto, ze funk-
cya log W mozemy sprowadzié do postaci

log W=1og L4,/ B) .42 (V.0 (VB . (V)]
gdzie ¢; (i;bfi) sg funkeyami wymiernemi ilosci i 1)/"[_11. Mieé wiec bedziemy ré~
Wwnosé
dlgW 4 m_ mo o me e
L T Ly 1y, (R TR (B2 T )
QVR
Postarajmy sig teraz znalezé pierwszy wyraz w rozwinigeiu funkeyi

wedlug poteg malejacych ilosei . Przyjmijmy, iz pierwszy wyraz w po-

m__
QVR
m__ 1)
dobném rozwiniecin funkeyi ¢; (VE) zawiera ™ ; na mocy ostatniéj rownodel
przekonywamy sie z tatwoscis, Ze za wyraz szukany mozemy przyjaé

Ry 1O nOafn®e? | | ne—Dgp—t

x Zz

P

m_

DVE

ten stopien jest nizszy od —1, wtedy mamy

Jedli za$

‘Whioskujemy stad, iz stopien funkeyi nie przewyzsza —1.

‘9}0 ==0,
a zatém

10 =nW—=,,, n(u—Dy

t. J. wiedy wszystkie funkeye ¢; (VE), dla wartosci Z=o0, pozostajg skonczo-

nemi; wlasnos$é ta bedzie miata miejsce przy wszystkich m znaczeniach pier-

wiastka VE, poniewaz z réwnosei, okreslajacéj funkeys %, wyplywa je-
oVE

A~

szeze rownosé
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P d i & (ol 5}? < 517}7 d,'f-lj"l
"‘*‘—=(—l‘510‘=”!’n(“')ﬁ')'.1 (FVE). (o VR) ..

n Vp—l

D' VE

(@ VRY).

m__

QVE
wzrastajgeych dwumianu x—0>, przyjmijmy, iz pierwszy wyraz w podobném

Dla znalezienia pierwszego wyrazu w rozwiniecin funkeyi wedlng poteg

e . p . )
rozwiniecinilogei ¢, (VR) zawiera (z—b)"; na mocy rownofei, okredlajacéj ba-
dang finkeys, przekonywamy sie, iz za wyraz szukany przyjaé mozemy

D e e e et T o 7
#—b o—0b ’

Ry

Wynika stad, iz w wyrazenin wielomianu £ nie posiada ani pierwiast-

m

QVE
kéw wielokrotnych, ani tez wspélnych z wielomianem A, Jesli zag wielomian
£ nie dzieli sie przez z—b, wtedy mamy

o -
-31_1 =,
a zatém

Wy = =0y ==, ..M,

t. j. wtedy wszystkie funkeye ¢, (V f?fdln wartodel «— b, pozostaja skoficzonemi:

M___
wiasnodé ta bedzie miala migjsce przy wszystkich s znaczeniach pierwiastka VA.
Tiatwo teraz widzieé, ze wyrazenre

P
SVE

nie moze by¢ stopnia nizszego od —1, gdy ©=1. :
W rzeczy saméj, w razie przeciwnym, jakedmy dowiedli, wszystkie funk-
m___ N . . . H_ . .
cye b;(VR), dla wszystkich m wartodei plerwiastka VR, pozostaja skoficzone-
mi dla wszelkiéj wartoSel =, skoficzonéj lub nieskoficzenie wielki¢j. Kladac

"_ m_ m___ 0,
WB=X, 4+ SVE+ SVEL . L X 5=,
mamy réwnosé
m___ m__ m__ o W
m XV BE=; (VB) 40— (o B) = o2i ¢ (a7V B) om0 g, (1) )

w_
ktdra wskazuje, 17, przy naszém zatozenin wszystkie funkeye ¢;(VR), a wiec
1 wyrazenie W, sprowadzajg sie do ilosei stalych.

icm
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7. Rozwazmy wreszeie pochodna wyrazenia
L Alog T,

ktére znajdujemy we wzorze n-1u 4; mozemy przyjaé, ze w naszéj sumie liczba
logarytméw sprowadzong zostala do najmniejszéj ilosei.

Kladace
2 salogw=34-% — ¥
QVE O, VR
z twierdzet n-ru poprzedniego wnioskujemy o funkeyi
B
QVE’

ze stopied jéj nie przewyzsza — 1 i ze wielomian £, nie posiada ani pierwiast-
kéw wielokrotnych, ani t6z wspélnych z wielomianem B.

Tatwo téz dowiesc, 2e stopien téj funkeyi nie moze by¢ nizszym od —1,
gdy 9, =1.

W rzeczy saméj, wypadek przeciwny moze mied miejsee tylko przy

Jjedném z dwich nastepnjacych zalozen: 1-0 kazda z funkey;j

jest stopnia

",

nizszego od —1, gdy jednoczesnie D=1;2-0 wspdlezynniki 4 sumy X 4log W
czynig zado$é réwnanin 3 4 N=0, gdzie N oznaczaja liczby natury wekazanéj
W n-rze poprzedzajacym. Lecz pierwsze zalozenie, jake$my juz wskazali, jest
niemozebne; niemozebném jest i drugie, poniewaz istnienie zwigzku ZAN =0
pozwoliloby, jak to latwo wykazad, zmniejszy6 o jednodé liczbe logarytméw,
zawartych w sumie X Alog W,—a to sprzeciwia sig naszemn zastrzezenin,

§ IIL

8. Twierdzenia § poprzedzajacego pozwalajg udowodnié niektére wia~
snosei catki, sprowadzonéj do postaci normalnéj, t. j. calki

fPl dx
QIR

gdzie

B=(z—a, ) (2~a, )" . . . (z—an )™,

stopien utamka @1 e przewyzsza A — 2 i wielomian @, nie posiada ani pier-
1

wiastkéw wielokrotnych, ani téz wspélnych z wielomianem A,

Prace matem.-izyczne T. IL

k&1
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9. Jedli calka nasza sprowadza sig do postaci skoficzonéj, w takim razie
2ien y polozyé

]"P L 5 A log .

Q. VE

Aby dowiesé tego twierdzenia, zauwazmy najprzdd, iz, skoro catka wyraza sie
pod postacia skoriczong, natenczas mamy (zob. wstep)

m__ m__
QVE YVR
nalezy wiec dowiesé, 1 ta réwno$é istnie¢ moze tylko w przypuszeze nin
76 X=0. ‘
W razie przeciwnym, korzystajge z oznaczeii § poprzedzajacego, otrzy-
mamy zwigzek

fz)_l@:i+EAlogW;

P L 9
QVE MVE ©VE

Tu wielomian A, jak to wyplywa z wlasnodei wyrazei @, 19,, nie posiada
ani pierwiastkéw wielokrotnych, ani téz wspoluych z wielomianem RB; a zatém
stopient drugiego wyrazu (ur 5) bedzie nie nizszy od )\—1—-—v—z-l—imﬁ_b—-m'"—]_ni
iwyzszy od —1, t. j. bedzie przewyzszal stopnie wyrazow plerwszego i trze-
ciego, co by¢ nie moze.

10. Z twierdzenia n-ru poprzedniego, W zwiazku z twierdzeniami § IO,
wyprowadzamy wnioski nastepujace: .
1) Sprowadzenie catki

m___ 1

Pdz
f___

QVE
gdzie P, Q s3 wielomianami calkowifemi, do calki postaci
Y 6 VR
pod warunkiem, aby
5,’”5: funk. alg. zm. % - f EIT{E:L: ,
QVE -V QVR

moze by¢ uskutecznione tylko jednym sposobem.
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) Warnnkiem koniecznym i dostatecznym, aby catka

Pdx

mogla by¢ przedstawiong przez funkeyy algebraiczng zmiennéj z, jest
’ P =0.

fPl d
VR

nie daje sig przedstawié pod postacia skoriczong, skoro tylko stopien funkeyi

£
.

Q,VE
Praykiad. Calka

m) Calka

przewyzsza—1.

" LA
J V(1—a?) (1—k2z?)

nje moze byé przedstawiong za pomocs skofiezonéj liczby funkeyj algebraicz-
nych i logarytmowych.,

1v) Calka
Pdzx
f QVR
nie daje sig przedstawié pod postacig skoriczons, jesli stopien funkeyi P}”

& VE
Jest nizszy od —1, gdy jednoczesnie Q=1.
Przyklad. Calka

dzx
f V(—a?) (1)
nie moze by¢ przedstawiong za pomocs skoficzonéj liczby funkeyj algebraicz-
nych i logarytmowych.

§ IV.

14, Sprowadzenie calki

Pdx
J QR
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gdzie P, @, R oznaczaja wielomiany calkowite I gdzie
B = (z—a, )" (@—da,)™ . . (x— )",

do calki

m ?

Q. VE
gdzie stopien ulamka% nie przewyzsza h — 2, a wielomian @ nie posiada
1

/- Pydo:

pierwiastkow ani wielokrotnych, ani téz wspdlnych z wielomianem R, — moze
by¢ dokonaném za pomoca samych tylko dzialan arytmetycznych.

Zawwazmy najprzod, iz za pomocg zwyczajnego dzielenia mozemy zna-

lezé wielomian, réwny iloczynowi
(—ay)@—ay) .. . (2—),
przez co wyznaczymy odrazu liczhe
A,
a nastepnie mozemy rozlozyé ten iloczyn na dwa czynniki
‘Rl’ ‘RZ k]

‘'z ktorych drugi przedstawia wielomian dzielacy @, a plerwszy — wielomian
pierwszy wzgledem .

Zauwazmy teraz, iz z trzech wzoréw, wyprowadzonych w n-rachli 2
§-uI, wynika, iZ mozemy potozy¢é

e ity (e
Y QVE  NVR QVRE
gdzie M, N oznaczajg wielomiany catkowite. Badajac zad blizéj wskazane
wzory, znajdziemy sposéb dla oznaczenia wielomianéw M, N, P, @, za pomo-
ca samych tylko dzialai arytmetycznych.

‘Widzimy najprzéd, ze pierwiastek v-krotny wielomianu N jest (v4-1)-
krotnym pierwiastkiem wielomianu @; a wige wielomian N moze byé wyzna-
czony jako najwiekszy wspélny dzielnik funkeyi Qi jéj pochodnsj. Wszyst-
kie pierwiastki wielomiann @, sa pojedyiicze i sprowadzaja do zera funkeya @,
nie sprowadzajac do zera funkeyi E; mamy przeto:

Y
Ql - N RZ .
Wyznaczywszy wielomiany Vi Q;, z latwoscis wynajdziemy p, m,—sto-
puie wielomianéw P, M,—pamigtajae, iz stopieri itamka La} mozna przyjaé jako

@

réwny 2—2 i majac na wzgledzie rozwazang réwnosé.

icm
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Dla wyznaczenia wspdlezynnikow funkeyj M, P, za pomocy rozwazanéj
rownosei rozniczlujemy jg i mnozymy nastepnie przez QVE, przez co otrzy-
mujemy

NQ_1RRQ_Q

_uyn @ (,Q
P—M By MRy — B — =20 =B

gdzie f',... oznaczaja pochodne, funkeye zad

9 ¥Q RRQ Q
NN TNE '

przedstawiaja wielomiany calkowite. Zwiszek ten wskazuje, iz przy dzie-

lenin pierwszéj jego strony przez wielomian —(5)—2- powinniémy otrzymaé reszte
1

réwng zeru i loraz stopnia p-go. Z warunku tego otrzymamy réwnania linio-
we, ktére posinza do wyznaczenia wspolezynnikow A réwnania te beda zu-
pelnie wystarezajacemi, jak to wyplywa z twierdzenia I w art. 10.

Znajac wartodel wspdlezynnikéw A, podstawimy je w iloraz otrzymany
przy naszém dzieleniu; iloraz ten przedstawi nam wartodé funkeyi P,.

12, Przyklady.

1) Niechaj bedzie

f Pdx fl()mf’—}—’i 28—2274-154-1 T -5 112 102—1 iz
m__ T 3 .

QVE (@ Fa-1) Vb — o - 4 B2

Mamy

(—a). (2—0;) = (2*—2-1) (242) = 2322,
By =1, R=a™-ux’—a|2;
r=3.

Najwiekszy wspélny dzielnik funkeyl @ = @* -2 -+ 1 i j&j pochodnéj, réwnéj
Bt -1, jest 1, wiee

N=1, @ =zl

Stopien ulamka %:ﬂ%ﬂ jest A—2=1, wiec wielomian P, bedzie
1

6-go stopnia. Poniewaz w réwnosci
fl—"[l{c _ MR fPl dz
Q/E ME J QiR

wyraz plerwszy jest stopnia 3% i wyraz trzeci jest stopnia ¥, wige wyraz drugl
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‘ Mgt 9 . Znajdziem,
M’fl = 331(”" et ?) bedzie stopnia 3%; skad wyplywa, iz wielomian J d _
NVE Vo —ada®— 322 (r—ay) . .. (o—) = wS-to}-1,
21 bedzie 2-go stopnia. B, =1, B, = a1,
Kladac =25
f— 17 ’

, M= axa—{-bﬁ—f‘ﬂa N=u+1, Q =u-H1;
widzimy, ze zwigzek, ktéry shizy do wyznaczenia ilosei Mi P, przyjmuje p=4, m=0.
postac:

Kladac
1024728 —207"4-15284-1 0051 Topt-55-4-1 12210 — 1 i ‘
=,

— Quzhb) (@) (@at—a+-2) _
— (Do) [(w24-25—1) (witwd-1) — & (52 -b2—3) (wi-a-F1)]=P,. dla wyznaczenia staléj o i wielomianu P, otrzymamy zwigzek

=5 490 T 5 1)—a.2 D(Gz1)=(z-1).7,.
Warmnek, iz pierwsza jego strona powinna by¢ 6-go stopnia, daje nam @t +10nt =32t —To—d-afet-ta1)—ade-H1)( =415

trzy réwnania, z ktérych znajdujemy Z warunkn, iz pierwsza strona dzieli sie przez z--1, znajdujemy
=3, =0, ¢==3; a=3;
na Mocy czego otrzymujemy wiee
M=32713, P =2 5p—1. ' =3, P=—3z—3
Tym sposobem calke dang sprowadzilismy do calki Zauwazmy, iz '
e v s SN =
QVE Y (@) Vo —a T P — 352

Tym sposobem sprowadziliémy catke dana do calki normalnéj:
zwigzanéj z calka dang zwigzkiem

3
29Tt — 2o 5 17wt 5 o To4-1004— 8 —Tx—4 3V (z o F1)2 —3dux
[10£9+1w5 2,57—}—10905—]—31% i e e L i e WO f #* 10z B P ;—L;H + fS—, —
o (o) Vb — i 3512 (@21 Vo -1 Vaf Fa<1
(82°14-9) (*f 2?— -1 2) 96—8xp—1 Uwaga. Calka, sprowadzona do postaci normalnéj (n° 10, 1v), a wiec
R S —— f ) R ——— icatka dana nie przedstawiajg sie za pomoca funkeyj algebraicznyeh i loga-
Vot~ do*—3242 (@+o1) Vo' —ai 403012 rytmowych.

7 . " . i) Rozwazajac calke
Uwaga. Calka, sprowadzona do postaci normaéj (n® 10, ur), a wiec

i calka dana nie moga byé przedstawione za pomoca skoriczonéj liczby funkeyj 'x6“2x5+”4‘2933—x2“2ﬁ‘ 1 e,
algebraicanych i logarytmowych. ‘ - (2t —2a*+-0?) Vit L - 1
1) Wesmy znajdziemy

. 7onb, b Q8 T
~ Pdz — [l +104—822—Tx 4dzL’ B =0

VRV @ty raTa

i warto§¢ catki przedstawimy za pomoca wzorn
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o i i it o w S N R [ o .

(2203 4-?) Vot F 241 22—
1v) Caltka
fo 5 24m2t
Ty
(z3-F8)Wai—1

sprowadza si¢ do calki normalnéj przy pomocy réwnosci

352402 2 —— zde
— fo = 2V2*—1 —_— .
e o T | e

Uiwaga. Jesli catka dana przedstawia sie pod postacia skoniczona, to no-
wa catka (n° 9) powinna sie wyrazi¢ przez logarytmy.  Badanie zagadnienia,
ktdre sig tutaj nasuwa, nie wehodzi w zakres pracy niniejszéj; ogranicze sie na
uwadze, Ze rzeczywidcie mamy:

V3—3V—1

f eds Y=y, g e HE+Ve—T
—_— = 02 —— —
" A1 36 Yy __qy— — ———
@87z 6 B3V1 sy
—]/3_—31/_4 SR T
R E g — vVl
T e D
Mm——Vﬁ%—Vﬁ—l

2

jak o tém mozna sie przekonad, wzigwszy pochodng drugiéj strony.
Calke . spotykamy juz u Eulera; badal ja szczeg6lowo

(23 4-8)Vr—1

Legendre; ostatniemi zag czasy zajmowalo sig nig wielu matematykéw.

§V.

13. Twierdzenia n° 10 daja moznosé rozwigzania zagadnienia: , Jakim po-
winien by¢ pierwiastek

VBE= ?(m—al Yz—ay Y. . (m—a ),

aby catka

[P iR,
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dla kazdéj funkeyi wymiernéj Filogel i VE mogla byé przedstawiona za pomocs
skoificzonéj liczby funkeyj algebraicznyeh i logarytmowych?

Twierdzenie.

Aby catha

F (x,ﬁﬁ) dex,
dla wszysthich wartosei funkeyi wymiernéj F, mogla byd praedstawwiong pod po-
stacig  skoticzong, potrzeba | wystareza, aby pierwiastel; I';l—t posiadal  jedne
g dawaeh postact: albo

i n

VE =V{z—a)" ,

albo

n

o I
VE=V(s—a,) (z—a)

Ze warunek wskazany wystarcza, wynika to stad, iz, przy Vfi =Vz—a)",

m_ m _ J—
kladae z—a=2z", a, przy VE=V{z—a) (z—ay™*, kiadac 1

—gm

Bl

sprowadzamy réiniczke F (z, VE)daz do postaci wymiernéj.
Dla ndowodnienia zad, ze warmnek nasz jest koniecznym, dostatecznie
m_
Jest wskazaé calki postaci [ F(z, VB)dz, ktére nie przedstawiaja sie pod po-
stacig skoriczong, skoro tylko pierwiastek V2 nie posiala jednéj z dwich form
powyzszych.
Pz

.

QVE

14. W tym celu dowiedsmy, iz trzy nastepujgce calki postaci f

w2y .
@) (5 » gdzie s~y <, A > 2:
V(s—ay ys(a—ag)™.. . (—a )
. L2z X o
B) j = s gdzie n—n,t b, =, A> 9,
V(z-=ay y"s(oo—dtg)s...(—tt7)
dx .
©) (5 - gdzie n—-ng—.. -, = m,

V(z—ay (w—a ). (m— 5 )

nie mogy by¢é przedstawione za pomocs timkeyj algebraicznych i logarytmo-
wych.

Rozwazmy calke (A). Poniewaz w niéj Q=1 i stopien fonkeyi P réwna.

@
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: d - . B
sie 2—2, stancwi wiec ona catke postaci f &3 mx_. Stopiefi funkeyi ——2— jest
Q VA Q VR
2 o
m

, a wiee, przy -y < miA>=2. ten
stopieni bedzie przewyzszal —1; wnioskujemy stad (n® 10, mm), ze calka (A)
nie moze byé przedstawiona pod postacig skonezong.

rowny A—32—

P, dx
m_"*

VR

- . B , .
Iy == m 1 A> 2, stopien funkeyi —L— przewyzsza —1, calka wiec

M.

Wezmy catke (B); stanowi ona calke postaci f Poniewaz, przy

1
(B) nie moze sie réwnaé funkeyi skoficzonéj. .
Rozwazmy nareszcie calkg (C). W niéj Q=1 i stopien funkeyi £/Q
réwna sig zeru, a wiec nie przewyisza A —2, poniewasz, oczywiscie, przy
7+ ...~ w’>m musimy mie¢ A>>2. Calka wigc nasza jest postaci

fPi‘l"”. W niéj Q=1 i stopien funkeyi —2—rowna sig — AT T M

Q.VE Q.VE "
a wige, poniewaz n—y—+...-m >m, stopiei ten jest nizszy od —1. Calka
wige (C) nie przedstawi sig pod postacia skoficzona (n° 10, 1v).
Twierdzenie n® 13 jest przeto zupelnie dowiedzioném.

Peterhof, w maren 1880 r.

0 TEORYI CYNETYCZNEJ ZJAWISKA JOULEA

PRZEZ

WE, NATANSONA.

1. Badania nad zjawiskami cieplnem, zachodzgeemi przy nagtych zmia-
nach cisnienia w eialach gazowych, rozpoczal Dalton. Ga y-Lussac, dela
Rive i Marcet prowadzilije w dalszym ciggu; lecz nie zdotali ich wytlo-
maezy¢ inaczéj, jak za pomocy hypotez o dziatanin substancyi cieplnéj na ma-
terys wazks, ktére dzi§ wydaja nam sie niedorzecznemi; choé przed pék wie-
kiem jeszcze byly otoczone uznaniem. Dni tych hypotez juz byly policzone.
Mayer odgadt prawde, a Joule wykyyt ja indukeyjnie, W rozprawie ,,On the
changes of temperature produced by the rarefaction and condensation of air
(ktéra w Czerwen 1844 r. przedstawil Towarzystwn Krolewskiemu w Londy-
nie a wydrukowat w , Philosophical Magazine® za Maj 1845) Joule dowiodt,
ze ,cieplo, wytwarzane przy Sciskanin powietrza, jest objawianiem sie pod no-
»Wym ksztattem potegi mechaniczné, zuzytéj przy Sciskaniu.“

Rachunek Mayera (i podobny dof rachunek Joule'a), ktéry prowadzit
do zmalezienia wielkosci mechanicznego réwnowaznika ciepta z wielkodei owych
zmian cieplnyeh, zasadzal sig na praypuszezeniu, ze gazy nie ulegaja zmianom
temperatury, gdy, rozprezajac sig, nie moga wykonywaé pracy mechanicznéj.
J oule wypelnil naczynie miedziane (0 objetodei 136Y, cali szesciennyeli) po-
wietrzem pod cisnieniem 22-ch atmosfer; zamknawszy je 1 zlyczywszy z den-
giém pustém naczyniem (o obj. 134 cali szedé.) za pomocy krotkiéj rury, otwo-
rzy} kran. (Obadwa naczynia byly umieszezone w kalorymetrze, ktory zawieral
16'/, funtéw wody.) Rozprezenie nastepuje, na termometrze kalorymetru (po
zamigszanin wody) Zadna zmiana nie jest widoezng. Dzi§ wiemy, Ze nieznaczne
ozighienie musiafo zaj$é w tém dogwiadczeniu. Weding Sir W. Thomsona
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