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PRZEZ

M. CIEMNIEWSKIEGO

1. O PEWNYM SPOSOBIE REDUKOCYI CAREE WIELOKROTNYCH.

‘Wiadomo, ze obliczanie calek wielokrotnych o tyle jest mozliwém, o ile
daja sig one sprowadzaé do calki pojedyticzéj. Czynnodé ta, zwana redukcys
catki wielokrotnéj, najczesciéj daje sie uskutecznié za pomocs zamiany zmien-
nych. Trafnie dobrane nowe zmienne, majace zastapié pierwotne pod znakiem
catkowania, czgsto utatwiaja bardzo redukeys i obliczanie calki wielokrotnéj.
Sposéb zamiany zmiennych nizéj przedstawiony odznacza sig tém: 1) Ze moze
byé stosowany do wielkié] liczby calek; 2) Ze za pomocg tego sposobu argu-
ment funkeyi ogélnie wyrazonéj pod znakiem ecalkowania daje sig wyrazié
w jednéj tylko zmiennéj; 3) ze calki, do ktérych sposéb tep sig stosuje, nalezg
do rzedu catek, majgeych liczne zastosowania praktyczne.

Przedstawimy ten sposéb przedewszystkiém na calce podwdjnéj, a na-
stepnie dopiero zwrécimy sig do catek bardziej zlozonych.

Niechaj bedzie dana calka podwdjna:

a= f ff(x—}—y)dxdy. . o
z warunkami dla granic:
zfy<1
o) ®

Oznaczajac granice z warunkéw (2), bedziemy mieli catke oznaczong
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1i—z

o= ([fotyandy @)

)
Catks te sprowadzimy do calki pojedynczéj za pomoca podstawien
ety=& 1 y=1v, skad @=i—7 &)

Zadanie zamiany zmiennych w calce oznaczonéj, jak wiadomo, sklada sie
z trzech czedciowyeh zadan:

1) wprowadzenia nowych zmiennych do funkeyi pod znakiem calkowa-
nia; 2) wyrazenia w nowych zmiennyeh iloczynu d dy; 3) okredlenia granic
catkowania przy nowych zmiennych.

Co sig tyczy pierwszego punktu, oczywiscie

fle+y)=71E)

Co do drugiego

Wreszeie co do trzeciego punktn, wprowadzajac nowe zmienne do warunkéw
(2), otrzymujemy

E<l, E—1=0, 71>0;

skad wynika, ze

0= fjff(&) dedn 5)
00

Leez czynnik f(E)dé jest stalym w granicach calkowania wzgledem v; biorac
go przeto za nawias i catkujac wzgledem 7, sprowadzamy calke dana do poje-
dynczéj

o ff(&)ecze ©

Jezeli w szezegolnodel
fl@) =@ty
to
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11—2 1 1
3
‘[ﬁx—}—g/)ﬂdm (Zy:ﬁ%l&:o/%..—_—%
00 0

Weimy teraz pod uwage calke bardziej zlozong

o= [ ﬁc(ﬁ ) dz dy
z wartnkami dla granic.
mm,_i_ynél, mgo y:>:0 (8)

Przypuszezamy, ze liczby m i n s dodatnie. Przy warunkach (8) catka przed-
stawia sig pod postacia

[far—tymyasay ®)
00

Wprowadzamy podstawienia

x"‘—,—J"—& Jar__n czy]i w:(e_n)l/m R yz.quu

stad
2z 1 JRUL N oz
-G;E—W—Z.(E—-q)m 3 gﬁ —E(E—"l])m
¥y w_1,1,
ag ? M
a wige
Bz 3y  dx oy 1.1
doc dy = _m ————— 3 == —(5—1) m ‘e L
W 2 o E)d @ fmn(g K dkdq

Warunki zag (8) zmieniajg sie na nastepujace

E 21’ (E_.'ml/m:z 0 uql/n—_>_ 0

Iub téz
E—1=>0, 71=>0 <1
skad N
0<té<l i 0<<n=<cé
Przeto -
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= / /f(f:)(&—n) g 10)

[}

Otrzymaliémy calke postaci prostszéj, anizeli calka (9), gdyz prodeiéj wyra-
7ajg sie granice catkowania, oraz argument funkeyi f, ktorg mozna teraz wy-
niedé za znak catkowaniu wzgledem v; bedzie zatém

- nm[f(g) dgj(i—n) w L —1dYi

Aby za$ wyprowadzi¢ zupelnie zmienng & z pod znaku catkowania wzgledem 1,
a zarazem téj ostatniéj catce nadaé granice stale, wprowadzamy w niéj pod-
stawienie

n= &,
wskutek ktorego bedzie

71’”7/

1
= f © gl ﬁl-—t)‘fxﬁr 1
p

Calka wzgledem ¢ jest to tak zwana funkeya beta

1 1
slL 1) T (W)T(W_)
[ w)= RSy
m 7
Ostatecznie wiee
I e TR
f ﬁ(mn ) dandy= _ﬂ% / FE et at (1)
2% wmI’( + )u
m k3
Przypusciwszy
X == 5 y= %l

gdzie o i b sg wielkosei state dodatnie, otrzymainy warunki dla granic

o \" Y\ Zy Y
Gl +Bf=1 220 =
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_dz, oy,
de = - dy = -

Skntkiem tych podstawien i zastepujac ilodel z, y, pierwotnemi z i y, otrzy-
mujemy

% n

"‘ g/ " _ab m n Lot e 9
fff () b)]clmdy ffﬁ)é S (12)

HMZ
]IL

Przyktad. Za pomocy wzoru (12) mozemy obliczyé objetosé 6sméj czedel
elipsoidy, zawartéj w przestrzeni wspéhrzednych dodataich. Réwnanie téj eli~
psoidy jest:

L+ o=

cﬂ

‘ Wspomnibana czeSé objetosei elipsoidy wyraza sie catky:

v= [I fdxclydz

y‘.’ z2
FTast

z warnnkami dla, granic

a wiec tak:

5y J-(-G) bVl—()

l/ y
b= f[ /;Zxdydz = off 1—~ a — Z) de dy

Kladac we wzorze (12)

i pamietajgc ze

rl)=vr, aw=rnte, 1o=1,

otrzymujemy
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v oa ( ) rab 2(1_5 o mab
=T ]m Bae=— / =
stad
= e

a zatém catkowita objetodé elipsoidy
V=*nabc

Zastosujemy te metode zamiany zmiennych do calki wielokrotnéj:

Q fo . -ﬁ(mxmﬂ‘f"xz"“"}’ coo T myn ) diny dizy . (13)

z warnnkami dla granic
@y <11 (14)
Wprowadzamy podstawienia

gt A=,

By by, my==Fy, . .. 2" ==§,

czyli
L . L
o=k —&—&—. . —L)m i 2y =F;
‘Warmiki (13) przedstawig sig tak
E<ly f—bH—&—...— &> 0; &=>0; &=0;... £.>0
lub ‘
0<£,,<&1——£2-— f— < < £ —C by 3 0 <<b < <1

‘Wyznacznik funkeyjny D, bedacy wspétezynnikiem iloczynu rozniczek nowych
zmiennych pod znakiem catki wielokr otnej, w tym przypadkn bedzie


GUEST


234 M. CIEMNIEWSKIL

dx, 2, 2y
.D——-g‘&;vé_‘- . -,‘gn
poniewaz
350,' .
E
, 2, 1
Przytém % m‘;(ax o —Ey)m
E’x,: 1 & ]l -1
e Ey
ok mi
wiee
1 ENN Y T RS
=Wﬂ(gl —_ &2 —_— . ,’ —_ En)m1 Ezmﬂ e nén’”n
Otrzymujemy przeto

Ey—EammEgp 1.

1 £
1 . " Ly
[ R g R—— m, 5 . By Cy, ’”x 2y 2
= Wy Wy .. . m;.ff(gl) dglfgg ’ @ ﬁ EQ ¢ ) E %
1] 1]

Pod znakiem catkowania wzgledem &, wprowadzamy podstawienie

E=( —f— ... — &)t
i wyprowadzamy czynniki stale wzgledem &, za znai{ catkowania, otrzymuje-
“my wtedy catkewzgledem &, rowna B (;1}: ’7}[;)’ ktoéra tu wyprowadzamy przed

znak calki i wten sposéb znizamy o jedno§é rzad calki wielokrotnéj. Toz
dziatanie powtarzamy z calks odnoszacg sie do £,—1, wprowadzajac podsta-
wienie:

&1441:('5] - &2-—~ e En—?)f‘
Prowadzac daléj podobne dziztanie, otrzymujemy ostatecznie
T f(—l-)-- ol £ :
0y mz My f'f ()8 + + T

:m1 My o o Wy
(m +m } m,)
Gdyhy warunek dla granic calki @ wyrazal sig w formic o™ 4 @y . ..
- <<r¥, to oczywicie granica gérna catki w wyrazeniu poprzedza-
jacém bytaby réwng 7+,
Wprowadzajae w calce (18) podstawienia
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“ wll x., z 14
Ly == —, x2:—2, e R)u:—"—
Ty Qy,

otrzymujemy wzor na redukeya nowéj catki

1y m,

JE S

Ap—l

o= f ....... f ERHE o+ ) e o

1 1 1

I'—| I'[—}....

_:’a/l Gy .o o Oy (ﬂll) (HZB) r (}H:,,) f(E S + + .+.__1 at
Ty .. My P( + ™

"y -+ m,,)

my ',

Przyktad. Obliczyé moment bezwladnodei kuti jednorodnéj, ktoréj sro-
dek znajduje sie w Srodku wspéhrzednych, wzgledem jednéj z osi np. osi 2.
Moment bezwladnoscl wyraza sie wzorem
J=Zms?

gdzie m oznacza mase elementu kuli, a & odlegloéé jego od osi Z; summa roz-
cigga sie na caly objetosé kull.
Oznaczajge przez p gestosé elementu, przez Av jego objetosé, mamy
m == pAv=pAndydz
B —=g2-y?
stad

J=lim $ 3 ¥ p@ly?) AzAyAz=p f f f o (@) dodyds
@y 3

Dla ntatwienia zadania, wyliczymy tylko moment bezwladnosei osméj ezescl
kuli, zawartéj w przestrzeni wspéhzednych dodatnich. Poniewaz wszystkie
osiem czedei znajduja sie w jednakowych warnnkach wzgledem osig, otrzyma-
my w ten sposéb osma czesé momentu bezwladnosel catkowitéj kuli. Warnnki
dla granic catki J/8 bedy

iy g < x>0 y=>0 #=>0
stad

r ]/r g ]/Tzl;q

% =0p f f f (x2-y?)dady dz
: 0 0 0
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Catkujac wzgledem z, bedziemy mieli

, Vo—a
J

§=r [ [erpr=te oy
Uwazajac funkeya pod znakiem calkowania, jako funkeys wielkogei 22 - ¥2,
J
otrzymujemy na zasadzie powyzszego

Jf 1\
s_ 1t
g= "

- _ mpy

4nmﬁ”£ﬁ 15
U

skad

mamy

lub tez oznaczajac przez M catkowity mase, a przez V catkowita objetodé kuli,

Te same metode podstawien zastosowaé mozna do catki Liouville'a

z warunkami dla granic

@ >0
‘Wszystkie a i p, jakotez % sa to wielkosel dodatnie.
‘Wprowadzajac podstawienia

Q= f / f oy @y - ogmye .. o, e Yoy 5yt 2, o dity ... A,

0@ - P L L e <R

o @ P b oy L a =6, agmy==§,, .

xgzo xn>0

otrzymujemy w rezultacie

G\ p(%
B ) r&)d)m
O

1

s Uy == & )

T (%) »
\Pa

n Oy mf) [ f ST
N AR

icm
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2.

0 ROZWINIECIU CALKI OZNACZONEJ NA SZEREG.

Niech bedzie

|30}
QLo
-1

Rozwijajge na szereg Maclaurina funkeys pod znakiem catki ozna~

czonéj i calkujac nastgpnie oddzielne wyrazy szeregu, otrzymujemy w rezul-

tacie calke oznaczona, wyrazong za pomocs szeregu nieskonczonego.

0= ﬂ(w)dw:,

wedlug powyzszego otrzymujemy

=00
Hitla—git1
m—zgg+m

£(0)

W przypadku, gdy gérna granica =ua, dolna za$ réwna jest zeru, mamy

1 !
@l_m £(0)

‘Wreszeie, gdy gérna granica ==0, dolna zas

== —a, bedzie
Fe =0 a2t _
[f@yde=2 ¥ gy MO

=0
poniew=: wyrazy z pochodnemi rzedu nieparzystego znikajs. . .
W metodzie t¢j, jak i w innych opartych na rozwijanin w szereg nieskof~

czony, trzeba mie¢ na uwadze warnnki dotyczace zbieimosci 1 w ogéle mozli-
wosci przedstawiania funkoyi za pomocy takich szeregdw.
Niech bedzie

©= ﬁ‘(w)dﬁc

o bedzie funkcya zmiennych & i 4. Przypuszezamy, Ze

b=y (k1)
a=v.l)(k, i)

gdzie t jest wielkoseig zmienng, & zas stala; catka  bedzietedy funkeys zmien-
néj ¢ { moze byé rozwinigta na szereg wedtug poteg ilogci ¢
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X t (d'w
o= X ilw),
=0
Pierwsza pochodna funkeyl o wzgledem ¢ oblicza sig W sposéb nastepujacy

do _20db | 2ewda cl(p
T=n T = 0GR

Majac pierwszg pochodng, obliczamy tatwo nastepne, poczém ktadae wtych po-
chodoych ¢==0, a zamiast # podstawiajac jego wartosé wyrazong w furkeyi
zmiennych ¢ i b, bedziemy mieli szereg postaci zadanéj.

Z pomiedzy réznych szeregdéw, jakie za pomocy tej metody otrzymywad
mozpa, wyszczegolnimy tylko kilka.

Wezmy pod uwage, jak poprzednio, catke oznaczong w ogdlnéj formie

o : [b f)dz

i przypusémy ze

be=Ik-1¢
a=k—1t
stad
_bta _b—a
k== =

Na zasadzie powyiszego bedzie

=D {0 ) = 1 ) — 1), W= =21}

&g o' =)~ F@)=CF1) — Flb—1), wa"-—-o
s O=FOFP@=EYFPE—0, o=

Widzimy wiee, ze w ogéle pochodne funkeyi w rzedn parzystego znika-
Jg dla ¢==0, pochodne za$ rzedu nieparzystego wyrazaja sie w formie

OyEHD =2 (k)

Z tego powodu szel'eg nasz przedstawia si@ w uwaZa.nym przypadku tak:

- 141 @ 921
Z(2z—1—1)l 2(21—[—-1)1f ()

=0 =0

‘a stad:
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o= ]ff(x)dx— s werni (Y

[

(m)

=0

Podstawiajac zero zamiast ¢ i & zamiast b, mamy

ff(x)daz—-. %ﬁ{(a)

‘Wreszcle, zamiast & podstawiajac a, a w miejsce a podstawiajac —a, otrzy-
mamy

ff(x)dm_ZE (92—[—-1}' 7% (0)
=0

Za pomocy téjze metody mozemy wyrazié catke oznaczong przez sze-
reg ze znakami naprzemian idgcemi. Przypuszezamy w tym celu, ze

=+t a=a
to
v'= (2_0; = % % :?—f(b) =fatt) , of=F(a)
o'=f(aH) , o'=f(a)
it.d.
iw ogéle

o =fi-1(a),

Stad na zasadzie powyiszego

o="3 L@
lob wreszcie
= f fer="3 L5 pr(a).

Niech teraz w szczegélnym przypadku bedzie 5=0, to
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[feyis——[f@yie="3 (1@
Tub tez
Jrym="3" (1= & p=ri0)
0

=1

Znaki w tym szeregu idg naprzemian.
3

Calka v = f fle)dz, jak widzimy z powyzszego, daje sig przedstawié
0

w trojaki sposéb =
o="% 2 p00)
=0 [y a
o= 2 pF 22—}—”' fz ( )

=

0="% (-1~ L@

=1

Przyklad 1. .
© = f xe® dx
tn A= )=o) o=t . . . ¥ (@) =e (0-2),
A 0)=2¢.
Stosujac tu wzér (m) mamy:

=00 =00
4 \* - =48
o=2 2 e Efeasy

gdzie
2 3 _
S=1o3t+1o3as T1agaser T

z drugiéj strony
1
2
0= f rerdr— / (awer—e”) =
=t

—1
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stad

Znajdujemy przeto? .2Wiazek miedzy szer egiem dlaliczby e i szer egiem S, odzna-~

czajacym sig zbieznodeis wwysokim stopnin, gdyz stosunek X4 + dwu po sobie

idacych wyrazow.

1
w @B @ MJ- )( ) T D)

szybko maleje w miarg jak < rosnie. J uz, gdy i=1, mamy

Uy
Uy

=1
T 10
iy + 1 1

gdy przeto w ogdle —— < ho <1, szereg jest zbiezny i, jak widzimy,
Wyrazy jego szybko malejg.

Prayktad 2.

W wyrazenin ogdlném calki oznaczonéj wprowadzamy oznaczenia

b=p 4y i =p—y,

wtedy wzor (m) przedstawi sig-w sposéb nastepujacy

j fla)da= / f(w)dw—2 X (%H),f ()

Na zasadzie tego wzorn rozwijamy catke na szereg:
i

530 VI (y-24)
—3 ) ==2er ¥ 2727
®= jﬁwe i ) \ 2Z+1)yc (n—-29) e“ 2, TEE),
Z drugiéj strony
ad
—_—/e’(w—l]:el*‘}"*(p—{-—‘)—l)—ei““‘(p.—‘/—l)
e

skad

e fy—1) — eb—y(p—y— 1) ety —1—ev (p—v—I(
e+ QM

B et | Vit d) | i)
=T+ 123 Tisss Tt

Prace matem, fizyezna T. IT 16
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Przypuszezamy wreszcle, Ze v=1, wtedy

p—pt2 _p w2 s pt-6
5% =1 T2 T +713 ARl

62—
2 1.2.3 2.3.4.5 .2.3.4.5.6.

Aszeby zbadaé warnnki zbieznoscl szeregu po drngiéj stronie znakn réwnodel,
bierzemy pod uwage stosunek dwu po sobie idacych wyrazéw

wigq  pp242  ptB o2 1
PYOR TV R GV T s " (26--2) (21-3)

2 1
— |
‘(1 ‘ p.—)—-2i) T @)
Stosunek ten zmniejsza sie w miarg wzrastania . Gdy =0, %: (1 —}—%) %3—
‘0

Oczywié‘cie% <1 wtedy, gdy
‘0

1| LY

2
1+@<6 czyli w>
e e by 2\ 1. s e
Jezeli za§ i=1, to 0= (1 + e} +2) T ten ostatni stosunek mmniejszy jest

od jednodei, gdy p>— % Tatwo przekonaé sig przeto. ge szereg jest zbie-

znym i wyrazy jego szybko malejg dla dodatnich wartosci ilosei . W razie
1. Ujemnego, pierwsze Wyrazy szeregubeda ujemne, dalsze zas dodatnie, poczy-
najac od 24, wigkszego od wartodci liczebnéj ilosci .

0 PREDKOSCI DZIALANIA CHEMICZNEGO POMIEDZY
GLINEM METALICZNYM I LUGAMI ALKALICZNEMI

PRZEZ

J. J. BOGUSKIEGO i J. ZALESKIEGO.

Badania nad praytoczonym w tytule przedmiotem, rozpoczete przez je-
duego z nas jeszcze wr. 1886 ), prowadzilismy w dalszym ciagn w rokn 1889
w Pracowni Fizyczné] Muzeum Przemysiu i Rolnictwa w Warszawie. Metody,
stosowane w celu otrzymania prediosei reakeyi, jako funkcyi temperatury
i stezenia lugéw alkalicznych, byly bardzo rozmaite i roznily sie zaréwno od
metody, za pomocg ktdréj jeden z nas badal predkosé rozpuszczania sig mar-
mure w kwasach 2), jak 1 od metod stosowanych przez W. Springa w tymze
samym celn3). Predkosé reakeyl wyznaczyli§my wprawdzie z ilosel wydzie-
jacego sig wodorn, ale samo sbieranie i przechowywanie gazu musiato w cig-
gn badania ulegaé deznym zmianom, 28 wzgledu na nastreczajace si¢ W ciagn
badai trudnosel.

Szezegdlowy opis metody badad przyjetéj ostatecznie, réwnie jakiotrzy-
mane dane mamy zamiar oglosié na inném miejsen — tu wige ograniczamy sie
na praytoczenin gliwnych tylko wynikéw:

19 (lin handlowy (francuski i niemiecki) w blachach i drutach rozpu-
szeza sie w lugach alkalieznych mniej prawidtowo, anizeli marmur (Boguw
gki) lub cynk (Spring), wskutek czego do reakeyj, w ktorych glin przyjmu-
je ndzial, nie wozna stogowad wzorn

1) Pogiedzenie komissyi staléj 1-6j Towarzystwa Ogrodniczego, &. 6 pazdziernika.
%) Patrz Kosmos I tom p. 459. x. 1876.
3) Annales de Chinmie et de Physique, 3-e Séris t- XTI n. 3. 1887. 3-¢ Série

£, XIV n, 12. 1887. '
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