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Stosujac wiee tok rozumowania, zaznaczony powyzéj, wnie$éhy nalezalo, ze,
przy odpowiedniém @(b—a), lewa strona réwnania (1') rézni sie tylko czynni-

kiem statym od wyrazenia w nawiasie po stronie prawéj réwnania (2) t. j.

wnieS¢by nalezalo, ze

4p—ay2{a—a)(@—h)+3a—bA =N (—a)He—tol—a)),  (2)

co oczywiscie jest niemozliwe.
Gdyby zas$ p bylo taks funkeya np. p=—=(z—a)? -+ (z — D)2, izby nie bylo
potrzeby mysleé o tem, aby ,sie zabezpieczyé® od pierwiastkow wspdlnych

réwnai p = 0 18—2;:0; to réwnanie (1) sprowadziloby sie do réwnania

f'(z—a, —0) =0 i, nawet przy toku rozumowania autora, nie wypadloby
réwnanie (2).

Krakdw, 7 maja r. 1889,

Na powyzéj poczynione przez prof. Baranieckiego uwagi o artykule
moim zgadzam sig w zasadzie zupelnie, tém wiecéj, Zze blad swdj spostrze-
glem sam nieco nawet wezesniéj, ale, niestety, i jednoczednie zapézno, aby go
jeszcze mozna bylo w Tomie I ,Prac sprostowaé. Korzystajac z nastrecza-
Jjacéj sie obecnie sposobnodci, daje ponizéj dowéd prawa Gaussa, zdaje mi sie,
zupélnie poprawny. Wt G.

DOWOD PRAWA GAUSSA, KTORE DOTYCZY
BLEDOW PRZYPADKOWYCH.

PRZEZ

WI. GOSIEWSKIEGO.

W obec watpliwodei, ktére rzucily na prawo Gtaussa ostatnie prace
Bertranda, sadze, ze praca moja jest bardzo na dobie, a jezell jest przytém
szezesliwie ndaty, watpliwodel te usunie. Okazuje sig bowiem, Ze prawo sre-~
dniéj arytmetycznéj jest ogélnie prawdziwe.

§ 1. Przyjmujemy jako pewnik, ze prawdopodobienstwo popelnienia
Dbedu jest funkeys ciggla bledu, od niewiadoméj wyraznie niezalezng i dajaca
sie wzgledem téj niewiadoméj rézniczkowaé. Jezell wiee x oznacza niewiado-
ma, & x, — jéj wartosé dostrzezong, prawdopodobienstwo Dbledu z—w, bedzie
Qu@—2,).

§ 2. To wiedzae, przypusémy, ze dla oznaczenia niewiadoméj x mamy
jéj miary dane z dostrzezenia:

Ty, Foy 5« o 503
wiwezas réznice:
By, B—Lgy « + + ,5—Tn 1

oznaczaé bed bledy prawdopodobne, a prawdopodobiefistwo popelnienia tych
bredow wyraza sig iloczynem

P= o, (&—;) ¢ (0—1,) - Lo (— )
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§ 3. Przy uwazaniu bleddéw (1) za sumy ewentualne, ktéryeh prawdo-
podobienistwa odpowiednie sg:

B (w—), 0 (=) s -+ ., (0—),

prawdopodobiefistwo posiadania sumy
ne = (2—a) 4 @) . . .+ (0—22) &)

wyraza sie, jak wiadomo 1), réwniez lloczynem P.

Wedlug okreflenia § 1, prawdopodobienstwo popetnienia bledu ¢, wyra-
26 sie powinno w ogéle przez ¢(c); wige prawdopodobienstwo powtérzenia sie
n razy bledu e w n probach, lub innemi stowy, prawdopodobienstwo osiggnie-
cla W ten sposéh sumy ewentualnéj ne, bedzie, jak wiadomo: [¢(=]

Lecz sumy ne, majgce sie osiagnaé dwoma powyzszemi sposobami, §3
tylko ewentualne; zatém sg sobie réwne pod warunkiem, ze ich nadzieje ma-
tematyczne sg réwne. Stad mamy tozsamosciowo:

ne P=mne[d(s)]",
lub proseié;:
P=[45)]", ®)
gdzie przez e rozumieé nalezy jego wyrazenie z (2).

§ 4. Rozniczkujge rownanie (3) wzgledem i dzielac przez P, znajduje-
my nowe:

P e'(e)

ér_,
de

ol e

ktére, po rozwinigein i podstawieniu

=T jgng”(m’ g%:lﬂ(u),

¥

daje sie napisaé tak:

AR+ hilw)=np (AT )

i spelnia sie réwniez tozsamosciowo.

1) Jezeli a 1b oznaczajg sumy ewentualne, ktorych odpowiednie prawdopodobiefstwa
s3: pig, to znaczy, ze prawdopodobiefistwo osiagnigeia sumy a jest p, a sumy b —jest ¢;
wowezas prawdopodobiefistwo osiggnigeia obydwoch sum razem a i b, czyli sumy a5, jest
z}ozone z p 1 g, a wige==pg; regula t4 nie zalezy od znakéwaid, jesliosiggnipeie sumy ujem-
néj uwazaé bedziemy za j&j stracenie. Przez a-+b nalezy tu wige rozumied sumg algebraiczna.
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To prowadzi znowu do réwnan

o) V)
Bl b 2erte)

w ktérych o i o oznaczajg stale, i ktdre po zealkowaniu daja:
Dpe (’!b) —_ 71'P~ e—wut - a LI)(U/) —=fe—wttau (_1)

rozumiejge przez hy, 1k nowe state, ale dodatnie i mniejsze od jednogci; z po-
wodu za$, ze ¢.(c0)=0 i ¢(o0)=0, stala v jest takse dodatnia.
§ 5. Uwzgledniajac drugie wyrazenie (4) po prawéj réwnania (3), bedzie

P=J;7g—nws*—as) ,

skad wynika, ze P osigga maximum przy e=—o«/2e. Poniewas jednak o sto-
sunku «/20 nic zgola nie wiemy, przeto spekulacya nasza, bez wprowadze-
nia nowego elementu, na tém sig nrywa.

§ 6. Zauwazmy wszakze, ze nie wprowadziliSmy dotad najwazniejszéj
vzeczy, a mianowicie: okredlenia bledu praypadkowego; méwiliSmy wprawdzie
czgsto o blgdach, ale bez oznaczenia istoty ich natury, ze wzgledu na przy-
padkowosé.

Otéz, przez blad przypadkowy rozumie sie blad taki, ktérego prawdopo-
dobienstwo zalezy od wartosci jego bezwzglednéj, a nie zalezy weale od jego

) Aby z réwnanis funkeyonalnego wyznaczyé funkeye fi () 1 F (u), zauwazmy naj-
przod, ze prawa jego strona jest symetryezng wzgledem zmiennych u.. Stad oczywiseie wy-
nika, ze i na stronie lewéj jest ogélnie fu(uy)==f(uy), iréwnanie funkcyonalne ma wladciwie
postad:

FEIE@)+ .. F ) =nF “_‘Li_ﬂ“"_)

‘W tej nowéj znowu postaci, lewa jego strona zalezy od zmiennych xzp tylko za posrednictwem
up ; zatém strona prawa réwniez od zmiennych z, wyraZnie nis zalezy. Eladac wige
znajdziemy flu)=F(x), tak ze jest nareszcie

B+ Flag) . . . +Funy=n P2t e )
Jezeli teraz zatozymy wybuy +. . . . - un—=stalej, bedzie

Flu)du D)t . . P )i =0,
i jednoczesnie
. duy p dug+ . . . 4 dup =<0,
Stad wynika
Pl)=Fg)= . . . =F(u),

wige powinno byé ogélnie fu(u)= F(u) =—2wu-+o.

Prace matem,-fizyezns T. IL 15
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znakn. Prawdopodobiefistwo zatém ¢, (u,) bledu przypadkowego u, powinno
by¢ funkeya parzysts zmiennéj u,, tak, ze w wyrazeniu (4) fankeyi ¢, () na-
lezy zalozy¢ a==0%). W ten sposéb oba wyrazenia (4) redukujg sig do nastegpu-
jacych.

Ou(u) =Ny e, (u) = ke—ow )
§ 7. Uwazgledniajac drugie z wyrazen (5) po prawéj réwnania (3), bedzie
P = frg—une

skad wynika, Ze P osigga maximum przy e=0, a to, wedtug réwnania (2)
daje

x:wl—l-mf{— -t

n ’

jako miare niewiadoméj najprawdopodobniejsz, ze wzgledu na dane z dostrze-
Zenia.

Prawo zatém Gaussa wymage tylko Jednego warunku, aby prawdopodo-
bieristwo popelnienia blodu bylo funkeyg parzysty bledu, od wiewiadoméj wyra-
Znie wiezaleing © dajqeg sig, wzgledem té) niewiadoméj rozniczkowad.

§ 8. Uwzgledniajge znown wyrazenia (4) po obydwoch stronach réwna-
nia (3), znajdziemy:

=0 hy . .. Ty 6 5 2=

to jest maximum prawdopodobiefstwa P. Zalezy ono od logei ., ktére sg od-
powiednio fonkeyami danéjzdostrzezenia Ly,

‘Wprowadziwszy ten wynik do drugiego z réwnai (5) i zatozywszy na-
stepnie u==e, otrzymamy atwo

», 6
W) =V by .. Fom o (Dot ) ©)

gdzie przez e rozumieé nalezy jego wartosé z (2), to jest:e=x—, gdzie z
oznacza, Srednia arytmetyczna » ilosci .

) Moznaby takze, zamiast uwzglgdnia definicys higdu przypadkowego, rozumowaé
W ten sposdh.
Przypusémy, ze zamiast n dostrzezen, mamy tylko jedno, np. @y ; wéwezas prawdopo-
dobiefistwo popetnienia btedu Z—zp. Wyrazi sig za pomocs pierwszéj formuty (5), to jest:
Op (p—ty ) = By e—ule—z o io—ay, .
Bhad naj]}rawdopodobniejszy odpowiada maximum @z — z,), ktére Dowstaje przy z—az,
==u/2w. Ze za§ w razie jednego tylko dostrzezenia Zp., wartodeiy najprawdopodobniejszg =

Jest oczywiseie ay. , przeto o == 0. Bez definicyi przeto blgdu przypadkowego obyé sie
mozna. '
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Stad okazuje sie, ze prawdopodobiefstwo popelnienia bledn z—a, od =
wyraznie nie zalezy; a skoro tak jest, przeto réwniez w wyrazeniu (5) prawdo-
podobietistwa @, (w,) ilosé h, od 2, zalezyé nie powinna. Mamy zatém ogélnie

Ou (Z—a,) = hy e—ole—2,p

rozumiejae przez b, stata. Ta stala hy oznacza sie z warnnku

+o

;. —w{z—z, )

_ﬁ‘_fe o g 1,

O,

ktéry daje
2
-

T

i prowadzi ostatecznie do formuly

Vo e=eb—09y,
P (z—2u)= —

podanéj, jak wiadomo, przez Gaussa.
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