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wartosci funkeyj przy pomoey funkcyj tworzaeych; lecz ,prawo najwyzsze“
oprécz téj kwestyi, pozwala podja¢ zadanie daleko doniodlejsze: funkcya Fx)
nie jest dana, lecz ma by¢ znaleziong na podstawie warnnkéw danego zaga-
dnienia. Odpowiednio do tych warunkéw, dobierajg sie funkcye tworzgce @
i za pomoca nich, na podstawie ,,prawa najwyzszego*, buduje sig funkeya szn-
kana. Metoda taka stuzy juz nietylko do oznaczenia wartosci ale i do okresle-
nie natury badanéj funkeyi. Pomyst i wykonanie téj metody godnemi sg po-
znania i dla tego zajmiemy sie nia w dalszym ciagu niniejszego studyum.

WLASNOSCI SZCZEGOLNYCH TROJEK
PUNKTOW TROJKATA.

PRZEZ

8. KEPINSKIEGO.

W ostatnich czasach wiele prac po§wiecono roztrzasanin wiasnodei punk-
tow tréjkata, na ktére przedtém nie zwracano uwagi. Plerwsza z caléj téj gru-
Py whasnodci szezegdlnych punktéw trojkata zaznaczyl w ,Kléments d'analyse
géométrique et d’analyse algébrique®, 1809, Szymon Lhulier, tyle zastuzony
autor podrecznikdw matematycznych dla naszych szkél, ogloszonyeh przez Ko-
misya Edukacyjna. W téj pracy Lhulier zastanawia sie nad takim punk-
tem trdjkata i czworoscianu, ktérego suma kwadratéw odleglodei odpowie-
dnio od hokdw trdjkata lub od Scian czworoscianu ma warto$é najmniejsza. On
rowniez zanwazyl, ze prosta, taczgca ten punkt trdjkata z wierzcholkiem tréj-
kata, dzieli hok przeciwlegly na odcinki, proporcyonalne wzgledem kwadratéw
bokéw przyleglych. W r.1852 Catalan dowiddt (w dziele: Théorémes et
Problémes de géométrie élémentaire, par H. Ch.dela Frémoire), ze 6w
punkt trojkata danego jest srodkiem cigzkosei tréjkata, ktérego wierzcholki
& spodkami prostopadtych, spuszezonych zefi na boki trdjkata danego, jako-
té2, ze odlegtodel owego punktu od jego bokow s wzgledem tych bokow pro-
porcyonalne. Wezesniej juz zauwazyl Grebe (Axchiv von Grunert, t.IX,
1847), ze gdy na bokach trdjkata, czy to wewnetrznie, ¢zy téz zewnetrznie
wystawimy kwadraty, to Srodek podobiefistwa trdjkatow danego i utworzone-
g0 przez boki kwadratéw, réwnolegte do bokéw trojkata danego, jest takim
punktem, iz jego odleglogci od bokéw sa wzgledem nich proporcyonalne. Ma-
thien, Schlémilch iinni zauwazyli inne wlasnosei, ktére, jak sig pozniéj
okazalo, sa zwigzane z owym punktem szczegdlnym. Zas wr. 1873, na kon-
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gresie w Liyonie towarzystwa PAssociation francaise pour I'avancement des
sciences, Liemoin e przedstawit donioste studyum, roztrzasajace juz catg gru-
pe wlasnoei tego punktu. Ta praca wywolala caly szereg rozpraw nad ta
kwestya, gléwnie Neuberga, Brocarda, @0cagne’a, T arry, Tucke-
ra, jako téz tegoz Lemoine’a!), pomieszczonych po wiekszéj czedel
w Nouv. ann. de math., Mathesis i protokdlach posiedzen. wspomnianego to-
warzystwa. Z tych prac na szczegllniejsza zaslugnja wzmianke rozprawy
Brocarda, przedstawione na zjazdach w Algierze r. 1881 i w Rouenr. 1883,
w ktorych on roztrzasa wiasnodei dwu punktéw, zanwazonych juz przezeh
W r. 1875 (Nouv. Ann.; Nouv. Correspondance), takich, iz proste, przecho-
dzgce przeznie 1 przez wierzcholki tréjkata, tworza z jego bokami odpowiednie
katy réwne. Dalsze badania wykryly zwigzek tych punktéw z OWym poprze-
dnim punktem tréjkata, jakotéz wykazaly, 7e te dwa punkty byly juz wr.
1849 mimochodem zauwazone ?) przez Clarke'a (Théorvemes et Problémes de
trigonométrie). Poniewaz jednak gtéwnie prace Lemoine’a i Brocarda
wywolaly gruntowne badania wlasnosei tych punktow, przeto obecnie, zgo-
dnie 7z propozyeyg Neuberga (Nouv. Corresp., t. I, 1874), noszg one nazwe,
pierwszy punktu Lemoine’a, drugie dwa punktéw Brocarda. Lemoine
réwniez pierwszy uogdlnil badania nad temi punktami, szukajac dwu punktéw,
do ktérychby sie dochodzito w taki sposdb z punktu dowolnego na plaszezy-
Znie trojkata danego, w jaki z punktu Lemoine'a doj$é mozna do punktéw
Brocarda. Okazalo sie, ze proste, poprowadzone przez punkt dowolny
I wierzcholkl tréjkata, wyznaczaja na przeciwlegtych jego. bokach punkty,
ktore, polgczone prostemi z punktami przecigcia sie prostéj dowolnéj z boka~
i tréjkgta, wyznaczajy na innych jego bokach szesé punktéw takich, iz pro-
ste, laczace je z przeciwlegtemi wierzcholkami tréjkata, przecinaja sig po trzy
w dwu punktach; te wilasnie dwa punkty i 6w punkt dowolny przedstawiajg
tréjke punktow, ktéréj szczegolnym przypadkiem jest trdjka punktéw, utwo-
rzona przez punkty Brocardaipunkt LLemoine’a. Wlasnosei tych ogdl-
niejszych trdjek punktow tréjkata sa przedmiotem prac najnowszych Liemoi-
ne’a, a Neube rg to zadanie jeszeze nogdlnit dla czworoscianu.
"Wiylozy¢ systematycznie najwazniejsze wiasnosei tak ogélnych tych tré-
Jek punktéw, jak i szczeg6lngj trajki punktéw Lemoine’a i Brocarda,
Jest zadaniem niniejszéj pracy, napisanéj wskutek ogloszenia przez uniwersy-
tet - Jagielloniski na ten temat konkursu z fundacyi Juliana Bayera. Przy-
gotowaniem do téj pracy byly dla mnie zadania szczegdlne z tego zakvesu, ja-
kie opracowywalem w seminaryum matematyczném p. prof. M. A. Baranie-

) 'W rozprawie. pomieszezongj w VI t. czasopisma ., Mathesis“ Lemoine podaje wia-
+«lomosei historyezne i bibliografiezne prac dor. 1886, odnoszacych sig do t&j kwestyl, Z téf
Tracy czerpie przytoczone tu wzmianki historyczne.

%) Pordwnaj nizéj ust. 11-ty § I,

icm
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ckieg o, ktéry mie do napisania téj rozprawy zacheeil i nadto mi przy osta-
tecznéj jéj redakeyi swych rad udzielal. o

Nie moggce w systematycznym wylkladzie uwzglednié hlstoryc.z.uegf) roz-
woju kwestyi, ktoréj niniejsze studyum jest pos’wigc_one., uznalem,. iz ‘na{zw‘l’g.—
#16j i najkorzystniéj da sie ona przedstawi¢, gdy sie ja pos.tam )%aJogolm‘elJ,
t. j., gdy sie rzecz rozpocznie od roztrzasania wiasnoscl takich ngl.nyt':.h tro-
jek punktow tréjkata; temu poswiecitem § I téj pracy. W §’II zajmuje mngly—r
slowieniem tychze wlasnodei dla szczegdlnéj trojki punktow, t J.. punktow
Lemoine’aiBrocarda, jakotez szezegdlowszém 1‘0zt1'ze}sam‘em ich w tym
przypadku. Nakoniec w § III wyprowadzam .te jeszeze 'osobhw(? wtazwllgscl
punktéw Lemoine’aiBrocarda, ktire nie sg szezegOlnym przypadkiem
wlasnodci, nzasadnionych w § L.

§L
1. Na plaszezyznie tréjkata ABC (fig. 1) wezmy jak.iko.lwiek'punkt K.
Ten tréjkat nadal uwazaé bedziemy za trdjkat odniesienia wspéirzednych
jednorodnych. Wspolrzedne takie tego obranego punktu K stale oznacza¢ be~
dziemy &:7:L. _ . )
%nnknty przeciecia sig prostych 4K, BK, CK z blokau?n przeclwlgegle%
tréjkata 4BC, ktore nazwijmy K., K, K., beds odpowiednio 0 :7: & §:0:8;

Eiq: 0. . o L
! Trojkat K, K, K. posiada oczywiscie z tréjkatem ABC jako wspdlny Sro

dek homologii punkt K. Wiadomo jednak, ze trojkaty maja.ce? w‘sP.o'ln;y" s"rodgk
homologii, maja takze wspilng of homologii. Aby znalez¢ j&j réwnanie,
zwaimy, e réwnanie prostéj Ko K, jest
Y Z .

z y z|=0,czyli €+ﬁfc—#o,

0 m ¢

£ 0 ¢
réwnanie wiec punktu przeciecia sig prostéj K, K, z bokiem AB (t.]. z pro-
sta 2==0) jest

- B -

=0, czyli wk—on=0; Tt

W v w
111
£ 7 3
00 1

podobnie réwnanie punktu przecigeia sig prostych K, K. i AC jest

2wE—1l=0;

réwnanie zatém prostéj, przechodzacé) przez owe dwa punkty, t.]. szukanéj
osi homologii tréjkatow ABCi Kx By K., jest
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g + % + g- =0 o)
2. Wezmy prosta dowolng LL,, ktéréj réwnaniem niech bedzie
Mx -+ Ny Pz=0; @)
punkty przecigeia sie jéj z bokami tréjkata 4BC nazwijmy 4., By, C.. Ré-
wuanie punktu przecigeia sie téj prostéj (2) z bokiem BC (x==0) jest

oP—wN=1, ('zyhj,~ 1—‘1:0;

wspilrzedne zatém tego punktu sg 0: ]1,
rz@due punktu B, ———1121 0= i punktu C,

——le: Odpowiednio znajdziemy wspot-

1 1
STaab
Oznaczmy punkty przeciecia si¢ prosté] BCz prostemi K, B, i K, C, od-
powiednio przez X iXN, punkty przeciecia sie prostéj CA z prostemi K, C,
1 K, 4, odpowiednio przez p iy, za$§ punkty przeciecia sie prostéj AB z pro-
stemi K, 4, i K, B, przez viv. Aby znalezéwspolrzedne tych punktow, zwaz-

my, ze réwnanie prostéj K. By, laczacéj punkty K, (§:%:0) i B, (—— %:0:11;,)
1

Jest T35 —-—y;—}m%: 0, réwnanie wiee punktu A przeciecia sie téj prostéj
i boku BC (z==0) jest

—{—w —0, czyli vqP+wtd =10

tak, iz stosunki wspélrzednych tego punktu A sy 0:P:8M; punkty zad p i v be-
da wyznaczone odpowiednio przez stosunki & : 0: (M i EN: LP:0.

Figezic te punkty z przeciwleglemi wierzcholkami tr 6jkata, otrzymamy
proste AX, By, Cv, ktérych réwnania sg odpowiednio

—yEM 4+ 29P=0, alM —eN=0, — xtP--ytN=0.
Wyznacznik utworzony przez wspétezynniki tych réwnan
0 —EtM 9P |=Emt| 0 —-M P |=0.
L 0. —N M. 0 —N
1P —EN 0 P—N 0 |

Zatém te trzy proste AX, By, Cvprzecinajy sie w jednym punkeie. Ten punkt
stale nazywaé bedziemy w. Rdwnaniem jego, jako punktu przeciecia sie ktd-

g
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ry nadal nazywaé bedziemy ’. Jego wspilrzedne s@% :

rychkolwiek dwn z ewych trzech prostyeh, jest u——r\ z%-l— ILJ—I_O a wiee
i
N P M
jego wspohzgdnennE T T .

Taczac zag pozostale trzy punkty N, w', v, wyznaczone odpowiednio
023 3 Yy AR, Y, WY

przez-0: EM: LN EPOmN; (P A 0, prostemi z przeciwleglemi wierzehol-
kami trojkata, otrzymamy trzy proste przecinajace sie w jednym punkcie, ktd-

iy
T
Te dwa punkty o i o' oraz punkt K przedstawiaja trojke punktéw, kto-

réj wlasnosci blizéj tu rozpatrzymy.

3. Réwnanie prostéj laczacéj dwa te punkty o i« jest

2 ¥y & ]=0, czyi
t;_\: r
e
P2 M XN ‘
m L&
) (I\'P u" (JIP R ) M(m' P“) ‘
z | = — =& — == =0, czyli
g2 'f‘s : & ¢ i
Mes - NPL | NP MPE PRP— MNE
i @+ 7 Y+ F 5 =0,

albo, gdy nazwiemy (la krotkosei A8 — NPyt =1, Np? — MPE—=N,,
P2 MNEn=PF,,

Mix_}«_rq % P— 3)

Wyznacznik ntworzony przez wspotczynniki réwnan (1), (2), (3)

1 1 1
T T T =0
Al N P
MR — NPif N — MPYL Prp2— MNY,
g 7 s

zatém o§ homologii trdjkatéw 4ABC i K, K, K., prosta LL, i prosta o o' prze-
cinaja sie w jednym punkeie; nazwijmy go @. Wspélrzedne tego punktu sg
§(Nn — PLy: (Pt — ME): L(ME — Ny).

4. Szesé punktéw X, g, v, N, @, ¥, ktdre nam shuzyly przy wyznaczaniu
punktéw o, o', lezg na jedném przeciecin stozkowém. Jakoz, jezell w ogélném
réwnaniu krzywych. stopnia 2-go,
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Uy 8% = aoy® —F t35° == 20, 02y - 2a55y2
podstawimy kolejno wspdlrzedne . plerwszych piecin z tyeh punktéw (us. 2)
1 z tych pleciurdwnosei i wypisanego réwnania (A) wyrugujemy stosunki wspot-
CZYIKGW 6ly1:0gy5enalttyy, £0, PO Opuszezeniu czynnika wspilnego NPEME (42N
—EEMP)( M8 —1{NP), otrzymamy réwnanie

MNPl -NEy - Peqz®)— [ NP(M NP2y MP(N 0~ M P ez
-+ MN(PCH-MNEn)ey] = 0,
ktire mozemy napisaé w postaci

MNP Y Mrkat — 3\ NPAPE + NPy =0, 4

265,22 =10, (A)

Jezeli znaki sumy odnosza sig do skladnikdw, otrzymywanych z wypisanego
wskutek zastgpienia wszystkich wei wehodzacych elementéw przez odpowie-
dnie w porzadku kolowym. Gdy za$w to réwnanie zamiast wspéhrzednyeh bie-
z3eych 1y 1z podstawimy wspolrzedne punktn v' t. j. (Pl : 0, otrzymamy
tozsamosé.

5. Przez punkty o i o' poprowadzmy krzyws stopnia 2-go, opisana na
tréjkgeie A.BC. Poniewaz réwnanie ogolne krzywéj stopnia 2-go, opisanéj na
tréjkacie odniesienia, ma ksztalt

My My bl —
iy 7 +=0 (B)

wspilrzedne zas punktéw o i o’ zado$é im czynia, przeto z powyzszego rowna-

PR G meE e g m, ml . m
nia iz réwnodel Tl’ —{-? ~|~—Jf[q: R 7‘-:74— ’J[ -+ “—2237—&:0 otrzymamy ja-
ko réwnanie krzywéj szukandj
1 1]
=7 7=
L E
N P M
BRI
P M N
czyli
Mo, N P :
LTIy T ®

gdzie Af;, Ny, P, majg tezsame znaczenia, co w ust. 3-cim.
W szezegolnym przypadku, kiedy istnieje réwnosé A —0, t.j. M2
—NPnf =0, czyli og6lniéj, kiedy punkt K lezy na krzywéj stopnia drugiego

oy
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AM?x? — NPyz =0, (6)
réwnanie nasze (5) stopnia 2-go sprowadza sie do réwnania

N B\_
‘”(m“r'fz)“o’

przedstawiajgcego dwie proste, z ktérych jedna jest bokiem BC (#=0), druga.
przechodzi przez przeciwlegly temu bokowi wierzeholek A. Powyzsze zas 16~
waanie (6).tak przy y = 0 jak i przy z =0 wyznacza dwie wartodci sobie ré-
wne z=0, a zatém do krzywéj (6) sa styczne boki 4B i .4C w wierzchol-
kach Bi C. Nadto widocznie ta krzgwa (6) przechodzi przez punkt z:y: 2z
::lﬁ : :\ir : %, ktory stale nadal oznaczaé bedziemy przez E.

Do podobaych spostrzezen doszlibyémy w przypadkach, kiedyby albo
N;=0, albo B,=0, t. j. kiedyby punkt K znajdowal sig albo na krzywéj

Ny? — MPrz =0, (&)
albo tez na krzywéj
P22 — MNzy = 0. (6"

‘Weszystkie te krzywe (6), (6'), (6") przechodza przen punkt E; do nich sg
styezne po dwa boki tréjkata edniesienia w punktach przeciecia sie ich z po-
zostalym; jezeli za$ na ktiréjkolwiek z tych krzywych lezy punkt X, to prze-
cigéie stozkowe (5), opisane na trojkacie odniesienia i przechodzace przez
punkty o i o' staje sig dwiema prostemi, z ktérych jedna jest bokiem trojkata,
druga prostg przechodzgcs przez temuz bokowi przeciwlegly wierzchotek.

6, Przypusémy, ze, przy stalém polozeniu raz poprowadzonéj prostej
LL,, punkt K zmienia swoje polozenie. Wdwezas punkt K, poruszaé sie he—
dzie po boku BC, za§ proste By K,, tworzace pek promieni o wierzcholku Bs,
wyznaczg na boku 4B szereg punktdw p. Ten szereg i szereg punktow v na
boku AC, wyznaczonych przez proste C, K., sg jednokre§lne. Proste, laczace
odpowiednie punkty tych szeregdw, obwodza przeciecie stozkowe, do ktorego
sa styezne ich podstawy t.j. 4B 1 AC. Punktom stycznogei tych podstaw do
owéj krzywéj odpowiada punkt ich przecigeia sie, t. j. wierzehotek 4. Zwaz-
my, ze gdy punkt K, zmieniajac swe polozenie, znajdzie sie na boku AC, czyli
gdy punkt K, zejdzie sig z punktem C, to punkt p znajdzie sie w punkcie B,
zas v w punkeie 4; a ‘wiec punktowi A szeregu v odpowiada punkt B szere-
gu p; gdy zas punkt K bedzie na prostéj A czyli K, w punkeie B, punkt
przypadnie w punkcie 4, a punkt v w punkcie C. Punktowi zatém 4 przecie-
cia sig podstaw szeregéw 4B i AC odpowiadaja w jeduym szeregu punkt B,
w drugim za§ punkt €, a wiec podstawy owe szeregéw, t. j. boki trdjkata, sa
styczne do krzywéj w wierzcholkach B i €. Nadto, gdy punkt K znajdzie sie
na prostéj 44,, a wiec wtedy punkt K. w punkecie 4., to punktp bedzie
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punktem B,, za$y punktem C,, zatém prosta B, C, czyli LL; jest jednym
2z promieni tego peku 2-go rzedu, t. j. jest styczng do naszéj krzywéj.

Na mocy tego mozemy powiedzieé: gdy punkt K zmienia swe polozenie,
zag prosta LL; pozostaje niezmienns, proste pv' obwodza przeciecie stozkowe,
do ktérego sy styczne owa prosta LI, i boki trojkata AB 1 AC te ostatnie
w wierzchotkach odpowiednio B i C.

Na zasadzie tych wlasnosel latwym sposobem otrzymaé mozemy réwna-
nie tego przecigcia stozkowego. Jezeli do krzywéj (A) (ust. 4) s3 styczne boki
AB 1 AC tréjkata odniesienia w wierzcholkach B i C, to zachodzg zwiazki
g9 = 1 tyy =0, Oy5*== 1, @y, == 0; réwnanie wiee jéj redukuje sie do a,%?
2053 y2=0. Z warunku jednak, ze do téj krzywéj jest styczna prosta LI,

2.2 , . .
t. . prosta (2), mamy o, =— % tyy, Wwskutek czego réwnanie naszéj krzy-
wéj jest
Mz — ANPyz =0, (7

Znajdziemy wspétrzedne srodka krzywéj (7). Srodek krzywéj stopnia 2-go jest,
jak wiemy, biegunem prostéj w nieskoriczonogei wzgledem téjze krzywéj. Ro-
wnanie biegunowéj punktu @' : ' : 2/ wzgledem przeciecia stozkowego przed-
stawionego przez ogélne réwnanie (A) (ust. 4) jest

2@,y ) Fyhe.y, 2) +2fi@.y,2) =0, ©

glzie f. fs, f; oznaczaja polowy pochodnych czastkowych wielomianu lewéj
strony rowunania (A) wzgledem x, y, z. Poniewaz tu fi= M, f, =— 9NP?,
fy=—2NPy, przeto réwnanie biegunowéj punktu 't y: 2 wzgledem krzy-
wéj (7) jest

—Mr'x -+ 2NPs'y -+ ANPyz =0.

Gdy dlugoscl bokéw BC, C4. AR trojkdta odniesienia 4 BC' nazwiemy odpo-
wiednio a, b, ¢, to am--by-t-cz=0 przedstawia prosta w nieskonezonogel. 7 16-

Ve NP
Wwianiem tém réwnanie poprzedzajgce bedzie identyczne, gdy i{;:—— __41\7_01_3_

ANPy Mz 2y IR o L
= zyli — NPT T4 A wige wspélrzedne Srodka sg z'y/':2’
2NPu 1 1

IE T Stad wynika, ze Srodek krzywéj (7) lezy na prostéj y: z
1

[

Jlaczyceéjdrodek boku BC z przeciwleglym mu wierzchotkiem, czyli ua

prostéj, taczacéj punkt clezkogei trijkata ABC (}—b : % : %) z wierzchiotkiem 4.

icm°
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Tak samo postepujac znajdziemy, ze do obu krzywyeh
N2 — AMPxs —
P2 — 4N zy == 0, )

wyznaczonych przez szeregi odpowiednio vi X, X i 1, jest styczna prosta L,
za$ do pierwszéj sa styczne boki AB 1 AC w punktach odpowiednio 4 i C,ado
drugiéj boki 4C'1 BC w punktach odpowiednio 4 i B, i ze radto rodki tych
krzywych lezg na prostych, laczaeych Swodki bokéw odpowiednio C4 i AP
z przeciwleglemi wierzehotkami, t.j. na prostych Iaczgeych punks ciezkosei
tréjkata 4 BC z jego wierzehotkami, odpowiednio Bi . Mozemy wiee powie-
dzie¢: gdy punkt K zmienia swoje potozenie, szeregi punktow w, v'5 v, M A
powstale na parach bokéw tréjkata odniesienia wyznaczajg trzy przeciecia
stozkowe, do ktorych jest styczna prosta LIy, a nadto do kazdego z nich sa
styczne dwa boki trijkata odniesienia w punktach przeciecia sie ich z trzecim.
Srodki tych trzech krzywych lezg na prostych, taczgeych punkt ciezkosei troj-
kata odniesienia t. j. punkt 617 : % : % z wierzcholkami tegoz trojkata.
Réwnania prostyeh py', W, M sa odpowiednio: —MEnz-PLy-+Nne=0,
P2 — N&y - Me2s = 0, N’ - ME%y — Plnz=0, wspolrzedne wiec punk-
tow stycznodel tych trzech prostych do krzywych odpowiednio (7), (7'), (7") sa

111 111 1.1 1
Mg 3PC N7 3PC NE C2ME INm ME Py

Fiaczge te punkty z wierzcholkami odpowiednio 4, B, ¢ tréjkata odniesienia,
otrzymamy trzy proste
Py — NgPe =0, Pl — MEz=0,
Wyznacznik ntworzony przez wspolezymiki tyeh réwnai
' 0 P2 —Np?|=0;
P 0 —are
’ Nn? —ME2 )
a wiee te trzy proste przecinaja sie w jednym punkcie. Punkt ten stale ozna-
czad bedziemy literg D jego wspélrzedne sa &2 NP P2,
Prosta LL, jest styczna do owych krzywych (7) wpunktach odpowiednio

2., 1.1 1. 2. 1 1.1 "2
T M N P'"HM TN PUN T

NPz — MEy =0,

Gdy te punkty polaczymy z wierzchotkami odpowiednio 4, B, C, to otrzyma-
my proste
Ny —Pg==0, Mz—FPz=0, Mx— Ny=0,

Prace matem,-fizyezne 7. II. 12
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ktére widocznie przecinaja sie wszystkie w jednym. punkcie, mianowicie
- w punkcie B, o ktorym byla mowa w ust. 5-ym,

7. Zrébmy teraz odwrotne przypuszezenie, mianowicie, ze przy stalém
Dpotozeniu raz dowolnie obranego punktu K prosta LI, zmienia swoje poloze-
nie. Wéwezas punkt 4, bedzie-sie poruszal po bokn BCi w punktach X, K,
powstang peki perspektywiczne, wyznaczajace nam, pierwszy na boku A B,
drugi na bokuAC, szeregi i’ i v jednokresine, Promienie wiec w' pekurzedu 2-go
obwodzié beda krzywa stopnia 2-go. Postepujac podobnie jak poprzednio, mo-
glibysmy udowodnié, ze do t&j krzywéj sg styczne boki trijkata 4Bi AC
W wierzehotkach B 1 €. Nadto z uwagi ze, gdy punkt 4, majdzie sic w punk-
cie K,, odpowiadajacemi promieniami owych pekow beda boki K K,, K. K,
trojkata K, K, K, , wynika, iz do 4] krzywéj bedzie styczna takze o homologii
trjkatéw ABCi K, K, K, (ust. 1.) Na mocy tych wlasnodei znajdziemy ré-

icm°

Wwhanie tego przecigeia stozkowego. Poniewaz réwnanie krzywéj stopnia 2-go,

do Ktéréj sg styczne boki 4B, AC w wierzcholkach Bi O jest (ust. 6)
Oy 2 42053y =0, za$ z warunku, ze owa o§ homologii t. j. prosta (1) jest

styczna do téj krzywéj, wmamy @, —— 2%5 g3 przeto réwnanie sznkanego
przecigeia stozkowego jest
nlo?— 48z =0. )

Podstawiajge w réwnanie (C) (ust. 6) biegunowdj punktu s o/: 2’ wzgle~
dem krzywéj (A) wyrazenia potéw czastkowyeh pochodnych wielomianu lewdj
strony réwnania (8) wzgledem =, y, 2, mianowicle: £, =nta, f, = — 282"
fy = — 28, otrzymamy jako réwnanie hiegunowsj punkiu zy'z’ wzgledem
krzywéj (8)

ner'n — 2822y — 28z =0

Jezeli wspolrzedne x'y":2' majg p1zedstawiaé srodek krzywéj (8),t0 z tém osta-
thiém réwnaniem bedzie identyczne réwnanie prostéj w nieskonezonodel ae

. 9g2 9
“Fby-tcz==0. Z warunku tego mie¢ bedziemy zZwiazki %& @ = — Zbi o= i(? i,
zktdrych otrzymamy wspélrzedne szukanego §rodka krzywéj 8) &1y':2
282 - L " .
= VT;C : % : lz Widzimy wiee, ze drodek krzywéj (8)lezy na prostéj g—: 2— ’

tyezaedj punkt elgzkosei tréjkata odniesienia t. j. punkt (17 : % : % Z wierzchol-

kiem 4. i

Do podobnyeh whioskéw doszlibyémy, gdybydmy brali szeregi punktow

Vi Nip, jednokredlne, ktdrych podstawami sg odpowiednio boki 4AC1i CB;

CB 1 BA. Réwnania krzywych przez te szeregi wyznaczonych sa odpowiednio
L8y — dq2zz =), 8)
§n2? — 48%y =0, 8"
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Srodki krzywych (8)(8" leza na prostych, laczacych punkt ciezkosci tréjkata
ABC z wierzchotkami odpowiednio Bi €. A zatém, gdy punkt K pozostaje
niezmiennym, za$ prosta LL, zmienia swoje polozenie, szeregi punktiw jedno-
kredlne w.y; v, 5 XN,u, powstale na bokach tréjkata odniesienia, wyznaczaja trzy
przeciecia stozkowe, do ktérych jest styczna of homelogii tréjkatéw 4 BC
i K, Ky K., a nadto do kazdego sa styczne dwa boki tréjkata odniesienia
w punktach przeciecia sie ich z pozostalym bokiem; érodkitych krzywych leza
na prostych, taczacych punkt ciezkodel trojkata odniesienia z jego wierzchol-
kami.
Rownania prostych u'v, v\, WA sa odpowiednio

NPrle—N%ny — PElz =0, —M2&qw-+ MPiy — Pilz=0,
— M8l — Ny + M NEnz =0;
proste te sy styczne do krzywych odpowiednio (8), (8'), (8") w punktach

11 1 11 1 111
NI 2N%Eq 2PPE 20PEn MIPE DIt 2M%E ONuL MNEn

a wigc proste,laczace te punkty odpowiednio z wierzehotkami 4, B,C, przeci-
. L1 1 1 . .

naja sie w jednym punkeie IE e L ktiry stale oznaczaé bedziemy
litera D. )

Of homologii tréjkatéw ABCI K, K, K, t. j. prosta (1) jest styczna do
krzywych (8) odpowiednio w punktach

28:m:t, &:2:L i 26
Faczac wiec te trzy punkty z wierzeholkami trojkata odniesienia odpowiednio
A, B, C, otrzymamy trzy proste,
ty—an=0, tz—E=0, nz— &=0,

pﬁecinaj@c@ sie w jednym punkeie £:7:C, a zatém w punkeie K._ )

8. Punkty przecigcia sie prostych dw, Bo, Co odpowiednio z proste'nu
Co', A/, B’ nazwijmy B, €, 4,. (fig. 1). Wspélrzedne tych punktow
Ay, By, C; 83 odpowiednio }{;iﬂ

ENP 1 P3N PrgPILEME: qN:EMELMA.

Rownaniem prostéj K4, jest :—(qN-CP)z-Ny--PE&:=0, ta wigc prosta
przecinabok BC w punkeie, ktérego réwnaniem jest W = 0, a zatém
w punkeie 4,, przecigcia sig prostéj LL, z bokiem BC (ust. 2). Podobnie po-
stepujac, mozna ndowodnié, ze proste KB, KC; przecinaja boki C4, 4B od-
powiednio w punktach By, C. przeciecia sie prostéj LL, z temiz bokami,
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Punkty przeciecia sig tychze prostych K4, KB,,KC, z pozostalemi bo-
kami trijkata ABC't. j. odpowiednio z bokami C4,-AB;4B,BC;BC,C4 nazw ij-
my po kolei 4, 4., B., B., C, €4 Ich wsvmhzgdne 53 odpowiednio
P& 0 (NnPL), NE: (Nq4-PL): 0, itd. Podobnie jak w ust. 4 mozna oka-
sa, Ze szesé tych punktéw lezy na przeciecin stozkowém:

AT—]—PC).L"—}— (Pt JB—I—EQ (ME—[—Nq)zﬁmn—%(llﬁzi?—l—NPnC—[—Az)y

— GO MPIE N Jao— (PR UV A Jey=0, ()

gdzie A== NP+ PMLEL M NEx.

9. Trzy punkty 4;, By, C, wyznaczajs tréjkat homologiczny z trajkatem
odniesienia ABC. Jakoz, réwnania prostych 44,, BB;, CC, sa odpowiednio

— N¥y+Poz=0, M*%€z—PLz=0, Mhz— Ny=0;

wyznacznik wiec ntworzony przez ich wspdélezynniki

0 --N2q P |=o.
w0 —pPx
M —N 0

Srodkiem homologii tyeh dwu trojkatéw ABC T 4, B, €, jest puuks ﬂ%; :-\—71—;
TN

1 . . e .
: % t. j. punkt D, ktory juz poprzeduio otrzymalidiy w ust. 7-ym. Réwna-

nie osi homologii tych dwu trojkatow jest

lll P
_;_N +7’TZ=O’ (10)

gdzie My, Ny, P, maja tozsamo znaczenie, co w ust. 3-cim.
10. Punkty przecigeia sie prostych 4o, Bw, Co z prostemi ndpowmdnm

Bo',Ce’, o', nazwijmy po kolei C//,4,",B,". Wspdlrzedne tych punktow 4,
" sa odpomedmo

NP1G: MNq?: P, MNE2: MPY : NP, P& PNn*: MN&.

Postepujac podebuie, jak w poprzedzajacym ustepie, mozemy udowodnié, ze
trojkat 4," B," C\ jest homolocrmzny z trojkatem A BC, ze frodkiem ich homo.
logil jest punkt ME2 : No? : PC2 t. j. punkt IV, otrzymany j Juz wust. 6-ym, i ze
osu;, ich homologii Jest prosta (10). A wiec trzy trojkaty ABC, A,B.Cy,

iom®
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Ay B, O posiadaja jako wspilng o§ homologli prosta (10). Zwazajac na te
wlasnosé, widzimy, ze takze tr uJLzm, . B, €0 i A B, Cf sy homologiczne;
plE= + NP N4 MPE, PY-MNen

M ’ N P ’
Punkt ten szwijmy D", Wyznacznik utworzony przez wspolrzedne punktdw
D, D', D"

drodkiem ich homologii jest punkt =

L £ _-
D2E iv-zrr‘, P
M N re
M- NPt N2 MPE P + 1INEq
M N
= MNP EqL NIPE MPE 1NEy ‘
e N e

| AR NPqt NP+ A[PE P MNE ‘
a wiec te trzy punkty leza na jednéj prostéj
AR NE— P33z - N2 P 3—DPES )y -+ P2(J L[58 N3 z==0. (11)

Mozemy wiec powiedzieé: z trzech trojkatéw ABC, 4,B,C,, A" B, ¢y kazde
dwa sa z sobyg homologiczne; Srodki ich homologii lezy na jednéj prostéj, zas
wszystkie trzy te trojkaty maja wspélna of homologii.

11. Przez punkty 4,, B;, O, o, o poprowadzmy przeciecie stozkowe.
W ezworoboku By Cio' .w toz przeciecie wpisanym przeciwlegle boki (i
i Byo'przecinaja sie wpunkele A'; (ust.10), zag dwa pozostale By i o' prze-
cinaja sie w punkeie 4. Stad wynika, ze prosta 4.4’ jest biegumows punktu
przeciecia sie przekatnych oo’ i B, €. Gdybysmy zad wzieli czworobok ol o4,
to podobnie mogliby$my okazaé, ze prosta BI'; jest biegunowsg punktun
przeciecia sie przekatnych oo’ i A;C,. Te proste A’ 1 BB przecinaja sie

~(ust. 10) w punkcie 2, a wiec biegunows punktn IV jest prosta, przechodzaca,

przez oba punkty przeciecia sie przekatnych tych dwu czworobokdw, a zatém
wspolna ich przekatna t. j. prosta oo’

Te same wlasnosé mozna okazaé analityeznie. Z warnnku, Ze nasze jnze-
cigcle stozkowe przechodzi przez pied punktow i, By, O, o, o, znajdujemy

jego rownanie

Mfta? |- N&Gy? - Plqs? — MYz — Nfaz — Plyz = 0. (12)
Postepujac zad podobude jak w ust. 7-ym, znajdziemy réwnanie hiegunowéj
punktu 2’y 22" wzgledem krzywéj (12)

Ml — N — PCy e ANy — e — PGy
~H@PEnE —MEty— Nrfa') =0,
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Réwnanie wiec biegunowéj punktu I’ (ME%: N PL?) (ust. 6) jest

(APE—NPrt) 1ie 4 (NP —MPE)Ly + (PO—MNE)Ens = 0,

czyli, po podzielenin obu stron przez &t

M?t‘;f—‘NP'r;E s NP —MPE g4 P—MNEy 2=0,
3 U] ¢

ktdre, jak wiemy (ust. 4), jest réwnaniem prostéj ww’.
Znajdziemy tu jeszeze wspdirzedne bieguna prostéj L1, wizgledem prze-

clecia stozkowego (12). Poniewaz wiwczas powyzéj wypisane rownanie biegu-

nowéj punktu ':y': 2" wzgledem krzywéj (12) jest identyczne z réwnaniem (2)

prostéj LL, wiec wspdtrzedne szukanego bieguna zado$é czynig réwnogdciom

—MU2N+-PL)z - NUPLA-248)y + (N2p— 12270,
(PG —N2)a— NY(2.PLA-ME)y - PE(ME-1-2 ) =0

Z tych réwnail otrzymamy wspéirzedne szukanego bieguna
i = At q(N—Ay) : L(P—4,)

gdzie 3, Ny, P, maja znaczenie podane w ust. 3-cim, za$ A, znaczenie poda~
ne w ust. 3-ym Biegun ten nazywaé bedziemy Z.

Poniewaz biegunem prostéj e’ wagledem krzywéj (12) jest punkt 2,
zas§ biegunem prostéj LL, wzgledem tegoz przeciecia jest punkt Z, zatém pro-
sta D'Z, Iaczgea te bieguny, t. j. prosta

Nn—Pt PC~ME | ME—N7q

e 0 (13)

jest blegunowsy punktu przeciecia sigprostych LZ; i ww’. Punktten stale oznaczaé
bedziemy litery @; jego wspolrzedne sg §(M—PC) : q(PL—DME) : ((ME—Nm)
Jezeli za$ punkt przeciecia sie prostéj D'Z z prosta, o t. j. punkt (N -4-Pt)é
F(PCAMEYy : (ALH-DN), nazwiemy 8, to poniewaz punkty o, o' lezg na prze-
qigciu stozkowém (12), pary punktéw o, o i G, 8 s3 7 sobg harmonicznie zwig-
zane, tak iz mamy symbolicznie (o o' @ §) == — 1. Zauwazmy tu jeszcze, ze
przez ten punkt § przechodzi takze prosta DE, Igczgea Srodek homologii tr6j-
katéw ABC'i 4, B, C, (ust. 10) z punktem (ust. 5), t j. prosta

ﬂl%(Nv)—PC)w—{—N?n(Pi—ME)y—}-P?C(ME«-—N*Q)z:O. (14)
Trzy wiec proste ww', DE, D'Z przecinaja sie w jednym punkeie 8.
Jako punkty przeciecia sie prostéj  D'Z z przecieciem stozkowém (12)

otrzymamy punkt §:4:& t.j. punkt K, i pmkt & (Mg Pt — 2
S(MEH-PL—N7) C(Ae-Nq—PC), ktéry nadal oznaczaé bedziemy Jitera Oy
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A wige przecigeie stozkowe (12) przechodzi przez siedm punktéw 4;, By, ().
o, o', K, O, i dlatego nazywaja je takze krzywa siedmin punktéw. Cztery zas
punkty K, D', O, Zleza na jeduéj prostéj (13).

12. Poniewaz punkt XK lezy na przecieciu stozkowém (12), zatém trzy
proste AK, BK, CK przecinaé je jeszeze beda w trzech tylko réznych punk-
tach. Punkty te nazwijmy po kolei 4,, B,, C,; ich wspolrzedne beda odpo-
wiednio

Nn—+Pt—aE e ¢ M+ PL—Ny L, ton M Ny—P¢
I i L, E = A R

Oczywidcie, ze trojkat 4,B,C; jest homologiczny z tréjkatem danym ABC: ich
drodkicm homologii jest punkt K, za$ ich osig homologii jest prosta
M N ‘ P
et T e e TIEF et

z=0. (15)

Okazemy tu nadto, ze trdjkat 4,B,C, jest homologiczny z trdjkaztem' 1111_?1 Cy.
Zwazmy bowiem, Ze réwnania prostych 4,4y, By, Bs, C; G, sa odpowiednio
M(Pt—DNn) @+ N(Nn—ME) y -+ P(JlifPC) =0,
B Nq—ME) @ N(ME—PX) y -+ P(PL—Nn)z =0,
M(ME—P) z + N(PL—Nm) y -+ P(Nn—DME)z=0;

wyznacznik wiec utworzony przez wspoétezynniki tych réwnan

MNP | Pt—DNy Nn—DME Me—PL |=0.
Nn—DLE ME—PL PL—N
ME—PL P{—Nq Nn—ME
Wspolrzedne grodka homologii tych dwu tréjkgtow sq,—}i %% Srodkiem
wige homologii tréjkatow 4,B,C, 1 4,8, C; jest punki E (tuist. 6); osig ich ho-
mologii jest prosta

M(Nyg— Pl N(Pt— M)y - P(ME— Ng)o=0. (16)

Poniewaz jednak dwa te trajkaty sa w tozsamo przeciecie stozkowe (12) wpi-
sane, zatém of homologii (16) jest takze biegunows punkin E'wzgledem krzy-
wéj (12). :

18. Punkty przeciecia sig prostych 4, E, B, E, G, E, t. j. prpsty.ch A, 4,
B, B,, C,C, 7 przeciwleglemi bokami trojkata 4, B, G odpm‘we‘dmo B (_7,,
Cy4,, 4, By, nazwijmy kolejno , B, 1. Wspéh‘zgdne tych punktéw sg odpowie~
dnio
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PUNg  Ngp3E MELPL NyhME . MEFPC . PC- A
M TN TP T M ‘TN TP
MEL-PL . PL-Nq  No+DiE
o v P

Punkty za$ przecigeia sig prosté] LI, z temiz bokami B, C,, C\4,, 4,B,,
nazwijmy kolejno o, B, 7'; wspilrzedne ich sa

Pe—Nq Nq—M§ ME—PL Nq—ME Mi—PL Pt— Ny
TN TP T TN TP

Mi— P{_ Pt— N N—DBiE
G 7 R ZR

Zwazmy tu, ze wspdlrzedne punktoéw « i« mozemy przedstawié odpowieduio

. P P P . P

Ay T N2 4P L 3738 - a2 ol 7o %4 22 N2

proez (Pg LN n}- (MPq o s> : (M£+ Nﬂm) i (1 ¢ — 2N vq)
P e Lo\ L . .

: MP“{)—WJIPE):(M-&—]—VMJ\C), i ze stosunki, utworzone przez pierwsze

skladniki wielomianéw w nawiasach, sa wspotrzeduemi punktu B, (ust.8), sto-
sunki zag, ntworzone przez drugie skladniki tycehze wielomianiw, po opuszezenin
wspilnego czydmika%r, sg wspolrzednemi punktn €. Mamy wige wspélrzedne
punktéw o i o wyrazone za pomoca wspoirzednych punktéw B, i €. Wiemy
jednak, ze, gdy mamy wspdlrzgdne dwu punktéw dowolnyeh z':y/: 5" i a': 9" 2"
& wsplirzedne dwuinnych punktow czynia zado$é zwigzkom &":y": 2" =(z'-Aa'")
AN (@) DT g (&)} (Y —Ny") ¢ (F—=)z"), to dwie pa-
ry tak§011 punktéw sz z sobg harmonicznie sprzezone. W naszym wiec przy-
padku para punktéw B,,0; jest harmonicznie sprzezonaz para punktow o, o’;
wlasno§é te mozemy przedstawié zapomocg symbolu (B, C; o o)) = — 1. Od-
powiednio mie¢ bedziemy (G, 4, B B) = — 11i 4, Byrh=—1. ’

14. Wspdlrzedne punktu tworzacego z punktem A, (O: —%: l)pzu'c;\, Lar-

monicznie sprzezong z para wierzchotkéw B, C s 0 5 1; punkt ten nazwij-

my A',. Prosta laczaca punkt A, z punktem Cy (ust. 12) to jest prosta
(Me—P)z-|-Ney-+-PLz=0, przecina prosta LL; w punkcie—2N&(23E—FL)
VL. Prosta za§, laczaca punkt ten z wierzehotdiem B, t. . prosta Lz-F20z=0,

przecina sig z prosta CG,, czyli, co na jedno wychodzi, prosts CK :% —%/=
. £ - .
W punkeie £: 4 — 5 3 bunkt ten nazwijmy .J,; jak z jego wspéhrzednych wno-

simy, nie zalezy on od polozenia prostéj dowolnéj LL;. Polaczmy nastepnie

icm
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punkt J, z punkﬁem Cs G—[ — %T: 0) (ust. 2). Wowezas prosta J, G, t. j. pro-

sta, MEx—NCy~-2(ME-Nn)z=0 przecinaé bedzie prosty CC., ktiréj réwna-
c s . e L1 L e A
niem jest —MENn=0, w punkecie N TIEF N ktéry nazwiemy 7.
Przez wierzcholki trojkata ABCi punkty powyzéj otrzymane J, i 1.
poprowadzmy przecigeie stozkowe. Postepujac tak samo, jak wust. 5-ym
znajdziemy jako jego réwnanie

€, ¢ -
5—]—@-4—5__0. (17)

Biorge odpowiednie punkty B, €', na hokach C4i 4B, otrzymalibyémy punk-
ty Ju. J., niezalezne od polozenia prostéj LL; i punkty I, I, na przeciecin
stozkowém (17) tak, iz mozemy powiedziet: gdy przy stalém polozeniu punk-
tu K prosta LL; zmienia swoje polozenie, punkty 1,,7,,7, zakredlaja przecie-
cle stozkowe (17), opisane na trojkacie odniesienia i przechodzace przez trzy
state punkty J., Jy, Jo.

Szukajmy bieguna prostéj LL, wzgledem krzywéj (17). Postepujac po-
dobnie jak w ust. 6-ym, otrzymamy réwnanie bieganowdj punktu o': ¢ : 2’
wzgledem krzywéj (17) t. j. ‘

(') -+ (8- + (&' ) 5 =0, (18)
Z warunkn, ze prosta LI, jest tu biegunowa punktu 2': 3/ : 2/, mie¢ bedziemy
dwa zwigzki:
MCr' — Ny H(ME—N)e' =0 1 Mg/ (ME—PL)y/— Pyz'=0,
z ktérych otrzymamy wspdlizedue szukanego biegma ="y 2'=E&(Nn-F- Pi—148)
M ME—Nn+-PL) : L(MEF-Nn—FL), ktére okreslaja punkt O (ust. 11).

15. 'W wierzcholkach 4, B, ¢' poprowadzmy styezne do krzywéj(17)
i punkty przeciecia sie ich z soba, przeciwlegle wierzeholkom A, B, C, nazwij-
my odpowiednio 4", B", (", Jezeli w rownaniu (18) biegunowdj punktu ay’:7’
wazgledem krzywéj (17) przyjmiemy a'ty":s'=1:0:0, t. j. podstawimy wspolrze-
dne wierzchotka A, otrzymamy riwnauie styeznéj B'C" do kvzywéj (17)
w punkeie 4, t. j. rdwnanie {y + vz = 0. Odpowiednio réwnaniem stycznéj
A’C"w punkeie Bjest Lz--£5=0, rownaniem zas styczuéj 4"B" w punkcie (' jest
nu--Ee=0. Wspohrzedne wiee punktdw A", B",C" sa odpowiednio —&mnl, &—mnL,
En:—C. Lezy zatém te punkty 4”,B",C" na prostych odpowiednio AKX, BEK,CK,
skad wynika, Ze nawzajem trzy proste 44", BB", CC" przecinaja sie w je-
dnym punkeie K, to znaczy, ze trdjkaty ABCI 4"B'C" sg homologiczne,
a $rodkiem jch homologii jest punkt K osia homologii jest prosta (1).
Poniewaz punkt K jest $rodkiem homologii takze trijkatiw 4BC1 KK K,
(ust. 1), prosta za$ (1) ich osia homologii, zatém trzy tréjkaty 4BC, KK, K.,
A'B"C" majg wspélny srodek homologii: punkt K i wspdlna o§ homologii: pro-
sta (1).

H ?16. Wezmy nadto krzywa stopnia 2-go, wpisang w tréjkat odniesienia
ABC i przechodzacg przez punkty K,(0:v:%), Ky{£:0:(); okazemy, ze ona
! 12
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przechodzi takze przez punkt K, (§:7:0). Jezeli krzywa (A) (ust. 4) jest wpi-
sana w tréjkat odniesienia, to, poniewaz WOWezas ty,2= a4y, gz, g, = Gyy01,,,
(y9® ==ty s, POWDANIE 0golne (A) redukuje sie do '

2 279 ~2 LYY 4y * . -
1y %3y + 9327 A2V thog gy Y2 20 tggay, 20 -2V tty gy Ty = 0,

9

czyli, gdy przyjmiemy o, =, ty, = %, @y = a,2, do

(S5

i
(@) et =o. (D)

Poniewaz nasza krzywa przechodzi przez punkty K,, K,, zatém réwnaniem
jéj bedzie :

Vi) i) = o

) .Temu rownaniu ezynig zado$é wspdlrzedne punktu K,; s wiee krzywa (19)
jest jednoczednie wpisana w trojkat ABC i opisana na trdjk:;,cie K.K, Kc'
Z ustepu poprzedzajacego wiemy, ze proste, laczgce odpowiadajace wierz—.
cholki trzech owych trdjkatow ABC, K, K, K, i A"B"C", przecinaja sie w ie—
doym punkeie Kize kazde trzy sobie odpowiadajace boki tyeh trdjkatl’;w
przecinaja sig w trzech punktach, lezacyeh na prostéj (1). Stad Wynikz; Ze
punkt K jest biegnnem prostéj (1) tak wzgledem przeciecia: stoZkowEm)
(17). jak wzgledem przeciecia stozkowego (19). ’ °
) 17. Przez punkty D (ust. 7) i & (ust. 5) poprowadzmy przeciecie stozkowe
opisane na tréjkgcie ABC. Podstawiajac w rownanin (B) (ust. 53 wspdh-ze,dne,
. . L1011 1 1
punktéw Bi D t.j. e a7 e : —J-’Z’E mieé bedziemy zwigzki Mm,
~+ Ny 4~ Pmg =0, M?&uy -+ NPqm, + P2ln, = 0, z ktérych otrzy-
Nq — Pt PL— ME ME— Ny '
Mo N P E

mamy oy :my :nly == ak iz rownanie szu-
kane krzywéj jest

Ny — P PL— ME | ME— N
Mz + Ny + Pz =0 (20)

Postepujge zas podobnie jak w ust. 6-ym, znajdziemy roéwnanie biegunowej
p11nktt1 a1y 2 wegledem krzywéj (20) ‘

(

ME—Nn \ | [ME—DNw ,, Nn—Pt —
5 U):c—{—( 5 1qsr.:—{— ’IM cz’}y_[_(‘zv_”jjfgyf

T s 111 ,
Jezell w tém rdwnaniu podstawimy #': 9/ : 2/ = I F P t. j. wspohzedne

PL—IE |
2\ 2

AN PL—g N
N + v z=

punktn E, otrzymamy rdwnanie biegunowe] tegoz punktn wagledem krzywéj (20)

icm°
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(P N)"'_]_(M - ?)y +(‘A‘* - FJ)‘—O’ @h)

ktore z nwagi, ze punkt E lezy na krzywéj (20), przedstawia styczng do krzy-
wéj (20) w punkcie Z. Zwazmy, Ze rdwnanie  to mozemy napisaé takze
w ksztaleie

=0,

Bl = =
Mgl (51

skad sie okazuje, ze taz prosta (21) przechodzi takze przez punkt K. Prosta
zatém K7 jest styczna do Lkrzywéj (20) w punkeie Z. Druga ze stycznych,
ktore mozemy poprowadzié z punktu K do przeciecia (20), jest

M(N—PL)(— M- Ng-PL) - N(PL—ME) (ME~—N+-PL)%y
—+P(N—ME)(ME4-Nn—PL)*z=0;
a punktem jéj stycznodei jest punkt

1 1 ) 1
M —EFNq - P5° N — N PY) - POEF Nq— PO

ktiry nazwiemy 0. Stad wynika, ze prosta E0's jest biegunows punktu K
wzgledem krzywéj (20). Rownanie prosté] EO'; jest
AU(N— PO)(— MNPtz N PL— ME)ME— NPy
- P(Me—N) (Me-Nn—PC) 2 =0.

Cheae nakoniec znalezé biegun prostéj LI, wzgledem krzywéj (20), na-
lezy przyjad, ze wspolezynniki w powyzszém réwnanin bisgunowéj punktu
w2 wagledem krzywéj (20) sa proporeyonalne wzgledem wspolezynuikiw
véwnaniu (2) prostéj LL,. Z warnnku tego mie¢ bedziemy dwa zZwigzki:

M ME— N~ N(Nn—ME)y 4PN~ 220) 2 =0,
JM(ME— Pt~ N(ME—2Nn4-PLy'+P(Fe—ME) 2 =0,

z ktéryeh otrzymamy wspdirzedne sznkanego hieguna

s (PL=D)? (N—ME) (ME—N®
2y = 3 i : 2 .

Na przecieciu stozkowém (20) lezg jeszeze punkty:
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-
1 . 1 B
MO —2NPE— N e — MUPE) "~ NN P — MNEW—NPrE)

1
C B 2] NE— MPE—NPxg)
nazwijmy go 7
- ~l~—~—1 ,,,_.__1 —==, hazwijmy oo 8
N+ PG NI 1EE) PAE - gy "34vijmy go

1 . 1
M Nq(Nq—IE) F FUEC— L8]] * N[ POEE—A 1)+ AE(IE—"DNq)|

1
| PLAR(HE = F8) + Ny -]’
nazwijmy go N,

18. Punkty o i o' zalezg od tego, jaki punkt i jaka prosta wzielidmy jako
punkt X i jako prosta LL,. Jakoz, wspiirzedne punktow o i o' 88 zwigzane
z6& wspllrzednemi punkty X i wspdtezynnikami réwnania (2) (ust. 2); mianowi-
cle, aby otrzymad wspélrzedne punktu o, nalezy wspétezynniki M, N, P, po-
czynajac od drugiego, podzielié odpowiednio Przez wspélrzedne &, , ¢, poczy-
najac od trzecicj; aby za$§ otrzymac wspolrzgdne punktu o, nalezy tezsame
wspdlezynniki M, W, F, poezynajac od trzeciego, podzielié przez powyisze
wspilrzedue, boczynajac od drugiéj.

Przy t4j saméj prostéj I L, weimy zamiast punktu K punkt o
N P N
[ee:5)
punkt o jest zZwiazany z punktem K. Wedlng POWyZszego prawa wspolrzedne
punktu £ znajdziemy, dzielae owe wspdlezynniki 3, W, P, poczynajac od dru-
glego, przez wspéhzedne punktn ®, poczynajac od trzecidj; otrzymamy w ten

i szukajmy Zwigzanego z nim punktn F w taki 8posob, w jaki

3posib wspdlrzedne punktn F wyrazone przez%l :% ﬂ—ﬁ Dzielac naste-

bnie wspilezynniki 47,3, P, boczynajae od drugiego, przes wspihrzedne punktu

il . 11 1 .
F, poczynajac od trzecidj, mie¢ bedziemy wspolrzedne ok m iz ktore

wyzuaczaja punkt D {ust. 7). Podzielmy nastepnie wspGlezynniki A7,
N, P, poczynajac od drugiego, przes wspilrzedne punktu D, poczynajac od
trzecidj, otrzymamy % : —‘}\i,; : %_,-q, punkt ten nazWwijmy W. Punktem zas po-
wstajacym z punktu W taki sposob, w jaki powstaje punkt © z punktn K,

bedzie punkt % : %{ : i;\[’ t. J. punkt o (ust. 2). Gdybysmy wreszcie podzielili

owe wspélezynniki M, W, P, poczynajac od drngiego, Przez wspolrzedne punkty
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o', poczynajge od trzecié], otrzymalibysmy &:4: L a zatém wspélrzedne punk-
ktu K; wrociliby$my wiec do punktu K. T t. d. ) ) .

Otrzymujemy wiee tym sposobem dla jakiego§ punktu X i dciwolng. pro-
stéj LL, peryod K, o, F, D, W, o’; K, i t. 4, zlozony tylko z szescin 1'uznlycv1?
punktow, z ktérych kazdy w taki sposéb powstaje z poprzedzajacego, w jaki
z punktu K powstaje punkt . _ ‘ )

! Gdybysmy za$ sobie postawili zadanie: majac punkty Ki mt, s.zuwk‘&;;é
punktéw, z ktéryehby kazdy powstawal z poprzedzajacego w taki sposé %
w jaki z punkta XK powstaje punkt o', to otrzymalibysmy znown pergyod l?, o',
W, D, F,o; Kit. d, a wiec ten sam peryod w odw-rotny.m tyll-;o porzgdl}u.

’ 19. Miedzy dwoma bezposrednio po sobie nastfgpuja‘uceml pun.ktaml po-
wyZ%éj wypisanych szeregdw punktéw istnieje po'kremenstwt.) stopma“2-go, to
znaczy, ze gdy jeden z takich punktéw porusza sie po plrostej d-owolne.], ploigolz
staly zakredla przeciecie stozkowe, Wezmy bowiem ktora]li:;lw;ak pgr@ takic

i b e Yui By === 5t — MOZem;
punktéw np. Kio. Wspohrzedne punktt @ 2y ¥y 2o TIE m y
napisa¢ w ksztalcie zwiazkow

M (@)
Zo=p T ﬂm:Pf s ‘~m—PTI .
Stad mieé bedziemy wspéhrzedne punktn K wyrazone przez

: L _ M N ®)

529%" 1=e C—me .

: 4 — S T ktn

Niech punkt K porusza si¢ po prostéj az--py-vyz = 0.. 'Pldyv'émlaimet};fllllié nrl
K zmieniaé sig bedzie odpowiednio punkt o; podstawiajac wiec W 08 k ! ‘.—
réwnaniu zamiast z, y, z wyragenia (J), otrzymamy po opuszezenin wskaZni
kéw o réwnanie

N eb  BM_,
e

j i ( ak ‘Gwnania
przedstawiajace miejsce gleometryczne punktu w. ‘Jak z te’g](; l‘f)e“odnie—
widzimy, punkt o zakredla przeciecie stozkowe, opisane na tréjkaei
sienia. , . e

¢ azi .
y Pr=5isris zie @ =
W szezegolnym przypadku, gdy a:fiy= iy ® >

. 0 £ +_(b_z:0
b=CA4, ¢=AB,t. j. gdy punkt K porusza sig po prostéj -Pm-{— MR »

a b ¢ oL . a troi-
punkt o zakreslaé bedzie krzywa z -+ 7 -+ 7= 0, a wige koo opisane na. trdj

kacie odniesienia.
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§ II.

Dowolny dotad na plaszezyznie danego trojkgte ABC punkt K okredl-
my teraz jako punkt szczegdluy, mianowicie taki, ktirego wspolrzedne zadosé
czynig zwigzkow! &::0=a:b:¢, gdzie @, b, ¢ sa dlugoseiami bokiow trojkata
odniesienia. Rawniez dowolng dotad prosts (2) okredlmy jako prosts w nie-
skoliczonoscl; wiedy j&j réwnanie bedzie (ust. 19, § T) ax4-by--ca =0, tak, iz
AN P=ua:bie. A wice przyjmijmy, ze &:9: 6=M:N: P—=a:) ¢

W tym paragrafie wystowimy dla bowyzszego zalozenia wlasnosei wy-
vrowadzone w paragrafie poprzednim i niektére z nich szezegOlowiéj rozwa-
Zymy. ADby uezynié widoczniejszym zwigzek tresei tego paragrafu z treseia
poprzedniego, nadajemy ustepom § I numeracys odpowiednia do zachowa-
néj w§ L

Dia uproszczenia niektorych wywoddw przyjmiemy odtad stale, ze Wspol-
rzgdne jedunorodue sg prostopadte,

1. Tak okredlony punkt K nazywa si¢ punktem Lemoin ¢/a. Jezeli €, 1, &
oznaczaé nam beds diugogei wspéhrzednych punktn K, to ze zwigzkow & ¢
=a:b:c otrzymamys— = ZTJT = E— Nadto, gdy przez p oznaczymy pole tréjkata
odniesienia, to z uwagi, ze punkt K lezy na plaszezyzie tréjkata 4BC, mied

bedziemy af-4-byd-ct = 2p. Rugnjac z trzech ostatnich zwigzkéw —Z , f— mied

9o
bedziemy é: qu‘é“'—b A wiee
Eon_t_ %
a0 e T d e

Proste lyczace punkt K z wierzcholkami trojkata ABC przecinajg jego
boki przeciwlegle w trzech punktach K, , K, K., ktdryeh wspolrzednemi RE)
odpowiednio 0:0; ¢, @106, 2:5:0. Jezeli spodki prostopadlyeh, spuszezonych
z punktu K, odpowiednionaboki 4 ¢ i AB, nazwiemy ris, to K,r=K, O sinC
K=K, Bsin B; stad %g = %:Z—j A wiee proste laczace punks
Lemoine’a z wierzeholkami tréjkata ABC dziela jego boki przeciwlegle na
odeinki w stosunku kwadratow bokdw przyleglyeh. Trojkaty ABCi K, K, K,
84 homologiczne, $rodkiem ich homologii jest oczywiscie punkt Liemo i ne’a,
za$ osia homologii {vdpowiednio do ust. 1, § I) prosta

x y 3
7ty t=0 W

2. Poniewasz prosta LL, jest teraz zgodnie z uezynioném zatozeniem
prostg w nieskonczonosei, wige punkty 4., B;, C, przeciecia sig prostéj LL '

icm
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z bokami tréjkgte sa punktami w nieskonczonodei; ich wspélrzedne s odpo-
wiednio

1
7

-—~1~:0:—1—' i:-——1—:0,
a'"e

0 a 0

1
- '
W skutek tego punktami A, ' beda odpowiednio punkty przeciecia sie boku
BC z réwnoleglemi do bokdw AC 1 4B, poprowadzonemi odpowiednio przez
punkty K., K; wpodobny sposih wyznaczymy punkty wiw, jakotez punkty
viv. Wspoélrzedne punktéw Ay, v sa odpowiednio

0:leza?,  0%:0:ac, ab:c?:0,
zad wspoirzedne punktow N, o, v odpowiednio
0:a?:0c, ac:0:0% ¢?:ab:0.

. . b.c.a

Trzy proste 4k, By, Cv przecinaja sie w jeduym punkcie (7 Tt T) s
. .o, fc . a b

zad trzy proste AN, By, OV przecinaja sie w innym punkcie o (T o —E) .

Punkty o i o’ nazywajg sie punktami Bro carda,' Dwa te punkty Br' 0-

carda i punkt Liemoine'a tworzg szczegélna trdjke stalych punktéw

trajkata. . i
] 3. Prosta laczaca punkty Broearda nazywa sie prosta Brocarda.

Jéj rownanie jest
e
@

2 b g2t
r—a®? | ot—a% =0 @
b7 ¢ T

Poniewaz proste LL,, e’ i prosta (1) maja sie przecinaé¢ w jedl}ym ‘p!unkclle,
a prosta LL, jest w nieskoficzonose, zatéx}} progta Br of:arda. Jjest réwnole-
gla do prostéj (1), t. j. do osi homologii tro_]k@tgw 4BC’1 K%K,:J_C. o

4. Szedé punktow A, b, v, N, p, v' lezy na jedném przecieciu stozkowém

a2V}t -y2-22) — be(ut-Fl2e)yz — ca(V-a%c)en — ab(c*-Fab?)ey =0. (4)

Z ogilnéj teoryi przecieé stozkowych wiadomo, Ze, jezeli 1'6wna.nie‘ ](;A)
(ust. 4, § I) ma przedstawiaé elipse, hyperbolg, lub parabole, to wyznaczni

1
A= ‘ Q. Qo Gy E »
§ ) 1
(g Gy Gy 7=
1

gy gy gy T

111,
N Ty hu
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gdzie f,, hs, i, oznaczaja wysokosei tréjkata odniesienia, ma wartosé odpo-

wiednio ujemng, dodatng lub réwng zeru. W naszym przypadku wyznacznik

A, utworzony przy pomocy wspolczynnikéw riwnania (4), redukuje sig do wy-

razenia

f]:;u {(o* -0t -et 42024022 %) {1+t =30 — 3022 —3¢%?)
~4(btei-ctatal)).

Ponjewaz dla bokéw kazdego tréjkata istnieje nierdwnogé a0t - ¢t — 2022

—20%¢* — 2% a? << 0, zatém wartodé calego wielomianu jest zawsze

wjemng. Stad wynika, ze kizywa (4) dla kazdego trojkata jest elipsg. W razie,

gdy tréjkat ABC jest réwnoboczuy, krzywa ta jest kolem.

5. Przecigele stozkowe, opisane na tréjkacie danym i przechodzace przez
oba punkty Brocarda, jest

at—bc? + bt—a%c?
ax by

Dla réwnania tego wyznacznik A ustepu poprzedzajacego redukuje sie do wy-
razenia

b—(ﬁ?z 7 {((L4+b4—{—c4+69(;9—|—(;9fc2—|-af~’bﬂ)‘~’-f— 4022 -a%D?) (iAot —D—

—c2a2—a2) 2)}

cl—a?h?

+E =, e

(£

Poniewaz jednak dla bokéw kazdego trojkata istnieje nierdwnodé ot —+ bf-ct
>0%P4-c20 -0, zatém wypisany wielomian Jest zawsze dodatni, skad wy-
nika, Ze przecigcie stozkowe (5) jest zawsze hyperbola.

Zwazmy nadto, ze gdy ogdlne rownanie (A) (ust. 4, § I) przedstawia hy-
perbole réwnoboczng, to .

al1—|—a-22+a;‘3—f2u230()szi——2fa31cosB*ZawcosCL:O. (€))

GdybySmy wiee szukali wartnku, pod jakim krzywa (5) staje sie iyperbols
réwnoboezng, otrzymaliby$my réwnosd a5 -e8—30%? =0, Ltira Jjednak
istnieje tylko dla trdjkata réwnobocznego, w przeciwnym bowiem razie zawsze
0" b~-c>3a%%?2. Lecz gdy mamy tréjkat réwnoboczuy, t. j. kiedy a—=b=c¢,
z rownania (5) otrzymujemy tozsamosé; a wige krzgwa (5) nigdy nie moze
by¢ hyperbolg réwnoboczns.

W przypadkn, gdy diugoss jednego z bokéw trojkata odniesienia Jjest
Srednig geometryczna dtugosei bokdw pozostalych, 1. j. kiedy np. a®=0e, wte-
dy z réwnania (5) otrzymujemy réwnania:

=0 » Yy—E=, (6)

z kidrych pierwsze przedstawia bok BC, drugie dwusieczng kata bokowi temu
przeciwleglego.

icm
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Zauwazmy tu jeszcze, ze wspélezynniki réwnania, (5) sa tez same, co
w réwnaniu (3) (ust. 3); zatém przecigcle stozkowe (5) jest zakreslone przez
jeden z punktéw izogonicanych 1), w razie, gdy pozostaly porusza sig po pro-
sté] Brocarda.

6. W ustepie 6-ym § I pray pewném, okregloném potozeniu  dowolnie
poprowadzonéj prostéj LL, przygjmowalismy, ze punkt X zmienia swoje polo-
zenie, co nas doprowadzilo do rozwazania pewnych trzech przecie¢ stozko-
wych zaleznych od polozenia prostéj L, a posiadajacych te wlasno$é, iz od-
dzielnemu polozeniu punktu X odpowiadaly trzy proste w', v\, Ay, styczne do
owych przecieé stozkowych w takich punktach, iz, gdy je polacaymy z wierz-
chotkami tréjkata odniesienia, otrzymamy trzy proste przecinajgee sie wjednym
punkeie D' Aby médz Wwyznaczy¢ trzy takie punkty na prostych W', W, A od-
powiadajacych punktowi Liemoine's § prostéj w nieskonczonogei, musimy na-
przod otrzymad przecigeia stozkowe zalezne od polozenia prostej LI, w nie-
skofiezonodel przy zmianie polozenia punktu K. Powolujae sie na postepowanie
wust. 6-ym § I-go, zauwazymy tu, ze promienie K, C,, X,B; pekéw By, C, 83
réwnolegte do bokdw odpowiednio AB i G4 (ust. 2 § IT); szeregi wiee punk-
t6w v 1 v, na bokach odpowiednio AB i (A, powstale wskutek przeciecia sie
ich z temiz prostemi K,By, K,C, sa podobne. Tak samo mozna udowodnié, ze
szeregi v, M; A, p' sa podobne. Stad za§ wynika, ze przeciecia stozko-
We przez te szeregi wyznaczone sa_ parabolami takiemi, iz do kazdéj
z nich sg styczne dwa boki tréjkata 4 BCw punktach przeciecia si¢ ich z trze-
cim. Réwnania ich sg

02— 4 beyz — | (7
02 —duc zr =0 (M
P —dabay =0, (™

Majac te réwnania, latwo znajdziemy  punkty styeznosei promieni ', v\, g
peku drugiego rzedu, odpowiadajacych polozenin punktu K w punkcie Le-
moinea, styeznych do krzywych kolejno (7), (7), (7). Réwnania bowiem
tych promieni sg odpowiednio

— abex - ¢y -0z =0, %z — abey +a*2=0, Vx4 ady — alez= 0,

Y) Pary punktow izogonicznych nazywamy taks parg punktéw 2riPr, iz proste, tgczg-
ce je z ktorymkolwiek z wierzcholkéw trojkata, tworzg z przyleglemi bokami rowne katy
PAB=P"ACj t. d. Na podstawie tego okredlenia mozna tatwo, wyrazajae wspélrzedne tych
punktéw przez ich odleglosei od odpowiednich wierzchotkéw, wyprowadzi¢ inng wlasnogs
cechujaeg dwa punktyizogoniczne, o misnowicie, ze wsplrzedne Jjednego z nich sa odwrotnie
proporeyonalne wzgledem odpowiednich wap6irzednyeh punktu pozostalego. Styd zas wynika,
e migdzy punktami izogonicznemi istnieje pokrewietistwo stopnia 2-go, to zmaczy, ze gdy
jeden z nich porusza sig po Dprostéj az 4Py - v2 =0, pozostaly zakvesla przeciecie stozkowe

g— + S_—f- —I— ==0, opisane na trojkacie odniesienia.

Prace matem.-fizyezne T, I 13
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zatém szukane punkty stycznosei sg

2.,1.15
abe "¢

[=

2

1.2
“ad abe "

.21
T abe " a¥’

Tl

ol

Proste wiee laczgee te puakty z wierzchotkami odpowiednio 4, B, C, t. j. pro-
Yy oz z & z
@0 m =0 g

ciesD’ (a®:0%: ¢).

Poniewaz do parabol (7) jest styczna prosta w nieskoticzonosci kolejno
2111 2. 1 1 1. 2 A .
PR ARy St Bkl st zatém proste taczgce te
punkty z wierzchotkami odpowiednio 4, B, C, t.j. proste

?

%: 0, przecinajg sie w jednym punk-

w punktach —

by—cz=0, ax—cz=0, ax—>by—0

sg réwnolegle do osi parabol. DProste te przecinajg sig w jednym punkeie
E (—;— : % : %«) t. j. w punkeie ciezkosdei danego tréjkata.

Jezeli ogniska parabol (7), (7'), (7") nazwiemy odpowiednio Fy, F,, Fy,
to z uwagi na wlasno$é ogélna przecie¢ stozkowyel, iz proste, Yaczace ogniska
kzywych stopnia 2-go z jakimkolwiek punktem, tworzg ze stycznemi, popro-
wadzonemi z tegoz punktu do przeciecia stozkowego, réwne katy iz uwagi
na powyzéj udowodniong whasnodé, ze proste AE, BE, CE sg réwnolegle do
osi parabol (7), mamy

kat EAC=F,AB, kgt EBA=F, BC, kst ECB= F,CA.

Widzimy wigc, ze proste AF,, BF,, CF; tworzg z bokami odpowiednio 4B,
BC, C4 katy réwne katom, ktore tworza proste AE, BE, CE odpowiednio
z bokami AC, B4, CB. Wlasno§é taka, jak wieny, charakteryzuje proste la-
czgoe punkty izogoniczne z wierzcholkami tréjkata. Stad wynika, Ze proste A},
BF;, CF; przecinajy sie w punkeie izogonicznym z punktem cigzkodci F (71[
:% ?1-) t.j. wpunkele a: b:e. A wige proste Iaczgce ogniska parabol (7),
(7, (") z wierzchotkami odpowiednio 4, B, ¢ przecinajg sie w punkeie Le-
moine'a.

‘Wyprowadzimy tu jeszhze kilka ciekawych wlasnosei dotyezacych para-
bol (7).

Z podoblenistwa owych szeregow p, v; v, N; A, w' wypada, ze, jezeli przez
M, P, v, 0znaczymy jakie§ trzy sobie odpowiadajace ich punkty to By

N C
. C{-‘q — A‘ﬁ L s "y . L .
=A< (o). Jezeli ten z punktéw K, ktory stuzy nam do Wyznaczenia
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punktow y, v, nazwiemy K,, $rodki bokéw BC, CA, AB oznaczymy odpo-
wiednio przez E,, By, E., zas §rodki bokdw p, vy, v, Ay, A iy tréjkata Ay p v,
nazwiemy kolejno E,, By, E,, mieé bedziemy vK, = Ay, (B). Z uwagi za§,

Oy Ko, C BN

s

ZBZP‘—’I _K-—‘_,,B '——)\10‘
= K.\ (7). Wedlug zwigzku (y) w tréjkacie A v, Ki, prosta E, E,
jako prosta taczaca drodki jego bokdw, jest réwnolegia do prostcéj
v K., awigc takie do prostéj AC. Stad wynika, ze prosta E,H, schodzi sig

otrzymamy K, C= B\ (1), & wiee takie E, K,

1 . . L
z prosta EuB., za$ odcinek E, By ==7v K, a wiec takze E B — —Z—A;Ll (8)

Gidy przez E oznaczymy punkt przeciecia sie prostych Ky, p, i F.4, to z podo-

s . oo BB EE,
dobienstwa tréjkatow. E.E, FiEAp, otrzymamy zwiazki AL = dg,

3 s 1 v
%‘—E = %gﬁ, lub, skorzystawszy z réwnosei (8), zwigzki E.E:? AR, By E,
W Ay

:-3)— B, ktore whagnie okreslajg punkt E jako $rodek ciezkodei w tréjkatach

ABC iy, Mozemy wige powiedzieé: boki tréjkatow wpisanych w dany
trojkat i posiadajgeych z nim wspdlny Srodek clezkosel obwodzg trzy para-
hole (7). . o

Punkt przeciecia sie prostéj pyv; z bokiem BC nazwijmy p. Jezeli ogc?l-
nie prostg p g, v, przedstawimy za pomocs réwnania oz By-4-yz==0, to Wwspét-

. 1 1 1,11 1, .
rzgdne punktéw p,iy v beda odpowiednio 0:?—: YT 0. Wez-
my tu proste przechodzace przez punkt staly p, t. j. prz_ypuéém}.r, ze ?val.'tos'é
stosunleu B ;7 jest stata i tylko « jest ilofcly zmienns, i szu.kajlmy Jakleqnu
warnnkowi muszg zado$é czynié a, B,7, aby Jlocz'yn .odcmkuw A X Cuy
mial wartodé najwieksza albo najmniejsza. Z warunkéw, ze
1 ——
Ta _Cpesin€_ O . o B(C—dw)

T = dp,sind 0= Cpa % =Ty

1

. beo. g 3 .
znajdziemy C, == prr—— zad dvy= fo —af Mamy zatém floczyn dv; ><<Cyy
wyrazony w funkeyi a, t. j.

o
Ay, < Oy = ab%ey Tor— i) — F(a).

Funkeya F(e) moze otrzymywaé wartosé najwigkszg albo najmniejszg, gdy
Jéj pochodna,

. azbe — a%By
B = e iy an—oay

ma warto§é (1°) nieskorczenie wielka, albo (2°) réwna zert.
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1%) F'(e) moze mie¢ wartosé nieskonczenie wielka, gdy albo a) bo—af==0;
wlwezas prosta p, v jest rownolegla do bokn AB; albo b) ey — co.=0; wiw-
Czas prosta p, v; jest rownolegla do hoku AC; albo ¢) réwnoczednie bo—ay—0
@r—ca=0; wowezas prosta p,v, jest prosta w nieskonczonogei,

2% F'(x) moze mieé wartodé réwng zern a) gdy « jest nieskoriczenie

cops . y-+iz .
wielkie; wten¢zas z réwnania le—g'/—cl:—r = 0 wynika =0, co przedsta-

X 2
wia bok trojkata BCib) gdy abe= a2y, czylki, gdyg—T =75 Wowezas prosta
#sv jest styczna do paraboli (7).

Widzimy wiee, ze, wyjawszy widoczne przypadki 1% a), b); 29 a), t. j.
gdy prosta py; v jest rownolegla do ktdrego z bokéw albo staje sig bokiem,
z floczynéw odcinkow Av, By, wyznaczanych przez proste przechodzgce
brzez punkt p, tylko iloczyn odcinkow odpowiadajacych stycznéj do paraboli
(7) ma warto$é najwigkszg albo najmniejszy.

Okazemy nakoniec, ze parabole (T, (T), (7") przecinajy sie z sobg
W punktach na prostych A%, BE,, CE,, dzielaeych je na odeinki w stosunkn
1:8. Jakoz, punkty brzecigcia sig porabol (7') i (7) bgdy okreslone przez
wspllne rozwiazania ich réwnad. J. ako jedno z tych rozwiazan otrzymamy
Zoyrs =1:0:0, a wiee wspllrzedne wierzchotka 4; inne rozwiazanie

1 : . . .
&Ly'Y 1 2y = T przedstawia¢ bedzie pozostaly z punktow rzeezywi-

stych przeciecia sig tychze parabol. Punks ten, lezgey widocznie na prostéj
AL, nazwijmy P, Jezeli z, #a,2; 0zmaczacbedy diugoseijego wspihrzednyeh, to
@
DT o5 Ly

%: %;— :%. Z drugiej strony z uwagi, ze trijkaty te BPE,
ole BPE, E.P , . EP __ 1
pole BPA — P4 - P4 T8
) 7. Czynige tu przypuszezenie odwrotne przypuszezenin  zrobionemu
" w ustepie poprzedzajgcym, t. j. ze punkt K pozostaje stale punktem Lemoi-
ne’a, za$ prosta LL, zmienin swoje polozenie, otrzymamy na bokach tréjks-
ta ABC, wskutek przeciecia sig ich z promieniawi pekiw Ko, K, K, perspek-
tywicznych, trzy szeregi jeduokredlne W3 VA Vo, wyznaczajace nam krzywe

1 BPA maja réwne wysokodel, jest

bex* — da2ys =0, (8)
oyt — 03w ==, 8
ab2? — 402y =0, (C))

do ktérych jest styczna prosta (1), t.j. o homologiitrijkatiw ABC i KKK,
a nadto do kazdéj # nich s styezne dwa boki trojkata 4 BC w punktach prze-
cigela sig ich z trzecim. Srodki tych krzywych leza na prostych Iaczacych
Srodek ciezkodei trojkata odniesienia z jego wierzchotkami, :
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Majgc réwnania (8), mozemy znalesé wspshrzedne punktéw styczmosei
promieni pgku rzgdu 2-go, t.j. prostych pv, vx, Ny, stycznyt-:h do k.rz;:wych
(8), & odpowiadajacych polozeniu prostéj w nieskofezonodei i punktowi Le-
moine’a. Réwnania bowiem tyeh prostych beds odpowiednio

Ven—ab’y—ac®s=0, —adbz-a2y—Uedz=0, —aiex—biey-ubiz=0;
a wige ich punkty stycznosei do krzywyeh (8) beda okrelone przez stosunki
i1 1.1 1 11 1

bed? 2ade” 20% w202

b3 2abd " 2ac® 2 R

|

NS

S

Proste aczace te punkty z wierzchotkami odpowiednio A4,B, ¢ przecinajy sie
. 1.1 1y . L ~ .
w jednym punkcie D ((TS:F:O—.J), izogonicznym z punktem D' (ust. 6).
Of homologii tréjkatéw ABCi K, K, K, jest styczna do krzywych (8),
(8, (8") odpowiednio w punktach

20:b:¢, w:20:¢, @b 2

a wige trzy proste lyczgce je z wierzeliolkami kolejno 4, B, C przecinaja sie
w jednym punkeie @ : 0': ¢, t. j. w punkele Lemoinea. o

8. Podobnie, jak w ust. S-ym § I, oznaczymy punkty przeciecia sie pr(’)"—
stych Co, 4o, B z prostemi odpowiednio Bo', Co', 4o’ przez 4,, By,
(fig. 2); ich wepdilrzedune beda .

abe: ¢ 0%, B rabe: &f, b iat:abe

Poniewaz 15|1n1(t)7 Aq. By, €, przeciecia sie bokéw BC, _C’A, ABz p,rost.q LL,
sy punktami w nieskoficzonosel, zatém proste K4, ‘,KB“ KCy, kt?‘“y““i“‘}g
ustepu 8-go § I-go, przez te punkty przechodzy, sg rownolegle dobokdw 0]~
kqtzbm. Inne jego boki przecinaja one w szedcin punktach lezgeych na przecig-
cin stozkowém

S0t — L et s ot ya=0, ©)
] il UL

gdzie znaki sumy odnosza sig do skladnikéw ot-rzymywanyclll Z j\vzfpfsal(liyrcll
wskutek zastapienia wszystkich w nie \\'chodz@cy’ch elgmenttl)w 1’%6,‘ ‘o ‘pAo—
wiednie w porzadku kolowym. Udowodnimy, Ze réwnanie (9) jest ‘1 oxg?m.cné
kola. Zwazmy, ze, gdy ogélue réwnanie (A) (u.st. 4'§ I) ma przedstawia
Iolo, to miedzy wspélczynnikami jego zachodza zwigzki

3_ 9 pn = 9, @t — 2, .al
O gy D2 — 2ty DOty @01 62 — 2004560 == 0y, D}y 02— 20ty 00

W naszym przypadku mamy
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(cﬂ-}—(bﬁ)uH—({e“—}-b9)52—}—(54+b2a9+(¢“bz—}—5902—}—02£¢2 = (a*-0%F¢2)% i t. d.,
warunkowi wiec owemu staje sig zadod¢. Kolo to (fig. 2), przechodzgce przez
szesé punktow przeciecia sie bokéw trojkata z réwnoleglemi do nich poprowa-
dzonemiprzez punkt Lemoin e’a, nazywa sig kolem Lemoine’a. J ego frod-
kiem jest punkt

B8t — 022 — 422 — D267 — 2?) ; b (bt — % — 22 — D23 — )
s (et — e — bt b8 — 2?),
9. Trojkat 4, B, C nazywa sie pierwszym trijkatem Brocarda. % ogal-
hego roxtrzasania, (ust. 9 § I), wynika, iz ten pierwszy tréjkat Brocarda jest
homologiczny z tréjkatem odniesienia; Srodkiem ich homologii jest punkt

({% : —Z%? :cis)(ust. 7), za$ osig homologii prosta

a b ¢
m4—6209m+b4—a262y+ Py =0. (10)

10. Trojkat 4, B, ¢, (fig. 2) wyznaczony przez punkty Ay (D%e? :abbac?),
1(a%: a2c?:0e2), /(e bie: a®b?) przeciecia sig prostych Be, Co, 4w odpo-
wiednio z prostemi Cw', Aw', Bo' nazywa sig druginrtrijkatem Brocarda.
Z ust. 10-go § I wynika, ze ten trojkat jest homologiczny 19) z tréjkatem da-
nym; rodkiem homologii jest punkt D'(a®:03%:¢%); i 29) 2 plerwszym tréjkatem
Brocarda; srodkiem homologii jest punkt D" ﬁifi : a—i‘i_bﬁ-i : L—H—CM' )
Wapdlng osig homologii dwu tych par tréjkatow jest prosta ( 10). Zwazajae
wige takze na to, codmy wyprowadzili w ustepie boprzedzajacym, widzimy, ze
trzy pary trojkatow homologieznych : trojkat dany i pierwszy trojkat Bro-
carda, tréjkat dany i drugi tréjkat Brocarda, pierwszy i drugi trojkaty
Brécarda posiadajg wspdlng o homologii (10); stad zag wynika, ze trzy
Srodki homologii trzech owych par trojkatow, t. j. punkty D, D', D", lezs na
Jednéj prostéj; réwnaniem jéj jest

@35 —b)z-b¥(a—c8)y ¥ (b5—08) 2 = 0, (11)

11. Przecigeie stozkowe (fig. 2), opisane na pierwszym tréjkacie Bro-
carda i przechodzace przez oba punkty Brocarda, jest

abo(@* -y et —(aty sz ¢dy)=0. (12)

Postgpujac podobnie, jak w ust. 8-ym § IT, moglihy$my udowodnié, Ze réwna-
nie (12) przedstawia koto. Koto to, opisane na pilerwszym trojkacie Brocar-
da, nazywa sig kotem Brocarda. Z ust. 11-go § I wynika, ze biegunows,
Srodka homologii D' tréjkata danego i drugiego tréjkata Brocard a_ wzgle-
dem kota Brocarda jest prosta Brocard a, za$ biegunem prostéj LI, t. j.
tutaj Srodlkiem kola Brocarda jest punkt Z, ktbérego wspohzednemi sy
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U+ —0P— PR =1 —c0?) « b (b — 02— a1 — )
! e (G0 -0 — 1 —c%a?).
Punkt ten otrzymaliémy juzw ust. 8-ym jako srodek kolaTemoine’a. A wiec
kola Lemoine’aiBrocarda sa wspélérodkowe.
Prosta D'Z, ktéréj réwnanie jest

P—c? | —a? | -1
@ STy

5 =10, (13)

przecina prosty Brocarda w punkeie S[a(d®4-¢): b(c*+a?) : c(a—+ bi‘);l,
ktéry z punktem & przecigeia sig prostych ow’i LI, two_rzy pare harm?m-
cznie sprzezong z parg punktéw Brocarda, Poniewaz jednak punkt @ jest
punktem w nieskoficzonosci, wiee punkt S dzieli odcinek we' na polowy. Zau-
wazmy nadto, ze, poniewaz D'Z przechodzi przez $rodek kola Brocarda,
zad odcinek oo’ jest cigciwa tegoz kola, zatem D'Z jest prostopadia do' pro-
stéj Brocarda. Prosta ta D'Z przecina koto Broca r’d aw dw1’1 Wa,znycy
punktach t. j. w punkeie Lemoine'a i w punkcie Oy, ktérego wspoh‘zqdne,ml
88 a(b-c*—a?) 1 b(c*aP—07) © o(a*-0%—c?), czyli cosd: c'osB: cqsO, kto_ry
wiec jest §rodkiem kola opisanego ng tréjkacie da.nym. Mozel'ny Wige powie-
dzieé: prosta }aczgea punkt Lemoine’a ze érodkle.m kela. opisanego na tréj-
kacie odniesienia jest §rednicg kota Brocarda i J_th.dto J_est prostopadia .d.o
prostéj Brocarda w punkeie dzielacym na polowy jéj odcmgk zm}'art_y mlg—
dzy puktami Brocarda. Na téj whasnosci polega latwy sposéb kreslenia kola
rocarda.

Bro bVa‘lfypada tu jeszeze zaznaczyl, Ze przez ten punkt S przechodzi takze
prosta DE

a3 (VP— ) +b(—a)y-Fe (P —%) 2 = 0, 14

laczgea drodek cigzkodel ¥ tréjkata danego ze Srodkiem homologii D trijkata
danego 1 pierwszego tréjkata Brocarda. ’ . |
gl’onlijewaz przste KA4,, EB,, KC, sy réwnolegle do bokdw trojk@ta’da-
nego odpowiednio BC, CA, AR (ust. 8), za$ kgt KA, 0,=EKD, O,=EKC O
:%, zatém punkty 4,,B;,C; mozemy takze otrzymaé jako punkty przecigeia
i y Gw trijkate iesieni rowadzonych
sie prostych rownolegtyeh do bokdw trijkata odmesxem‘a. poprowad :
pl‘zzéz puikt Lemo i; e’a, z prostopadiemi do owych bokow', przechod%a‘ceml_
przez §rodek kola opisanego, t.j.z prostopadiemi do bokéw, wystawionemi
w ich §rodkach. ) . g .
Jezeli punkty id;, By, C; polaczymy z parami wierzcholkow Od})OWlE;-
dnio Bi C, Ci 4, 4 i B, otrzymamy trzy trojkaty 41]90, B (:’A, CAB, ktoé-
re z uwagi, ze prostopadie wystawione w rodkach E,,,E;,', E; ich podstaw od~
powiednio BC, C4, AB, przechodzy przez przeciwleg;le WlGl‘ZChOI.kl :41, B, ¢,
sgréwnoramienne. Udowodnimy jeszeze, ze tetrzy trojkaty sa do siebie podobne.
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Zwazmy bowiem, ze odcinki B, 4,5 B, F, (64

83 réwne dlugosciom wspélrze-
duych punktn Lemoine'a.

Na podstawie zwigzkéw miedzy wspéirzednemi

pmlktll tEgo (llst' 1 § II) namy % = EbBl = -E———ﬁ 01 = —2-2'7__ Lecz

Bd [ b ¢ EENERE 7
/) O

2ot —tod BO, DB o p oy TG

(G) —=tgC A B. Stad wynika, ze tg 4, BC
9

¥

i [
&) &)
4
=1g By, Cd=1tg C, AB= (&T‘r—b#? » czyli, ze kat, o' BC=— o' Cd=w'4 B=0,
a wige ze takze kat wOB = wBA — w4 (=, Kat ten o nazywa sie katem

. . ; N 4p ,
Brocarda. Z powyzszego zw lazku tg o — m mozemy wyprowadzi¢
inne czeste nzywane okreslenia, Mamy bowiem 1 = E(i L -+ o
] g 2\ 2p 2p ' 2pl”
Lecz 2p == ab sin € =De sin d=—ca sin B, a wigc cotg o — }_(J” ﬁb
‘ ’ ¢ g4=3 bsin0+ csin A

¢ . - . .
+asin ) Poniewaz jednak IsinC=1,, esind="P, , asin B, ,

oznaczajg wysokodel trajkata odniesienia, wiegc

gdzie i, By .

ot (@ D
eolg =3t i+ )

Gdy przez H,, H,, H, 0ZDACZYMY S
0 4 == BH,+-H,C=h,(cotg B-}cot
—FeotgB). Stad wynika, ze

podki wysokosei odpowiednio hay By Ry
g C), b=hy(cotg C-}- cotg 4), e==h,(cotg 4.

cotg a=cotg 4-{-cotg B} cotg C.
Zwazmy jeszcze e

sin (4—e)=sin 4 sin a(cotg a—cotg 4)=sin 4 sin a(cotg B+ cotg C)
czyli
in2
sin (d—a) =i —ﬂfﬁ—— H
( J=sina sin Bsin € °

odpowiednio mieé bedziemy

. . sin?B . in?
Sin (B—o) =sino, —. 7, 288 8in(C—a) =sina s ¢
sin d gin ¢ sindsin B -

Mnozae réwnosei te stronami Drzez siebie, otrzymamy
§in%o == sin(4—o) sin (B—2)sin (C—a).
Te dwa ostatnie wzory okregl

ajace kat Brocarda praeds iaja pierwszs
z wlasnosei punktu o lub o', o o awiaja plerway

dostrzezonych przez Clarkes Jjeszeze w1849,
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12. Gdy punkty przecigeia sig kota Brocarda z prostemi AR BE,CK
nazwiemy kolejno 4,, By, i, to mozemy powiedzie¢, ze trijkat A,B,C, jest
pomologiczny z tréjkatem odniesienia; drodkiem ich homologii jest oczywiscie
punkt Liemoine’a, za$ osig homologii prosta

a 2 - b -1
—2ab-fcd" T gt — 2pT -2

c
srr—s=0 19

Tréjkat ten 4,B,C, jest homologiczny takze z pierwszym trojkatem Bro-
carda, drodkiem homologii jest Srodek ciezkosci E tréjkata odniesienia, za$
osig homologii prosta

a{0? — x4 b{e? — a?)y +-c(a? —b2) 2 = 0. (16)

Poniewaz nadto oba trojkaty 4,B,C i 4,B,C, s3 wpisane w toz samo kolo
Brocarda, zatém prosta (16) jest zarazem biegunows §rodka ciezkosei &
wzgledem tego kola.

13. Z ust. 15-go § I wynika, ze proste 4, E, B, E, G E, laczace punkt E
z wierzcholkami trdjkata 4, B, C;, przecinaja jego boki przeciwlegle w punk-
tacha,f,7, tworzgeych z punktami przecigeia sie tychze bokow z prosta LL, t.].
z punktamikolejno o, §, v pary harmonicznie sprzezone zparami wierzchotkéw
B,,Cy;0,4,; Ay, B,. Poniewaz jednak prosta LL, jest w nieskoficzonoSei, skad
oczywidcie wynika, ze takze punkty o’,f',y' sa punktami wnieskonczonosci, wiec
punkty o, B, v dzielg boki trojkata 4, B, C; na potowy. A wiec punkt &, jako
punkt przeciecia sie prostych laczacych wierzeholki trojkata 4, B, C; ze drod-
kami przeciwleglych jego bokow, bedzle Srodkiem ciezkodci tego trdjkata.
Tréjkat zatém odniesienia i pierwszy tréjkat Brocarda posiadaja wspilny
§rodek ciezkodel.

14. Poniewaz punkty 4., By, C, (ust. 2 § II) sa w nieskoniczonoSei, za-
tém punkty 4./, By', 0.', tworzace z powyiszemi pary harmonicznie sprzezo-
ne z parami wierzcholkéw odpowiednio B, C; C, 4; 4, B, beds srodkami E,,
By, B, bokéw trojkata ABC. W skutek tego, aby, odpowiednio do ust. 14-go
§ I, otrzymaé punkty J, i L, postapimy w ten sposob: przez wierzcholek B
poprowadzimy rownolegla do prostéj CoB,; punkt przecigela sig jéj z prostg

CC, bedzie punktém Js (a :h: ——E). Punkt zag przeciecia sie prostéj, popro-

2

wadzonéj przez punkt J, i réwnolegléj do boku B4, z prosta CE;, bedzie punk- ‘

1 1 —¢ s : S ]
tem I, (—— 1=y ). Odpowiednio postepujac, znajdziemy punkty J. 5

a b a0
. L I U R S
,.Z).c), Ja(a.-—2—.b); L(()”——}—_CE'T;'T} P TR L
stozkowe, przez te szesé punktéw przechodzgce, jest przedstawione zapomoca
réwnania o

Przeciecie

13
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@ b ¢ ~
§+§+g=0, (17

a wiec jest kolem opisaném na tréjkacie odniesienia. Srodkiemjego jest punkt
Op (ust. 11). '

Zwazmy tu, ze punkty 1,,7,,1, lezg na prostych, Iaczacych srodek cigz-

kodcl tréjkata odniesienia z jego wierzeholkami, za$ punkty J,,J,J. na pro-
stych Iaczacych punkt Lemoine'a ztemiz wierzeholkami tréjkata. Jezeli
wige przez punkty przeciecia- sie kola, opisanego na trgjkacie odniesienia,
z prostemi, lgczgcemi jego Srodek ciezkodei z wierzeholkami, poprowadzimy
réwnolegle do bokéw trdjkata tymze wierzchotkom przeciwleglych, otrzyma-
my trzy punkty przeciecia si¢ wspomnianego kola z owemi réwnoleglemi ta-
kie, iz trzy proste lgczace je z przeciwleglemi wierzeholkami tréjkata przeci-
najg slg w punkeie Lemoine’a. Wiasno§é ta sluzy¢é moze do wyznaczenia
punktn Lemoine’a w danym tréjkacie.
) 15. Odpowiednio do tego, cosmy wyprowadzill w ust. 15-ym § I, mamy:
styczne do kota, opisanego na trdjkacie odniesienia, w jego wierzcholkach
tworzg tréjkat 4" B" C" homologiczay z trojkatem odniesienia i trdjkatem
K KK, (ust. 2). Wspolnym srodkiem homologii jest punkt Liemoine'a, zas
osia homologii prosta (1). Prosta ta jest zarazem biegunows punktu Tiem oi-
ne’a wzgledem kola 4 BC, a wige jest prostopadta do prostéj KOy, jako prostéj Ia-
czgeé] biegun jéj K ze srodkiem kola Op. Punkt przeciecia sig dwu tych pro-
stych nazwijmy R. Gdy z punktu R poprowadzimy styczne do kola ABC, to
punkty stycznodei 7} i 7} leze¢ beda na biegunowéj punktu B wzgledem tegoz
kota, & wige na prostopadléj do prostéj KO, w punkeie K, jako biegunie pro-
stéj (1) wzgledem kola ABC. Z trojkata zatém RT, O mamy BT *=REK.RO;.
Gdy za$ ponkty przeciecia sig prostéj KO, z kolem ABC nazwiemy m i m,,
otrzymamy R7;? = Rm. Ry, Z dwu tych zwigzkéw okazuje sie, iz RE.RO:
=Rm. Em;, Widzimy wiec, ze punkt R lezy na osipierwiastkowéj kola ABC
ikola zakreslonego na KO; jako na Srednicy, t. j. kola Brocarda (ust. 11)-
Prostopadia wige w tym punkeie B do prostéj KOy t. j. powyzsza o§ homolo-
gl trojkatéw ABC, K, KK, A"B"C" jest, osig pierwiastkowa dwu kél: kola
opisanego s tréjkacie odniesienia i kola Brocarda.

Wspélrzedne punktéw A", B",C" sg odpowiednio

—a:bie, a:—b:e a:bi—c (18)

16. Przecigcie stozkowe, wpisane, w trojkat odniesienia i zarazem opisa-~
ne na tréjkgeie KK, K., jest

V & +V% +]/§=0- 19)

Oplerajge sig na t&j wtasnosei przecieé stozkowych, e prosta, poprowadzona
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7 ogniska do punktu przecigeia sig dwu styeznych, jest dwusi‘eczna, kgta ntwo-
rzonego przez promienie wodzace, poprowadzone z tegoz ogm_ska dt? ohu meI.{—
tow styeznodei, udewodnimy, iz punkty Brocarda s ogms]liam przecigcia
(19). Okazemy mianowicie, Ze proste, laczgce jeden z punktéw Brocarda
7 wierzchotkami 4,B,C, sg dwusiecznemi katéw ubworzonych prZez prost(?, iz}_.—
czace ten punkt Brocarda z parami punktéw odpo Wiedn_io K. iKy K. 1 K,
Ky i K, styeznosci par bokéw schodzgeych sig w owych wierzcholkach. o

Zwagmy, %6 styczna kata dwk,, utworzonego przez proste Aok,
ktdryl}h réwnania 83 odpowiednio

aty —bez=0, aboz— a’cy - b(c*—D?)z =0,

; sin B
po skrdeeniu przez wielomian 5% c*® -+ a®? Jest tg vk, :Fﬁ—m
2ac

=tg B, za$ styczna kata 4o K, ntworzonego przez prosta Ao i prosta ok,
przedstawiony przez rownanie

—b% x4 a(b*—a?)y—+-abe 2= 0,

jest tg Ak, =—tg B. W ten sam gposdh zna:idzien}y tg Bw K, =1tgC, zas
tg Bo K,=—tg C'it. d. Ztych réwnodel wynika, Ze, liczae katy w tym sa-

kierunku - k .
e Kot Kyod = Awk,= B, Kat K,0B=Bok.=C,

kat K0 C=Cok, =41t d, ¢ nd ) i

Wazgledem rozwazanego tu przeciecia stozkowego (19) biegunows punk-
tu Lemoine'a jest podobnie, jak wrgledem kofa .ABC‘,‘ p1:0st_a 1). .

17. Przecigeie stozkowe, opisane na trojkacie odmeﬁmma a}_prz(%chudzs;'r:e
przez Srodek clgzkosel Htegoz tréjkata i S'ltodek homologl{ D tro‘]ka}to?x’f 0(1?]11?—
gienia i plerwszego trjkata Brocar da, jest mzedstawione przezrownanie

b—c? | c*—a’ (02—112:0 (20)
72 by + ¢

Postepujac podobnie, jak w ust. 5-ym § I’L mog]_ibj}rémy 1.1d‘o‘wodm_é, ze kl;y::),—
(20) jest hyperbola. Poniewaz nadto Wspo.lczynmkl tego; 10wn?n12? 'r.:lz{yny v
dodé warnnkowi (), zatém przeciecie stozkowe 20, oplsane!nd tréjkacie o
niesienia i przechodzace przez punkty B i D, jest hyperbola 1'uwnoboczna,: 7
Punktami stycznoei stycznych poprowadzonych z punktu T.emoine’a

1. 1.1 s wezkodc T i vunkt
do hyperboli (20) sa punkt ik Rl t. j. - érodek clezkoscl ip

1 1 1 1 1 1 )

O (a(b?‘-!— A—ay) (e —b%) @ ti—¢)  cosA cosB cosC)’
ktéry jest punktem przecigeia sie wysokodei tréjkata odniesienia. Hyperbola
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wiee (20) przechodzi takze przez punkt Dprzeciecia sig wysokodei trjkata od-
hiesienia. Z powyiszego okazuje sie nadto, ze biegunows punktu Lemoine’s
wzgledem Lyperboli (20) jest prosta laczgea érodek ciezkodci E z punktem
przeciecia sig wysokosei w trojkacie odniesienia. Hyperbola (20) przechodzi
jeszcze przez nastepujgce wazne punkty: przez punkt Z'

1 . 1
((c(m——'b?c?—-(49119«27905—-—6%2) " Wb —a—a%— e*—c?a?)

1
; 6(04-—54%2——0025ﬁ—bﬁcﬂ—-a%ﬁ))

t. j. punkt izogoniczny ze érodkiem kota Temoin e’a; przez punkt
1 1 1 . . :
S’ (a(bﬂ T @ ) : (a2 ) 1zogoniczny z punktem S (ust. 12) i przez

b+c alc b i , .
punkt ——C’&—_— :E—Tb— :%, ktéry, jakto nizéj okazemy, jest Srodkiem ciezkodei
obwodu trojkata odniesienia. Jakoz, poniewas odleglosei §rodkéw ciezkosei

bokéw CAi AR od boku BC saréwne @‘3, wige wedlug znanéj wlasnosei srod-

2
ka cigzkodei ukladu punktow, odleglos¢ szukanego srodka ciezkodci catego
) he ., D :
b—Z_ + 07 T,
obwodu tréjkata od boku BC bedzie ga=—2 4 o e a—
o SREER T SE e atre = 095y
Odpowiednio odleglosei y i 2 szukanego $rodka cigzkodel od bokéw C4 i AB

bedg wyrazone przez y = (¢--u) 2(7_;;7_{_—0), Z= (a—l—b)—gm—_ﬁ—%_i_‘c) . Stad

wynika, ze 21y s=(b4-0)hai(c-a)hsi(ad-b)h,. Wiadomo jednak, ze h,:hg: B,
1

1. 1 TN e S8 e P m
=T e oy s = T T
Srodkiem hyperboli (20) jest punkt (—cq—:;’—boz : @—%52—)2 3 Gl .
¢

Dalsze badanie hyperboli (20) znacznie sig uprodel, jezeli réwnaniu j&j
(20) nadamy inng postaé. Zwazmy, ze

sin4 §2—¢?
@ [

sin B ¢?—g? sin 0 a2—3?

sin (B— 0)= sin(O—A)= T2 220 sin(4—B)y="22

Zamiast-wige réwnania (20) mozemy wzigé réwnanie

‘sm(zjc;@+sin(0~.4)+%;m

; —1=0,.

albo w postaci wyznacznika réwnanie
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sind cos 4 L =0
7 ;

sin B cos B — |-

— 2 =

sin £ cos 0 =

3}

rownanie zad to mozemy uwazaéjako wynik rugowania wielkosei g i p z réwnan

sin 4 cosg — cos A sing =

l

wno Ko y/©

sin B cos ¢ — cos Bsineg
sin Ccosyp — cos Osing =

lub, co na jedno wychodzi, z réwnan

sin (A% 9) =%

sln (B—¢) :% (20)
: P

sin (C—¢) = 7

Z réwnan (20" wynika, ze wspolrzedne jakiegokolwiek punktn na hyper-
nazwijmy go =, mozemy przedstawié zapomocy uktadu z:y:z
1 . 1 . 1

T sin(4—g) " sin(B—¢) " sin(C—y) ‘ '

: Aby znale$é znaczenie wprowadzonego kata zmiennego ¢, zale?nego od

polozenia punktu =, postapimy w ten sposdb: Polgczmy punkt Tc’ 7z ktorymkol-

wiek z wierzcholkdéw tréjkata odniesienia n.p. z wie.rzcholklem A. Punkt
przeciecia sie prostéj An' t. j. prostéj ysin(B_—zp)—z sin (C—o) -_;'O'z. p}-osto-
padty do boku BC wystawiona w jego srodku t.J. z prosta E; O, ktéréj rowna-

sinZB——sin‘ZC’w —cos Asin By — cos Asin C.z=0, nazwijmy .

2

Z jego wspilrzednych sing : sin (C—) : sin(B—y) okazuje sig, %e proste Z'(q—
czgee go z wierzchotkami B i C tworza z bokiem BC katy sob%e rowne, mia-
nowicie kat ' BC = m' CB = ¢. Podobnie, gdy punkt przeci¢cia sig prf)ste,]
B’ z prostopadls do boku AC, wystawiong w jego §r’c'»dku ,E’b, nazwiemy
n, za§ przez p' oznaczymy punkt przecigeia sig prosté] C"n: z prostopadla,
do hoku AB, wystawiong w jego Srodku H,, to z uwagl, Ze wspélrze-

boli,

niem jest
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dne tych punktéw #'ip’ beds odpowiednio sin ( C—v) : sing : sin (4 — g),
Sin(B—o) : sin{d —o¢) : sin ¢, kat 0 Cd==w A0 = g AB—y' BA=y.
Z tych réwnosei katéw wynika, Ze trijkaty BC,n'CA, p’AB sg 16-
wnoramienne I podobne. Stad za§ wypada naodwrét, ze, jezeli na bo-
kach tréjkata danege, jako na podstawach, wystawimy tréjkaty réwno-
ramienne podobne, to kaide trzy proste, lgczace wierzchotki trzech takich
tréjkatéw sobie odpowiadajacych z przeciwlegtemi wierzehotkami trojkata da-
nego, przecinajg sig w jednym punkcie #/, miejscem za$ gieometryczném ta-
kich punktéw =’ jest hyperbola réwnoboczna (20). Te¢ wazng wlasnodé spo-
strzegt Kiepert wr. 1869 (Nouv. Ann.) i dlatego to nazwal Neuber g 0wa
hyperbole hyperboly Kieperta.

Oczywiscie, ze kat zmienny ¢ moze przybieraé wszystkie wartosei od 0
do 2, to znaczy, ze owe tréjkaty mogs byé kreslone na hokach tréjkata da-
nego albo wewngtrznie albo zewnetrznie,

Gdy punkt na hyperboli odpowiadajacy katowi 2r — ¢ nazwiemy =", to

1 1 1
S(AFy) Sa(B ) Sm(og) PO
Igczacs go 7 punktem #' (odpowiadajacym katowi ) bedziemy mogli przedsta-
wié zapomocg réwnania '

zsin(B — C) (cos*p — cos?4) 4 ysin(C — 4) (cos?p — cos2B)
~+2 sin (4 — B) (cos’p—cos?C) = 0,

z uwagi, ze jego wspélrzedne beda

czyli )
cos’ [sin (B — €) & 4 sin(C — A)y - sin (4 — B)z]
—[sin(B—0C) cos? 4.5 + sin (C—4) cos? By —+sin(4—B) cos?C.z] =0

Z rownania za$ tego okazuje sie, ze prosta n'n" przechodzi przez punkt prze-
cigeia sig prostéj

$in(B—C)z 4 sin(C—4) y 4 sin (A—B) z = 0, 21y
a wige prostéj laczacéj punkt Lemoine'a (sind:sinB:sin C) ze Srodkiem
kola opisanego na tréjkacie ABCt. j. z punktem 0, (cos 4 : cos B: cos C),—
z prosty

sin(B—C) cos*4.% - sin (C-— 4) cos?B.y - sin (A—B)cos?C.z =0,

wiee z prosta laczacs punkt Lemoine'a z punktem przeciecia sie wysokosei

. 11 1 . N
t.J. zpunktem 0", w5t asE m). Punktem wiec tym przecigcia sie jest

tu 'oczywiécie punkt Temoine’a; a zatém proste Iczace putkty hyperboeli
Kieperta odpowiadajace katom ¢ 1 2n—yp, przecinajy sie w jednym punk-
cie Lemoinea.

Punkty przecigeia sig ramion Bp' i 0w/, Ond' i Ay, An' i B! nazwijmy

kolejno my, 1, p;; ich wspétrzedne sg odpowiednio

©

icm
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L+ o1 1 1. 1
sing “ sin (C—y) "sin(B—w)’  sin (C—o) " sino " sin (4—p)’
1 1 1

sin (B—v) " S (d—ov) : sing
Réwnania wiee prostych Am,, Bn,, Cp, 83 odpowiednio

ysin(C—e¢) —z sin (B—9) =0, asin(C—¢) — zsin{d—e) =0,
ysin (B—¢) — zsin (C—9) = 0;

a zatém te trzy proste przecinaja sie widocznie w jednym punkeie z:y:z
=sin (4—9) : sin(B—y) : sin (C—¢), ktory, jak widzimy, jest izogoniczny
z punktem =’ na hyperboli, odpowiadajacym temu samemu katowi . Punkt
ten nazwijmy #;. Uwazajac x:y: 2 za wspolrzedne biezace i rugujac z dwu
ostatnich zwigzkdéw zmienny kat ¢, otrzymamy réwnanie

sin (B—C) x-}sin {(C—A4) y +sin(4d—B)z =10

miejsca gieometrycznego punktn =;. Rownanie to jest toz samo, co réwnauie
(21). Mozemy wiec powiedzieé: gdy punkt =’ porusza sig po hyperboli Kie-
perta, punkt z nim izogoniczny =; zakresla prosts, przechodzacy przez punkt
Lemoinea i frodek kola opisanego na tréjkacie odniesienia.

Podamy nakoniec wartosci kata v odpowiadajgce niektérym wazniej-
szym punktom hyperboli i z niemi izogonieznym punktom prostéj KO;:

a) Gdy ¢=4, ¢=B, ¢=C, punkt =’ schodzi sig z wierzcholkami trdj-
kata danego kolejno 4, B, C, zad punkt «, z punktami przeciecia sig prostéj
KO z bokami owym wierzchotkom przeciwlegiemi.

8) Gily g=0, punks = ﬁ : ﬁ : ﬁi*c) jest srodkiem clgzkosci, zas
punkt m, (sin 4 : sin B : sin C) jest punktem Lemoine’a.

o) Gdy ¢=a, gdzie « jest kgtem Brocarda, punkt«’ ma za wspblrze-

11 - Co
dne ukiad A2 sm(F—7) ' S(C—a) czyli z uwagl, ze sin (4—a)

sine . sin®d . 3 1 .1 1 111
" sinAsinBsin € it.. (ust. 11), lIma'dsin%' sind B " sint ¢ ozyli @ )
a wiec wowezas punkt =’ schodzi sig z punktem D (ust. 7). Punkt =, przypada
wtedy w punkcie D'(a®:9%:¢?) (ust. 6).

. . / 1 1
d) Gdy o=—=2r — o, wspllrzgdnemi punktu =’ sg A=) ST

P sina : .y .

: gm—(éTa)czy]i z uwagi, zesin (4-+o) = mm.sm;i(sm 'B-1-sin%C)
. 1 . 1 . 1
it.d, sind(sm®BF-sin?C) * sinB(sin*C-sin4) ° sinC(sin?4-}-sin’ BY

1 1 1 S . . v
. .= . . Punkt s jest wiec woéwezas punktem &', izogo-
a(b:4-¢?)" b{c*+a?) " e (a0 1 ¢ b » 4V
goniczny za§ z nim punkt =, jest punktem § (ust. 11).

czyli
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R ) tact o ; . 1
6) Gdy p=g—a, punkt =’ jest przedstawiony przez uklad wos(d T a)
NS T 1 . _ sina »
oS (B 505 (0L lub z uwagi, Ze cos(d-t+a)= reaw e @ [ bt -t
—a?b*—a%c?] it. d., przez uklad,
1 . 1 . 1
a(bi-ct—a?b —a’c?) " b(at-ct—ab?—b%c?) " o(a*-0t—ade?—b%?)

Punkt ten nazywa sig punktem Tarry'ego lezy on takze na kole 4BC. Odpowia-
dajacy punkt =, ma wspéhzgdne a(b-ct—a?i— a’?) : b(a* ot —a2*—ac?)
c(a*-Fbt—a2c?—bc?).

1 1

.3
Gdy == \ birzednemi /8 e § e
f) Gdy ¢ g™ 4 o, wspblrzednemi punktu o83 SoNd—3) * o (B—a)

1

P — iawaz sino . s
" os(C—a) Iub, poniewaz cos(4—a) = —FEr e’ (a4 — DP— 2?22
. 1 1
22 .
c?a?) 1 t. d.,a(a4_bﬂcz_azba_ PE—cad) " T — P — o — D — 7

»: = a%g e Punkt wige o’ schodzi sig z punktem Z7%; zag
punkt =, jest punktem Z[a(a*—bc'— a?D?—b2%P—c20?) 2 DDt — 022 — 20D
—0'a?) ¢ o{c*—aPP— b —12—ca?)], .. Srodkiem ket spoksrodkowyeh L e-
moine’a i Brocarda (ust. 8, 11).
g) Gdy np:E punkt ' (L : L. schodzi si i
5 w054’ osB o0 zi sig z punktem

przecigcia sig wysokodel, za$ punkt =, ze Srodkiem kola opisanego na tréjka-
cie odniesienia.

5
k) Gdy p= g% Dunkt #' jest okveslony przez uklad — 1
‘ sin (A-}——ft—)
1 1 s
: : .. Punkt ten, jak to Iatwo okazs zna, jest ta-~
sin (B 1 % ) sin (0+ % J 0 okazaé mozna, jest ta

kim punktem, iz katy, ktére tworza z sobg proste tacz 7 wierzcholkami
s sobie T6WEo. J % P gezgee go z wierzcholkami,

ot
iy Gdy cp__amtg?, gdzie p oznacza pole tréjkata, zag s==q-0-Fc obwdd

. . _ . A

Jego, to sin (4 —g)=cos p[sin 4 — Loos A )= 208%sin A 9 3hosin A cos 4)
_ 2ecosp . i . :

==—g - 8in.4(a4-0)(a-c). Odpowiednio otrzymamy sin(B—ep)= Zoosp

— sin.B

i 2c08¢ .
{a-}-0)(b-F¢), sin( gﬁ?):?_? sinCla+-¢)(b-c). Wowezas wige wep6lrzednemi

icm
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punktn #'sy sinA.(e~8) (@ o) : sinB.(a=-b) () :sin C.(a-}¢) b-4-c) czyli

bt eta a-b
R
trojkata.

18. Majac dany punkt Lemoine'a i prosta w nieskoniczonodei, mozemy
otrzymaé wspélrzedne pierwszego z pmktéwBrocarda, t.j. punktn e, dzielge
wielkodei @, 0, ¢, poczynajac od trzecié], przez tez same wielkosel, poczynajac
od drugidj. Szukajac za§ prnktéw, z ktorychby kazdy powstawat z poprzedza-
jucego w taki sposéh w jaki z punktnu Lemoine’a powstaje pierwszy
punkt Brocarda o, otrzymamy peryod zlozony z szeScin tylko réznych od
siebie punktéw : K, o, F, D, W, o'; K..., gdzie K jest punktem Lemoin e’y

o punktem Brocarda; F ((}2 : 51; : %) takim punktem, iz proste laczace go

A zatém punkt o’ jest wtedy Srodkiem ciezkosci obwodu

% wierzehotkami tréjkata danego dziela jego przeciwlegle boki na odeinki od-
wrotnie proporcyonalne wzgledem bokow przylegych; punkt D jest srodkiem
homologii pierwszego tréjkata Brocarda itrdjkata danego; punkt T jest
przedstawiony przez ulktad (be? : ou® : ab%); za$ punkt o' jest drugim z punktéw
Brocarda.

Ten sam peryod tylko w odwrotnym porzgdin otrzymalibySmy, biorac
punkty, z ktérychby kazdy powstawal z poprzedzajacego W taki sposdh, w jaki
o' powstaje z punktn Lemoine’a.

§ TIL.

1. Dowiedziemy naprzéd nastepujacych wiasnoSci: prosta réwnolegla
do jednego z bokéw trojkata A"B'C" (ust. 15 § II) tworzy z dwoma bokax‘x‘li
tréjkata ABC, schodzgcemi sig w wierzehotku lezacym na obranym boku trj-
kata A"B"C", katy rowne katom tréjkata ABC, ktéve tworza tez dwa jego bo-
ki, ale wziete w odwrotnym porzadku, z bokiem pozostatym, zas prostajm laczg-
ca powyzszy wierzcholek tréjkata ABC 7z punktem Lemoinea, dzieh na po-
Towy odeinek owéj prostéj réwnolegléj do boku trijkata A"B"C", zawarty mig-
dzy rozwazanemi dwoma bokami trojkata ABC. )

Jakoz, przez wierzcholek 4" trijkata A"B'C" poprowadzmy Fg\vnolegla
do boku B'C’ i punkty preecigeia sig jéj z bokami AB i AC nazwijmy odpo-
wiednio B", O". Wéwezas kat A"B"B=BAC'=C, za8 kat A”O’”C”.—_-C’AB".—:’B.
Poniewaz nadto kgt 4"BB"=C, zas kat A"CC" =B, wiec trijkaty Q"”A’G"
i A"B"B sy rownoramienne, a zatém o A'=C4", A"B=A"B". Zeza8
CA"=A"B, jako odcinki stycznych poprowadzonych z puiktn A" do lfola A.BC,
wige C"A"=A"B". Widzimy wigc, Ze prosta A"B" tworzy 2 b‘okam} ABiAC
katy réwne katom odpowiednio C i B, zas prosta 44", kt(.n'a, jak wiemy Z":.IST}.’
15-go § II, przechodzi przez punkt Liemoin ¢’a, przecina tg prost,@ ] A B’
w takim punkeie A", iz A"B"=A"C". Oczywidcie, ze tezsame W%a.SIlOSCl posia-
daé beda proste rownolegte do prostéj A"B" czyli do boku B'C.

Prace matom.-fayuzie T, 1L 14
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| 9. Wesmy tréjkat A'B'C’ homotetyczny z tréjkgtem 4"B'CY 1 taki, izhy-

srodkiem podobieristwa tych dwu tréjkatéw byt punkt Lemoin e'a. Stad bez-
posrednio wynika, ze trdjkat A'B'C’ jest homologiczny z tréjkatem ABC,
a rodkiem ich homologii jest punkt Lemoine'a.

Punkty przecigcia sie kazdego z bokéw B'CY, C4A', A'B' z trzema boka-
mi BC, 04, AB nazwijmy odpowiednio 4./, 4s', 4."; BJ, By’ B."; C/, G, Cy'".
Wewezas punkty 4., B/, C;' wyznaczaja nam of homologii tréjkatéw ABC
i A'B'C, za$ z twierdzenia ndowodnionego w ustepie poprzedzajacym wynika,
19 ze boki trdjkata A'B'C’ tworza z bokami tréjkgta ABC katy A 4.4,
= BB,/'B, = C,it. d.i2°% ze, gdy punkty przeciecia sie prostych 4K, BK,
CK z bokami odpowiednio B'C, C'4’, A'B’ nazwiemy o, §, 1, to

vdy =o0d,’, BB.=BB., 1C'=+C)". 1y
7 podobienstwa dwu par tréjkatow oKC i AKC"; C'KBi ¢"KB mamy
Ko : K4 = KB : KB, (2)

skad sie okazuje, Ze prosta of jest réwnolegla do boku AB. PoniewaZz nadto
ady/==0d,’, 8B, = BB, t. ]. poniewaz prosta 4" B." jest rownolegla do bo-
kn ABiponiewaz kat B.' 4, A, = 4,' B’ B,/ == — C, zatém czworobok
A" 4" By’ B, jest trapezem réwnoramiennym, a wiec 4’ 4,' = B, B,’. Po-
dobnie postepujac, moglibysmy udowodnié, ze czworobok 4.’ 4," C.' ) jest
trapezem rownoramiennym, a wige ze G/ G’ = 4,'4,". Mamy zatém

‘451 44.,-’ — _B:, Ba' — 0,,’0{/’,

a wige odeinki bokow tréjkata A'B'C’ zawarte miedzy bokami trojkata ABC
38 sobie réwne.

Na trapezie 4.'4; B, B, opiszmy kolo i nazwijmy je Q. Woéwezas
z uwagi, ze ' w czworobokn B.' 4." A5’ C¥, majacym trzy wierzehotki wspal-
ne z poprzedzajaeym, kat B,' 4, 45/ = = — C, za$ jemu przeciwlegly kat
B.' G Ajf=C, t.]. ze suma katéw przeciwleglych B, 4,' 4/+B,’ C;'4,'=m,
wynika;, ze owo kolo Q przechodzi takze przez punkt C). Biorac nakoniec

‘trapez - G5 C./ B.' B,’ udowodniliby$my, ze takze punkt C,’lezy na kole Q.
Sze§é wiee punktéw przeciecia sie bokow tréjkata ABC z bokami tréjkata
A'B'C lezy na jedném kole Q.

W punkeie o wystawmy prostopadly do boku C'B' czyli rdwnolegly
do prostéj 40, gdzie Oy jest srodkiem kola ABC. Punkt przeciecia sig téj
prostéj z prosta KO nazwijmy Z; wtedy K4 : Ko = KO : KZ,. Prowa-
dzge podobnie prostopadty w punkeie do prostéj C'A’ i oznaczajgepunkt prze-
ciecia sig jéj z prosta KO; przez Z,, otrzymamy zwigzek KB:KR = KO0p:KZ,.
Zwazajac jednak na zwigzek (2), mamy KZ, = KZ, Widzimy wiec, ze punkt
przeciecia sie prestopadtych do cieciw 4.'4s/, B.' B, wyprowadzonych zich
grodkow, t. j. frodek kola @, lezy na prostéj KO;.
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Z podobienstwa par tréjkatéw 4./ 4,' G i 4 4 C, 4. 4 B
idd A B/ mamy A, C: 4, C'=4. B, : AY Bezyli 4,/ B . A, C=4./B.
A4 Cy'. Podobnie mogliby$my otrzymaé réwnoeéé By’ 4. By C=By'4s" . By’ C'.
7 dwu tych réwnodei wynika, ze prosta 4,/ By, t.j. of homologii trojkatéw
ABC1 A'BC, jest osig pierwiastkows kot @ 1 4 BC.

Zaunwazmy tu jeszeze, Ze czworoboki BC4,' 4./, CAB,’ B, AB G,/ Gy’
mozna wpisaé w kola, ktére nazwijmy odpowieduio Qq, Qs,-Q,. Jednym z punk-
tow przeciecia sie pary kol Q5 1 Q. jest oczywiscie punkt 4. Poniewaz za$
cztery punkty B.', B, OV, CJ/ lezg na jedném kole Q, mamy tunadto réwnosé
A B, AB = A'C,’ . A'C. Stad wynika, ze osig pierwiastkowa kél Q,
19, jest prosta 44A’. Odpowiednio osiami pierwiastkowemi par két Q. i Q,,
Q,1Q, bedy proste BB'i CC. Poniewaz zas trzy te proste przecinajg sie
w punkeie Lemoine’a, wiec punktem przeciecia sie osi pierwiastkowych kol
Q, Qy, &, jest punkt Lemoine’a.

3. Punkty przeciecia sig par prostych 4," B,/1 4,” €, 4.' C/1 B./CY,
B/ Cy i 4, B, nazwijmy odpowiednio o, §', 7. Poniewaz te proste,jak zuste--
pu poprzedzajacego wiadomo, sg réwnolegle do bokdw tréjkata ABC, otrzy-
mamy trzy rownolegloboki 44,'a’ 4., BB/FB,/, CC/v'Cy', ktdrych przekgtne
A A4/, B/ B/, G4 C,'s3 (na mocy réwnodei (1) ust. 2) przez proste odpowie-
dnio 4K, BE, CK podzielone na polowy w punktach a, 8, y. ‘Widzimy wiec,
ze te proste AK, BE, CK bedg przechodzily takze przez punkty o, §, 7. Trdj-
kgt zatém of B4 jest homotetyczny z tréjkatem ABCG srodkiem podobien-
stwa jest punkt Liemoinea. Stad za$ okazuje sig, Ze wszystkie powyzsze
whasnoSei owych szedein punktéw przeciecia sig bokdéw trojkata A'B'C'z hoka-~
mi tréjkata ABC stosowad sig beds takze do punktéw przeciecia sie bokéw
trojkatéw 4BC1 a/By.

Rozwazymy teraz niektére szczegdlne przypadki tréjkata /B’

a) Jezeli jeden z bokéw trojkata o'f'y’ np. bok By’ bedzie odlegly od bo-
ku BC o diugosé réwng bokowi BC=a, to, jak to latwo okazal moZna, bok
7o bedzie odlegly od boku C4 o dugo$é réwng 04 = b, za$ bok &'B’ od boku
AB o dlugodé réwng AB == ¢, zas proste laczace odpowiadajgce wierzeholki
tych dwu tréjkatéw przecinajg sie w jednym punkeie, ktéry jest punktem Le~
moine’a dla kazdego z tych dwu tréjkatdw. Wiasno$é te moina jeszcze tak
wystowié: trajkat, ntworzony przez boki kwadratéw wystawionych na bokach
trojkata danego réwnolegle do tychze bokéw, jest homotetyczny z danym tréj~
katem, a Srodkiem podobienstwa jest punkt, ktéry jest wspélnym punktem
Lemoine’a obu trojkatow. Oczywidcie, ze te kwadraty moga byé wszystkie
trzy wewnetrzne, albo wszystkie trzy zewngtrzne. )

6) Gdy trojlat o/8% zredukuje sig do punktu L emoine’a, to koto & be-
dzie kotem Liemoine’n (ust. 8 § IL). .

¢) ‘W przypadku nakoniec, gdy trajkat o’y stanie sig rownym tréjkato-
wi ABCi z tymée bedzie symetrycznie polozony wzglgdem Wspéhl_egq obu
tym tréjkatom punktu Liemoine’a, to tréjkat A'B'C’ (ust. 2) zredukuje sig do
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punktu Lemoine'a, ktéry bedzie zarazem grodkiem odpowiadajacego kola Q.
Kolo to oznaczymy przez Q. Wiedy proste 4,' 4., B.' By, G G, jako
srednice tego kola sobie réwne, bedziemy mogli uwazaé za przekatne trzech
prostokatéw Ci' B G B, G 4" O/ A/, B, 4/ B, 4,', wpisanych
w trojkat dany ABC i majaeyeh jako wspdlny §rodek punkt Lemoine’a K

Poniewaz prosta B,' €y’ (fig, 3) jest réwnolegta do boku BC, wige, gdy
punkt przeciecia sie jéj z prosta AE, (B jest drodkiem boku B(C) nazwiemy
72, mieé bedziemy B, m=m C’;prosta zatém mK jest prostopadla do boku BC.
Punkt przeciecia sie té) prostopadléj z bokiem BC nazwijmy 2, za$ spodek
wysokodcl tréjkata ABC przechodzycéj przez wierzcholek 4 nazwijmy H,.
Wiwezas w trojkacie A%, H, prosta E, K dzieli odcinek »n w punkeie K na
polowy, a wige dzieli takze na polowy bok AH, réwnolegly do prostéj mn.
Podobnie moglibyémy udowodnié, ze proste E,K, E.K dziely odpowiednie
wysokosel BH;, CH, na potowy. Naodwrét zatém: proste laczace srodki bo-
kéw tréjkata ze srodkami odpowiednich wysokoSei przecinajg sie w punkeie
Lemoine’a.

4. Rozwazajac boki trzech prostokatow C,' B, € B.', CJ A,/ G A/,
BJ A, B/ A/ (ustepu 3-ego), prostopadle do bokow trijkata ABC, widzimy,
7e mozemy je tak ugrupowaé, aby tworzyly dwa tréjkaty 4. B, Cb
A, B! B.. Trojkaty te beda sobie réwne, do tréjkata ABC podobne i wpisa-
ne w koo Q.

Wezmy jeden z tych tréjkatéw n.p. 4/ B, C'. (fig 3). Poniewaz trojkat
ten jest podobny do tréjkata ABC, wiee katy, ktére tworzg boki i proste ig-
czgce wierzceholki z punktem Lemoine’a w tréjkacie ABC, sg réwne katom
ktére tworzg odpowiednie boki i odpowiednie proste 1gezace wierzcholk{
z punktem Lemoine’a w tréjkacie 4/ B, ¢3'. Gdy wige punkt Lemoine’a
w tréjkacie 4. B Cy' oznaczymy przez K, mie¢ bedziemy B,'4,/K; = BAK,
i t. d. Poniewaz nadto boki jednego z tych tréjkatéw sg prostopadie do odpo-
wiednich bokéw drngiego trdjkata, wiec proste laczace wierzeholki z punktem
Lemoine’a w jedaym tréjkacie sg prostopadie do odpowiednich prostych fa-
czgeych wierzeholki z punktem Lemoine’a w drugim tréjkacie. A wiee pro-
sta AK jest prostopadia do 4/K,, BK do B,/K|, za§ CK do ('K;. Stad zad
wynika, ze punkty przeciecia sig trzech tych par prostych, nazwijmy je 4,,
B, Cy, leza na kole zakre§loném na odcinkn KK, jako na Srednicy, ktdre
z uwagi, ze punkt K, jest punktem Lemoine’a, trijkata 4/ B, Cy, za$
punkt X §rodkiem kola na tymze tréjkacie opisanego, jest kolem Brocarda
tegoz trdjkatu 4./ B." Cy'.

5. Weznmy jeszcze na tréjkacie A/ B, O opisany trojkat «’f"" (fig. 3)
taki, izby jego boki tworzyly z odpowiadajacemi bokami trijkata A, B, ¢y
katy sobie réwne, t. j. taki, izby kat o"4,C; =0"B,4,—1"B,C; = 9. Poniewaz
boki tréjkata A8 Csg prostopadle do odpowiadajacych bokéwtrijkata 4./ B,/ CY,
zatém takze kat o Ay A =B AB =8 B/B=. . .. . .— AC/d" = T

icm
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Jezeli wice kat & zmienia¢ bedzie swojg wartosé, to punkty o”,f"" posuwacd sie
Dedg o kolach odpowiednio 4.4/ 4, €)', BA/ByBS, CC,/ G, B, zakvedlonychna od-
cinkach AA/, BB, CCy jako na $rednicach. Stad zas wynika, zekazdy ztrdj-
katéw o §" 1" jest podobny do trojkata 4BCi ze, gdy punkty o', ", 1" poia-
ezymy odpowiednio z punktami d,, B,, G, kat "’ dy=BAd,, kat " §" B
= OB, 7a8 kat oy"C, == ACC,. Majge dwie te ostatnie wlasnosel na uwa-
dze, zgodnie 7 tém, codmy powiedzieli w ustepie poprzedzajacym, wnosimy,
e proste o’ Ay, §'By, "0, 4 prostemi laczacemi punkt L emoine’a trojkata
a8 % jego wierzcholkami. Trzy zatém proste &'dy, §'8, 7'C przecinaja sig
w punkeie, nazwijimy go K', ktéry jest punktem Lemoine’a trojkata o"f'".
Przy zmianie kata 8 otrzymamy w punktach Ay, By, &, trzy peki jednokierun-
kowe, z uwagi, Ze kat o’d,d=—o’d/ A =f4/B=..., przystajace 1 takie,
iz kazde trzy ich promienie sobie odpowiadajgce przecinaé sie beda w punk-
cie, ktory bedzie punktem Lemoine’a trijkata o8y tymze promieniom od-
powiadajacego. Peki te wyznacza koto przechodzace przez ich wierzeholki 4,,
By, Oy, ktive, jak to z ustepu poprzedzajacego wynika, jest kotem Brocar da
trjkata A Ba' £ Mozemy wiec powiedziec: kolo Brocarda jest miejscem
gieometryczném punktéw Lemoine’a trojkatow na danym tréjkacie opisa-
nych i do niego podobnyeh.

6. Przyjmijmy, ze «, y,2 oznaczajy dlngodei wspolrzednych punktu na
plaszezyznie danego trojkata ABC. Wiwezas dla punktn Lemoine’a i punk-
tow A" L") (" (ust. 15 § IT) odpowiednie wielomiany ’

2 2
w?—{—y? Z”, —*.‘?CLi—J/Z-!-Zz, .%‘2-—‘_?/2—}—32, :cU,—yﬂ—z

majg wartodel najmniejsze, trzy ostatnie jednak pod warunkiem, ze katy tréj-
kata danego, migdzy ramionami ktérych znajduja sie punkty kolejno 4" B'C",
sg katami rozwartemi.
Niech
F=athyst

Poniewaz punkt @ :  : 2 lezy na plaszezyznie trojkata, wiee x4 by-+-cz=2p,
gdzie p oznacza pole tego trojkata. Mie¢ wige bedziemy
(2p—az—1Dy)®

2

F=a+y*

Wartodel @, ¥, 2, dla ktorych wielomian F ma warto$é najwieksza albo naj-
mniejsza, znajdziemy z rownai
eF
2 2z
2R

o
T abx - (2+0)y—2lp =10

= (¢%+u?)z +aby — 2ep =0
1)
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. Otrzymamy mianowicie

9 9
p—a 2p . 2% L a=c 2p @
aﬁ—}—bﬂ—[—o- aﬂ—}—b‘z-{—c Wi er”
Biorac pochodne wielomiandw (1), mieé bedziemy
c3?F
——— 2 3
TRt
c?O2F
) B =0
62 22F
5 5 ay._ab.
Poniewaz wiec
QQF 2 ﬁ?F a“F 4{ 2 5 -
(ax. o‘y) TN oy ?\a‘ +0*+e?)

jest mniejsze od zera, przeto wartodel z, y, 2 (2), ktdre, jak wiadomo z ust.
1§11, sg wspélrzednemi punktu Lemoine’a, odpowiadajs najmniejszodei
wielomianu £
. Do tego samego rezultatn doszliby$my, uzywajac rownodei Lagrange’a
(@y22) (@b ot — (az-by-tee) = (ay—ba) - (be—oy) (e —az)?.
Postepujac podobnie jak poprzednio, znajdziemy, iz najmniejszosci wie-
lomianu
—at 2= F
odpowiadaja wartodei
2p o p o 2p
42 Z;—}~(ﬂ’y a,—i—b?-{—ﬂ’ @~ 0*-¢?
pod tym jednak warunkiem, Ze kat 4, miedzy ramionami ktérego lezy punkt
A"(—a:b:c),jest rozwarty.
7. Srodkami przecie¢ stozkowych wyznaczonych przez takie punkty, iz
gdy z, y, z oznaczaja jak w ustepie poprzedzajacym dlugosci ich wspdirze-
dnych, wielomiany

wapbs, —wrr?, p—rle, a 2t

majg wartodci stale, sg odpowiednio punkt Lemoine’a i punkty 4", B", C".
Jezeli bowiem m cznaczaé bedzle jaka$ liczbe stala, to jako réwnanie
pierwszego z tych przecigé stozkowych otrzymamy

rT=—0a

2 2 1 S——ey]
2+ 2=
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lub z uwagi, ze + 7 -+ = h =1, gdzie hs, hs, A oznaczaja wysokosel
b
tréjkata odmeswma,, w ksztalcie jednorodnym
o8 [ z\?
2y 2 =m? (E -+ ]—Zb- -+ —]Z) . 1)
Zmieniajac stala dowolng m, otrzymywaé bedziemy przeciecia stozkowe ho-
motetyczne. W przypadku, gdy m=0, réwnanie (1) redukuje si¢ do réwnania
2?2y +22=0, 2
ktére z nwagi. Ze wyznacznik utwmzony przez jego wspélezynniki tak, jak
w ust. 4-ym § IT,

1 1,1 1y
|1°°Ek—h+m+ﬁ\“
lo1oi

w

1
OOllTc
11 1
i U

pr zedstawmé nam bgdzm elipse urojona.

Srodek «' 1 i/ : 2’ krzywéj (2) znajdziemy z warunku, ze jego biegunowa
wzgledem krzywéj (2), t. j. prosta

x4 yy F 22’ =0,

Jes’u prosta w nieskoficzonodei.  Otrzymamy zatém jako wspdlrzedne Srodka
%1y ¥ =a:b: ¢, ktére, jak wiemy, sg wspéirzednemi punktu Liemoi ne’a.

Jezeli przyjmiemy m = h., réwnanie (1) zredukuje sie do

Ky -2t = (az -+ by - c2)’, 3

a wiec bedzie ono przedstawiato elipsg przechodzgey przez wierzeholek
€(0:0:1). Styczna do krzywéj (3) w wierzcholku € ma jako réwnanie

ax —+ by =0,
jest wige réwnolegla do boku AB. i
Przeciecie stozkowe, ktorego punkty czynia zadosé réwnosci

2t by — 2=k, 4)

gdzie m jest liczba stats, ma jako réwnanie zwigzek ten (4) albo w ksztalele

jednorodnym réwnoéé

mf‘—i—yg—z?:m + +_z_- (5)
ll[; h,,
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Jezell przyjmiemy m=0, to réwnanie (5) zredukuje sie do
2y — 2 =0,

Réwnanie za$ to przedstawiaé nam bedzie elipse, hyperbolg lub parabole zale-
znie od tego, czy wyznacznik tak utworzony jak w ustepie 4-ym § IT, ezyli, co

. . . o1 1 1 . . PO
na jedno wychodzi, czy wielomian f3 -+ R mieé hedzie wartosé uje-
a Ly e

mng, dodatnig Iub réwng zeru.

W pierwszym przypadku, gdy ]li -+ 75—, — % <0, jest takze a2

— ¢ << 0, czyli cos C'<< 0, a wige kat ¢ > T)—E W drugim przypadku, gdy

%{«/}? — %2> 0, jest C'<< % Nakoniec gdy h% % — % =0, O=:z—L .
Postepujac podobnie jak poprzednio, znalezliby$my, ze $rodkiem krzy-
Wéj (5), a wige takze calego ukladu krzywych z nig homotetycznych, jest
punkt C'(a:b:— ¢).
8. Punkt Lemoine's jeét srodkiem przeciecia stozkowego, do ktorego
sg styczne boki trijkata w spodkach jego wysokosci.
Poniewaz spodki wysokodei H,, Hy, H, s3 okreslone przez uklady
N S U OV SR SO O
"cosBcosC’ cosd  cosC' GosA cosB

przeto réwnaniem przeciecia stozkowego, przechodzacego przez te punkty
a wpisanego w trijkat odniesienia, bedzie

VeosAz—+VeosBy -+ Veos Cz=0.

Postepujgc podobnie jak w ust. 7, znajdziemy wspéhrzedne srodka: sin A:sinB
sinC) ktére sy wspélrzednemi punktu Lemoine’a.

9. Punkt Lemoinea i drodek ciezkogei sa ogniskami przeciecia stoz-~
kowego takiego, iz do niego s3 styczne boki tréjkata odniesienia w punktach
dzielgcych je na odeinki w stosunku kwadratow prostych Iaczacych wierz-
chotki tréjkata ze drodkami przeciwleglych bokéw.

Réwnanie téj krzywéj jest

Va2~ -+ VIR =TTy + V2= 2 =0;

whasnosci za$ powyzszéj mozna dowiesé tym sposobem, ktéregogmy uzyli
w ust. 16-ym § IT. :

10. Rzuty prostopadte punktu Lemoine’a na boki tréjkata ABC na-
zwijmy K, K, K,. Jezeli dtugosel wspohrzednyceh punktu Lemoin e'a ozna-

czymy, jak w ust. 1-ym § I, przez €, v, £, to pole K,/ KK, :—})— &y sin C, pole
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K/ KK'= %ECSinB, za$ pole K,'KK, ’:};ntsiu A. Poniewaz jednak &
==a:b:c¢, za$ absin C == acsin B==lcsin 4, wiec
pole K,/ KK, =polu K,/KE,' = polu K,/KK,'.
W trojkacie wige K,'K,"K,' punkt K jest takim punktem, iz, gdy go polgezy-
my z wierzcholkami, otrzymamy trzy tréjkaty sobie rownowazne. Taka wla-
sn0$¢ cechnje srodek ciezkodei, a wige punkt Lemoine’s jest Srodkiem ciez-
kodci tréjkata wyznaczonego przez vzuty prostopadle tego punktu na boki
tréjkata danego.
Zanwazmy nadto ze )
K K/ = KK, "4-EK,” + 2KK,. KK, cos C
czyli
KK =g L4212y cos C
Odpowiednio mieé bedziemy
‘ KR =t+0r1L%csB
Ky K, =12 -2 1-24% cos 4.
A wiec
KKK K KK, ? = (a2 2ab cos C) : (a24¢*--2accos B)
2 (0% ¢?F2bccos 4).

Wiadomo jednak, ze, gdy E., E, E. oznaczajg €rodki bokéw tréjkata, to
AE ?=%(L2+cﬂ+2bccos 4),it.4

Stad wynika, ze
K K/ :E'K': K K'=CE :BE,: AL

a zatém boki owego trojkata K, K»' K.’ s proporcyonalne wzgledem pro-
stych itaczacych wierzehotki tréjkata danego ze Srodkami przeciwleglych
bokdw. .

" 11. Zagadnienie. Wykredlié trdjkat, majac dane jego dwa boki AB=c,
AC=D1i odeinek AK,, gdzie K, jest punktem przeciecia sig boku BC z prostg
laczgceg wierzcholek 4 z punktem Lemoine’a.

W ust. 1-ym § IT mieli$my

OK, _b®
BEK,” ¢
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Przez punkt C poprowadzmy rownolegls do boku A5 i oznaczmy punkt prze-
ciecia sie prostéj AKX, z tg réwnolegty przez D. Wowezas

CD CK, b2
A= BE, — & Skl
b2 ' ‘

S KD _KC_ 0 . 02 .
poniewaz zas FA =L g Ve K.D = AK, = czyli

CD N
= @

Znalaziszy z réwnodei (1) i (2) diugodei OD i K, D, wykreSlimy trojkat po-
?gocniczy ACD, przez punkt 4 poprowadzimy rdwnolegly do prostéj CD
i odetniemy na niéj dlugosé 4B = ¢; wéwezas lgczac punkt B z punktem C,
otrzymamy szukany trdjkat ABC.

12, Zagadnienie. Wykreslié trojkat, majac dany jego bok BC—=a i dlu-
gofel AE,, AK,.

Na trojkacie ABC opiszmy kolo. Niech prosta AZX, przecina to kolo
w punkeie I,, za$ prosta AK, w punkeie J,. Poniewaz kat BA4J, = LAC,
zatém BJ, = I, C, ze za§ BE, = E,C, wiec takze kat BCI, = CBJ,. Zatém
trojkat BE.J, jest vowny tréjkatowl F,CL, a wiec

BT, =E, J.. )
Z rozwazania prostych AI, i BC jako dwu cieciw w kole ABC przecinajgcych
sie w punkcie E, wypada AE,. BE,I,—=E,B.E,Cczyi AE,. E, I, =

K.D—=AK,

stad ¢
a?
'E”I“=4AE,, R (3) .
a wiec
a‘.}
AlL=AE, 4 A5 3)

Poniewaz. zas§ prosta I,J, jest réwnolegla do boku BC (ust. 14 § IT), wiec
Ade : A1, — AK, : AE,, skad

AK, . Al

AJ, = Y 4)

an%lazlszy wige z réwnodei (2), (3) odeinki E.J,=FE,I, i AI, az rownosei (4)
odeinek A.J,, nalezy wykredli¢ tréjkat A &,J,, nastepuie trijkat AJ,T,. Wowczas
punkty przecigcia sig kola opisanego na tréjkacie 47,1, z réwnolegla do boku
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I.J. przechodzacy przed punkt , beds wierzchotkami B i C szukanego trj-
kata.

18. Zagadmienie. Wykreli¢ trojkat, majae dane jego wierzcholki B i c
i jeden z punktéw Brocardan. p. o.

Polgczmy punkt o z punktami B i C i poprowadzmy prosta CA4, tworza-
¢a z prosta Co kat w0A==wB(. Przez punkty Bio poprowadzmy kolo sty-
czne do boku BC: wiwezas kazdy z dwu punktéw 4 i 4’ przeciecia sig tego
kola z prosty C4 bedziemy mogli uwazaé za wierzcholek trojkata danego.
Staje sig bowiem wtedy zadod¢ réwnosciom cechujacym punkt » Brocarda
(ust. 11 § IT)

wAB=0BC =004, lub 04'B = 0BC = (4.

14. Zagadnienie. Wykredli¢ tréjkat, majae dane dwa jego wierzchotki
BiCipunkt Lemoine’a.

Przypudémy naprzéd, Ze nie mamy Scisle wyznaczonego punktu K, tylko
mamy dany kierunek prostéj BE, Yaczacéj wierzcholek B z punktem Lemoi-
ne'a. Prosta BE, przechodzaca przez punkt B, zreszta dowolng, nwazajuy
za prosty aczgcy wierzcholek B ze §rodkiem ciezkosel E w tréjkacie, ktory
w nastepujgey sposdb wykreslimy: na prostéj BC odetnijmy od punkiu B
BF-=BO0 i przez punkt F poprowadzmy réwnolegla do prostéj BE,. Rowno-
legla ta przecinaé bedzie prosts B4, tworzaca z prosta BE, ket ABE,—CBK,
w punkeie 4, tak iz mie¢ bedziemy AE, = E,C; ten wiec punkt 4 bedzie po-
zostatym z wierzeholkéw trojkata odpowiadajacego prostéj BE;. Gdy zmie-
niaé bedziemy kierunek prostéj BE,, wowczas z uwagi, ze punkty Bi F po-
zostaja weigz tez same i ze kat FAB = ABE, (= EB() ma wartosc stalg,
punkt A4 opisywaé bedzie koo przechodzgce przez punkt F' i styezne do pro-
stéj BK w punkeie B.

Jezeli zad bedziemy mieli dany takze kierunek prostéj CK, t.j. gdy be-
dziemy mieli zupelnie okreslony punkt Lemoine’a, wéwcezas, podobnie jak
poprzednio, zakreslimy kolo styczne do prostéj CK w punkeie C i przechodzg-
ce przez punkt 7, taki, iz CF'=CB. Kazly z dwu punktow przecigcia sig tych
dwu kot bedziemy mogli uwazaé za wierzcholek trojkata czyniacego zadosé
warnnkom zagadnienia.
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