UWAGI
0 ROZWINIECIU PEWNYCH FUNKCYJ NA SZEREGL

PRZEZ

J. SOCHOCKIEGO.

1. Znane przeksztalcenie szeregn

S=u,+wr-wa

na Szereg

_.uo—[—ull —}—Aul< ) —|- cay s

Dbodane przez Bulera, daje liczne zastosowania nader waine i ciekawe; zwré-
cimy. tu uwage na jeden szezegdlnie prosty wzér na réznice logar ytmow, ktéry
tg dvoga otrzymuje sig bezposrednio i moze zastapié znany wzér na 104111@9
log (m--7) —logm, zwykle wyprowadzany w kursach rachunku réznicz-
kowego.

W rzeczy saméj, stosujac przeksztaleenie Eulel a do szeregn

R +5 T

mamy

zatém -

Prace maiem ~flzyezne T, IL 1
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A'Nm:T)—#_&_) 100.(1+ ) 1 [a_w_ 1 +§EL 1
(2n-1) (2n—-3) g = 22 U 6e @t T F (@) .
; 2.4 Ay ] L
Ay, = Pu_ T+ (2
U @) (@0 3) @nt ) N )
Czyniace teraz dla skrdcenia
. ‘ 1
(—1)" 2.4.6 ... 2m An—tygy = (1)t 2=
Am Uy = b . v [
@n+1) Gn+3) . . . Cnf2m1) ¥
z wzoru (1) wyprowadzamy
stad, czyniac =1, znajdujemy
) ‘ A (O ) m(m—,—l) . (2m—3)
5 e == 4 (212 (2m—1) : (m—’) s (3)
Aw=—3 5 \
skad widaé bezposrednio, ze @, jest liczba catkowity. Dla m=1 nalezy nczy-
Aty — 23,1 ) ni¢ a, =6, dalej znajdujemy a,=—60; wogdle kazda liczba nastepujaca otrzy-
U =g 1y wuje sig z poprzedzajactj za pomocs Wzorn
1.2 . (m—1) ‘ 5 2m-H1 .
Am‘ — (—1)» 9Qmn—1 22______7”1__ A
ty =(=1)2 (27n+1) 2m--3) (7rz+1)(zn—|—‘>) .(2m—1)./ o w—1 ®
Zatrzymujae dla krétkosel oznaczenia Au, , A%, | | mamy Tym sposobent znajdujemy tablice pierwszych dziesigein liczb:
Vi @, =6, g = T2072.
1 1+ z 3 — 6 : = 360360
—=log —1—{— —I-A"n( ) +A% ( ) +... @y = 60, a4 = ,
2Vn " 1— 81—z ' ’ 1y = 420, 4, = 1750320,
albo, ktadac po obu stronach &?/4 w miejsce z: . : : tty = 2520, a; = 8314020,
@y = 18860, o= 38798 760,
2 2 \2 .
= log ;+z~1 —hg; Z_%—B—Q—-}— Ay (i%a“—) +.o. . . Co sie za$ tyczy wzoru (2), to teraz moina go napisaé tak:
: ‘ ' ‘ 1 | 1
‘Wzér ten mozna napisaé tak: log (1+ ) -2 :,[, +61 (1)~ 6022 (z-1-1)? T 2028 (@1
. 1 (_l)m——l ]
1 2 1 1 — e 5
Elog‘ 1—}—Q—~ =1+ A 5 1 . 5590 o) 4 -+ . wmw”’(%*{* I ) (5)

S

stad, podstawiajac w obydwu stronach 1--22 zamiast 2/z, otrzymujemy

gdzie @, okredla sig wzorem (3).

Cheemy tu wlagnie zwricié szezegdlng uwagg na szereg (5), ktory pod
wzgledem praktycznym. moze mieé pierwszefstwo przed innemi podobnemi
szeregami. o

12
_g log

1 1 ey 1 Ay, 1 :
14 -):1 - — —L S el L .
( @ +3.4z(m—l—1)+ 21 oc?(m—i—l)f}— 96 wv*(x+])3+"'“ 2, Bardzo latwo jest sprawdzié bezposrednio wzr (5) dla wartosei
albo > . : zmiennéj z, czyniacéj zadodé warunkowi .

z(z-+1)=1.
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W saméj rzeczy, niech s, oznacza sume 7 pierwszych wyrazéw szeregu

5 1 1 ‘‘‘‘‘
7% T G @D — fis ) e Te

znajdujemy

£t

E[log(1+al;) 5 )= 61(f+1 z¢+1

@[“g(l‘éi) s ]= omwprnv

skad latwo spostrzedz, a nastepnie i sprawdzi¢ wzir ogdlny
d [ N ]__ - (=-1)" (m—1)
el (1 +; ) K Rt (1) (1)

Przy wartosciach dodatnich ilodci & mamy

(—1)’"——[log ( +—) — s] >0

na zasadzie czego wnosimy, ze przy wartosciach dodatnich ilogei @ funkcya

(—1y [ log (l +%) — sm]

Jjest stale wzrastajaca; poniewaz zag dla z=co funkeya ta przyjmuje warto$é

zero, przeto przy wszelkich wartoSciach dodatnich zmiennéj o mamy nieréd-
Wnosé

(—1y» [log‘ (l +%) — sm] < 0,
ktéra wskazuje, Zze przy wszelkich wartoseiach dla I, poumwwy o k=1,

bedzie
Sp—1<<log (l—l—%—) << s

a poniewaz przy warmnku  (z-41) > 1 jest oczywidcie

. lm sppy == lim sp, (F=00),
przeto

log (l—i—%—} =lims,, (n=w),

co stwierdza nanowowzir (5).

O ROZWINIECIU FUNKCYI. 53

3, Wzdr (5) daje rozwiniecie funkeyi
(1422) Tog[1 J,_%) ,

na szereg wedlug poteg malejgeych flodei @ (2 4-1). Czyniae z(x 4+ 1)=t
i przyjmujae ¢ za zmienng niezalezng, latwo zauwazyé, ze funkeya

(1N VIFEA1
(142 10;1'(1 ~)=]fl'-£tlog——-—————
(14-2z)log |1+~ -+ VT 1
posiada dwa jedyne punkty krytyczne: t~01t__—i; na zasadzie wiec

znanego twierdzenia Canchy’ego, wnosimy, ze funkcya ta rozwija sie na
szereg wedlug poteg malejacych ilodei ¢, zbiezny dla wszelkich wartodel téj
zmiennéj, czynigceych zado$é warunkowi

1
mod ¢ >I ,
czyli

mod & (z—-1) > 11:— .

Aby za$ to mialo miejsce, jest niezbedném i dostateczném, by punkt z lezal
zewnatrz lemniskaty, majacéj ogniska w punktach 0 i —1.

4. Korzystajae z powyzéj otrzymanego rezultatu, we wzorze (5) zamiast
« mozemy podstawié ilo$é nrojona

+1 1)—3
b

—1-+iV@zF
2

p)

otrzymamy tedy nowy wzor, majacy miejsce dla wszystkich wartosel rzeczy-
wistych ilodel @, czynigcych zado$é warunkowi

Q41> 2,

mianowicie:
1(u10+1) —2 1 1
(3 273 gy =9 — —
Vs 1= a1c1m» 42z 1 G411y 602* (@ 1)°
— T — - (©)
42023 (24-1)°

T tu znown Yatwo. przekonad sie, ze wzér (6) ma miejsce dla wszelkich war-
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todel @, tak rzeczywistych jak i urojonych, byleby punkt « lezal zewnatrz lem-
niskaty o ogniskach 0i—1. Z réwnan (5) i (6) wyprowadzamy bezposrednio:

1 . W lys——rs . . V@ F1)—2
§(2-70+1)10g(1—}—;)+21(3.1,+1) -} mctgm

1 1 1

— R —_ J— _— — 7
T a@et P aeet ) T md e 0
Lo N1l s VZz 41" =3

1 1 1 .
- 4 | B )
ftlm(w+l)+axw"(w+1>“ T T a8

gdzie 0y =6, @, = 60, a, =4201t. d. [patrz wzor 3]

/5 —
Czyniac W ostatuich dwéeh wzorach @ = 1—05—, otrzymujemy
= V5+1 |, @, = 11 1
4 — - LY== =Lt
V5 log 5 -{—GVJ_Z G a w )
s VBl @ 1,1 1
Y= =t
V5 log 3 6].5._[01—}—% +(1/.~,+ e (10)
5, Zwrécimy jeszeze tu uwage na to, Ze wzor (6) mozna napisaé tak:
VIZ=T ato te Mde—1_, 1 1 1 1

° 2—1 " " G2 80z 22020

—-“m (L‘”‘— trr
albo lepiéj tak jeszeze:
— — 1 1 1
Ve —1 (a — 2arctg Viz—1)= ——— e e
(= aretg Vie—1)=2 TP R T iR

Podstawiwszy nareszeie 22 w miejsce 4z—1, otrzymujemy ostatecznie

2z arctg ¢ = a2z —

2 +___L+ 42 4.
2 (’5(.:29—]—1) 60 (,172._}. 1)9+420 (wg —f—-l)" —I-' ey
albo

4 4 2 41:1

1
carctg =1 — — > ___*F _ _ o
S 12 (#*1)  120(@* 09— St (& - 1)

—..(11)

‘Wzir ten, wyprowadzony w Przypuszezeniu, Ze wartosel dla @ sa rzeczywiste
1 dodatnie, ma miejsee oczywiscie przy wszelkich wartosciach ilogei 2 tak rze-

icm
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czywistych jak i mrojonych, byleby tylko punkt 2 znajdowal sie zewnatrz lem-

niskaty, ktoréj ogniska sg w punktach —¢ i .

6. Szeregi wyzéj wyprowadzone, moga byé z korzyScia stosowane
w wielu szezegilnych przypadkach. Tak, naprzyklad, warto$é catki

f dz
am (1)

Z

moze byé obliczona za pomocg wzorn

dw 2
me ('L._i_l )m - (27“ —_ 1) J:‘"’—I(CL‘ + 1)111—-1(2$ + 1)
1 1 -

= - By (12
+ T Lan ™ (@ 1" G @ T (T - 1) ]

20738 Gp, Gy, - - . 5§ B2 same wspélezynniki co i W szeregu (3), 4 zas wy-

raza sig tak:

_m(m41) L (2m—2) 13
A==33 Tm=D (13)
7. Za pomocy wartosei calki
[
" (z--1ym

z
daje sig tatwo obliczyé warto$é sumy

1 1
Em: am (x__l___l)m + (w+1)1u (a, __I_Q)m+ s

Najlepiéj w tym celu uzy¢ szeregn Maclaurina, mianowicie:

2-h

ff(.’c)dm:hf(w)—}—gAf(w)-—-—l%h‘ﬁAf’(m)—f— S

__{__ (___1)1;—1 T3 -.B’i'-? (zn_vz) Jzn—2 Af'zu—3 («Z‘) __[__ R“ N

gdzie wyraz dopelniajacy B wyraza sig tak:

Ro= (ﬁl)nm-f}% Jevd o (o6 7).
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Uczyniwszy tu (@) = Z,, h =1, mamy
w1 (o)

@) do= [ = !
J1@@= o @t

zatém
o0

i 1 1 B
e AT S T i)_l. ) 1
f ()" T i 2 2P (e-1)" vk am (@ J-1)m

_ 5B KA 1
1334 27 @ T

By qen—3 1
o (2n—2)  dpm—3 gn <m+1)111, -+ R,

L(—1\n
T =y

— (1) Bn i
Bu=(=1) 1.23...2n de* Zm(w—f—ﬂh), (14)

Zobaczmy ter ' iedlzi
i czily teraz, €0 mozna powiedzieé o pochodnyeh, znajdujacych sie po
stronie prawéj poprzedniego wzoru. '

Czynige ‘
s ,.___1.._“ = (_1_ . 1 \»
am (J, +1 y &€ w—l—l)
znajdujemy
B _ L1
- _—~71z'!/m—1(5'2 - mf)) ;
stad pokazuje sie, Ze przy @0 mamy ¢/, < 0. Daléj znsjdujemy
(Zzym. 1 . 1 | .
L = Dy ,,,(— — [ rlne—1); : !
=200 — Gy oD — )

- skad bezposrednio wnosimy, ze pr
! posrednio wnosimy, ze przy >0 mamy Y>>0

Postepujge taki S Gj
o ql ("‘})2} ‘takrnn spoaobe’m dzfleg, przekonywamy sie ostatecznie, ze znak
P ne) y) przy @0 okresla sig znakiem ilogei
¥u() zamiast 3, mamy

) Xln:ym(m) + ?]m(m"{_l) +yl}i(m+2) + e
przeto i znak pochodnéj ‘

ar
da® 2,,1

przy >0 okredla sie znakiem ilogci (—i)".

(—1)*-a poniewaz, piszac

3

0 ROZWINIECIU FUNKOYJ. 9

Na mocy tego wnosimy, Ze znaki ilogel Ry 1 Ruq, 53 vozue, to jest,

Rn—l—l
R < 0.

Leez oczywidcic mamy

B, -t 1 .
; R
3.0 20 datt e (= 1)m F B

Joy = (“]-)WHJ 2.

zakénm.

_1__ (_,_1)1»{4_8” (],211—1 L
L, 19780 2 der—ve (w41)

m>1’

a stad wnosimy, e gdy nezypimy

R Bﬂ. (Z".'rt—l 1
B =01 573

.20 dat=T e (e -1y s,

" to ilogé 0 bedzie ulamkiem dodatnim i wlaselwym.

Otrzymany rezultut pozwala nam rownanie (14) napisaé tak:

L P @ 1 1 Ba__1
s / w1y ez 12dean (a1
I;._; LU l -B1z~1 dan——a 1

PR J— . 1 \n—1,
i meery TV TR T g e et

N -Bn apn—1 1 .
_[_(_1) b 1.2...20 dat—1 g (m+ 1)m, ‘

(15)

T tak, blad popelniony przy obliczenin wartodci szeregn L, za POMOCE WZOIL
(15), nie przewyzsza wyrazu, przed ktdrym chcemy zatrzymaé sie. Co sig ty-
czy wyrazi po prawe]j stronie wzorn (15), to warto$é jego moze byé znalezio-
ng za pomocy tablic logarytmowych, jak to widad z (12).

Do obliczania wartoscl rozuycl pochodnych funkeyl

1
Ym == mv

moze stuzyé réwnanie

AT N Cz"-l,” .
z (m-{-l)% 4 (mpn—1) Qa41) sy

-+ (n—1) (71—}—2711——2). T 0, . (18)
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ktére pozwala, za pomocy dwdch sasiednich pochodnyeh 502, (=1 znalesd

trzecis, po nich nastepujacy, yi».
Przypuszezajae, jak zawsze 2>0, widzimy z wzorn (16) ze wyrazy

skrajne sy jednakowego znaku, a §redni znaku przeciwnego; mamy wiec

A"y ; A"
a(e-H1) < (1) o) &0

skad wnosimy, ze

Ay 2 (mtn) dvy,,
a1 P dz™

Dbrzyezém rozumie sie samo przez sig, ze nie nalezy zwracaé tu nwagi na znaki
pochodnych. Jezeli teraz zauwazymy, ze, odrzucajge zuak, mamy

211 2m

AYm ,
n $(n+1( rZ—l—-l )m+1 qeem-pl ?

dz

t0 na zasadzie poprzedniéj nierdwnodel wnioskujemy, ze dla wszelkich warto-
§ci n, poczawszy od n==1, ma miejsce nieréwnosé

Ty _ 2'm(m1) L (1)
< > .
dwn anrtem

(17

Przejdimy teraz do ostatniego wyrazn we wzorze (15); oznaczywszy go przez
By, na zasadzie (17) otrzymujemy dla liczebnéj wartogei wyrazu 2, granice
WYyZSz8

B, mm-l) ... (nf-2n—2)
3..

D2n.—1
B2 1 .9 ainFam—1

no

Lecz wiadomo, ze

—_— Bn 1
133 o~

2'_’,1:_] ,‘Ten *
przeto

m(m41) . . (m--20—9

Stad fatwo przekonaé si¢, ze przy dodé wielkich wartosciach dla, o, CO 0CZy Wi~
wiscie przypuszezaé wolno, § przy odpowiednio dobraném #, wartogé R, bedzie
- dostatecznie maly.
Tak, naprzyklad, czyniac we wzorze (15) m=2, z=5, i ograniczajac
sie tylke na trzech wyrazach po calce z prawéj strony, otrzymujemy

0 ROZWINIECIU FUNKCYJ. 11

1) ) o]

~ 1 = dz
;\;.1 @ (w4 1F T h (@ 1)y

b
1]

-+ 0,0006223100,

przyezém blgd nie przewyzsza polowy jednoel dziesiate‘go _rzedu. )
. Za pomoey wzorn (12) 1 tablic logarytmowych znajdujemy prawie bezpo-
grednio

die .
s == 0,00202 35531 5
B/ (@ -4-1)* ©
zatém ostatecznie znajdujemy
PEIve) 1

N —(},00264 58631

2 TEETP

o=b

z bledem, nie przewyzszajacyn jednodel dziesiatego rzedu.

8 jae przez Xy, © 7 8 reye c0 WyZéj, to jest
8, Oznaczajac przez Ly, Ly . . . te same funkey yzéj

3 1 1 .« ..
}-Im: o (w—l—l)”‘ + (fL'-I—l)"L(w—}:%)m +

wezmy pod uwage szereg

S SRR S I (19)
da @ 24y | 2y
8 3 liczbami okredlonemi wyzéj
W PrAypUSZezZenil, 46 &> 1, Prayezem &, ty ;... 58 1.1czbam1 o];;tesllwartos’é Jyegg
wzorem (3). Zbieznogé bezwzgledna tego szeregit jest oc?ygkc a;, it
oznaczmy dla skricenia przez F(z). Roznica pierwsza lmkey

sle za pomocy szeregl

1 1
' Ll e T
AF() == g0 Z(a D) + Tup 2H@1)? 2y o(z+1)°
¢0 1o zasadzie réwnania (4) daje sig napisaé tak:
1 L 20)
AF(z) =1— (E +§) log (1—}-5) . (

) $ rag Hinego
Wiypisawszy wyrazenie (19) dla F(x) pod postacis szeregi podwojneg
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11 1 1
% TEED % F@LIE
. 1 1 1 1
Yo T 1Y % itz T
1 1 1 1
+2—‘§ @f2) @H3) 2, @Ry (eF3p +. .
+ . )

i sumujac kazdy wiersz oddzielnie, otrzymujemy
) 1 ]
o) = [(a:—{— 3o 1+ ) L] [ (ot 145 s (1 ?T-‘I) 1
+[ {423 10g (141 ) =1
acv]—:{—g log 1+x—{—2—1 + .0,
stgd wynika, ze jedli zalozymy

Fl@)= <L_{ é) log (1 y‘;)_ 1, (21)

to funkeya F(x) moina bedzie przedstawié w sposobnastepujacy:

Fl@) =f@)+ fe+1) + e+ . . . + fledon) + . 22

Szereg (22) ma te wyzszodé nad szeregiem (19), ze jest zbieznym dla wszel-
kich wartodei zmiennéj 2, tak rzeczywistych jak i urojonyeh, moze przeto shu-
2y¢ do okredlenia funkeyl F{(z) dla wszelkich wartoscei zmiennéj niezalezné;.
Prawdziwos¢ wzorn (20) przy pomocy wzorn (22) sprawdza sig bezpodrednio,

Funkeya Fyiz) prowadzi wprost do rozwigzania zadania o llltelpOLqu
szeregu liczh
1, 1.2, 123, 1.2.84, . . .

W saméj rzeczy, czynisc

w(i) = (Lm ;1)‘)10!_: ©—x,

znajdujemy
Azp(z)_(,z-i- )low (1—{— ) 1+logw . (23)
Z yownait (201 (23) wynika

Alwlz) 4 Fla)] =log «;

0 ROZWINIECIU FUNKCYJ. - 13

ozmaczajac wiee przez T(z) funkeja

1 () = estotHa+e ) (24)
adzie ¢ jest llodoiy staly dowolng, mamy

AlogI'(z) =log . (25)

By funkeya I' (r), okredlona za pomocy wzort (24), prayjmowala dla calkowi-
tyel wartodel == =1,9,8, . .. odpowiednio wartogel

1,1,1.2,1.2.3,...
nalezy ilodel € dad wartodd
C=—g(l)— F(),

) Y ors 3
::1—[;§log2—1J— 3 gj 1] [2 leg £ — ]
. ["71+1 i 1] -

Rownanie to mozna napisaé:

to jest

1 5,85, 47 . (n+1 °“+1] -
0:131‘11[9»—{-1———-—105 Ty e , (n=o0),

co po skroceniu przedstawia sig tak:
1 (n-1ymt2 'l
C= lim l’ll—]—l ————‘].O,:> m» N

albo lepidj jeszeze tak:

(e 1im loer 1.2.3 ... ne?
(= lim log iy

: ant YT v imv i YO=
Ostatnie réwnanie mozua jeszcze uprogeit; dla tego praedstawimy je pod 1
stacly

1.2.8. .. L
0 = lim ———=— 113"
G

stad, przy wwadze, ze

n . 1 ‘l.'____
lim (1-}—%) —e, Jim (1+§) =
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otrzymuj emy

1.2.3... ne*

e’ = lim — . 26
Vn n® (26)

Granica po prawéj stronie réwnania (26) daje sig wyrazi¢ w postaci skoficzo-
1éj na podstawie znanego wzorn Wallisa, ktry tu znajduje najwazniejsze
zastosowanie.

W tym celn wzir Wallisa przedstawmy w postaci:
L2 (1.2.8. . L0
hm~—~———ﬁ(1 2 f !

Vn1.2.8.. .2

=Vx. @7

Podroszge do kwadratu obie strony réwnania (26), otrzymujemy

(1230 i)t
@0 = lim 23 . . u)te ; (28)
n2+ &
lecz znown réwnanie (£6) mozna napisaé tak:
27 21
e”:liml'z'?)__' .. 2n¢ : 29)
V2n (2n)t»

dzielac réwnanie (28) przez réwnanie (29), otrzymujemy

V2 22 (123 ... n)

e’ =1im y - —
Vm 1.23.. . %5

Na mocy wzoru (27) wnosimy,

Ze prawa strona ostatniego réwnania réwna
sig V2r; zatém

¢ =1V2m,

skad wyprowadzamy

C':.zl_log 2. (30)
Podstawiajac we wzorze (26) zamiast ¢ znaleziong wartogé, otrzymujemy zna-
ny wzor Stirlinga

1.2.3...n

Im ——=
V2mn e=nqn

7

ktéry, jak tu widzimy jest bezpodrednim wnioskiem z twierdzenia W alliga,
na co zreszta juz dawno zwrécono uwage.
Funkcja I'(z) okre§lona wzorem

F(x) = Vg 5@+ I0)

O ROZWINIECIU FUNKCYJ. 15

czyli . .
D) =VIms~t e (31)

jest dobrze okreslong dla wszelkich wartodcl z, tak urojonych jak i rzeczywi-

stych, a przy calkowitém i dodatniém  mamy
() =123... (1),
praytém
FMH=1.

Bez trudnodel przekonaé sie mozna, ze funkeya (31) jest tozsamg ze znang
catky Itulera.

9. Funkeja log I'(e) jest jedng z tych, do ktoréj najlepiéj stosg‘]e sig sze~
reg Maclaurina, pomimo to, ze szereg otrzymany w tym razie jest rozbie-
sny. Fakt ten, zbyt dobrze znany w nauce, otrzymuje sie najprostszg droga

ze wzorn (31) nastgpujacym sposobem.
Wzér Maclaurina zastosowany do log I'(z) daje rownanie

o 1 B A
j log I (w)dw = log T'(e) - —Z—A log ['(@) —13 @ AlogT'(z),
— Bu—l [ZZ”'—S A Z—;" 82
T D 11.2.3 ... (2n—2) daPd AlogT(2) - Ba, (32)
gdzie
By @ o
LBy = (—-1)" m EJ’?R IOg T (.L+ ) .

Ze wzorn (31) otrzymujemy bezposrednio

d*logT(z) 1 1 o4
A PR R T (z4-2)* +

L drlogPle) . Swny (—1)»
skad widaé, ze przy @ > 0 wartosé (Z{jv -~ posiada znak staly,réwny (—1)

e e 1 7 ca to-
jedli tylko n>>1;wigei znak ilofel Baprzy a0 rowna sie ( 1)‘ . ﬁZe&Tponic;y%hO*
dy takiego samego zupelnie rozumowania jE.Lk wyzéj, w 1.)&'1 agrafie 7, p

dzimy do wniosku, ze J2, mozna przedstawié pod postacia:

Ba E* o 1oe T
Bv= 10 g o g A1og @),
gdzie 6 oznacza pewien ulamek widsciwy idodatni. Na miejsce tedy wzorl
(32) mamy teraz takie réwnanie:
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O ROZWINIECIU FUNKCYJ, 17
a1 1 B 4 ZAUWAZILY, Ze czyniac
flog T(z)dz =1log I'(z) 4=~ Alog 1‘(,7;)—1—:,‘); 7z Alog I'(z) + ..
z . ) f(m):(.zr-l— l)) g —1,
- _B"_1 (23 v
TV T gy dwes A2 T many, wedlug (22),
" 6 By -t _— Flz) = fl@) + fla++1) + fle4+2) + . . .
T g e g Al L)
zatém
Przyjmujac pod uwage rownosé ‘ arfl o1 2z} pas)
Alog T(#) =1log o [F@ = [t(2) e+ [fo+tiae+[fataie+. . . |
mamy . : ‘ ’ ’
o : 1 albo
pry Alog T(z) = (—)»11.2.3. . . (m—1) s et et e s
z ostatniego przeto réwnania ctrzymunjemy J Fle) dz :;f f(a) d tr-l[ f@) dr -{:J fla)det. ..
a1 - .
= iz — L logztlt LB 1 ® ®
log T(ﬂ)—f logl@de —5logzt73 o —57 & =[f@io=[||o+ —;) log(]-{- 3;)—1] d
B 1 oy BB 1 :
+ G 2 " +E=D (2n—1)2n a1 " (33) :i——{—%x — —ém(xﬁ—l) log (l + %) . (35)
Pozostaje nam znaleé wartosé catki po prawéj stronie. Dla tego wezmy pod ) _ : . . :
uwage wzér (31), z ktérego otrzymujemy Z wzordw (33), (34), (85) za pomoca rugowania otrzymujemy ostatecznie
o1 @41 1 1 1 BI 1 Bz 1
: * log T'(#) = - log 2% + a:——~)ln B AT g T
jlog Piz)de = % log 2n 4 f[(¢ — %)log .z*—w]da: -+ /.F('Z‘)IZIL' N g 2 2) "% Tl2e 34
z p = @ B, 1 8 B, 1 :
Calka pierwsza po prawéj stronie otrzymuje sie za pomoca calkowania bez-

posredniego, mianowicie: Sadzimy, ze metoda, ktoréj uzyliémy tu do wyprowadzenia wzorn Stir-
s linga, moze byé uwazana za najprostszy; wieksza czesé autordw wyprowa-
/ l (w— —})log cc—w]fl.z' :%x[(w +1)log (2+1)—(z—1) log ] QZ;L Jz} drq%ra.mi bncznemi: Ot? .sif; “rlyczy Wzoru (31), ktory tunam poslfxﬁyl za
e - = ’ punkt wyjdeia, to ten nie réini sie w gruncie rzeczy od znanego wzoru G-u-
dermana, ktéry w teoryi funkeyli gamma winien byé stawiany na pierw-
— %(6‘9&—}-1) . szém miejseu.
i Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze dla wartodei nrojonych zmiennéj z wzor
Daléj dla znalezienia wartogel callki (36) ma _1'6wniez miejsce, byleby czesé r'zeczywisfsa ilosei b.ylz‘x doda_i:nia};;&;ta{\\
Coagas e . : kim razie przez 6 we wzorze (36) nalezy rozumieé pewng ilo$é u_l'o,]ogg @W}*’fzg;,.\,\
S dnfem muiejszym od jednosel. Sprawdzenie tego spostrzezenia jest, 'igtxxrg; poyt 7 \
- - f F(z) da, zostawiamy je ezytelnikowi. ' :
2

241

Prace matem.-Azyczne T, 1L



GUEST


18 J. SOCHOCKI.

10, Zwréé ie j Y . . . .
go tak: Zwrotmy sig jeszeze raz do wzorn Gudermana (31) i napiszmy

4 © e
T o7
1 m.}_é_ 1 PYETENLIL I
1+ ﬁ) __) ;

albo, co na jedno wychodei, pod postacia

L1 et
@~ T "

i 1 emwr.!.% o1t § a y aen—3
T~ 7 2=+ ¢ lim (x:H) EL L (1)
V2w (@F1y+E (e 42yttt | (@t

gdzie granice rozumiemy dla ilogci 2 wzrastajgeéj do nieskorczonosei
Upraszezajac ostatnie wyrazenie, otrzymujemy

L L et (e
(=) Vozx (eLny—} )
albo ’

1 _ 1 . o128 R
== e e? Jiip 10> RN 11 . @ @
(@) Vi (@ - nytr—% z (H‘ —1“) (1+ 7) (H— »:_
[ub

1 L oy e 1.2.3
—_— % ] D20 I ]
T Vo ¢ lim x(l —]—%) . (1—{—%) .

werd(14 2)
K

Lecz wedtug twierdzenia Stirlinga mamy

zatém

__1__': &7 lim —

T(a)

1 t,
D)

Daléj mamy

lim (1 +%) —=e?, lim(l —l—%)w_%—_—_— 1,

icm°®

0 ROZWINIECIU FUNECYJ. 19

przeto

1 1 , @ z o

Jestto znany wzér Gaussa, wiagciwie Eulera.
14. Ze wzoru (37) widaé, ze loczyn nieskoiczony

o(45)05) - (4

jest rozbiezny; warto$¢ jego véwna sig coprzy £ > 0, zeru przy @ << 0. Lecz
jesli przy kazdym czynniku przypiszemy odpowiednio dobrany muoznik, to ta-
two takim sposobem otrzymaé nowy iloczyn nieskonezony, ktory bedzie zbie-

znym; tak, jesli zamiast 1 + —?z— napiszemy (H— %)e_ T, to otrzymany no-
wy iloczyn
Ty =& z) & z) -2
w.(l—l—T)e 1.(1—i— 2)3 7., .(1+ e
bedzie zbieinym, albowiem szereg

logw+log(1+if-)e'_? 4. .. +log(l+—;—j—)e’%+ S

jest oczywidcie zbiezny.
Biorae to pod nwage, napiszemy wzor (37) tak:

U B (e (1 2) o E (12t
I‘(o:)_—hm ne 2\t 1) T\ 2)8 2""(1+_ e

albo lepiéj, nazywajac dla skrocenia

@ x P = s @ »
lim (1—[—T)e"7(1+7)@ z ... = ]I (Lﬁ)g—r ,
nE=1

napisaé go mozemy:
-
— lim LFF L }]I
’ I'(w) n=1

m @
I4—)a .
( + % *
Granica roznicy

1im(1+—:12——{— AN —[—71_l—logn>
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réwna sie stalé] Eulera, ktérg zwykle oznaczajy przez C; wprowadzajac ja
do poprzedniego wzoru otrzymujemy ostatecznie

1 m"zm z\ _=
m_]—:l—)zeﬂ ,El 1—!—7)3 " . (38)

Wzor ten, jak wiadomo, ma zwigzek z twierdzeniem Weierstrassa, do-
tyezgeém rozwijania funkeyj przestgpnych calkowitych (homolorficznych) na
iloczyny nieskonczone.

Petershurg, w kwietnin 1889 r.

PRZYCZYNEK DO TEORYI ELIMINACYL

PRZEZ

WE. KRETKOWSKIEGO.

Teorya rugowania czyli eliminacyi pomiedzy dwoma réwnaniami alge-
braicznemi z jedng niewiadoms, oraz wyznaczanie pierwiastkéw wspéluych
i niewspélnych tymze réwnaniom, przedstawiane sg zwykle W spos6b juz to
niezupelny, juz to diugi, a niekiedy nawet nie Scisty. Ponizéj o$mielam sig
przedstawié metode, zdaje mi sig, wyczerpujaca I prosta. Pozwala ona bowiem
7 jednéj strony, gdy danemi ss dwa réwnania, wypisaé bezposrednio zastrze-
zenia konieczne i dostateczne, aby te réwnania mogly mieé dang liczbe pier-
wiastkow-wspélnych,—i, gdy te zastrzezenia s3 wypelnione,—wypisaé rowniez
bezposrednio réwnanie, dajace pierwiastki wspolne oraz dwa réwnania, dajace
pierwiastki nie wspolne, i to wszystko, jako funkeye wyrazne wspolezynnikow
danych rownai. 7 drugiéj znéw strony, dowod téj metody otrzymuje sie na
najprostszéj drodze algebraicznéj t. j. z pewnych tozsamosei algebraicznych.
Uhocznie tg drogg otrzymuje iloraz i resate dzielenia dwoch danych wielomia-
néw, oraz zastrzezenia konieczne i dostateczne, aby dwa dane wielomiany po-
siadaly za najwiekszy wspolny dzielnik wielomian stopnia danego, i—w razie gdy
te zastrzezenia sg wypelnione—otrzymuje wyrazenia tegoz dzielnika i dwoch
ilorazéw najmniejszych, jako funkeye wyrazne wspétezynnikow danych wielo~
mianéw.

Poniewaz wzory ogélie bylyby bardzo dingie, a dowdd sam nie bylby
moze dosyé wyraznym, prowadzié bede przeto rachunki w czescl na praykia-
dzie szczegllnym; czytelnik wszakze z tatwoscia przekona sig, ze oglnogé do-
wodéw nic na tém nie ucierpi.
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