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0 UKLADACH Sit. WEWNETRZNYCH Z SIEOSRODEMY.

P. Delaunay udowodnil na trzecim miedzynarodowym Kongresie
matematykow w Heidelbergn w r. 1904, %e ,przy ruchu trzech
cial, przyciggajaecych sie wzajemnie podlug prawa
Newtona,istnieje sitosrdéd“?),—przyczem przez trzy ciala ro-
zumial trzy punkty materyalne, nie lezace w jednej prostej, a przez silo-
§réd (,centre des forces®) istniejacy w danym przypadku wspdlny punkt
przeciecia trzech sit wypadkowyeh, jakie dzialaja na wspomniane trzy
punkty.

Na wstepie niniejszych rozwazaf cheiatbym podaé i udowodnié pewne
prawo ogélne, w kidérem zawiera sie, jako jeden z jego szczegilnych pray-
padkéw, réwniez twierdzenie powyisze.

Prawo to brzmi:

I. Jezelimiedzy trzema punktami materyalnemi,
nielezgcemiwjednejprostej, dziataja dowolne sily

) Rzecz, przedstawiona na posiedzeniu Wydzialu matematyczno-przyrodniczego
Towarzystwa naukowego Warszawskiego-d. 9 marea 1908 r.

%} Por. Verhandlungen des dritten internationalen Mathematiker-Kongresses, Hgg.
v.A. Krazer Leipzig 1904.—Str. 398: ,8ur le probléme des trois corps“. Von N. De-
launay.
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wewnetrzne, zktérychconajmniej dwie pary nie zni-
kajg todlaukladusittychistnieje sitogrod.

Dla dowodn oznaczmy wspomniane trzy punkty przez Ay, A, A, a od-
cinki B L
(1 ZZ% 2—22; £A1:‘_4’11A2"“A2A0

pomy$imy sobie jako wektory. Wowezas te skladows ukladu, ktora za-
czepia w punkeie 4, a zwraca sig ku punktowi 4, lub w strong wprost prze-
ciwng, mozemy przedstawié przez fo; . Aedy, rozumiejgc przez o, pewien
spotezynnik liczbowy (20); skladowa, zaczepiajgca w4, a skiero-

wana ku A,, wzglednie w strone przeciwng, bedzie = — Ny . Aod;.

Analogicznie i w analogicznym porzadku niechaj fiys.d; Ay 1 —hyg.4, 4, 0zna-
czaja skladowe, dzietajace miedzy punktami d;, 4y, & fryo.dyd, 1 —hyo. 4,4,
skladowe, dzialajgce miedzy punktami 4,, 4,, przyezem co najmniej dwa ze
spotezynnik6w foq, s, hoo maja yC ==0.

Jezeli jeden ze wspomnianych spélezynnikow znika, twierdzenie I ro-
zumie sie samo przez sie. Zalozmy tedy, ze wszystkie trzy spélezyn-
niki s3 #=0. W punktach 4, 4,, 4, dzialaja natenczas nastepujace, roine
od zera wypadkowe:

Ry= hoy Agdi—hgg Apdy = — hgy Ay Ay — (71'20‘!—7101);520 )
Ry = g Ay~ hm-lToXl:(hm“f‘hm)ﬁ_;ra + Doy dyd, )
By = ’_hm"A—IZ + /120‘—5;;’7} .

Jezeli M, jest punktem przecigeia wypadkowyeh Ry, By, a M, punktem
przeciecia wypadkowych Ry, R, wowczas mamy naprzod dla M,:

@) Ay My == xRy =— z[hg, A A (hag ) Ap ]

4, M, =yR, = y[(7112+]201)-z;2§+h01-gﬁ—] )
przyezem spélezynniki #, y winny byé obliczone z réwnania:
A_O'Z'; + A My — A M, =0,

ktore, po wstawienin wartosei z pod (1) i (2), rozpada siefnastepujgcy uklad

réwnan:
{ (hagtHhg )ty =1,
Tgge-(hyatho )y =1.
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Zalozywszy, ze wyznacznik tego ukladu,

H = ligyhys=t Ryahsg = haglis,
Jjest ==0, otrzymujemy:

hys 2
=l =g,
zatem:
. . — h
3) A M, :%Rm AIM‘_’:T_{URI::

stgd za§ wynika analegicznie dla B, (przez kolowe przesuniecie wskaz-
nikéw):

Rigy

€3] m= HRh Ay =

=

=

0

R,

|

Fig. 1.

Z drugiej réwnosci pod (3) i z pierwszej pod (4) wynika toZsamosé
punktéw M,, M, a wiec i trafnosé twierdzenia I w przypadku H==0. Ale
i przypadek H==0, w ktorym, jak widaé, wszystkie trzy wypadkowe biegna
rownolegle, da sie podporzadkowal pod nasze twierdzenie, gdyZ sitosrod
przenosi sie w nim tylko w nieskoficzonosé.

Twierdzenie I da sie bezposrednio ujaé w nastepujaes forme geome-
iryezna:

I*. Jesliwdowolnym tréjkacie 4,4, 4, obierzemy
nakazdym boku (jako prostej nieograniczonej) po dwa
pukty, symetryczne ze wzgleduna §rodek boku-np. jak
na fig. 1, punkty By i Bynaboku 44, By 1 Byyna 4,4, By i By
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A,4,—1 to (dla uniknigcia przypadk()w tryyv-ialnych)
kazdy punkt By poza odnos§nym A; (4,5=0,1,2i=k),—W 6 w-
¢zas trzy srodkowe, wyprowadzone w trzeeh nowo
ntworzonyeh tréjkatach AyByBy, 4,B513Big, 45808 odp'o—
wiednio z wierzcholkow 4, 4, 4, albo pTzetna, sie
wjednym punkcie, albobedg do siebie wzajem réwno-
legle—~w zalezno§ci mianowicie od tego, czy wyra-
zenie:

Ao By . 418y

dod, Ay

AiBy Ay By

4,By, 4By
A4, Aydy

Ad, A4,

wktorem wystepujace odcinki pomysSlane sg jako wek-
tory, bedzie ==0 czy =0. o )

Do twierdzenia I* nawigza¢ mozna pytanie, czy wymienione w niem
trzy srodkowe bedy posiadaly wspélny punkt przeciecia, \xnglgdnie 'biedz
bedy rownolegle, takze wiedy, gdy warunek symetrycznosei ka@de.] pary
punktéw B ze wzgledu na §rodek odnosnego boku odrzucimy. Fizykalnie
rzecz biorge, zapytywalibySmy tem samem o sitoréd w takim przypadka,
gdyby pomienione w twierdzeniu I sily wewnetrzne przestaly podlegal
trzeciemu prawu N ewtona (o réwnosci dzialania i przeciwdzialania).

Sily wewnstrzne wspomnianego wlagnie rodzaju bedziemy ponizej na-
zywali ogdlnemi sitami wewnetrznemil)—pospolitemi
natomiast te, ktore sie do rzeczonego prawa stosuja.

Ponadto moznaby poszukiwaé korelatdw do twierdzen I, I* dla prze-
strzeni—zaréwno dlatréjwymiarowej, jak wogole dla n-wymiarowej prae-
strzeni.

Oba te zadania ujme ponizej w jedno, rozpatrujac nastepujacs kwestye
o0g6lng, wlasciwy przedmiot niniejszego artykulu:

Przy jakich warunkach koniecznych idostatecz
nychuktadogélnyech sil wewnegtrznyech, dziakajgeych
w przestrzeni n-wymiarowej pomiedzy n41 zupelnie
te przestrzen wyznaczajgcemipunktami materyalne-
mi, posiada sitosro6d?

2.

Niechaj 4,, 4;, 49, «... , 4d» (®=2) bedy wspomnianemi ostatnio pun-
Ktami, lezgecemi w przestrzeni nie nizszej, jak n-wymiarowej. Wektor

1 ,,Wéwu@trznemi“ wiee tylko przez wzglad na to, Ze kazda z tych sil wywiera ja-
ki§ punkt danego uk¥adn na inny punkt tegoZ uktadu.
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Ay (4, k=0,1,2, ... ,m; i==k) niech sie zowie krotko @iy & Piy==lz agnie-
chaj oznacza naogo! te sktadows danego miedzy punktami 4 ukladu ogélnych
sit wewngtrznych, ktira zaczepia w punkeie 4., a dziala w kierunkn ku pun-
ktowi A; lub we wprost przeciwnym,—przyczem spilezynnik 7 ma byé
kazdorazowo dany. Wowezas

Ri= i hix an

k=u
U=Fi)

bedzie zaczepiajgeg w punkeie 4, (i=0,1,2,....,n) wypadkows nkladu.

Przez i bedziemy ponizej rozumieli kazdy taki ze skaznikow
1=0,1,2,...,n ktéremu odpowiada nieznikajace wypadkowa X, ezyli, do
ktorego nalezg spolezynniki ki (3=0,1,2, ....,n; k==i), ktére nie wszystkie
znikaja.

Zaldzmy, ze uklad nasz posiada sitosrod 37, Przyjmiemy najprzod, ze
M znajduje sie poza punktami 4, pézniej, ze lezy w jednym z tych punktow.

(). Wplerwszym przypadku jasnem jest przedewszystkiem, iz wirod
wypadkowych #; znajdzie sie wéwezas tylko albo jedna, albo zad-
na taka, ktdéraby przechodzila (ewentualnie w przedinzeniu) przez dwa
zposrdd punktow A (t. j. przez Ao i przez jeszeze jeden). Gdyby bowiem
dwie podobne R znajdowaly sie w ukladzie, wiwczas aby istnie¢ mog? si-
Yosrod poza punktami 4, musialyby koniecznie pewne cztery (co najmniej}
punkty 4 leze¢ w jednej plaszezyznie, co sprzeciwialoby sie zalozenin. Ze
zad§—hysmy o sitoSrodzie wogdle mdwié mogli—co najmniej dwie R, istnie¢
muszg w ukladzie, przeto dozwolone tu bedzie dalsze zalozenie, ze wypad-
kowa

2
hBy= 2 Ny aue

k=1

Jjest ==0 i ze nie przechodzi przez zaden z punktow A, 4, ..., 4,,—eczyli,
ze co najmniej dwa ze spélezynnikow lge (=1, 2, .... , n) 83 ==0.

Przyjety siloSréd moze tu leze¢ w odleglosci skofczonej lub w nie-
skonezonej. Kazdg z tych dwun ewentnalnosei rozpatrzymy oddzielnie.

W razie pierwsze] naleza do wypadkowyeh Ry, w szczeg6lnosci do Ry»
takie rozne od zera liezby z., waglednie z,, iz jest:

(5) A =unRy = T’az horays,

k=1
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a dla kazdego ¢'==0:

n
ApM = x¢ Ry == 90:"2 hoxaen,

k=0
(k)

"
= »’Ui'[hm an —]—z Peare (GUk “at)i’)] B

k=1
(k=R2')
n k2
") = -’Ez"z hxaor —-Teaop Z.hi’k-
k=1 k=0
(k) (ko)

Zarazem stosuje sie wowezas dla kazdego i' ==0 réwnanie wektoryalne:
(6) ot + ArM — AOM: 0 )

ktére, po uwzglednienin réwnogei (5), (3') i po odpowiedniem przeksztalce-
niu, przybiera postaé nastepujaca:

» n
[1 "9907’0&' — ft‘f'Z hox ] oz -‘l—E (93,"/!;'/; —95'07101: ) apr==0.
k=0 k=1
(k=) (k=)

Stad zas wynika, dla kazdego ¢'==0, uktad » réwnan:

(M mohl)i"l_xi'z hor=1,
k=0
(k=)
] Tohop—2ehey="0, (k=1,2,...,n; ki)

czyli, po wprowadzeniu réznych od 0 wielkogei ¢y = —2. :

&Ly

® ci,ho,v+2 h,.,k:%,
e
@) hir = eohog, - (=1, 2, ..., %; k==").
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Przy pomocy #—1 réwnan (8') otrzymujemy z réwnania (8) na ki,
wartosé:

heo== ¢y (L - ‘,‘,kok) )
7,
k=1

. . .. 1 N . . .
albo tez, 0znaczyWszy przez lg, WIBIROSGE— — Z hor, ktéra tu mieé moze
o k=1
"
warto$é skonczong dowolng, lecz rizng od _"Z B

=1
{9) hig==cohy,.

Dla kazdego i==0 musi tedy w niniejszym przypadku zachodzi¢ nklad
zwigzkéw (8), (9), czyli uklad:

(10) hov=cohge, (k=0,1, 2, ..., n; Fat').

Ale tez dla kazdego 4, rdznego od wszelkich ¢ (o ile takie ¢ tu sie
jeszeze znajda), sprawdzaé sie bedzie analogiczuy do (10) uklad zwiazkéw
sam przez sie, po przyiecin c=0. W ukladzie

k=0, 1, 2, ., 0y iy
(1 hip= cihor, (=200 % " )

mamy przeto uklad warunkéw, koniecznych na to, aby rozwazony tu przy-
padek zachodzi}; warunki te uzupelni¢ jeszeze nalezy zastrzezeniami tej
tresei, zeby suma dowolnych zresztg wielkoSei /g, Ay, Tgos ..., 2gn nie zni-
kala, a co najmniej dwie z wielkosel gy, Jigos oo, on bY¥Yy =<0 1 Zeby co
najmniej jedna z dowolnych zreszta wielkosei ey, ¢y, ..., ¢ byta ==0.

Lecz warunki powyzsze sg tu i dostatecznemi. Albowiem w razie
spelnienia ich bedzie przedewszystkiem zaréwno wypadkowa

R, 22 N o,
k=1
iak i kazda taka wypadkowa

n
—
R; :Z haag=c: Y hopai

=0

k=0 -
) =)
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ktorej odpowiada nieznikajace ¢; rézng od zera,—z tego powodu, iz w R,

co najmuiej dwa ze spéiczynnikéw hop, w kazdem za$ wspomnianem R; co-

najmniej jeden taki spélezynnik bedzie podtug zalozenia ==0. Stosujac tedy
wskazniki ¢ w okre§lonem poprzednio znaczeniu i ktadae dla kazdego i'==0

1

n
¢ S‘, 7201;
+

k=0

== Xy s

a osobno:

1

-

E Rox

k=0

=&y ,

ktore to wielkosci bedg wedlug zalozenia skonczone, a ==0, znajdziemy, ze kas-
da powyisza wielko$ 2 sprawdza wraz z wielkodely =z, uklad réwnan (7),
(7, a tem samem stwierdza stosowalno$é odnosnej réwnosci wektoryalnej
(6); ogél zas réwnosei (6) dowodzi istnienia wspélnego punktu przeciecia M
wszystkich wypadkowych Ay, Dany jest przytem punkt M za pomocs réw-
nosei

A M= 1‘02 horapy (==0),

k=1

lezy wiec poza punktami 4, w odleglosci skoficzonej.
Przypusémy teraz, ze silosrod ukladu naszego lezy w odlegtosci nie-

skofczonej, ezyli, ze wszystkie R, sg do siebie rownolegie. Dla kazdego

=0 istnieje wowezas taki rozny od 0 spétezynnik ey, 1%
(19) Ry=c¢sR,,

czyli (por. (5), (5") iz

» n n
Z hipaoy — vy 2 Py == ci,z Tgx gy«
k=1 k= k=1

ki (k=k)

(106)
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Ostatnie ré6wnanie rozpada sie na uklad » réwnan:
,.
(13) erhor—= N hp = 0,

e

k=10

(k==
(13") Iy =cohge, (=1.2, ..., 105 k==i),

z ktdrych pierwsze, po uwzglednienin n—1 dalszych, daje:

2

Tpy=—os ¥ Ry,
et

i

k=1
"
lub po wprowadzeniu wielkosei /iy, = —Z Pug:

k=1

(14) hoy= cshgp.

Polaczmy z rownaniami (13'), (14) jeszeze brzmiace analogicznie Tow-
nania dla tych (ewentualnych) 7, ktére rozne sg od wszystkich #,—réwnania,
sprawdzajace sie same przez sie po przyiecin e,=0: wiwezas uklad rownan

k=i, 1, 2, .., w; kR
hie = el =1, 0] W *')

bedzie ukladem warunkéw, koniecznych dla istnienia przyietego tu, nie-

skonczenie odleglego sitosrodu (przy pewnem, formalnem tylko, wyszezegol-

nieniu punktu ,); do nich dodaé jeszeze nalezy zastrzezenia, podobne do po
n

czynionych w przypadku poprzednim, rézne tylko od nich tem, ze S‘ hy: ma
k=u

tu byé =0. Iznéw przekonamy sie z latwoscia, Ze 0w konieczny uklad
warunkéw bedzie tu rowniez dostatecznym.

(B). Niech teraz silo§réd danego ukladu lezy w ktérym$ z punktow
4, np. w 4, Jasnem jest, ze przypadek ten zajdzie tylko wtedy, jesli
wszelkie skladowe, zaczepiajace W réznych od 4, punktach, poznikaja, z wy-
jatkiem tylko pewnych (dowolnyeh) takich skladowych, ktére skierowane sa
kun 4, lub w strone przeciwng; natomiast zaczepiajace w 4, skladowe mo-
ga by¢ przytem dowolne. Czyli bedzie wowczas:

aomn
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he=0 dla k=1, 2, ..., n; k==t i==1, 2, ..., m;
ho dowolne dla k=1, 2, ..., n;
hip dowolne dla k=1, 2,....,n,

z tem, rzecz prosta, zastrzezeniem, zeby co najmniej dwie z posréd 2n wiel-
koScl hue, hyo (h=1, 2,....,2), i to dwie o nisjednakowych wskaznikach F,
byly ==0. .
Wyniki powyzszego rozbioru mozemy ujaé w nastepujace prawidlo,
przyczem w miejsce spotezynnikéw by wprowadzimy réwnoznaczne z niemi
Pa__

ik

II. Aby miedzy n+1 punktami 4, 4y, Ay ..., 4., danemi
W n~-wymiarowej przestrzeni I wyznaczajacemi ja w zu-
pelnosci, zbudowaé uktad ogélnych sil wewnetrznyeh, po-
siadajgey sitosréd, wystarczy albo: )

(A) obraé¢ dowolnie zaczepiajgce w jednym z danych
punktéw, np. w 4, sktadowe Py (k=1,2,...,%), lecz co naj-
muiej dwie z nich =0, natomiast wszelkie inne sktadowe
ukladu, Py (5=0,1, 2, ... ,»; k=k=i; i=1, 2, ..., ), obra¢ w my$l réw-
nah:

(15) Pp=¢

stosunki wektorow

A Ay

Py (tlf:o, _11, 2 vy 5 k:{:t‘;)
A A Uk g 1,2, he,n
ok

s 1

przyczem spélczynnikom e, ¢y, ..., .1 wielkoSei Py na-

1
4,4,
dat nalezy warto$ei dowolne, lecz co najmniej jednemu ¢

wartosé s=0;—albo tez wystarczy:

iB) obraé dowolnie sktadowe Zu oraz wszelkie ku A,
lub w przeciwng strong kierujgce sie skladowe Py, przytem
jednak nedaé co najmniej dwom z rzeczonyeh 2u skiado-
wyeh, i todwom o krzyzujgecych sie kierunkach i réznych
punktach zaczepienia, wartosei #=0~natomiast wszelkie in-
ne skfadowe przyjac =0.1)

) Jesli uiworzony tak uklad ma sig przytem przedstawiaé istotnie jako uklad po-
migdzy nie mniej, jak n punktami, wowezas do kazdego z danyel punktdw nalezed musi
w uktadzie bodaj jedna nieznikajaca skiadowa, zaczepiajaca w mim lub zwrécona badz ku
nienn, bad# w strong wprost przeciwng,-—cayli dla kazdego { (=0, 1. 2, e, 1) musi ¢o naj-
mpie] jedna z 2n skladowyeh P, Pry (k=0,1, 2, .... , 15 ki) byé 0. Wobee tego trzeba
do podanyeh wyZej warunkéw dodaé wowezas ten jeszeze, aby dla Zadnego i nie znikaly
w przypadku (A) réwnoczesnie ¢, Poi—w przypadku (B) réwnoczesnie P, Py Jegeli
przeciwnie jeduo wzglednie drugie zdarzy sig dla r (Sn—2) warto$el wskaznika 4, naten-
ezas zbudowany uklad sitbedzie w rzeczywistosei uktadem tylko mi¢dzy n—r-}-1punktami,
wyznaczajaeemi przestrzch A—r-wymiarowa.

(108)
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Sitosréd bedzie przytem lezal w przypadku (B)
W jednym z punktéw A—tuw d,—wprzypadkn (A) zas$
poza temipunktami, atowodlegltosei skoficzonejlub

w nieskoficzonej, zaleznie od tego,czy suma E—:fl’;,,
p=p TORF
bedzie ==0 czy =0.

Zarazem wynika z powyzszego wywodu, iz nadajac (w abstrak-
cy) wystepujgeymwiwierdzeniu IT stalym dowolnuym
wszelkie mozliwe dopuszcezalne wartosSei i zastepu-
jacniezaleznie od tego wyszceczegdélniony tam formal-
niepunkt 4, kolejnokazdyminnymzdanych punktéw
4, temsamem wyczerpiemy konstrukeya powyiej poda-
ng wzupelnosSci ogdét wszystkich zadanyeh nuktadow sil
z sitosrodem. Inaczej miataby sie rzecz, gdyby wszystkie dane tu w licz-
bie -1 punkty lezaly w przestrzeni o mniej, niz # wymiarach. W takim ra-
zie zachodzilby miedzy wektorami ay (h=1, 2,..,n) co najmniej jeden
zwiazek liniowy, a wskutek tego bylyby uklady rownan (7), (7 "1(18y, (187,
na ktérych opieraly sie w przypadku (A) wnioski nasze, réwnoznaczne tylko
z pewnemi szezeglluemi przypadkami réwnosei (6), wzgl. (12), z ktérych
wyszliSmy byli, lecz nie z temiz (ogélnie pojetemi) réwnosciami: zaczem
podana w tw. II konstrukeya wiodlaby wowezas tylko do pewnych Zada-
nych ukladéw sit z sitoérodem, nie zag do pelnego tyehze ogdtu 1),

Uzyskane w ustepie 2. wyniki zastosujemy naprzod do nkladu p 0Spo-
litych sit wewnetrznych, danego w przestrzeni n-wymiarowej miedzy
n--1 punktami, wyznaczajgcemi przestrzen taks w zupelnodei.

‘W ukladzie takim jest:

. k=01, 20, e n; IRy
(16) Py =— Pu. (i:»:‘, Vel ),
‘W szezegblnosei na zasadzie:
Py=—PFu y (:i:l’ 2, ey 71)
1) Moznaby oezywiScie poszukiwaé ogdlnie warunkéw dostateeznyeh i koniecz-
nych istnienia sitoirodu w uktadzie sit wewnetrznych, danym miedzy dowolna ilodeia
punktéw w przestrzenidowolnej. Poszukiwania wioda wowezas do zwiazkéw, znacznie

zawilszych, niz powyzsze.

(109)
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‘mamy tu. naprzod w razie istnienia sito§rodu w rodzaju (A), podlug (15):

K - .
117) ¢ Lo Ady=— Py, (i=L,2,..,2)
44,

stad za§ i z zastrzezonego w twierdzeniu II dla przypadkua (A) niezni-
kania co najmniej dwéch skladowych Py wynika tu konieczno$é wyklucze-

i i j j }‘“’-—Kld te-
nia wartosci 0 dla dowolnej poza tem stalej skonezonej I adac te
0450

o1
raz zamiast tejze — , otrzymamy z (17):

Poi

Ci— K
A4,

, (=1,2,...\m),

tak, ze réwnania warunkowe (15) przybiora w niniejszym przypadku naste-
pujgea postaé szezegdlng:
w P - =0, 1, 2, v , #; kkiy
(18) Pomk 20l T (hrno i)
’ Agdi AgA;

Z niemi laczyé sie tu jeszeze muszg dodatkowe postulaty tej tresei (por.
str. 10), aby co najmniej dwie z dowolnych skiadowych Py, nie znikaly, aby

. Y .
dowolna stata skoficzona K byla ==0, a wielko§¢ —>— byla réwnoznacz-
00

3z 5 Konieczne te warunki bedg dla niniejszego przypadkn réwniez

dostatecznemi: albowiem ' dostatecznemi sg dla analogicznego przypad-
ku w ukladzie ogélnych sit wewnetrznych, a ponadto z (18) wynikajg bez-
posrednio charakterystyczne réwnosei (16).

Natomiast dla praypadku (B) zmienig si¢ tym razem podane na str. 10
warunki o tyle tylko, ze kazde Py trzeba bedzie prayja¢ =—Fy. Przypa-
dek ten da sig tu zreszty zjednoczyé z przypadkiem (A), gdyz sprawdza sie
dlan zaréwno uk¥ad réwnan (18), a to po przyjecin K=0, K —P"—“ (= O%) =1,

040
Jak tez spelnia sie podany wyzej postulat dodatkowy, dotyczacy sktado-
W'ych Pﬂk .

) Réwnanie (18) bedzie tu stosowalo sie réwnie? dla 4=0,—inaeczej, niz (15),

(110y -
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Tak wiec otrzymujemy tu twierdzenie:

IIT. Aby miedzy »n+1 punktami Ay, 4y ...y 4a, danemi
W przestrzeni m-wymiarowej i wyznaczajgcemi ja
W zupelnosci, zbudowadé ukltad pospolitych sil we-
wnetrznych, posiadajgcy sitosréd, wystarczy prazy-
Jaé dowolnie zaczepiajace w jednym z danych pun-
ktow, np. w 4y, skladowe Py (k=1,2,..,2), lecz co naj-
mniej dwie z nich obraé =<0, pozatem za$ wszelkie
skladowe Pu (k=0,1,..., 2 k==i; i=0,1,2,....n) obraé wmysl
réwnahn:

Py Py ST (E=n L2 ; dei;
Pu=FK e Ay, (200500
i A,vAD_AUAk 1 Py =, 1, 2, " 1
. ; . Pon
wrzyczem K ma byédowoelng stala skodczong a Wi
040

oznaczadc Ly

) % U

Sitosrod bedzie przytem lezal w jednym z pun-
ktow 4 (tuw 4y), jesli K=0—w odleglodci nieskonczo-
nej, jesli Km— S Lo

g Ak

legtosci skonczonej, jesli K rozne jest od obu wy-
mienionyeh wartosci.

Konstrukeya powyisza wyezerpie znow, przy wszelkich mozliwych
kombinacyach wehodzaeyeh w gre wartosei dowolnych, pelny 0g6l zadanych
tn ukladéw sil.

. @& poza punktami 4 w od-

i

‘W ustepach 4. 1 3. zastosujemy jeszeze twierdzenia IT, ITT do ukladow
sit wewnetrznych, danych miedzy trzema punktami, nie lezacemi w jednej
prostej, wzglednie miedzy czterema punktami, nie lezacemi w jednej
plaszezyznie.

By uklad pierwszego rodzaju, dany miedzy punktami A,, 4,, 4,, posia-
dal sitosréd naprzéd poza temi punktami, musi on, o ile punkt 4, formalnie

Y) Uklad taki bedzie w istoeie ukladem tylko miedzy n—r punktami, o ile »
{<n—2) sktadowych Ppx poznika.

11y
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wyszezegolnimy, zadosé czynié nastepujacym koniecznym i wystarczajacym
réwnaniom warunkowym (por. (15)):

. Py - _ Dby

(19), (190 Pr=¢ “_‘: - Ay, Fp=o i, dids
, P, - _ Py,

(20), 20) Py=0, :1::;0 Agdy, Py=ry WK Apdy,

L , €1y €y ODbie pierwsze i przy-
A4,
najmniej jedna z dwéeh ostatnich winny by¢ ==0.
Mnozae réwnania (19°), (20) stronami, otrzymujemy:

gdzie z dowolnych wielkosel Py, Po,

POO

(21) PPy =— 6,6, e Py A4y,
mnozac zas réwnania (19), (20):

(217) Py Py = 6,00 Py A
) A4y

z(21)1(21') wynika dalej réwnanie:

(22) Py Py Pyy=—P43 Py Pyy

stanowigce tu zatem réwniez warunek konieczny istnienia sitogrodu w ro-
dzaju (A),—warunek, niezaleszny juz od roli punktu 4, Owoéz warunek
ten okazuje sie turéwniez dostatecznym, jesli go tylko uzupelnimy rozumiejg-
cemi sig przez sie zastrzezeniami dodatkowemi tej tresei, aby eco najmniej
dwie skladowe ukladu, zaczepiajace w tym samym punkeie, oraz przynajmniej
jedna ze skladowych, dziatajacych pomiedzy pozostalemi dwoma punktami,
byly ==0. Albowiem jezeli zgodnie z tem bedg np. Poy, Frs, Piy == 0 ispraw-
dzaé sie bedzie réwnanie (22), natenczas wystarczy polozyé:

(23) 6= Pry.Aody i ¢y = Py 4,4, ’
Pp.d, 4, Py 4,4,

@3 Lo — _ DroPod 4, ,
Ay4, P4, 4,. 4,4,

zaczem z poprzednich réwnan warnnkowyeh (19), (19), (20), (20") sprawdza
sig plerwsze, drugie i czwarte bezposrednio, trzecie za$ po uwzglednienin

(112)

icm
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réwnania (22). Silo§réd bedzie przytem lezal w odleglosei skonczonej lub
W nieskoficzone], zaleznie od tego, czy suma (por. str. 11)

_Pm_ o Py, _
1A, A,

L

1
Agdy

bedzie ==0 lub =0, czyli tez (ze wzgledu na (23")), czy wyrazenie

PInP\')‘_’ ( POI ‘Pf@) -Pl‘_’
A4, A4, Ao, A4y | A4,

bedzie ==0 lub =0.

Jezeli natomiast w ukladzie naszym istnieje siloérod rodzaju (B),
wowezas (22), jak stwierdzi¢ nietrudno, sprawdza sie rowniez, a to w for-
mie: ==0. Jezeli naodwrit (22) bedzie w rzeczonej formie spelnione, na-~
tenczas zajdzie tu praypadek (B), oile tylko zalozymy jeszeze, ze wéréd
znikajacych skladowych znajduja sig dwie takie, ktore powinnyby dzialaé
w jednej prostejl), i ze nie znikaja co najmniej dwie sktadowe o krzyzuja-
cych sig kierunkach i réznych punktach zaczepienia.

Wyniki te wiodg do twierdzenia nastepujacego:

IV. Uktadogélnyech si¥ wewnetrznyeh, dany mie-
dzy trzema punktami, ktére nie lezg wiednej pro-
stej, posiada sitosréd wtedy i tylkoe wtedy, jezeli
iloezyn takieh trzech (ewentualunie czeSciowo zni-
kajgceyceh) skladowych ukladu ktére w réznych za-
czepiajg punktach i w réoznych dzialajg prostych,
rownasie, zuwzglednieniem takze kierunkéw (wzgled-
nie znakow) skladowych, ujemnemn iloezynowi po-
zostalych trzech sktadowych—zalozywszy przytem
nezywidcie, ze nie znikaja co najmniej dwie sktado-
wenkladu o krzyzujgeych sie kierunkach irdznych
punktach zaczepienia.

W postaci geometryczpej, z rozréznieniem mozliwyeh tu przypadkow,
lecz z wykluezeniem przypadkow najtrywialniejszych, brzmi powyzsze twier-
dzenie, jak nastepuje:

IVE Jezeli wdowolnym tréjkacie dgdids obierze-
my na kazdym boku (jako prostej nieograniczonej)
podwa punkty, np?) By i By na dody, By i By na A4, By
1By nadydy,—tak mianowicie, izby jedenztrzechnowo

') W przeciwnym razie mielibyémy tu znéw pewna modyfikacye przypadku {A).

%) Do oryentacyi postuZyé moze ig. 1.

Prace mal.-fizyez., t. XIX. 8
(113)
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utworzyé sie majgcych trojkatdw A,ByDBy, 4,88,
4,B,B,; nie okazal sie poprostu punktem, poza tem
z;é-dowolnie,—wéwczas trzy Srodkowe, wykres§lone
wrzeczonychtrzechtrojkatach odpowiednioz wierz-
cholkdw A, 4, 4., przetnag sie w jednym punkecie
pod tym warunkiem koniecznym i dostatec znym,
iz bedzie: o
Q—E(;-Z:Fm~mg;:—"10/’0-.»"42-821--411)'10;

w ktérem to réwnaniu uwzglednione byé majg row-
niez kieruvuki (wzglednie znaki) wystepujacyclh od-
cinkéw. Jezeliby przytem dwa ze wspomnianyech
trzech trojkygtow okazaly sie poprostun odecinkami
ito nie lezgcemi w jednej prostej, wéwezas padnie
rzeczony punkt przeciecia oczywiscie na jeden
zwierzeholkiow tréjkata danego; zresztg bedzie on
lezal poza temi wierzcholkami w odleglosci skon-
czonej lub w nieskonczonej, zaleznie od tego, czy
wielkogé

24) _ 4By Aﬁb’@__l_(_jil_?ﬂ__%_ Ao By ) }EB;
- 4.4, dgd, Ay, Agdy Ad,

bedzie 5=0 ¢czy =0. To ostatnie kryteryum zawarun-
kowaé atolinalezy tem, zeby zadna ztrzech dlugogdei
4B, 4By, 4B, nie zuikala; lecz warunek ten mosuna
zawsze zidcié, przestawiwszy ewentualnie odpowied-
niowskazunikipunktéw 4.—

Jezeli w twierdzeniu IV przyjmiemy zamiast ogéluych j.ospolite sity
wewugtrzne, wzglednie w twierdzeniu IV* polozymy:

4By =B 4,, A Bl =Dy 4y, 4,B,,=T,d,

(z uwzglednieniem znakow), wowezas twierdzenia te przejdag hezposrednio
na podane pod I 1 I%

J.

By uklad ogélnych sit wewnetrznyel, dany migdzy wierzcholkami
Agy 4y, 4s, 4, czworokgta brzestrzennego, posiadal silosréd rodzaju (A),
musi on podiug prawidla IT, przy formalnem wyszczegolnienin punktu 4,

(11
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zado$é czynic nastepujacym dziewieciu koniecznym i dostatecznym row-
naniom warunkowym (por. (15)):

(25),(25), (25") Pome, KA dy, Prymme, a2

(1

(26), (2¢'), (26") By=0, K. 4,4y, Py=t, =
44,

(0, @T),21") Py=e, KA1, Pyme,<2dr p poy A

-P(-? *
“Lpddy ETEN

gdzie spolezynniki ¢, ¢y, ¢y, £ 1 skladowe Py, Py, Py; moga mie¢ wartogei
dowolne, byleby eo najmniej jedno ¢ i dwa z rzeczonych P byly ==0

Z pomnozenia réwnaf (25 ), {26) stronami wynika:
28) Pio Py =— fICEK‘IIE'PUE.‘
% pomnozenia zas rownan (26'), (25):
(287 PPy = — ey R A4, Py s
z rownan (28), (28') wynika dalej:
29,) Poy Py Pyy== — Py Py, Py,
Analogieznie otrzymujemy z réwnan (26"), (27), ( 277y, (26,
1205) FPualPoplyy = — Ly PPy ,
a zréwnan (277), (25), (25"}, (27):
{29,) P3Py Py = — Py Py Py

Wreszele mnozae stronami réwnania (25), (26"), (27), wzglednie (25"),
{27"), (26'), otrzymujemy:

Py PogPyy == 0,00y . — Py PPy,

A P PuPy,

PryPyaFyy == 016505 - A4 43, A,
g<ty - <42 - )+

7 czego wynika:

{29)) P1gPoyPy; = — Py, Py Py,

(115)


GUEST


18 A. AXER.

Catery réwnania (29,), (29,), (295), (29,), uksztaltowane w swym ogéle
symetrycznie ze wzgledu na wierzehotki czworokata, sa naogél od siebie
wzajem zalezne: pomnozywszy dowolne trzy z nichstronami i skréciwszy
otrzymane iloczyny przez szes¢ odpowiednich P, ktore wéwezas nie po-
winny znikaé !), otrzymamy tem samem czwarte rownanie.

Nie trudno stwierdzié, ze te same cztery réwnania (29) sprawdzajg si¢
réwniez w razie istnienia silosrodu w rodzaju (B) w ukladzie danym.

W ogdlnosei orzekajg tedy te réwnania, ze wzgledu na twierdzenie TV,
co nastepuje:

V. Jezeli dlaukladuogélnyech sit wewnetrznych.
danego pomiedzy wierzcholkami czworokgta prze-
sirzenmego, istnieje silo§r6d, wowezas kazdy nale-
zgey do tego unkladu uklad wszystkich sil, dzia-
tajgeych miedzy dowolnemi trzema wierzcholkami
danegoczworokgta, posiada rowniez sitodrdod,—zalo-
zywszy oczywiscie, 2e ztrzech wypadkowych takie-
goukladusktadowegoconajmniejdwienie znikajg—

Inny szereg réwnosei otrzymujemy z ukladu rownai (25) do (27")
w sposéb nastepujacy:

Rugujac najpierw ¢, z (26'), (26"), wagl. ¢y z (277), (27") i ¢, z (25'), (25").
otrzymujemy réwnania:

130,) Lol FuPa
Aoy A4, Agdy. dod,
{302\ »::P_Oig_‘—_— = —:—fél—Pt‘q'_?—-: ,
Ay A, A, dod, . A d,
Py, P Py, P
(303) 03+ 12 — 02-13

Apdy A, Agdy A4,
Nastepnie dostajemy z pomnozenia réwnan (25), (27") stronami:

A A, A4,
P Poy =, K. 270878 po
10732 13 A—————O‘_j? 02

1

a z pomnozenia réwnan (257), (27):

') Zréwnai (35) do (277) przekonujemy sie zreszta, Ze jesli tujedno P=0, znikué
mugza tem samem trzy P o tyehsamych pierwszych lub tych samyeh drugich wslkaznikach, tak
e w nastepstwie nie da sig wiwezas nskuteeznié powydsze skrécenie przy zadnej z mozli-
wyeh kombinaeyj.

(116)
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PPy =K. iy Ay, - Pyas

A4,

z obu za§ otrzymanych féwnan wynika:

(30,) Dby
. A4y Agdy

‘Wreszeie w podobny sposob, jak (30,), otrzymujemy z réwnan (26), (25"),
{26"), (25):

{3 »5) Pﬂn[)m P‘..’:{ ili_
Axd,. 4,4, Ay dq. 4,4,

&z rownan (27), (267, (27°), (26):

Réwnania (30,) do (30,1, uksztaltowane w swym ogoble symetryeznie
ze wzgledu na wierzeholki danego czworokata, sa znown naogdl od siebie
wzajem zalezne: z dowolnych pieciu zposrdd nich, lecz i nie mniej, jak
z pieciu, otrzymujemy rownanie széste.—a iv po pomnozeniu tychze pieciu
stronami i skroceniu otrzymanych iloczynéw przez osm odpowiednich P, za-
Tozywszy oczywieie, ze zadne z tychze P nie znika ).

Tez same rownania (30) sprawdzaja sie tu réwniez, jak atwo stwier-
dzimy, w razie istnienia silo§rodu rodzaju (B), a mianowicie wszystkie
przyjmuja wiedy postaé: 0=0.

Mozemy wiee w tyeh réwnaniach upatrywaé warunki, konieczne dla ist-
nienia silosrodu w danym ukladzie sil. Warunki te okazg sig tu naogol,
ale tylko naogo6l, réwniez dostatecznemi.

Mianowicie w przypadka (A) beds one dostatecznemi, jesli je uzupeini-
my nie tylko postulatem oczywistym, aby w ktoryms (przynajmniej w jednym)
z wierzeholkéw czworokata zaczepialy co najmniej dwie nieznikajgce skla-
dowe, ale tez zastrzezeniem tej tresci, aby cztery takie skladowe, ktore
wzgledem jednej albo drugiej z pewnyeh dwoch rzeczonyel wlasnie niezni-
kajacych skladowych sa wichrowate, nie wszystkie znikaly2). Jegli bowiem,

'y Warunek ten spelni sie, jak stwierdzi¢ nie tradno, tylko wtedy, jesli wogdle Zad-
na skiadowa ukiadu nie znika.

%) Z dalszego ciagu okazuje sie zreszta, Ze warunek ostatni albo ziszeza sie wukia-
dzie dla kaZdej pary niezaikajacych sktadowyeh o tym samym punkeie zaczepienis, albo tez
dla zadnej takiej pary sie nie ziszeza.

(L17)
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zgodnie z temi zastrzezeniami, bedg np. Py, Py, Py=k0, woéwczas przyjaé
mozemy, przy dowelnych wartofciach wszelkich pozostalych skladowych,
naprzid:

P 12-:03‘
PIJ2“:I*1'A3 '

Py A4,
Py dya,

_ Paded;

@1 f= - Py dyd;

Gy =

zaczem rownania (257), (26"), (27') sprawdzg sig bezposrednio, rownania (25Y),
(26"), (27") za$ za poSrednictwem (30,), (30,), (30,'; nastepnie przyjmismy:

K= _PuPusdd

(31) 0_ 0717
Frydidy. Aydy

przez co sprawdzg sig réwnania (25), (26), (27) za posrednictwem odpowied-
nio stosowanyeh réwnosei (30). Sitosréd bedzie przytem lezal w odlegtosci
skonczonej lub w nieskoiczonej, zaleznie od tego, czy (por. str. 11)

Lo

g4Loy Lo | Po

ey

bedzie ==0 lub =0, czyli, ze wzgledu na (31'), czy

_‘Eﬂ?v . ﬁﬂ

"10 *‘12

Az

PioPys Py ( Foa
Ay, m m v m
bedzie ==0 lab =0.

Jezeli natomiast Py, 1 Py, bedg wprawdzie ==0, lecz poznikaja wszelkie
wzgledem Py, lub P, wichrowate sktadowe, wowezas, by sitosrod rodzaju (A)
tu mégl istnieé, bedzie musiala przynajmniej jedna ze skladowych P, P,
byé ==0. Ze wzgledu na to ina jedno z réwnan (30,), (30;) musi woéwezas
Pz =0, a z powodu jednego z réwnan (30,), (30,) takze Py=10. Wszystkie
skladowe nieznikajace ukladu lezeé zatem beds w jednej plaszczyznie—tu
w plaszezyinie 4.4, 4,. Réwnania warunkowe (30) sprawdzaé sig beds
wéwezas wszystkie dla dowolnych wartosei skladowych nieznikaj acyeh, ato
w formie 0=0, i dlatego nie moga w tym przypadku charakteryzowaé do-
statecznie sifodrodu rodzaju (A); natomiast warunek konieezny i dostatecz-
ny istnienia takiego sitoSrodu przedstawi tu, poding twierdzenia IV, réwnanie:
(32} Pmer_»Pf_lo:—Pw]’uma
uzupelnione tem jeszeze zastrzezeniem (przy formalnem wyszezegélnieniu
odnosnych elementéw), aby obok skladowych Py, Py, jeszeze bodaj jedna ze
skladowych Py,, Py, byla ==0.

(118)

©
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Co sie za$ tyezy silosrodu w rodzaju (B), to dla istnienia jego koniecz-
nem tu bedzie przedewszystkiem, rzecz prosta, istnienie co najmniej dwéch
nieznikajgeych skladowych oréznych punktach zaczepienia i krzyzujacych
sig kierunkach. O ile przytem rozne od zera skladowe ukladu nie beda
wazystkie lezaly w jednej plaszezyznie, dla istnienia sitosrodu wystarezy
wowezas, jezeli réwnania (30) wszystkie sprawdzaé sie beda w formie 0==0:
albowiem warunek ten wyklueza, jak stwierdzi¢ nie trudno, istnienie chuéby
dwoch nieznikajgcych wichrowatyeh skladowych w ukladzie, wobec czego
wszelkie nieznikajace skladowe biedz muszg wéwezas przez jeden wspblny
wierzeholek danego czworokgta. Jezeli jednak wszystkie nieznikaj gee skta-
dowe ukladu leza w jednej plaszezyZnie, natenczas, podobnie, jak w analo-
gicznej modyfikacyi przypadku (A), wspomniany uklad réwnat i tu nie moze
dastatecznie charakteryzowaé sitoSrodu; natomiast scharakteryzuje go, jako
warunek konieczny i dostateczny, znown réwnanie takie, jak (32), unzupel-
nione odpowiedniem zastrzezeniem dodatkowem (por. str. 15).

Rozbiér powyzszy prowadzi do twierdzenia nastepujacego:

VI Dlaistnieniasitosrodu wukladzieogdlnyech
sit wewnetrznych, danym miedzy wierzcholkami

czworokagta przestrzennego, koniecznemi i dosta-
tecznemi sg warunki nastepujgce:
przedewszystkiem oczywiScie, aby w nkladzie

znajdowaly sie co najmniej dwie nieznikajgce skla-
dowe o réoznyeh punktaeh zaczepienia i krzyzujsg-
cych sie kierunkach; nastepnie:

jeslirézne od zera skladowe ukladu nielezg wszyst-
kiew jednej plaszczyZnie: aby iloczyny dwuezynnikowe
zpar wichrowatych sktadowyech byly proporeyonal-
ne do iloczyndéw z par krawedzi czworokgta, odpo-
wiadajgcych odnosnym skltadowym, przyezem jednak
dokazdej proporeyiwechodzi¢majy zawsze tylkopa-
vy skiadowyech, majace te samg pare wierzcholkow
zaczepieniaite samg pare wierzcholkow, wskazuja-
cyeh kierunek sily wkazdej proporeyiunwzglednié
ponadto nalezy kierunki skladowyeh i krawegdzi
(w znakach tychze), przytem wymierzaé¢ krawedzi
zawsze od wierzcholkazaczepienia odnosSnej skta-
dowej ku wierzcholkowi, wskazujgcemu kierunek
tejze;

jezeli natomiast wszystkie nieznikajace skila-
dowe nkladu lezg w jednej plaszezyZnie, wowczas
rozstrzyga o istnieniu lub braku silosrodu kryte-
ryumtwierdzenia IV.

(11
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Stosunki uproszeza sie tu znacznie, jesli w sklad ukladu danego wejdg
wylacznie pospolite sily wewnetrzne. Uklad wzordéw (30) sprowadzi
sie wtedy do nastepujgeych dwéch rownosei: - .

PszR — P{;2P13 . PU3P19

Aoy A Ay Aody 44y Ady. Ady

wobec ezego nalezy woéwezas twierdzenie IV o tyle zmodyfikowaé, - 7e
W pierwszym z wyszezegolnionyeh tam przypadkéw bedzie mowa poprostu

B

36

Fig. 2.

oproporeyonalnofcimigdzy trzema iloczynami dwu-
czynnikowemiz par wichrowatych sktadowyeh, a trze
ma iloczynami odpowiednich, w odpowiednich kie-
runkach mierzonych krawedzi, izewdrogim praypadku s t o
Sowaé sie bedzie twierdzenie I zamiast [V.—

Geometrycznie dadzg sie wyrazié powyzsze wyniki, jak nastepuje:

VI®. Jesli wostrostupie tréjSciennym 44, 4,4, (fig. 2
przyjmiemy na kazdej krawedzi, jako nieograni-

(120)
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<zonej prostej, dowoluie podwa punkty—B;, Buna A4,
(2, k=0,1, 2, 3;i<k),—z tem tylko zastrzezeniem,zeby z czte-
rechnowoutworzyésie majagcych ostroslupdw:

AuBmbBuﬁa A1B10B12313, AzBsanBz;, A3 By By Bys V

conajmniejdwa nie redukowaly sie poprostudo pun-
ktow, i je§liw kazdym takim z czterech wspomnia.
nych wiasnie ostrostupow, ktéry nie jest poprostu
punktem, potgeczymy prosts odnos$nyjego wierzcho-
ek 4 z Srodkiem ciezkosei przeciwleglej $ciany,
to wykreslone tak proste przetnsgsie wérod naste-
pnjacych okolicznosci w jednym punkecie:

(A) Gdy cztery wspomniane ostrosiupy nie zre-
dukujg si¢ przypadkiem wsystkie do ntworéw jed-
nej tylko plaszezyzny i do lezacego Zewnatrz niej
punktu, wspomniany punkt przeciecia istniec be-
dzie pod tym warunkiem koniecznym i dostatecsz
nym, ze dlakazdej przemiany ¢, k{m wskaznikow 0,1,
2,8) bedzie

m;» ;TJE:», Iﬁm A_I[?M

Ady A, didn Ay

Jezeli przytem 6w punkt przeciecia nie padnie
przypadkiem (wérdéd dajgcecych sie Yatwo rozpoznaé
okolicznodei)na jeden z punktdw 4 to bedzie on le-
2al w odleglos§ci skoniczonej lub w nieskoficzone
zaleznieovdtego, czywyrazenie

bLedzie ==0 czy =0, zalozywszy atoli, ze wtem wyraze-
niw By, doByy, 4B bedy 0. co tuzreszts mozna zaw-
sze osiggnygé, przestawiwszy tylko w danym razie
odpowiednio wskazniki0,1,2, 3.

(B) Gdyby natomiast Wspomniane‘ cztery ostr’o—
slupy zredukowa¢ sie mialy wszystkie do utworvow
jednej plaszezyzuy i do punktu jednego zewnatrz
niej, wowezas o istnieniu lub braku rzeczonggo
punktu przeciecia rozstrzygnie kryteryumztwier
dzenia IV*

120
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Jednym z szezegoluych przypadkéw twierdzenia VI* jest prawo
o $rodku ciezkodei ostrostupa tréjSciannego.

Zajmujacem moze zadaniem Dbyloby zbadanie nastepstw, jakie z cig-
glego Iub chwilowege istnienia silo§rodu wynikalyby dla Dynamiki
ukladu punktéw, poddanych dziataniu sit wewnetrznych?).

*) Dla uktadu trzech punktéw, przyeiagajacych sie wzajem podiug prawa New-
t o)fa, unezynit p. Delaunay w tym wzgledzie tylko pierwszy krok w przytoczonym po-
'wyze] wykladzie, wprowadzit mianowicie spétrzedne sitosrodu formalnie w odnodne réw-
nania rézniczkowe rochu.

(122)

S. ZAREMBA.

0 ZASADZIE DIRICHLETA".

§ 1. Rozwazania ponizsze stosujg sie z rowng latwosciz do prze-
strzeni, jak 1 do plaszezyzny, tak ze jedynie dla ustalenia mysli ograniczymy
sie do przypadku plaszczyzny.

Uwazajmy na plaszezyznie uklad spélrzednych prostokatnyeh (z,y¥
oraz obszar (D), nie rozeiagajgey sie do nieskofezonosei i dajacy sie kwa-
drowad.

Z drugiej strony uwazajmy funkeye ciggla 6, okreslong na ogranicze-
niu (S) obszaru (D), oraz mnogosé (E) wszystkich funkeyj f, majacych na-
stepujgce wlasnosei:

1-0. Kazda z funkeyj [ jest ciagla wewngtrz obszaru (D) oraz na
ograniczeniu tego obszaru;

9-0. Wartodei kazdej z tych funkeyj f na ograniczenin majy zlewaésie
z wartosciami funkeyi o.

af . 0, .
3-0. Wewngtrz obszaru (D) pochodned—g— i F}; sa ciagle.
Moze sie zdarzyé, ze dla zadnej z funkeyj f catka:
T %)g‘l of e
(1) A(f) _—-U l(Sx + (By) }d.z:dg

Wy

1) Komunikat, odezytany w Sekeyi Analizy na 1V-ym Kongresie migdzynarodowym:
matematykéw w Rzymie dnia 11 kwiétnia 1908.

(123)
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