K. ZORAWSKIL.

NOTIZEN AUS DEM GEBIETE DER DIFFERENTIAL-
GEOMETRIE.

I BEMERKUNG UBER TRANSLATIONSFLACHEN.

In den fritheren Aufsitzen: ,Notiz tiber Translationsfiichen* 1) und
,Uber Kriimmungseigenschaften der Scharen von Linienelementen?),* haben
wir unter anderem Bedingungen fiir den Fall aufgestellt, wenn zwei Curven-
scharen auf einer Fliche die miteinander conjugierten Scharen von con-
gruenten und gleichgestellten Curven bilden. Im folgenden wollen wir die
Bedingungen dieser Tatsache direkt aus dem Umstande ableiten, dass man-
alsdann die Gleichungen der Fliche durch zweckméssige Einfiihrung neuer
Parameter auf die den Translationsfiichen charakteristische Form bringen
kann.

Eine Fliche:

(Y] w==a(up), y=y(ur), 2= =2(uy)

ist dann und nur dann eine Translationsfliche, wenn es moglich ist derar-
tige neune Parameter:

(2) u' =u'(uy), v' =0'(u,v)
einzufiihren, dass die Gleichungen der Fliche die einfache Form:

o=, (W)~ @a(v},
(3) ¥ =y () (o),
z = 0y(u) + 0, (¥),

1) Leipziger Berichte, Band LVII, 1905, 8. 233—45.
2) Prace mat.-fiz., T. XVH, 1906, str. 55—6.
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annehmen, d. h. dass die Coordinaten «,y, z simtlich die Differential-
gleichung:
\ *f
@ Fwsr "
befriedigen.
Umn die Gleichungen zu bestimmen, denen «,v' geniigen miissen, be-
merke man zundchst, dass die Formeln:

du 1 3 3_1;~_ 1 9

W DWW D!
{3)

wu__ 1 0w v 1

W Do W Dom
stattfinden, in welchen mit D die Functionaldeterminante:

ou'd’  du' ov
D= oud " wm
bezeichnet worden ist. Auf Grund der Formeln (5) ergeben sich sogleicli
die Formeln:

o L@ sy

o D\ow 8w 3u 3
3 1 pwdf  awafy
% D (51753‘ a?a'zT)

und aus jeder derselben erhilt man durch Differentiation die Formel:

_E’_f:__ﬁ_i[_aﬁav'aﬂf Qu' 3’
'’ D¥low 55&3—(

' av’) of
{6)

owdv' | ou'dv’ Su’av’aﬂ‘f]
ou v v Ju

Suss T 30 3w 908
of o
-+ a§g+l3§;=

wobei statt der Berechnung der Coeffizienten o und B, die definitive Formel
2 . ,

2f . .
fiir 5;,57, in folgender Weise erhalten werden kann. Man filhre die kiirzere

Bezeichnung:

. Qf_yau'gﬂ_ﬂ_(@ﬂau' W\ B | dwaw a2f
T v \Guwov | G ow 3uds | Bu 3w 0oF

€in und man bemerke, dass die Tdentitat (6) insbesondere fir f=1u’, o' be-
stehen muss. Auf diese Weise kommt man anfdas System von Gleichungen:
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¥F  Of | of

2
T o —_D—;Ta@-l_ﬁg— !

Qu' ' | du
e tiy =0
Qv ar’ , o’
I T i

aus denen durch Elimination von « und g ergibt sich die Formel:

o LA

P

() I oL g W
’ u'dr’ Dy T Gu

; i

{ EP - T

Loy, = |

i " S )

Es muss die Determinante in (8) fiir f=1, y, 2 verschwinden. Man
erhiilt also ein System von drei Gleichungen, welches wir sogleich durch
ein dquivalentes System ersetzen werden. Wenn man niamlich mit X Y Z
die Richtungscosinus der positiven Normalen der Fliche bezeichnet und fiir
die Summation in bezug auf drei Achsen des Coordinatensystems das Zei-
chen 3 in Anwendung bringt, so wird man unser System von Gleichungen
durch drei Gleichungen von der Form:

% 1), {17 r

! o ' 2

! T em y =0
’ O Ju' 3 |

| Pou G |

ersetzen konnen, wo die Zeile p, g, r der Reihe nach die folgende ist:
S5 X5n 2k
S xor, EX%, ZA;%

Die zwei letzten Glieder der dritten Zeile sind gleich Null. Die zwei
letzten Glieder der ersten und der zweiten Zeile sind die Fundamental-

Prace mat.-fiyzez., t. XVIIL 10
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orissen erster Ordnung, die wir der Reihe nach mir E, I;, Crt bezelchgen:
Alsdann si it Leichtigkeit ei nger System von drei
Alsdann sieht man mit Leichtigkeit ein, dass man uuser Sy

(Hleiclungen folgendermassen darstellen kann:

L, W 0 2 ,)*
250, +E(E’/% o — —D—sz)—l—F(@; Q=50 20)=0,

e Q11 a
’
< N PRl I % ) ;o QU’):O
DS tT (W @ — :..)-U—Qu)jha(au o —3 ,

z X0 =0.

Die zwei ersten (leichungen dieses Systems konnen in bezug auf
On' und Qv aufgelist werden und man erhilt:

ou’' dr . 0xy,, o L -af)Qf:‘,
1 f“s‘(ng—I'ﬁ)Q""_a"ZEau Faul™

' = EG—F? \Ou iem
) ) Y [ O x|
1 v’ Lo AL AN ( ; ﬂ_F_)_Qx i
W =g IEEFE(GS“N—F 80)52'L+ w 2\E5 dul

Um diese Gleichungen noch anders darzustellen, bemerke man, dass:
oxdtx 1 0E dx .
adgndnt | 2 m ' mddn dudw
dxdx F 13F oz Pz

A s, Memaeo=oas, e s
A0 QU OU 2 Or " aewdu v 2 O dv @

138 dwdw_OF 106
T W amdnot O ou ’

2
136 w106
2

PRI

und filhre die Clristoffel’schen Symbole:

icm

; z A 3F  3F
11 | G%+F§_2Fg§ (11 % . *F@—_F.QEEB\#LE
|1 HEG—F?) R AEG—I7)
63E _pot AL
(9 fr2) _ "% 7o glz,:au—,,?-,
11§ SEG—_F?) ° 2 AEG—F?) )
2 W 3G oF
(22] ;F%;HG%"G% (2 2] E87+F537—‘2F’67
L= S EG—F7) : % 9 %— W EG—F?)

ein. Wenn man sich nun der Bedeutung des Symbols f erinnert und die
folgenden Verkiirzungen benutzt:
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T oD AR BRB LT TR B
2 2

Af—“—*g%—-” 11__{__;! 1}81”

w1 fau 215

. _ ¥ e 123
(10) | Bl = 5= 1 fon— 2 foms
B 2N g2
L'f**a"ﬁ—ll}éi’"lz}a?

und zuletzt noch die Fundamentalgréssen zweiter Ordnung einfiihri:

Ny vyl _ NPy
-'-‘lrhﬁ ? o ‘Ytﬁuiv — Jl’ }:A,,l,: _"\7

$0 wird man unser System von Gleichungen in der Form:

O g (W60 O it
\ do dp ~ i G gr du T :
1')r)‘/ NI NIVLIIN] '!‘:!
(an | mor ("lﬁ_.‘_ﬂﬂf;)gﬂ_;_ I
S e dr vu de ' ode dau bodu du ’
/ o’ ar’ (du’ o' z?u'dt;') . o' de’ 0
Yoy v (()u de Vavoul T T Gugn YT

ansdriicken kénnen.

Dies sind die Bedingungen, die anfeestellt werden sollten, und wir ge-
hen hier nicht niher darauf ein, wie aus ihnen die in den genannten Ar-
beiten befindlichen Bedingungen abgeleitet werden kannen.

II. UBER DIFFERENTIALIN VARTANTEN DER FLACHE IN
BEZUG AUF DIE LINEARE GRUPPE.

In der Abhandlung ,Uber die Ditferentialinvarianten der Fliche in
bezug auf die lineare Giruppe und iiber Translationstiichen® 1) haben wir
das Gtesamtsystem der Differentialinvarianten der Haupttangentencurven
in zwei Formen dargestellt. Die zweite dieser Formen ist auf Grund der
ersten abgeleitet worden. In dieser Notiz wollen wir die zweite Form ohne

') Bulletin de I’Académie des Seiences de Cracovie. Classe des Scienees math. et
nidtur. Decembre 1906. p. 865 -901.
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Benutzung der ersten aufstellen und werden dabei die Bezeichm}ngen der
erwilnten Abhandlung in Anwendung bringen ohne dieselben hier zu be-
sprechen.

Es handelt sich also darum, zu beweisen, dass das genannte Gesamt-
system von Differentialinvarianten in bezug auf die spezielvle lineare Grup-
pe durch die Grossen T, P, Q und die Grossen gehildet wird, welche aus
den letzteren durch Ausiibung der Operationen Uf und ¥f erhalten wer-
den konnen und dass alle diese Grossen nur durch Relationen (53) der er-
wihnten Abhandlung nnd durch diejenigen, welche aus denselben durch
Differentiationen und Eliminationen abgeleitet werden ktnnen, miteinander
verbunden sind. Das analoge Resultat fiir die allgemeine lineare Gruppe
unterscheidet sich von dem soeben ertrtertem Resultate nur dadurch, dass
die Grosse T selbst keine Differentialinvariante der allgemeinen linearen
Gruppe ist. :

Zum Zwecke unseres direkten Beweises wollen wir noch zwei Grissen
einfiihren, n&mlich:

2 2 1
a=1log (T k7), b=1log (17 k¥).

1

Alsdann hat man:
h==g¥—2 L=¢%"
und ferner:
o=T-} 2u-}+2b.

Die Operationen Uf und ¥f wird man in der Form:

O e O
Uf=e Fr Vf=e b;ﬁ«

darstellen konnen und es ist leicht zu sehen, dass fiir P und @ die Ausdriicke:

P=TU(}), Q=7T(a)
gelten.

‘Wir beschiftigen uns zundchst damit, die Relationen (29) der erwihn-
ten Abhandlung in der Weise zn transformieren, dass man statt der Gros-
sen k, b, o die Grossen a, b, T einfiihrt und statt der Differentiationen nach
wund » die Operationen Uf und Vf benutzt. Die Relationen (29) sind aus
(27) durch die Annahme entstanden worden, dass«, v Parameter der Haupt-
tangentencurven sind. Man hat n#mlich zwei Relationen:
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~1

g o 0L,
i~ o Tl — T

o — (‘g}l - 21'20) f=0,

iﬁ_"__':"i" (il,‘-_‘-——l'r a"__”;_IL‘_VI")ﬁ""‘O
dv dw U \du =0 (Uu R
in denen
1 1
Ii=w, 1’20:?"’10 I = 5 o1 4
g ek —+ Ik
o =aq ~"*3“")11 i,

zit setzen ist. Wir wollen in diese Grissen sogleich a, b und T einfiihren
und aunf diese Weise die fragliche Form der Relationen (29) ableiten.
Man hat zuniichst die Formel:
Li=o=7-+2a+2p,

und es ergeben sich ferner die Aunsdriicke:

Iy = % g = e [[{T) + 20(a) + 2T,
1 1 .
Toz:'gf“’o1=17€*[V(T)—f'i"V(“JTZV(b)]-

Aus diesen Ausdriicken folgen nun leicht die Formeln:
o, = [VI(T)4-2VU(a) +2TVUb) + V(a)T(T) + 2V () T{a)
+ 27 (a)U(h)],
oy =P [UNT) + 20¥) -+ 2UV(a) + TO) V(1) + 206} F(0)
+2T@®) ¥4,

denen man noch eine andere Form ertheilen kann, Wenn man nimlich die
Beziehung (46) der erwidhnten Abhandiung auf die Functionen @ und b in
Anwendung bringt, so ergeben sich die Relationen:

VU(a) -+ QU(a)= U(Q)+ PQ,
UV () + PV = T(P)+ QP
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und man erhiilt fiir o, leicht die Ausdriicke:

oy = e [VO(T) + QUT) +2T(Q) + 2 V(1) +4PQ) ,
oy = e [UT(T)+ PY(1) +27(P) +2T(Q) +4PQ],

d. h. man bekommt fiir die Grosse:

die Formeln (52) der erwdhnten Abhandlung, n&hmlich:

Q=TUT)+ QU(T)+2U(Q) +2V(P)+4PQ
= UF(T)+PWT) + 2V(P)+2U(Q) + 4PQ,
wobei
o == (-;- O 1) et

Es ergibt sich ferner leicht:

| —t

B = ¥ [U(T)+6P],

I

&

pef =t

B = e (F(D)+6QL.

Alle erhaltenen Formeln erlauben nun die gewiinschte Geestalt der
Relationen (29) zn erhalten, man bekommt nimlich die Relationen:

& UU(L)+30(P) + PU(T) + 6] = % V() — %(l + —;— 52) V(T),

3 VD370 + QUIT) +6¢1 =5 i) — L (14 L o) (m),

d. h. eben die Relationen (58), die am Anfang dieser Notiz erwihnt wurden.

Um nun den verlangten Beweis zu erhalten, wollen wir bemerken,
dass die Differentialinvarianten der Haupttangentencurven nur vonl, &, ©
und deren Differentialquotienten versehiedener Ordnungen nach « und » ab-
hiingen konnen. Wenn man ferner heachtet, dass die Grossen a,0, T durch
h, &, » und umgekehrt die Grissen I, k, @ durch a, b, T ausdriickbar sind
und dass Differentiationen nach «, v durch die Operationen Cf, Vf ersetzt
werden konnen, so kann man sagen, dass die Differentialinvarianten der
Haupttangentencurven jedenfalls durch «, b, T und Grossen aunsgedriickt
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werden kinnen, welche aus den letzteren (urch Ausfilhrung der Operatio-
nen Uf, ¥f sich ergeben. Man bemerke nun, dass Uf, Vf invariante Opera-
tionen gegeniiber allen Transformationen der allgemeinen linearen Gruppe
sind, dass die Grissen:

P=1{), ¢=Ta, T), T(T)

Differentialinvarianten in bezug auf die aligemeine lineare Gruppe sind
und dass die Grissse T Ditferentialinvariante in Bezug auf die spezielle,
nicht aber in Bezug auf die allgemeine lineare Gruppe ist. Die in dem
letzteren Satze angefiihrten Thatsachen konnen leicht uninittelbar consta-
tiert werden und darauf brauchen wir niché niler einzngehen. Wenn man
uun auf die Grossen P, @, T die Operationen Uf, Vf auf alle mogliche
Weisen austiibrt, so erhiiit man auch lauter Ditferentialinvarianten. Man
kommt also zu dem am Anfang des gegenwirtizen Aufsatzes angegebenen
System von Differentialinvarianten, welche die Relationen (53) der fritheren
Abhandlung und alle diejenigen Relationen erfiillen, die aus denselben durch
alle miglichen Differentiationen umi Eliminationen erhalten werden kinuen.
Es ist klar, dass die Differentialinvarianten dieses Systems keine weiteren
Relationen erfiillen, da die Relationen (53) den Relationen (29) dquivalent
sind und diese letzteren nothwendige und hinreichende Bedingungen fiir
unsere Giriossen i, &, o sind

Es bleibt noch die Frage zu beantworten, ob dieses System von Diffe-
rentialinvarianten das Gesamtsystem derselben bildet. Zu dem Zwecke be-
merke man, dass von den Grissen a, b, 7'und Grissen, die durch Ausfiib-
rung auf denselben der Operationen Uf, Ff entstehen, kommen in dem auf-
gestellten Systeme von Differentialinvarianten nur diejenigen nicht vor,
welche in den Reihen:

«, Ula), Ul{a), UUT{a), ..
b, V), VFE), VTV, ...

enthalten sind. Aber auf Grund der Formeln (32) der oben zitierten ADb-
handlung ergibt sich:

-

o

a=1og VE -+ log (—g.7 4,7 cosec 6),

e

— 1 2
b=1log1'G - log (¥ g.7 cosec 6)

und wir schliessen daraus, dass die zwei angefiilirten Reihen von Grossen
beziehungsweise die Grissen:

VE, v, v/, r)", ...

S
V@, roy )y "o
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enthalten. Wenn man daher die Higenschaften der letzteren Grossen in
Erinnerung bringt, so kommt man leicht zum Schlnsse, dass die Grossen der
swei friiheren Reihen in den Differentialinvarianten nicht vorkommen kon-
nen. Auf diese Weise ist also bewiesen worden, dass das aufgestellte Sy-
stem von Differentialinvarianten das Gesamtsystem von Differentialinva-
rianten ausmacht.

III. UBER GEWISSE CURVENSCHAREN AUF FLACHEN DIE
ATUF ROTATIONSFLACHEN ABWICKELBAR SIND.

In dieser Notiz beschiftigen wir uns mit der Aufstellung solcher in-
finitesimater Transformationen, die alle Linienelemente der Fléche und eine
auf der Fliche gegebene Curvenschar invariant lassen, und mit Aunfstellung
der Bedingungen, unter welchen dies moglich ist. Bs ist klar, dass dies je-
denfalls nur auf Flichen, die auf Rotationsflichen abwickelbar sind, statt-
finden kann. Der eigentliche Zweck dieser Notiz besteht also hauptséchlich
in der Bestimmung der Bedingungen, welchen eine Curvenschar auf einer
derartigen Fliche geniigen muss, damit die genannten infinitesimalen
Transformationen moglich seien. In dieser Darstellung gehen wir aber
nicht von vornherein von der Voraussetzung aus, dass die Fliche auf eine
Rotationstliche abwickelbar ist, sondern gelangen dazu infolge unserer
Entwickelungen, weil es uns fiir die betrachtete Aufgabe bequem zu sein
scheint, nicht das fiir diese Kategorie von Flichen charakteristische Li~
nienelement zu benutzten, sondern die vorgelegte Curvenschar und deren
orthogonale Trajektorien als Parameterlinien zu wihlen. Am Schlusse des
Aufsatzes werden einige Bemerknngen fiber Curvenscharen auf allgemei-
nen Flichen angegeben.

1. Es sei auf einer Flache ein krnmmliniges orthogonales Coordi-
natensystem «, » gegeben. Das Quadrat des Linienelementes dieser Fliche
besitzt alsdann die Form:

ds* = Edu?® 4 Gdo?.

Man betrachte ferner auf dieser Flidche eine infinitesimale Traunsformation:
of — I 1O
Of =rp du +1 )
und stelle zundchst die Bedingungen auf, dass diese infinitesimale Trans-
formation alle Linienelemente der Fliche invariant lasse. Diese lauten:
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- _
2B+ QE) =0,

fop 6% g
[ du '

.
2(;%4;-9(@):0.

Man stelle ansserdem die Bedingung auf, dass die infiinitesimale
Transformation £f die Curvenschar » = const. invariant lasse. Diese Be-
dingung ist:

ll/l

e

- Es sind also die Bedingungen, unter welchen die infinitesimale Trans-
formation Qf alle Linienelemente der Fliche und die Curvenschar =rconst.
invariant ldsst, die folgenden:

ap . op
2E(E—}~.Q(E)—O, %—0,
® % o
B’;L—— 0., 2@(—,0 -+ Q(G)=O.

Aus denselben folgt, dass anch die Carvenschar « = const. eine invariante
Curvenschar von £f ist, was im fibrigen ohne weiteres klar ist.

Wir wollen die Bedingungen (1) umformen, indem wir die Differentia-
tionen nach den Bogenlingen der Curvenscharen » = const. und % == const.
durch die Formeln:

it _ 10 of 1
dsy, VE ou’  ds,T VG Ov
einfiihren und die Bezeichnungen:
E=plVE, n=qVG

gebrauchen, wobei Qf die Form:

of of
~Qf=fﬁ+ s,
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annimmt. Alsdann erhalten die Bedingungen (1) die Form:

L oa0E O
)E —I——ah,n—»—_“) _’.E(—)?i:—a‘s—zfﬁo,
by 06 gt 00,
Fd\ as 1 =0, “Gdsg +()SI §=0,

und wenn man noch die Bezeichnungen:

5 1 0B _1aG
® 9 =355 2=3Gs,

einfiihrt, so ergibt sich fiir das System von Bedingungen (1) die Form:

0 0 of £
as—l“l‘!h’?: ) a:;——yl Y
®) N
Js. 9 =0. 5+ g.E==0.

Die Coeffizienten g; und g, sind goediitische Kriimmungen der Cur-
venscharen v = const. beziehupgweise « = coust.

3. Man beachte jetzt, dass wenn man fiir die Aufeinanderfolge der
Differentiationen nach den Bogenlingen die Bezeichnungsweise:

of ) o

ds; (()s, osysy
wihlt, die identische Beziehung:

¢f_ ¥ o of
S Tolvy 005, 235, 135

stattfindet. Wenn man sie auf die Functionen & und %, die dem Systeme (3)
geniigen sollen, anwendet, so ergibt sich:

d‘]x

ds, ¢ + ﬁ 92 =0
(5)

0(;2 ¢ + (h]q

Die geometrische Bedeutung dieser Gleichungen ist ohne weiteres
klar, da die geodstischen Kriimmungen bei der Biegung der Fliche un-
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veriindert bleiben. Man siebt, dass ans diesen Gleichungen in allen mogli-

chen Fillen die Relation:

6 Iy g
d‘“‘i (I.\:_,

og, d

\\: Ir setzen zuerst voraus, dass nieht alle beide Krimmungen g, und
g: constant sind und es sei beispielsweise ¢, eine Funetion von u, ¢, die sich

auf keine Constante reduziert. Alsdann kann man £und 5 fo]crendﬂ massen
ansdriicken:

-~ « .ty iy
(7) s— ;" = ;"
=4 1y =4 sy’
wobei 2 eine noch unhestimmee Funetion von u, v bezeichnet. T
stimmen, setze man die Werte (7 }in die (r]r:uhun"en (31 ein, w

m Z zu be-
oraus folgi:

g, o logd

g ey
(}411 fJ logi dg, ey
. s, d> = s, T,-’Q !
) [ ; -
) | g dlogh iy, iy,
ds, ds,  ? ds, - ,;Slz’ ’

dg, dlogd dg, &g,
Ds. =g s
5 (7\7 05y 0s,0s,

Es miissen also die Relationen:

%( i 3?!,") 3!11(7 20 6‘~’yl)=0~

Ssa 7% 08y 2Pl 35 V1 Gy Bs,dy
1.:( 8 _ g \_f?.fh(, Sy _,
dry 7% 2 4 Uaid\_,} RN g Sig 35,21
bestehen, die durch die Identitii:
g Qﬂ_ gy _ 2_"'_1__ o,
Tles Bs®s, 208, 05,08,

auf die Form:

4, 9 (301) % 4 (é@) 0
0s, s, \os, 05, 085 \0%, !

®

— e,

dg; 0 (dg‘) 9, 9 (dq,)

05,05, \05,] 05, 95, \0s,
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gebracht werden kinnen. Wir werden aber auch beweisen, dass diese Re-
lationen fiir die Moglichkeit der Bestimmung der Function 4 aus den Glei-
. 0 0y . .
chungen (8) ausreichend sind. Da die Ableitungen d—zh und %mcht alle bei-
) 51 3
de identisch Null sind und die Relationen (9) bestehen, so geniigen den
Gleichungen (8) vollstindig bestimmte Functionen fiir die Ableitungen
ologh g 2 Jogt
1 2 . .

tionen der Integrabilititsbedingung geniigen. Ist zunéchst die Ableitung

. Ts eriibrigt also nur noch nachzuweisen, dass diese Fune-

%‘71 vou Null verschieden, so werden die Differentialquotienten von log 2 aus
St
den zwei letzten der Gleichungen (8)zn bestimmen sein. Aus denselben folgt:

%, ‘L/l) 99:
blog(}_o—sl)_ _, dlog(% A
03, o 08, 99,
0s,

es soll also nach (4) unter Berficksichtigung von (6) die Beziehung:

(g? U, ‘“_E/i)] =0

0sy  Ylos;

[% P 00, %,
55,05,08,  Gxp0nf | Osy

bestehen. Diese Beziehung besteht aber in der That, weil sie mit Hilfe der
ersten der Relationen (9) anf die Form:

o[/[l 0%, Py, 0gy %jl _
9255, V05305, 05,08, V'os + 9235, =0
. . 0 .
gebracht werden kaun. Ist ferner die Ableitung ?}%1- von Null verschieden,
2

so wird man die Differentialquotienten von log2 aus zwei ersten der Glei-
chungen (8) zu bestimmen haben, und man itberzeugt sich aunf dieselbe
Weise wie vorhin, dass unter Voraussetzung fritherer Relationen die Inte-
grabilitdtsbedingung erfiillt wird.

Wir haben also bewiesen, dass im Falle, wenn g, keine Constante ist,
die Relationen (6) und (9) fitr die Moglichkeit der Bestimmung von £ und 5
aus den Gleichungen (3) nothwendig und hinreichend sind. Es wird dabei
klar, dass man auf diese Weise zu einer vollstindig bestimmten infinitesima-
len Transformation Qf gelangt.

‘Wenn nun g, eine Function ist, die sich nicht auf eine Constante
reduziert, so sieht man ein, dass fiir die Moglichkeit der Bestimmung von &
und # neben der Bedingung (6) noch die Bedingungen:
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00 00 090 iy
sy Osy s, 05, E;;(E‘;;} -

gy 4 (’_’1‘ _Ogy 0 ('-’!h

08, 08y \lsy 018, U3,

J=0

o)

stattfinden, welche in Vereinigung mit (6) nothwendig und hinreichend sind.
Ezllls sie erfiillt sind, bekommt man wieder eine vollstindig bestimmie infi-
nitesimale Transformation Qf.

) 3. Die in der vorigen Nummer dargelegten Betrachiungen beziehen
sich auf Fille, in welchen die geoddtischen Kriimmungen g, und g, nicht
alle beide constante Werthe besitzten. Wir wenden uns jetzt zur Betrach-
tung der Fille, wo diese Kriimmungen constant sind, Es wird dabei begue-
mer sein direki das System (1) zu behandeln.

) Man bemerke vorerst, dassim Falle, wenn die Constanten g, und g,
nicht beide gleich Null sind, die folgenden Formeln stattfinden: 1 N

(10) 1 E=——9 _ 1=V
gaPtaw ot agy

womit @ eine Function, die nur von « und mit v eine Function, die nur von v
abhingt, bezeichnet worden ist. Diese Formeln kénnen ]eich’t mittels einer
Rechnung gefunden werden, die ein Specialfall derjenigen Rechnung ist.
welche sich in T.. Bianchi's Vorlesungen tiber Differentialgeometrie ) auf
8. 176—7 befindet. Tm Falle g,=g,=0 erhilt man die Formeln:

(11) VE= (p', VG = .

Man wende sich nun zu dem Systeme (1), welches in der Form:

dp . dloglk

du ! ou 1 + 0V Gr=0,
(12)

dg | dloghG —

T eV Ep=0

dargestellt werden kann, wo p und ¢ Functionen sind, die nur von « bezie-

hungsweise » abhéingig sind. Im Falle, wenn g; und g, nicht beide gleich
Null sind, hat man:

1) Ubersetzung von Max Luka t; Leipzig 1899,
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loglE _¢" g’
T Ty go9Fgp
(13) o
doglG _v" gy
Ty Bptow

ud wenn man die Werthe (10) und (13) in die Gleichungen (12) einsetzt, so
ergeben sich die Gleichungen:

dp @ ey
AR S T R i TS |
a du + 9P +g1y !
1)
(AR b i w A A
@y ! Yop+ 1w ’

Aus denselben folgt:

Laow) _ L daw),
¢ dv oy dv

da aber das Glied linker Hand nur von « und das Glied rechter Hand nur
von v abhiingen kann, so sind diese beiden Glieder eine und dieselbe Con-
stante. Bezeichnet man diese Constante mit C und zwei weitere Constan-
ten mit « und g, so folgt:

pp' = Cp—+a,
' = Cy -+ .
Man sieht aber leicht ein, dass die dadurch erhaltenen Ausdriicke fiir p

und ¢ die Gleichungen (12) dann und nur dann befriedigen, wenn die Con-
stanten a und g der Beziehung:

(15)

@+ g =0

genigen. Man erhilt also eine Losung mit zwei willkirlichen Constanten,
d. . eine zweigliedrige continuierliche Transformationsgruppe.
Wenn jetzt g, und g, beide gleich Null sind, so ergeben sich die Werthe:

< =

wo a und g zwei willkiirliche Constanten bezeichnen.
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4. 'Wir wollen nun fragen, auf welchen Flichen die Bedingungen der
Nummer 2 in der That stattfinden konnen. Bs ist leicht zn ersehen, dass
die Bedingungen, die wir in der Nummer 2 erhalten haben, iolvendermas—
sen formuliert w erden konnen. Es muss eine solche Function of o, v} exis-
tieren, die sich nicht auf eine Constaunte reduziert und die Reiatmnen von
der Form:

g1="Flo), = Qw),
(16) P 3
[} dw
0_31 = §(w), 75, = Sy(a)

befriedigt. Man beachte nun, dass das Kriimmungsmass K der Fliche bei
der gebrauchten Bezeichnungsweise sich folgendermassen darstellen lisst:

dyq + 0
:i.s ris

K=—[ul’+yﬁ+

und dass fiir den ersten und zweiten Differentialparameter die k Ausdriicke
gelten:
N UAS/AY
f (l}\ ) + (0-5‘ )

=l St

Man ersieht sofort, dass sobald die Relationen (16) erfiillt sind, die
identischen Beziehungen:

K= A4w), AK=DB(w), AK = Clo)

bestehen. Es konnen dabei zwel Fille vorkommen. Die Function A(w)
kann entweder eine Constante sein, in welechem Falle die Fliiche eine Fli-
clie vom constanten Kriimmungsmasse ist, oder reduziert sich diese Func-
tion A(w) auf keine Constante und in diesem Falle werden Beziehungen von
der Form:

AR =9|K), A’K=y(K)

erfiillt, d. . die Fiiiche ist auf eine Rotationsfliche abwickelbar.

Die Voraussetzungen der Nummer 3 bestehen darin, dass g, und ¢,
Constanten sind. Es ist ersichtlich, dass sie nnr fiir Flichen vom constan-
ten Kriimmungsmasse —(g,2+g,?} ertiillt werden konnen.

5. Unter 4 haben wir bewiesen, dass unsere Aufgabe nur auf Fli-
chen moglich ist, welche auf Rotationsflichen abwickelbar sind. Wenn wir
nun voraussetzen, dass die Fliche in der That dieser Kategorie von Flichen
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aneelirt, so werden wir die Bedingungen (16) in einfacherer Form darstel-
ang , 8

len kinnen. ) ) " _
i é dche vom con
Wir setzen zunichst voraus, dass unsere Fliche eine F

stanten Krimmungsmasse ist. Nimmt man nun erstens an, dass g ke:lx%e
Constante ist, so ist leicht einzusehen, dass die Bedingungen (16) auf die

Form: o
1
a7 g2 = D(g4) s, ¥(g:)

gebracht werden konnen. Unserer Voraussetzung zufolge hat man:
k=]

9 dyy Qﬁg)
{18) R=—|g*+ 9"+ E sy *
wo K den constanten Kriimmungsmass bezeichnet; da aber aus den Glei-
chungen (17):

%{Q—j: @'(g,) W5,

folgt, so ergibt sich nach (18):

s [ g2+ (g) + ¥(g) Vo) + K]

d. b. dass g‘q‘ auch eine Function von g, ist. Falls also die Bedingungen

o5

(17) erfillt si‘nd, 50 bestehen auch die Bedingungen (16) d h._dl‘e G‘l%l-
chungen (17) nothwendige und hinreichende Bedingungen fl.l.r die in Rede
stehenden Curvenscharen anf Flichen vom constanten Krumm\_mgsmas.se
sind. Wenn ferner g, keine Constante ist, kann auf dieselbe Weise b.GWIE-'
sen werden, dass die betreffenden Bedingungen in der Form der Relationen:

_ 0gs
a9 =00, F2="F(0)

dargestellt werden konnen. ) .

Wir wollen nun voraussetzen, dass unsere Fliche auf eine Rotations-
flache abwickelbar ist, dass sie aber keine Fliche vom constanten Kriim-
mungsmasse ist. Es ist leicht zu sehen, dass in die.sem Falle, die Bedingun-
gen, welche unter 2 abgeleitet wurden, einfach in, der Form:

(20) f=HEK), g3=QK)
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dargestellt werden konnen, Beachtet ma

n ndmlich, dass zufolge der Be-
ziehungen (20) die Relationen:

. o 0K |
K:“‘[P‘(K)—:LQ'(K)—FP(K);—S;fQ(K)gg]’

D (E)= (ﬁ’ﬁ)z i (aE)z

03, 95,

bestehen und dass die geoditischen Krimmungen g,, g, nicht alle beide
constant sind, so wird man aus den angefiihrten Relationen die Beziehun-
gen von der Form:
JK g OK )
== 8 (K, = S.(K)
1

s B

&3

erhalten kimnen. Daraus folgt, dass die Beziehungen (16) in der That durch
die Bedingungen (20) ersetzt werden kinnen.

6. Endlich wollen wir noch die Bemerkung machen, dass im Falle,
wenn die betrachtete Fliche eine Ebene ist, die zweite der Gleichungen (17)
besagt, dass alle Curven » — const. miteinander congruent sind, und die
zweite der Glleichungen (19), dass alle Curven & — const miteinander eon-
gruent sind. Wir fragen, welche Bedeutung man diesen Gleichungen fiir
allgemeine Fldchen zuschreiben konnte.

Um diese Frage zu beantworten, suche man auf der Fliche solche in-
finftesimale Transformationen zu bestimmen, welche die Curven der Cur-
venschar v = const in einander verbiegen und die geoditische Kriimmung
dieser Curvenschar invariant lassen.

Es ldsst sich mit Leichtigkeit einsehen, dass wenn man die Bedingun-
gen benutzt, die wir unter 1 gebraucht haben, die in Frage stehende infini-
tesimale Transformation aus folgenden Gleichungen zu bestimmen sein wird:

% -0 M _ .
5'3“1+9177—07 %, gan =1,

0
ilE—Fg%;‘q=0.

ds,
Falls g, nicht eine Constante ist, so konnen £ und # in der Form:

__ %9 — 3g1
5—-13—82, p= la—sl

dargestellt werden und fiir die Bestimmung des Factors 4 erhilt man die
Gleichungen:
Prace raat.-fizyez., t. XVIIL 11
(161)
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s_pqlalogl— 39, %y

3s, 35,  10s; 95,98’
[ Slogl~ 3y g
35, @8, T9s,  8s2
aus welchen die Bedingung:
g, (%)_?g_l K2 (9/11)
83,05, \0s,] ~ 8s; 98, \3s, !
d. h. die Relation von der Form:
39y
21 H=0
(20 3, (&)

folgt. Falls diese Relation erfiillt ist, so erhdlt man fiir 2 eine Function,
die eine willkiirliche Function von v als Factor enthélt, im iibrigen aber
vollstéindig bestimmt ist. Die Beziehung (21) ist also nothwendig und hinrei-
chend dazu, dass im Falle wenn g, keine Constante ist, die fraglichen infi-
nitesimalen Transformationen existieren. Im Falle wenn g, eine Constante
ist, existieren augenscheinlich immer infinitesimale Transformationen, die
den oben angefiihrten Bedingungen geniigen.

‘Wir wollen aber noch eine analoge Frage beriihren. Es sei némlich
wiederum eine allgemeine Fliche und man frage um Bedingungen dafiir,
dass infinitesimale Transformationen auf der Flidche existieren, welche die
Curven einer vorgelegten Curvenschar in einander verbiegen und die geo-
ditische Kriimmung ortogonaler Trajectorien dieser Curvenschar invariant
lassen.

‘Wenn fiir die Curvenschar die Parameterlinien » == const. gewiihlt
werden, so wird man die fraglichen infinitesimalen Transformationen aus
den Gleichungen:

3% 3
55 Ton=0, G-—gm=0,

aé’a 5__‘_ agg

zu bestimmen haben. Ist g, keine Constante, so ergeben sich fiir § und 4
die Formeln:

icm
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wobel der Factor 1 die Gleichungen:

2g,9logl__ 29, 2%,
3s, 95, 135, 25,95

2gs2logd__  2gy %,
8s, @85, “?3s, 8?2

befriedigen muss. Aus diesen Gleichungen folgt die Bedingung:

3y 2 (3!12) %2 (aya) =0,
35, 35,183, 38, 83,138

welche bei der Voraussetzung, dass g, keine Constante ist, auch in der
Form:

dargestellt werden kann. Ist dagegen g, eine Constante, so ist fiir die
Existenz der in Frage stehenden infinitesimalen Transformationen keine
weitere Bedingung nothwendig.

TV. UBER CONGRUENZKRITERIEN EBENER CURVENSCHAREN.

In dieser Notiz werden Kriterien aufgestellt, die erfiillt werden miis-
sen, damit zwei vorgelegte Curvenscharen in der Ebene miteinander con-
gruent seien.

1. Esseiin der Ebene ein rechtwinkliges Coordinatensystem 2, y
und die Differentialgleichung:

dx dy
1) ram e

wo o und b Functionen von #, y sind, welche der Bedingung:
?+bt==0
geniigen. Der dureh die Gleichungen:

% s —————-b
oS @ = Sin @ = ——
Var o

(163)
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definierte Winkel ¢ ist bei einer bestimmten Wahl des Vorzeichens &, der-
jenige Winkel, welchen eine der beiden Halbtangenten der Integraleurve
von (1) mit der positiven z—Axe bildet. Es 1st klar, dass wenn dieser Win-
kel ¢ als Function von z, y bestimmt ist, zugleich auch die Schar von In-
tegraleurven der Gleichung (1) vollstindig bestimmt ist. Der Winkel

go+—“} bestimmt auf dieselbe Weise die Sehar von Curven, die ortogo-

nale Trajectorien der friiheren Curvenschar sind. Wenn man die Bogen-
lingen dieser Carvenscharen mit s, und s, bezeichnet und die Annahme
macht, dass diese Bogenldngen in denjenigen Richtungen wachsen, welche

durch ¢ und ¢ +—25 bestimmt sind, so erhiilt man die Formeln:

af of . of
a—s—l—cosqogc—{—smfpay,
of of . 3f
gﬁcoswﬁ—smq)ax.

Die Kriimmungen unserer beiden Curvenscharen werden durch die
Formeln:

2@

K==

1 35] ?

bestimmt sein. Und wenn man noch dariiber einigt die Bezeichnung:

28,

EACAN S

28, =
zit benutzen, so wird man die bekannte Imtegrabilititsbedingung in der
Form: i
a2 22 3 2
® Ll =rL4r L

95,35, 95,05, LN

angeben und als nichste Folge derselben die Beziehung:

9K, 3K,
= K K
notieren konnen. ’

Man betrachte ferner die Gruppe der euklidischen Bewegungen in
der Ebene. - Wenn man unsére Curvenschar einer Transformation dieser
Giuppe unterwirft und mit ¢’ den "'Winkel bezeichnet, welcher mit der posi-
tiven z—Axe von demjenigen Linienelemente ds, gebildet wird, das ur-
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spriinglich unter dem Winkel ¢ gegen die positive z— Axe geneigt War, so
wird:

¥ =g+

worin ¢ eine Constante bezeichnet. Auf Grund dieser Bemerkung lassen
sich sogleich alle Differentialinvarianten der Curvenschar (1) in bezng aunf
die Gruppe der enklidischen Bewegungen angelen. Es ist nimlich klar,
dass die Differentialquotienten von ¢ nachs, und s, aller Ordnungen die
Gesamtheit der fraglichen Differentialinvarianten bilden. TDenn einerseits
sind alle diese Grrissen Invarianten und anderseits kann es offensichtlich
keine Invarianten geben, die von #, y und ¢ allein abhiingig wiren und
die Anzahl der unablingigen Differentialinvarianten verschiedener Ord-
nungen muss gerade der Anzahl der Differentialquotienten dieser Ordnun-
gen von ¢ nach » und y gleich sein.

2. Wir wollen uns jetzt mir folgender Aufgabe beschiittigen. Es sei
eine Curvenschar auf der Ebene d. h. eine Function ¢ der Veriinderli-
chen iz, y vorgelegt. Wir wollen dasjenige System von Differentialglei-
chungen aufstellen, welches von allen solchen Functionen ¢ befriedigt
wird, die den Curvenscharen angehiren, die aus der gegebenen Curven-
schar durch euklidische Bewegung erhalten werden kinnen. Mit anderen
Worten, soll das fragliche System von Differentialgleichungen alle mit
der vorgelegten Curvenschar congruente Curvenscharen und keine wei-
teren bestimmen.

Die Gleichungen des fraglichen Systems miissen in allen Fillen
unserer Aufgabe Relationen zwischen den friiher aufgestellten Differeg-
tialinvarianten darstellen. Bei der Bestimmung dieser Relationen muss
man mehrere Fille unterscheiden.

Man setze zundchst vorans, dass fiiv die vorgelegte Curvenschar die
Invarianten X, und K, voneinander unabhingig sind. d. h. dass die Deter-
minante:

4 ;',— ak, °K,°K,

nicht identisch gleich Null ist. In diesem Falle lassen sich aus den Glei-
chungen:

) E =K@y, =Ky

die Grossen z und y bestimmen und man kann alle tibrigen Differentialin-
varianten durch X; und X, ausdriicken, insbesondere ergibt es sich:
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32 22
=T (B K), 5 =TFy (5, K,
. s, 08,03,
® g QRp
;’:’.978?;=F21 (K1, Ky, T Foy (K4, Ky),

wobei infolge der Relation (3) die Identitit:
Ty — Fyy = K* - Ky?

stattfindet, d. h. von den vier Gleichungen des Systems (6) nur drei Glei-
chungen berticksichtigt zu werden brauchen. Durch Elimination von z
und y zwischen den Gleichungen (5) und den Ausdricken der Differen-
tialinvarianten von der dritten und hoheren Ordnungen lassen sich wei-
tere Relationen aufstellen, welchen jene Curvenscharen geniigen, die der
vorgelegten Curvenschar congruent sind. Alle diese Relationen ergeben
sich durch Differentiation aus dem Systeme (6) d. h. das fragliche System
von Differentialgleichungen ist in unserem Falle das System (6), wobei zu
bemerken ist, dass entweder die zweite oder die dritte Gleichung dieses
Systemws weggelassen werden kann. Sollen also zwei Curvenscharen, deren
jeder die Eigenschaft zukommt, dass die Determinante (4) nicht identiseh
gleich Null ist, miteinander congruent sein, so miissen die Functionen ¢
jeder von diesen Curvenscharen ein und demselben Systeme (6) geniige
leisten.

3. Man setze jetzt voraus, dass die Determinante (4) identisch gleich
Null ist, und ziehe zunichst denjenigen Fall in Betracht, wo X, keine
Constante ist. Man hat alsdann:

M K, =F (K,

und zuvirderst moge man voraussetzen, dass die Functionen K, und

32
® I =22
1 331"

fiir die vorgelegte Curvenschar voneinander unabhingig sind. Man kann
in diesem Falle 2 und y durch K, und 7, ausdriicken nnd wenn man diese
Ausdriicke in die anderen Differentialinvarianten hineinsetzt, so bekommt
man Relationen, denen die der gegebenmen Curvenschar congruente Cur-
vensc]garen geniigen. Es handelt sich nun darum, diejenigen von diesen
Relationen aufzustellen, aus welchen alle anderen durch Differentiatio-

(166)
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nen und Eliminationen abgeleitet werden konnen. Durch Differentiation
der Relation (7) ergibt sich:
2 2 22 2
P _ 2 o O
; 95,35,

und mit Hilfe der Relation:

By 2% R
9 — 2 K2 F?
) 35,98, 95,05, S+ F

und der Bezeichnung (8) erhdlt man die Ausdriicke:

£ ,
38,0s, LF,

D¢ @ IF 4+ K4 Y
3s,? - t 1 -

Man sieht also, dass mit Hilfe der Relation (7) durch X; und I, alle
iibrigen Differentialinvarianten zweiter Ordnung ausgedriickt werden kon-
nen. Wir wenden uns nun zur Betrachtung der Differentialinvarianten
dritter Ordnung. Es gibt vier von einander unabhingige Differentialinva-
rianten dritter Ordnung. Es konnen als solche die folgenden angenommen
werden:

(19)

2% 3 ?%p 3 .
¢y W Taps B T

Alle anderen Differentialquotienten dritter Ordnung von ¢ nach s;
und s, konnen durch diese vier und die Differentialinvarianten niedrigerer
Ordnungen ausgedriickt werden, und insbesondere, sobald die Voraus-
sétzungen des betrachteten Falles stattfinden, kinnen sie als Functionen der
Grossen (11) und der Grossen K, und I, dargestellt werden. Esist auf
Grund der Beziehung (7) leicht zu sehen, dass diese Functionen die folgende

Form besitzen:

33 23 Bp B
. 55,35, — Bnpsp T GsTan, s T O
" 3
(12) ¥ 3y Yo _ 2o +4

35,9505, 95,095, +7 35,83, 95,705,

wo a, B, y, 6 nur von K; und I, abhéngig sind.
Die Anzahl der Differentialinvarianten n-ter Ordnung ist gleich 21
mnd man konnte sogleich fir dieselben die den Formeln (11) und (12)
analoge Formeln angeben, worauf wir indessen nicht einzugehen braunchen
Man moge nun beachten, dass sobald man aus einer Relation erster
Ordnung im Falle zweier unabhiingigen Variablen durch Differentiation
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Relationen hioherer Ordnungen ableitet, auf diese Weise # und nur # solche
Relationen #-ter Ordnung erhalten werden konnen, die von einander und
von den Relationen niedrigerer Ordnungen unabhiingig sind. Auf Grund
der Bemerkung iiber die Anzahl der Differentialinvarianten sieht man also,
dass weder alle Differentialinvarianten 3-ter Ordnung, noch alle Differen-
tialinvarianten irgend welcher hoheren Ordnung mit Hilfe der Relation (@]
durch &, und 7, ausgedriickt werden kinnen. Um also das System von
Differentialgleichungen aufzustellen, welches alle Curvenscharen, die mit
der vorgelegten Curvenschar congruent sind, und keine weiteren definiert,
miissen zu der Relation (7) noch weitere Relationen hinzugefiigt werden.
Um zu ersehen, welche Relationen hier zu withlen sind, sollen Relationen
aufgestellt werden, die durch zweimalige Differentiation aus (7) folgen. Aus
den Formeln (10) und (12) erhellt, dass diese Relationen dritter Ordnung
in der folgenden Form dargestellt werden konnen:

@ , o
g L g T
aR 331]3 19 3:190
) 35,235, =F 35,3 +a,
jﬂ_:pls 23 dy
357 353 T

wobel p, ¢, » Functionen von X, und I, sind. Man sieht also, dass wenn

man x und y zwischen K, 7, und T:D? eliminiert und auf diese Weise zur
1

Relation von der Form:

. R .
(19 m = P (K, 1)

gelangt, mit Hilfe der Relationen (7) und (14) alle Differentialinvarianten
3-ter Ordnung durch X, und I, ausgedriickt werden koumnen. Es leuchtet
alsdann ein, dass auch alle Differetialinvarianten hoherer Ordnungen durch
X, und I, ausgedriickt werden konnen. Demnach bilden die Relationen (7)
und (14) das gewiinschte System von Differentialgleichungen und fiir zwei
Curvenschareun, die zu der eben betrachteten Kategorie gehoren, liefern sie
Congruenzkriterien, welche aufgestellt werden sollten.

4. Es wird uns nunmehr leicht sein, die Congruenzkriterien fiir alle
iibrigen Fille aufzustellon.

‘Wir wollen znerst den Fall in Betrachtung ziehen, wo K, keine Con-
stante, jedoch I, eine Fanetion von K, ist. In diesem Falle hat man zwei
Beziehungen von der Form:

(15) E=F(K), L=0(K)
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und awf Grund der friheren Betrachtungen lisst sich sogleich einsehen,
dass in diesem Falle alle Differentialinvarianten aller Ordnungen als Func-
tionen von K dargestellt werden konnen. Daraus folgt, dass die nothwen-
digen und hinreichenden Bedingungen, dass zwei Curvenscharen, die zu der
Jjetat betrachteten Kategorie gehoren congruent seien, darin bestehen, dass
diese beiden Curvenscharen demselben Systeme (15) geniigen. Vergleicht
man diese Betrachtungen mit den Betrachtungen der Notiz ITI ,Uber ge-
wisse Curvenscharen auf Flichen etc.* so sieht man, dass eine Curvenschar
der gegenwiirtig ertrterten Kategorie eine infinitesimale euklidische Be-
wegung gestattet. Weun K, eine Constante ist, so kann es vorkommen,
dass K, keine Constante ist. Dieser Fall wird in jenem allgemeineren Eal]e
inbegriffen sein, fiir welchen die Determinante (4) gleich Null und X, keine
Constante ist. Wir konnen die fraglichen Congruenzkriterien fiir diesen
allgemeineren Fall ohne weiteres auf Grund von Betrachtungen, die unter 3
und am Anfang der gegenwirtigen Nummer angegeben waren, aufstellen.
Falls némlich K, und

von einander unabhingig sind, so ist das gewiinschte System von Relationen

2%
By =F(Ky), 5.5= P&, L)
und falls diese Functionen X, und I, nicht von einander unabhiingig gind,
so ist dieses System von Relationen das folgende:

K =F(K,), I,= 9(K,).

In diesem letzten Falle gestattet die betrachtete Curvenschar eine in-
finitesimale euklidische Bewegung. ’

BEs bleibt noch der Fall, in welchem X; und X, alle beide Constanten
sind. In diesem Falle sind alle Differentialquotienten der hoheren Ordnun-
gen von ¢ gleich Null. Daraus folgt, dass in dem betrachteten Falle zwei
Curvenscharen dann und nur dann miteinander congruent sind, wenn jede
der Grissen K, und K, fiir beide Curvenscharen denselben Werth besitzt.
‘Wie aus der Relation (3) zu ersehen ist, ist in dem soeben erdrtertem
Falle jede reelle Curvenschar eine Schar von parallelen Geraden.
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