G. MITTAG-LEFFLER.

0 PR7ZEDSTAWIENIU ANALITYCZNEM
JEDNOZNACZNEJ GALEZ!I FUNKCYI ANALITYCZNEJ.Y

NOTA PIATA.Y

Poswigcitem § 2 mojej Noty czwartej ?) szczegdélowemu badaniu catki
Laplace’a-Abela; wyniki tego badania streScilem w twierdzeniu 7b.
W Nocie niniejszej dochodze inng droga do nowego uogélnienia, prowadzace-
go do ostatecznego wyniku tej samej doniostosci, co poprzednio; droga ta wy-
réznia sie nadzwyczajng prostotg i rzuca nowe §wiatto na méj problemat.

1) Patrz Prace mat.-fiz. t. XVI i XVIIL

2) Po ogloszeniu Noty ezwartej ukazaly sie nastepujace prace, zwiazane z przed-
miotem mniniejszej rozprawy: E. A, Fouét, Legons élémentaires sur la théorie des fonc-
tions analytiques, Paris 1902, Prem. partie, Chap. V. A, Pringsheim, Jacques Hada-
mard, La série de Taylor et son prolongement analytique, Arch.d. Math. u. Phys. (3), 8,
1902, pp. 289, 290, 294, 296 E. Lindeldf, Une application de la théorie des résidus
aun prolongement analytique des séries de Taylor. C. R. 185. 29. XIL 1902, pp. 1315—1318.
F. C. Radelfinger Analytical representation of complex functions. Phil. Mag. Soe. of
‘Washington, Vol, 14, 1902 pp. 227—:32; Bull of the Amer. Math. Soe. 8, 1901—1902, pp.
15,16 F. R. Moutton, Bull of the Amer Math. Soe. 9, pp.f;98, 99. L. Hanni, Zuriiek-
fiihrung der allgemeinen Mittelbildung Borel's anf Mittag-Lefflers » fach unendliche Reihe
Monath. fiir Math. u. Phys. 14, 1903, p. 105—124; S. Pincherle Di una nuova operazione
funzionale e di qualehe sua applicazione. Rend. R. Accad delle scienze dell’ Ist. ai Bologna,
8. ITT. 1903. pp. 4. G. Faber, Ueber die Fortsetzbarkeit gewisser Taylorschen Reihen,
Math, Anu. 57, 1900. p. 385; Ueber polynomisehe Entwickelungen, Ib. ib. p. 406—408,
E. Lindeldf, Surl'application de la théorie des résidus an prolongement analytique des
séries de Taylor. Journ, de Math, pures et applL (5), 9. 1903. p. 218—221. J, Malmgquist,
Sur le calenl des intégrales d'un systéme d’équations différentielles par la mdéthode de

Prace wat.-fizyes., t. XVII 6

(81)


GUEST


114 G. MITTAG-LEFFLER.

Przypemnijmy najprzéd definicyg catki Liap lace'a-Abela. Nie-
chaj kg, &y, k... bedzie cigg stalych, poddzmych warunkowi, by granica

wyisza wartosei granicznych liczb IVI.:,I byla skoficzona.!) Wiemy, ze
odwrotnosé » tej granicy wyzszej jest promieniem zbieznosei szeregu.
Idge za Pringsheimem,?) wyrazam te¢ wlasnosé stalych
Ty, Byy Jta... WZOTEI:
— 1
(1) lim | Vi, | ==

]
v=co ?

i oznaczam przez F(x) funkeye -analityczna, okreélong przez stale &,

Fyy Fapeee
Wiemy, ze:
t C lim
® . y=co [ v
Szereg
— I
'e)) F(m)_—_z E
=0 "=

Cauchy-Lipschitz. Arkiv fiir Mat. Astr. och Fysik. Stockholm, 1.13. V. 1903, pp.-149-—136.
Helge von Koch, Sur une classe remarquable de fonctions entiéres et transcendantes,
Arkiv, for Math 1, 9 IX, 1903, p. 206—208. G. Faber, Ueber Reilenentwickelungen ana-
lytischer Functionen. Inaug. Diss. Minchen, 1903. pp. 61—66. E. Lindeldf, Sur la
détermination de la croissamce des fonetions entitres définics par un développement de
Taylor. Bull. des seiences math. (2), 27. pp. 224 -225, L. Fejer, Untersuchungen iiber
Tourier'sche Reihen, Math. Amn. 58, p. 51. S. Pincherle, Sulla sviluppabilithy di una
funzione in serie de fattoriali, R. Aee. Liuncei 12, (5), 8. XI. 1903; Sulla funzioni
merpmorfe, Ib. 12, (5). 22 XI. 1903, E. Phragmén, Sur une extension d’un théo~
réme clasique de la théorie des fonctions. Acta math *28. p. 3561—368 K. Picard, Sur
certains développements en séries déduits de la méthode de Cauchy dans la théorie des
£quations différentielles ordinaires, Ann. Ee. Norm. 21,1902 p.-141—151. W druku w Act.
Math., 20, byty nastepujace prace: L. Hanni, Ueber dic Beziehungen zwischen der Dar-
steflung eines eindentigen Zweiges einer monogenen Function durch Herrn Mittag-Leffler,
der Methode der Mittelwerthe des Herrn Borel und der Transformation des Herrn Lindelof.
A, Wim an, Ueber den Fundamentalsatz in der Theorie der lwmctmuen Ea(ﬂ A Wimaun,
Ueber die hullst(,llcn der Fanetionen Entr). J. Malmquist, Etude d'nne fonetion en-
titre —Patrz jeszZeze artykuty Mittag-Lefflera: Sur lintégrale de Laplace-Abel,
C. R. 185, 1. XII 1902, pp. 937—939; Une généralisation de lintégrale de Laplace-Abeél.
Ib. 136, 2. IIL. 1903, p. 537—539; Sur la nouvelle function Ea(x). Ibid 187, 12. X, 1903. p.
554—538; Sepra la funzione Eo(x), R. Ace. dei Lincel. Atti (5),18, 8. 1. 1904. p. 3 - 5; Un
nouveau théoréme général de la théorie des fonetions analytiques. C. R. 188. 11. IV, 1004.
. 881—884; Une nouvelle fonetion entidre, Ibid 138, 18. IV. p. 941—942.

1) Patrz Note picrwsza, Prace mat -fiz, XVI.

3 A Pr 1ngsh eim, Zur Theorie des Doppel-Integrals. Muuchen Sitzungsber. 28,
1878. p. 62.
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Jest wige szeregiem zawsze zbieznym. Calka

I{ e F (or)dw ,

‘o

gdzie calkowanie rozeiaga sie na wszystkie wartosei dodatnie o, jest staw-
ng catky Laplacea-Abela.

Borel wszeregu prac?) bardzo waznyeh doszedl pierwszy do usta-
lenia obszarn zmiennej «, dla ktdrego calka ta jest zbiezna.

Obszar ten jest gw mad@ o §rodku w punkeie zero, wpisana w gwiazde
gléwna, okreslona przez stale k,, &y, &, .. 1 opisana na kole zbieznoSei sze-

regu by + ke 2 4-....%) W nocie niniejszej gwiazde te oznaczaé bede
przez BM.  Otrzymujemy ja w. sposob nastapujacy. Ograniczamy kazdy
z wektor0w 7, wychodzacych ze Srodka do dlugodei o, bedgeej granica
WyZszg iunej (dugoau d, ograniczajacej wektor 7, i taka, Ze kolo o Sredni-
¢y, réwnej d, stanowi czes¢ gwiazdy glownej 4.

Borel dowiod} zhieznosei calki Laplacea-Abela dla wneirza
gwiazdy BY. Phragmén’) wykazal, ze calka ta nie moze by¢ zhiezna
zewngtrz BY. Gwiazda B jest tedy co do zmiennej x prawdziwa gwiazds
zbieznosei dla calki Laplace'a-Abela, podobnie jak koto € o $rodku w pun-
kcie zero 1 promieniu » jest kolem zbieinosei szeregu &y + Iz - Fya?-....
Réwnosé
3) FBz)= l e (wz) dew

o
zachodzi dla obszaru jakiegokolwiek wewnatrz B zupelnie tak samo, jak
réwno$é Tayvlora

" o=
alg} — I3 N T o o ¥
) FO(#) =lim }_ b = 2 Foa

¥ =i v =i}

zachodzi dla kazdego obszaru wewngtrz C.

) E. Boerel Mémoire sur les séries divergentes Ann. Ecole Norm. (‘3) 16, 1899;
Lecons sur les séries divergentes, Paris, 1901.

%) Co do defirieyi ,gwiazdy“, gwiazdy ,gléwnej“, gwiazdy ,wpisanej*, gwiazdy
~opisanej® (patrz Noty I, IT, III); oznaczatem poprzednio gwiazde 4, jako gwiazde gléw-
ng statych &y [ 1k, |2k, |35 ..

- - - co
3) E.Phragmén, Surle domaine de convergence de l'intégrale infinie f Fax,e-ada.
[
C R 10. VL 1901,

®3)


GUEST


116 G. MITTAG-LEFFLER.

Podamy teraz bardzo prosty sposGb nogdlnienia catki Liaplace'a-
A bela, pozwalajgey otrzymaé gwiazde zhieznoscei, rozleglejszg od B
i zblizajgca sie wraz ze zmiang pewnego parametru nieograniczenie do
gwiazdy glownej 4. Zamiast Jfmkeyi tworzacej* Abela F(x) wpro-
wadzmy nows funkcye nieco ogblniejszg, okreslong przez r6wnosé:

o

(5) Fol@) = A— ‘ow o
gdzie
6] lav=I'(av 4 1),

« za§ oznacza dang wielko$é dodatnia. Mamy:
M Fy(2)=TF(x),

i widzimy, Ze Fa(z) jest szeregiem zawsze zbieznym, podobnie jak Fle).
Zamiast calki Laplacea-Abela, wprowadzam calke nowg ogél-
niejsza: ’
LA 1 e,
® f(z)= fe‘“’“Fu (oz)dw® = Je‘“’ Fo(woz) do,
0

0

dla ktorej ndowodnie twierdzenie:

,Calka f(x) posiada wzgledem = gwiazde zbieinosei B'®, ktéra jest
wpisana w gwiazde 4 idazy do niej nieograniczenie, gdy o zmierza do
zera. RoOwnosé

FBe () = f(x)

zachodzi wezedzie wewnatrz B/, «

Dowdd tego twierdzenia dzieli sig na trzy rézne czesei:

1-0. Gdy calka f(x,) jest zbiezna, to catka f(x) jest jeduostajnie
zbierna dla obszaru 0z, (6, <019, gdﬂe 6 oznacza wielko§¢ dodatnia.

2-0. Gdy calka f(x,) jest zbiezna, to catka f(z) przedstawia na wek-
torze (0z,) funkeye F'C (x) oraz jej przediuzenie analityczne wzdluz tego
wektora.

Niechaj #, przebiega wewnatrz gwiazdy A4 przez wszystkie punkty,
dla ktérych obszar )

) Przes R(z) oznaczam czedd rzeczywista, praez arg. (z) argument wielkoei 2.

[
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%y

1 —a—<arg( )<a , (ezeli 0<a <2)
K >1
li2/]

— ;< arg (-3-09) <7, (Gezeli a =2)

Jest polozony wewnatrz A, i oznaczmy przez B@ gwiazde, w ten Spos6h
otrzymang. Calka f(z) nigdy nie jest zbiezna zewnatrz B@.

3-0. Calka f(x) jest zbiezna jednostajnie dla wszelkiego obszaru
zewnagtrz BV,

Twierdzenia 1-0 i 2-0 udowodnimy w §1. Co sie tyezy twierdzenia
3-0, to dowdd jego wymaga wprowadzenia nowej funkeyi przestepnej, ktora
otrzymujemy, upraszezajac funkeye Fu(z), kladae mianowicie &, =%, =1k,
=hk,=..=1; te nowa funkeye oznaczam przez

A id

) EBu(z) =

Rozne jej whasnosci rozwijam w §§ 218. Dowdd zupelny tmerdze-
nia 3-0 podaje w § 4.
W przypadku a==1 calka Laplacea-Abela, t.j:

] e=o F, (w) do
. ‘0
moze byé przeksztalecona na wyrazenie, podane przez Borela:

hm e“"s‘ (ol .. .. Fl”) —— ‘

v=0

+1’

posiadajace ten sam obszar zbieznosei B, co calka. W § 4 otrzymuje dla
jakiegokolwiek a nowe wyrazenie tej samej formy, co wyrazenie Borela.
Otrzymuje tam takze dwa nowe wyrazenia ciekawej postaci. W §5 od-
rzucam warunek, Ze gwiazda wyrazenia ma byé gwiazda zbieznodci, 1 otrzy-
muje nowe wyrazenia.

§1.

Rozpoczynam od uzasadnienia nastgpujacego twierdzenia:
A. Jezeli przyjmiemy, Ze calka
o1 kS
flag) = f 6" Fo(wzy) do®

0

85)
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118 MITTAG LEFFLER.

jest zbiezna, to calka
© 1 1

f(6z,) = f =" I, (w0Bp)dew®

jest koniecznie zbiezna dla obszaru. 0z, (6, =0=1), gd/le 6, oznacza . wiel-
kosé dodatnia“.

Widzimy tu a,naloglg zupelng ze slawnem twierdzeniem A bela dla
szeregu potegowegol) Dowodzenie jest zupelnie takie, jak twierdzenia
Phragména dla przypadku a==1.2)

Polézmy: :
Foloz)) = p(w) + (),

gdzie p(w) i w(w) sa wielkosei rzeczywiste. Dwie catki

e, I T S T o
I(p(w)e""“dm“, / plw)e* do*
N D

sg zbiezne i nalezy dowiedé, ze calli:

=, EREET 11
f p(Bw)e="dw®, J p(Bw)e—o* do®
J J

sa jednostajnie zbieine w obszarze 6, <6=1, gdzie 6, jest dodatnie.
Rozpatrzmy naprzyklad pierwszg z nich. Mamy:

1 1 A
11 A C Nt
/ @ Bw)e *“du® = 11 f plw)e e

L g* 2
w - B

N .
Bo)® 13 i1
= 11 e~ =1 (p(w)c‘““ dco .
6° L
oy ”

Y) Recherches sur 1a série 1+_@_m+m(m &) 2 men—1) (n—2) e S
1 1.2.3
Théoréme 4, Oeuvres. Nouv. éd. 1, p. 223.

oo
%) E.Phragmén, Surledomaine de convergence de 'intégrale infiinie /F(am)e—a do.
S

C. R. 10. VL. 1901.

(86)
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Zastosujmy teraz twierdzenie drugie o $redniej dla catek okreslonych, be-
dziemy mieli:

1 L
fw® 11 LR T R N T L
e 0=y ¢ {w) o de =g 1-8%) gv(w)e—% dwa,

T s

(Ban? By *

gdzie ® oznacza pewng warto$é pomiedzy w, i w,. Wyplywa stad bezpo-
oo 1 1

§rednio, ze catka ’ @ (fw) e~ “do” jest zbiezna jednostajnie dla 6, <061,
gdzie 6, jest dodatnie.

Twierdzenie A wiec jest dowiedzione. Co sie tyczy funkeyi Falwzy),
to jedyny warunek, jakiemu jest poddana w tem twierdzeniu, jest, jak wi-

1 1

dzimy, ten, aby wyrazenie =" F, (o) do® bylo calkowalne. Waznosé
tej uwagi, uczynionej juz przez Phra gména, wykazemy naocznie przy
innej sposobnosci.

Calke f (6x,) moina przeksztaleié w sposéb nastepujacy:

w1 - 1 1

. L 1 X p L

10 f () = [ e Fufabn,) do* = [(®) Falor)io”.
D 6a 4

Polézmy jeszeze:

wd 1 1
(11) @, (w) = [ o F, (wz,) do®.
‘o
Gdy calka f(z,) jest zbiezna, granica calki @, (w) bedzie oczywiscie
skofczona. Mamy:

=] 1 1 1

 L%g a_y 1D, <

(12) ¥ (Birg) = — femots *oo 42 (@) g%,

(i dw=
Otriymuj emy przeto, catkujge przez czgs’ci:
: o 1 _ 1 1
(13) £ (Ozg) = (+ -1) } o0 S B, (o) do®.
8° 6" 0
(87
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120 G. MITTAG-LEFFLER.
Strona druga tej nieréwnosci jest zbiezna oczywiscie dla B —1>1, gdzie
g« .

6 jest wielkoscig rzeczywistg lub zespolong, czyli jest zbiezma dla

1
R ((ﬁl") a) > 1, a zatem:
a
B. Gdy calka:

oo 1 1

fe)=| o P (o) do®

0

Jest zbiezna, catka przeksztalcona:
o 1 a1
f(r) = / e F, (wx) dw“,
K}
t. . catka:

a (2 () [T @)

gdzie:
1
4] * _1__ _1_
B () = [ o " Fy (0m) deo *

0
1

Jest zbieina, o ile B [(%) ] >1e

Calka
(%)L((%})L—l) 7 8‘”%((“2-“)%—’) 5. (@) d0®

przedstawia oczywiscie dla kazdego obszaru:

1 U — a " < arg (3—0)<27m+ai(jezeu 0<a<2),
R [(—xﬂ) “J >1; 2 “ 2
@ Ok — 7 < arg'(;") < 2ka-+x (jezeli a> 2).

k=—co,....~2,—1,0,1,2,....00

(88)
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galgz funkeyjng. Ta galaz jest w ogblnosei dla kazdego réznego obszaru
galezig roznej funkeyi. Jedynie ciekawem wtej chwili Jjest rozpatrzenie
obszaru, odpowiadajacego wartosci k=0. Obszar ten obejmuje w sobie
wektor (0x), & réwnosé: :

o 1 3 o L _1 1
[ =2 F, (0bz,) do”* = 11 (%—1) /e—w“w 0 @, (0) do®
Y b= ' fa p
2 v

zachodzi dla wartosei dodatnich 6, 6, < 6 <1. Przeto:
C. _Gdy calka
“ 1 1
‘ " B, (0z,) do®
‘o
Jest zbiezna, calka

o 1 1

/ . gmo® Fo (0z) dw*

[

przedstawia na wektorze (8,%,, z,)—gdzie b, jest wielkoscia dodatnig, jak-
kolwiek malg—funkcye analityczng zmiennej z*.

Twierdzenia B i C utrzymujg sie jeszeze, podobuie jak poprzednio
twierdzenie &, iwtedy, gdyjedynym warunkiem, ktéremu podlega fun-

ER 1

keya F, (o), jest, by wyrazenie e F, (wz) do® bylo calkowalne.

‘W naszym przypadku, w ktérym funkeya F, (x) jest okreslona réw-
noeig (5), wykazemy, ze funkeya analityczna, ktéry wzdluz wektora (0z)
przedstawia calka

o0 1 1

. / ’ e—“’-‘{Fa (wx) do *

El

Jest tozsama z funkcyg FC(x) iz przedluzeniem analitycznem funkeyi
FC(x) wzdluz wektora.
W samej rzeczy, wiemy, ze:

R S
/ e~ “ovde ¢ = / ¢ 0® dw = I"(ay--1) = | a.
- N

Na podstawie zalozenia (1) mozna zawsze, dajac sobie liczbe dodat-
nig ¢ tak maly, jak cheemy, znalesé liczbe dodatniy « taky, aby bylo:

(89
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INIAREISS

y=n

jezeli tylko |o] <+ <r. Dla tego obszaru zmiennej x, jezeli o'io" sy
dwie wielkosel dodatnie takie, ze o' < ", bedzie tedy:

L
(u’,'“ 1
| [ er® g @ (gl
.’-J_|av e~ wdw® |zP <
y=n — 1

€
9

K

a
w

Z drugiej strony dla tego samego obszarn zmiennej , jezeli obierzemy o’
dostatecznie wielkie, bedzie:
1
n-1 | | m’i * 1 1
o r;—“’,‘w”clwa xp <
2 Jav / |z
e I

@ ®

&
El

A zatem, przy dowolnych ei¢', mozna zawsze znale$é liczbe dodatnia "
dostatecznie wielka, aby bylo:

1
a

8

W 1

L I o w"da)Tlm <,

lay

=

(16).

1|
<

> 1

3
. @

Jjezeli tylko |z =+ << r.

Szereg potegowy (5) jest zawsze zbieiny; to samo ma sie z szeregiem:

1

) _

(&)
e Ty (wz) = Z

==

«
fe, 6@ ¥
—_—— m’l”
lav

1 S L
uwazanym wzgledem o “.  Otrzymujemy wiec calke / =0 Fo (wx) dw
catkujge kazdy wyraz oddzielnie, i mamy prawo napiéa(’;;

1

s LoE g et L k3
an je‘“’“ F, (wz)do® =2 ‘L" / et o deo®
— y=u Igﬂ )
(€
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Bedzie wiec na mocy wzorn (16):

| 1
| —
i

1

i “’.a 2 1
(18) : / " F, (o%) do®
ST
D wt
jezeli tylko || == <Cr.
Calka:

[}

<e,

|

. L
f e F, (wx)dew*

uwazana, jako funkeya zmiennej x, jest wiec jednostajnie zbieina w kai—

dym obszarze 2|+ <vr,

Jezell przez w,, ws, ... 0znaczymy ciag stalych dodatnich, nieo-

graniezenie rosnacych, bedzie:

1

oo, a1 1 m,.a 1 1 oo “’;:1’»1’;1_7 1
" B (o) s [ g et L S [ pe® 0
¢ "« (007) do ——}e Fo(oz)do® + Y | e« Fy(or) dor

3 K »=1" q

@,
RN R
7“ o 1 1 P o 1 :
=kt [t 0doT a2 [entwtio at
T ia.l . + la.2 | +
AR 1} HE 1)
1 1
oo ( . @yt1® 1 B ; Wyt ¥ g 1
a3 a - » " 3 -
4+ “‘1 ]e—“’ odo®. a3 {c‘"’ o¥do® . 2.
i a. a.=
»=1 — 1 —_ 1
wy, a)_‘-‘

'»

-

rownrosé ta zachodzi dla obszaru |z| <+ <7

Na mocy twierdzenia zasadniczego W

¥

eierstrassa (Zur Fune—

tionentheorie, Werke, Bd. 2. p. 205) jest wigc:

=5 1 1 oo
(19)

0 =1

(1)

['e»- °* Fu(w2) dw* = ¥ byar =FC (2)
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przynajmniej dla kazdego obszaru wewnatrz kola zbieznodei C szeregu
[==]
ky .
v=0
o L 1
Gdy calka / e F,(02,)do® jest zbieina, funkeya analityezna,

0
w 1

L il
przedstawiona przez catke f " F, (0x) do® wzdluz wektora (0z,), slewa -

[}
sie w punktach |z <Cr na tym wektorze z funkeyy F'C (x). A zatem:
D. ,Gdy calka

e, I 1
J e aFa (w%) dw “
. []
jest zhiezna, calka

1 S

/ o F, (wx) szd
“ .

przedstawia na wektorze (0x,) galagZz funkeyjng, ktéra jest tozsamg z fun-
keya FC () 1 z przediuZeniem analitycznem jej wzdinz wektora®.
Niechaj teraz B bedzie gwiazda okreslony, jak wyzej. Calka
o L 1
f e Fy(wr,) do®
"
nie moze byé zbiezna zewnatrz B, W samej rzeczy, gdybysSmy przyjeli,
-z¢ jest zbiezna, to, wprowadzajac oznaczenie (11), mieliby§my réwnosé

0 1 1 1 co

[ P on) dw%=($%)7< (2 —1) -j = (%) Bula)ier”,

. & &
0
Pierwsza i druga strona. przedstawiajg obie t¢ sama funkeye analityczng

na wektorze (0z,). Strona druga wskazu_]e ze ta funkeya jest regularna
wizedzie w obszarze:

. s ~—a%<arg(?")<a 5 (Jezeli 0 <Ta < 2),
R[(—l) ]>1’ 7

—n <arg (—“—) <z (Jeaeh a==2).

icm
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Widzimy wige, na zasadzie twierdzenia D i definicyi gwiazdy B®),,
ze punkt x, nie moze lezeé zewngtrz 6@, A zatem:

E. ,Niechaj , przebiega przez wszystkie punkty wewngtrz gwiazdy-
glownej A, okreslonej przez stale &y, &y, .... £, dla ktérych obszar:

T are %
Rumy]>a ;a2<Mab)<a

—a < arg (%) <, (jezelia=1)

Z (ezeli 0 << a << 2), -

Jjest polozony wewnatrz A, i vznaczmy przez Ble gwiazde, ktéra w ten spo--
e, L 1

s6b powstaje. Catka f e~

“»

*" F, (0x) de® nigdy nie moze byé zbiezna ze-

wnatrz B@¥,

Nalezy teraz zbadaé, cay calka ta, ktéra nie meze byé zbiezna ze--
wonatrz B, jest zbiezna wszedzie wewnatrz B@. Bo tylko wtedy 1 gdy
zbieznosé jest jednostajna dla kazdego obszaru wewnatrz B, jest B, w sa-
mej rzeczy gwiazda zbieznosei dla naszej catki.

Nie widaé na pierwszy rzut oka mozliwosei uogélnienia dowodu, poda--

nego w § 2 Noty czwartej dla a=1, na praypadek, gdy a jest jakiekolwiek.
Nalezy wiec szukaé innej drogi.

Uproszeze zagadnienie, wprowadzajac, zamiast F (z), funkeye elemen-
tarng ~1—.1_—$ Dowiodeg pézniej, ze przypadek ogélny da sie do tego proste--
go sprowadzié.

Phragmén i Borel!) ndowodnili, ze gdy umjemy rozwingé T 133
na szereg, ktirego rézne wyrazy sg funkeyami wymiernemi zmiennej z, to-
otrzymujemy bezposrednio rozwiniecie funkeyi F(z) na taki szereg. Ogla—
szajge swoje wyniki, nie zauwazyli, ze dowiodlem tego samego twier--
dzenia juz przed 21 laty.?2)

') E. Borel Addition an mémoire sur les séries divergentes. Anu.Sec. Ec Norm.
Sup. 16. 1899, p. 132—134.

E. Phragmén Sur une extension d’un théoréme de G. Mittag-Leffler. Comptes-
rendus, 12 ezerwea 1899,

*) Fuollstindig analytisk framstillning of hvarje entydig monogen funktion, hvars.
singuldra stiéillen utgira en viirdemiingd of firsta slaget. (fversigt of K. Vet. Ak. Forbandl
8 Intego 1882.

W praey tej (str. 25, 26) dowiodtem wzorn

F(a)=Byky+ Byjeyr .. .- Bukazn

2 kB (;)H)]dz,

8)
1

AR { P

(93)
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4

Jezeli w rozprawie tej nie postugiwalem sig poprzednig metods, pole-
: i . : o1
gajacg na sprowadzeniu badania funkeyi 7 (z) do -badania fupkcyl .

to miatem do tego dwa powody nastepujace:

gdzie By, By,....Bn sa stalemi wazgledem z, levz nie wzgledem z, i gdzie S jest ko,uture.m
-ograniezajacym powierzehnig jednospojng, dla ktorej F(z) jest funkeya regularng.’ Poda-
tem jeszeze ten wzér w postaei ogoluiejszej:

m . . m—1 -
By =B+ Bl Bl 4 3 | 6 ()= Bl @]
»=0 =0 :

)

+—§1ﬁ7j'm2)[ 1 -%(30-1-3,%-{-‘..,4—137, (—;E)”)]dz,

22—

gdzie funkeya, jednoksztaltna dla powierzehni, ograniczonej przez kontur & i regularna
na tym Konturze, posiada ograniczouna liczbe punktiw osobliwyeh ay, a,, ..., am Wewnatrz 8,
i gdzie Gi(z), Gn(2) sa funkeye calkowite, okreslone przes rownode

Fx)y= Gy (— !

T—ay

)+ P (x—- ay),

zachodzaca w sasiedztwie punktu a,, réwnosé zas
oa
1 ' o) [T\
Gy (T—a,,) = 2 Ao (F)
w=0

zachodzi w sasiedatwie punktuo=0. Wzor méj wskazuje bezpodrednio, ze gdy jest

1 e tim j} (Bu-ug% +....+B,,(~‘;i)")

- n==oo

wewnatrz figury tworzacej (patrz Note trzeeia), przechodzacej przez punkty 0, i obwo-
dzacej linie (0:x), wtedy réwnosé

Fix) == itm (Bkty+ Blyzw 4 ...+ Balenn)
n=co

zachodzl dla gwiazdy E, ktéra otrzymujemy, kreflae naokolo kaZdego wektora, wycho-

dzacego z poezatku, najwigksza z fignr tworzgeyeh, ktéra nie obejmuje Zadnego punktu
osobliwego funkeyi F(z),i dotaczajac do E czedé wektora pomigdzy poezatkiem a pun-
ktem .

Jest to wlagnie twierdzenie, dowiedzione przez Borels i Phragmén a.

®4)

O PRZEDSTAWIENIU ANALITYCZNEM i t. 127

Rozwiniecia moje bylyby w obu przypadkach w gruncie absolutnie tez-
same i bytbym otrzymat przeto uproszezenie raczej formalne, niz istotne. 1)
Po drugie—i to jest powd6d, ktory kierowal mng w tych pierwszych
Notach—cheiatem dojsé do celu brzy pomocy rozwazah bezposreduich, ezysto
elementarnyeh, a wiee bez poslugiwania sig calkg Cauehyego. Me-
toda za§, polegajgea na sprowadzeniu rozwiniecia funkeyi F(x) do rozwi-

niecia funkeyi

T zaklada zasadniczo przejscie przez catke Cauchy'-

€ego. Otéz w Nocie niniejszej juz to nie zachodzi, a uproszezenie, do kté-
. . N . 1 .

rego dochodzimy, badajac najprzod fonkeye F(x) = 1 Ma wage pierw-

szorzedna.

1773
(RS

Kladac

20) F@)= - =1+ntat.

otrzymujemy na Fy(z) szereg (9), t. j.

o0
. x*
Bz =¥ —
e ay
y=g
W tym paragrafie zajme si¢ badaniem funkeyi E () przy pomocy
wzorn sumacyjnego Maclaurina, wyj asnionego metodami Abela
iCauchyego.?)
Liczbe dodatnig e poddam nierdéwnosci:

&

@1 2= a>0.

Niechaj & bedzie wielkodeia dodatnia mniejsza od 1, = za$ liczhg cal-
kowitg dodatniy. Niechaj R bedzie prostokatem, kiérego dwa boki row-

1) Aatorowie, ktd rzy mowili o uproszezenin mojego plerwszego dowodzenia, do
ktorego inni autorowie doszli po moie (patrz np. Pringsheim, J Hadamar d, La
série de Taylor et son prolongement analytiqne, Arehiv. d. Math. und Physik (3), 8, p. 289)
nie uchwyeili— zdaje sig¢ —podstawy moieh my§li.

%) Patrz naprzyklad: J. Petersen, Vorlesungen iiber Functionstheorie, Kopen-
haga 1898, Rozdz §,§§ 78. 79. H. Melin, Die Dirichlet'schen Reihen die zahlentheore-
tischen Functionen und die unendlichen Produkte von endlichem Gesclilecht, Acta Soe,
Tennicae 31, 602. E. Lindelf, Quelques applications d'une formule sommatoire gé-
nérale, Acta Soc. Fennicae 81, 603.

(95)
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nolegle od osi rzeczywistej sg potozone po jednej i drugiej stronie tej osi
w odleglosei n, drugie za§ dwa boki, prostopadle do tej osi, przechodzy je-
den przez punkt e, drugi przez punkt n-41—e.

Bedzie:
» @y .
zv @t
9 = ———ds.
(uZ) Z f’w ‘f 62”15'—‘1 lae
y=0 T -
g +in n,+l—£+’:"
-g[g T Th+i-¢
-g-n n+i-&-tn
Fig. 15
Polézmy:
() 1 (R L (2 1
. z° » o P
P . A, P . dz,
@) d’ wec—] |ag 4 / emi—1  laz (ZZ+.} g1 a7

gdzie R, oznacza linie (n-l1—e, ntl—in, —efin, —e), R, linie (—e,
—et-in, nt-1—e—in, n+1—e). Kladae:

©4) z=rc-+if,

gdzie 7, ¢, p sa wielkosei rzeczywiste,  za§ jest modutem |:¢|, znajdziemy:

@) o=r,

. (R n
! B 1 X ) /' 1 rn+1—-se—q:t i _
S S O (S S AL G S Y
: } P T dz ¢ ) T [a(m1—e+if)
o ) et
ntle
2o g
{26) \ _ 1 76 pingivrdy

) @] ~|a (_,—_1_5."‘)
e —_

’ | ~i—[' !

g—tme—zal__| ] Z(L‘HQ

7=t

rite—treds,
0

(986)
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> Rt g
=i |~ P i gietiie
e~tmetal 1 g (n-1- s—if)
. i
nti—eg
’ 1 riet )
s pipt
+ ’ grmriim ] g (z—in) romertde
e b
n
—z
—i [— L T itgive gy,
R e-—..:l:z-r_nl_l Iﬂ(——s—l“
X ATE)
A zatem:
I
) 1 z:
e az
n
n nig ntl—~z oot —tf H+1—e ot
— I _ r ¢ T PTTE T seeiiay
| e 1 g (et —edit) emimetl 1 g (ntl—e it)
54 ¢ [ E— e —
i‘_g) ‘, wbloe .
| o p—in T ppn {2 1T o PR - N

. gt 1 la(r—in) gmiimi—]1  lafr4-in)

%
972 gt gt

e g—wt

l s ot e
; _"_f [r—"smf—l a(—e—if) + e ia(—a—]—it)]e e d.
X o —e—it) o(—etit)

‘ \ . . ; . .1 ,
Aby roztrzasnaé wzdr (28), musimy znaé modul wielkosci - Wy-
|

razenie Weierstrassa (patrz np. Sch
hoheren Analysis, 2, 3-e wyd. str. 248) daje:

1 1

it it

n

n=1

= T\
= [gcrf:[l(l_l_%-) ¢ ]
AR -

(=l T
Prace mat-fizyez., t. XVIII
(€

Iomilel, Compeﬁ&um der

it z—it

| - X L T
— E(l +TT 71) ¥ ea—iy °ﬁ (1 = t_lt) e

w=1 n
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A zatem:
_r 1 I/m_ 1220, 400 F 0o
| = /=
- (29) — /
. 1 M / [ * . 1
| =t VS Vit 0=e=t

Rozpatrzmy teraz pierwszg calke po stronie drugiej wzoru 128). Na
zasadzie pierwszego z wzoréw (29) i poniewaz minimum dwoch moduo-
Yow |e2mie=2wi1| { [e~tmis—p=2nt| (0 =) jest wielkosciy %, rding od
zera, bedzie:

> it . prti—eg—ot it yut1-sgpt
gz + e R G e
. —1 7 |a(ntl—etit) e 17 |a(n-fl—e—it)

[==] —
~nf1—g . ani___ p—amnl
e 1 ; (e~ vi—f-e—Cm—mit ]/ T e

< la(nd-1—e) 2at
- = U

Calka po stronie drugiej jest zbieina, jezeli ¢ spelnia warunek:

(31) 2n—a

w‘:{

=7

v

7T

a .
2

pntiee

(n—}—l -—el

dut calki po strome pierwszej wzoru (30) zbliza sie tedy nieograniczenie do

- 1
‘Wyrazenie — dazy meocrmmczeme do zera wraz z —. Mo-
do az 2~ gd Inia warunek (i1

0 zera wraz z -, gdy ¢ spelnia warunek (31).

Rozpatrzmy teraz druga calke po stronie drugiej wzorn (28). Na
zasadzie drugiego z wzoréw (29) bedzie:

nil-zg

‘ i i rTern o T e ‘
\ I l gt —1 | ofv—in) P | ]a(r-—}-m)
H —& -

(32)°
oo
' e T
— — |z

! 2azn l a7 ’

—&

198)

gipintt o
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gdzie calka j L
laT

«
—E

dr ma wartos¢ skofiezong. Strona druga wzoru (32)

A A 1 . .
dazy nieograniczenie do zera wraz z w0 ile ¢ spelnia warunek:
.

(33) 2n—ai;><p>a%r—,

ktory wymaga, aby bylo:
(34) : 2>a>0.

Dodajge do warunku (21) ten nowy warunek (34) i zakladajge. ze ¢
spelnia warunek (33), widzimy, ze modul kaidej z dwdch calek po stronie
drugiej wzoru (27) dazy nieograniczenie do zera wraz z L

k3

Otrzymujemy tedy wzér podstawowy:

oo
xf
E = —
«(z) jav
r=4U -
(35)
0, y
; ’ it r—epdt , i p—zg-ot e gt
= T SETem o I e S B el EAac2
Joe etal ] Ea(——s——ltl g2nte -2l ] ia(_s‘_{_it.)]
Mamy:
| oo i
| ‘ it e’ P rtg—igt |
_ — i
j . {,_2"’”4"""“’—1 ai,—e——if) i c—:".m’r~l’.—11~__1 a(——£+iﬁ)]e W{dtf
D]
(36)

1 —£ eant__goat

- Az o)t
’ S~k \was}w e 9')] L G (1 —e)? ] " Oamt

Calka po stronie drugiej jest zbiezna, skoro ¢ spelnia warunek (33).
Gidy spelniaja sie tedy warunki (34) 1 (33), calka po stronie drugiej wzoru
(35) jest zbiezna. Lecz wzor (36) daje nam jeszeze inng cenng wskazéwke.
Mamy:
-

lim —— =290

»eco |—@E 7

am
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calka za§ po drugiej stronie wzoru (36) jest niezalezna od r. Docho-
dzimy wiec do twierdzenia: :
F. ,Zalozmy, ze 2> a>>0. Modul fankeyi E,(z) dgzy nieograni-

czenie do zera. Wraz z —}, gdy « dazy do nieskoficzonosel wewnatrz kata ¢,

P I T
spelniajgcego warunek 2@ —a 5> ¢ > a 5
- -

Kladye a=1, otrzymujemy znang wlasnosé funkeyi wykladniczej
B, (x)=r¢~. Twierdzenie to rozwidzuje tez waine pytanie, podniesione
przed kilku laty przez Borela (L'Intermédiaire des mathématiciens, 6,
Nr. 4, kwiecien 1899): ,czy mozna znalesé funkeye calkowits, ktdrej modul
przekraczs, jednosé tylko wewnatrz pewnego kata, tak malego, jak zgory
cheemy; a jezeli nie, czy mozna dowiesé Scisle, ze na pytanie to nalezy daé
odpowiedZ przeczacg?* ’ )

Na pytanie to nalezy daé odpowiedz twierdzges, a funkeya Fq(xz) jest
funkeys zadang, jezeli tylko nadamy wielkosei a warto§é dostatecznie mala.
Nietrudno tez utworzy¢ inne funkcye, majace te samg wlasnosé, jakg ma
funkeya E.u(x). Takg jest naprzykiad fuukcya:

[

xv . ! —
oy Oy ey Gttt =a
»=U I R
albo fankeya:
(=]
> " i abitap .t afa=a
= (o) () o (e T T R T

Rozumowanie, stosowane wyzej do funkeyi Ea(x), okaze, ze modul kaz-
dej ztych funkeyj dazy nieograniczenie do zera, gdy |«| rosnie nieograni-
7T 7
5> 9 >a g Zna-

G
4

czenie wzdluz wektora, polozonego w kacie 2z —a

my przeto wzrastanie funkeyi E,(z) w tym kacie. Zbadajmy teraz pyta-
nie o wzrastaniu tej funkeyi w innej czesei plaszezyzny, t. j. w kacle:

(37) a @

el
v
1%
|
Q
Lo] 1

Wroémy do wzoru (23), w ktérym poddamy niewielkiej odmianie pierw-
szy z catek po stronie drugiej.

€100}

O PRZEDSTAWIENIU ANALITYCZNEM i t. 4. 133
Mamy:
38 - -1
( ) e;’ziz__,l 1 e °
przeto:
(&) (R) [EA]

. 1 . .
(39) I = ;:g dz :—~{ ﬁ%dz—.{ ?'U_T&_?dz'

Funkeya s zachowyje sie regularnie wewnatrz i na obwodzie pro-

stokata (—e, nd-1—e, n-1—e-t-in, —e-t+in, —e), przeto:

: f 1 preti—ep =7t

S S S S E
Awietzi ] Talnil—g+il)

) *
4 e
x S
! e 2R 1 g (14-in}
"
e 1 r eg-or
. — e it p—igrE
T 1‘{ prrre | i“(—5+i’)1 et
) L
Mamy zatem na mocy wzordw (23), (39), (40), (41), (27):
35 ntl—g
1 T tar
] etme—] ‘t_lj ds = ’ ;ar d
) s
. +Z / pit grt1—e gt gt 5.n+!~ze—lrt
e~meital —1 Ja(n4-l—e—ir) &=t —1 la(nfl—sTit)

g—in 7T e pin PTe—Pn
_l_ / [ gtitinn _ ] | ; + it - efrt dr
. =1 ja(r—in) grvmrti_—1 | gfr-Hin)
e — Bl L e
”
N il e prt it r—gg—9t
! l [ gttt ] Tg(—g—it)  ewmtEmi_1 : ] civeqdt;
i ja(—e—it) ermetiw 1 g(—g-}ir) >

{101)

] girtrii=o)
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jest to wzér, odpowiadajacy wzorowi (28).

=)

Catka f —g— dr jest zbiezna dla wszelkich warto§cinar ina ¢. Dla

s
drugiej calki po stronie drugiej mamy:
1-”+]‘ae——qu

it prti—egpt it

t (”J [ gtmietinl | [Mﬂ:?ﬁﬂ - 62”'£+2"E’-—-——1 1%‘{:@

] ePinti- &y

’ 7.u+l—s 1

(=] e e
s . o / gaml__ g—ant "
—_— — 27—, ,—{2: ) A
= |a(nt-1—e) & / (¢ + ) Sant "
- il
a wige modut tej calki dgzy nieograniczenie do zera wraz z —,'17 , Jezeli o
spelnia warunek:

(44) Yo =gz — (2n—a§).

4

Co sig tyczy trzeciej calki po stronie drugiej wzoru (42), mamy:

nti-¢
/ s 7P pin e ) g
5 : 2T -2 T
E Emrtime ] 1(1 (‘L’—-ZH) gttt ] } a(1+1,2,) i
—8 -

#5)
} < ((ruz—'p)n_{_e-(m—}-tpm)Vl + (Li:)'-’ I/

dr

oo
6unn: gmann (1 4T
Jamn / oz

—e

Modut zatem tej catki dazy zatem nieograniczenie do zera wraz z. )

skoro tylko @ spelnia warunek:

(46) 2n—a—z)z—>tp>-——(2n—a—7;—);
otrzymujemy tedy:

E (@)= E I:"
(47) -

[~~) oo
C oo [ it régm ot =4 reer
= | —— d i { ( ——
[ ]ar T + J gttt ] la(—5+il) e—2aiet2al__] I a(__ e—il)
= i b S g et

-t

)e—"w dt

(108),
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wazbr, ktéry nalezy postawié obok wzoru (35) i w ktérym calka druga po
stronie drugiej jest zbiezna, gdy spelnia si¢  warunek (46). Poniewaz mo-
dul tej calki jest mniejszy od Kr—s, gdzie K jest stala niezalezna od r (po-
réwnaj rozumowanie, przeprowadzone przy calce (36)), wiec dgzy nieogra-
niczenie do zera, gdy » rosnie nieograniczenie wzdiuz wektora, polozenego
wkacie (46). Co xig tyczy wielkosci dodatniej a, to warunek (46) sprowa-
dza sie wprost do warunkn 4>>a > 0, a zbiezno$é drugiej calki po stronie
drugiej wzoru (47) zachodzi przy ostatnio pedanym warunku i warunku (46).
Wzér (47) daje nam:

[==]
- = " toar ,
E; () '21: = e P ‘ T dr -+ 8,0,

(48)

—z

W tym wzorze argument ¢ zmiennej z spelnia, wedlug przyjecia, wa-
runek:
3x 3z
o >p> — K

(49)

ktéry wyplywa z warunku (46). Modul wielkoSci 6,V zmniejsza sie

. . . 1 1 . . . . .
nicograniczenie Wrazz —_——=-_, gdy x dazy do nieskofczonosel wzdluz
B
wektora, polozonego w kacie (49).
Mamy:
o o0 .5
Toar 1 'z
‘ dr = — ’— dr.
Joar a l
bt 4 - —ae

Na zasadzie wzoru (481, wprowadzajae ae zamiast ¢ i oznaczajge przez
8@ to na co przechodzi 8, przy tem podstawieniu, bedziemy mieli:

b 142
Vg @’ u 1
’ - dr = —e" — =4,
at a
I
a ta rowno$é wymaga warunku:
3 3
- oI T
(50) e;>e> —a5.

Wracajge do wzorn (47), otrzymujemy nastepujgce twierdzenie:

(109
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G. ,Dajmy, ze 4> a> 0. W przypadku, gdy = jest polozone we-
waatrz kgta, okreslonego przez nieréwnosei:

7 37 3
SRS SR R 1 N
maniy:
1 Ry
(51) Eﬂ(x):7erﬂ @ +£,_(a),

gldzie modul wielkoSei & zmniejsza sig nieograniczenie, gdy || rosnie
nieograniczenie*. L

Dwa twierdzenia F i G, wziete razem, pouczajg nas w zupelnosei co
do wzrastania funkeyl F,(#) we wszelkich réznych kierunkach, byleby
bylo 2> a>> 0.

Mozna tedy wypowiedzie¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 8a. Funkeya E, (), gdzie a oznacza staly dodatnia,
spelniajgeg warunek 2> a>>0, zachowuje sie co do swego wzrastania
w roznyeh kierunkach w sposéb nastepujacy:

Nalezy rozriznié trzy przypadki. 1) Modut wielkosei o zwieksza sie

sig nisograniczenie wewngtrz kata 2 —a %ﬂ >q>a wtedy | E.(z)]

DR
2

dazy nieogramiczenie do zera; 2) modul wielkosei = zwicksza sie nieograni-
T

2

nieograniczenie do~a—; 3) modul wielkosei 2 zmienia sie nieograniczenie

czenie wzdluz jednego z dwich wektorow ¢ =—a - ; wtedy | E.(z)| dazy

wewnatrz kata a % > >—-a%; wtedy |E,(x)| zwigksza sie nieograni-

1 1

. o . - 1 my . . s

czenie, rownoezesnie za§ wyrazenie | E, (z) — e | zmniejsza sig nie-
ograniczenie®.

Dla a==1 otrzymujemy znang charakterystyczny wlasnode funkeyi
wykladuiczej E,(») = ¢=.

Twierdzenie G poucza nas nadto o wzrastanin funkeyi E, (x) w przy-
padku a=2, gdy % > ¢ > -z  Widzimy, ze | E, (#)| zwieksza sie nie-
ograniczenie, gdy |z| dyzy do nieskonczonosci w kacie, zawartym wewngtrz

1.2

T ers
kata = > ¢ > — m, rOwnoczesnie za$ | Iy(x) — %c’ | zmniejsza sie nie-

ograniczenie.

(104)
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Lecz ani twierdzenie F, ani twierdzenie G nie dajg nam wzrastania
funkeyi | Ey(z)| w praypadku @ = + m; przeciwnie, otrzymujemy je bezpo-
Srednio z réwnosei:

1 . .

R (e TeT Ta
+ € e e

2 9 k]

. e
E, (@)=
z ktorej wyprowadzamy:
o 2
E,(e7) = Ey(—r)=cosr .

W tym paragrafie wyczerpalismy wiec calkowicie pytanie o wzrasta-
niu funkeyi E. () w przypadkn 2=« > 0; w nastepnym paragrafie pokaze,
w jaki sposéb zbadaé mozna zupelnie wzrasianie tej funkeyi w przypadku
a> 2.

W § poprzednim badalem wzrastanie fankeyi I, (r) Przy pomocy wzo-
ru sumacyjnego Maclaurina; przytem stala a poddana byla warunkowi
2Z=a> 0. W § niniejszym uzyje innej drogi, prowadzuacej do poznania
wzrastania nietylko funkeyi E,(x) dla wartosei o, poddanej pomienionemn
warunkowi, lecz 1 funkeyi F,(2) dla wszelkiej wartosei rzeczywistej na a.

W krotkim czasie po ogloszeniu rozprawy Riemanna o liezbach
pierwszych (,Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen
Grisse, Berl. Monatsber. Nov. 1859. Ges.; Werke 2e Aufl. p. 149),Hankel
oglosil godna uwagi rozprawe (Die Eulerschen Integrale bei unbeschriink-
ter Variabilitit des Argumentes, Leipzig. Voss 1868; Zeitschr. £, Math. w

Phys. 9.p.1—-21), w ktirej otrzymal na

» wyrazenie przy pomocy

calki okreslonej, analogicznej do calki, podanej przedtem przez Riem an-
na dla funkeyi {(2) (Werke, p. 146); wyrazenie to jest:
1 1 o it
€
) . — ]
(52) = f et 5

le 2xi

)

gdzie kontur § jest konturem otwartym, po ktorego lewej stronie znajduje
sig poezgtek, a po ktorym przebieg odbywa sie w zwrocie dodatnim. Kontur
ten mozna zdefiniowaé w sposéb nastepujaey:

Whprowadzamy dwie wielkosci dodatnie g1 &, z kt6rych & jest mniejsza
od 2. Kontur sklada sie z trzech ezeSci réznych. Najprzod idzie czesé

. - L. T - .
wektora, wychodzgcego z poczatku, o argumencie —i(14¢) -+ pomiedzy nie-
2
- iy T - PR S PNET
skofiezonoseiy a punktem ge="+* 3. Nastepnie idzie luk kola, zatoczonego

1105)
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kofcem wektora dtugosei o, obracajacego sig okolo poczatku w zwrocie pro-

stym, od ge*‘H““ do geiite 5. Wreszcie mamy czedé nowego \vektora, wy-
; SEUES

chodzacego z poczgtka, 0 argumencie i(1+-¢) ?, pomiedzy puuktem oe!

a nieskonczonoscia. (Fig. 16).

I, 16.

Polozmy |z| < p% bedzie:

% b a1 P, de
N 1 ,z/ “(iy)__:_ / LI w .
i lay 2mi /L (}d )] ¢ O9mt | a tt—am
=0 T »=0

Niechaj bedzie *= @, § zas niechaj oznacza nowy kontur w plasz-
ezyznie zmiennej w, pozostawiajacy poczatek po lewej stronie 1 utworzony:

z czedei, pomiedsy nieskonczonoscig a g% e—ede f', wektora, wychodzgcego
z poczatku i majgeego argument —ia (1-4-e) i) ; z luku kola, zakreslonego
przez koniec wektorao dlugoéci 0%, obracajacego sig nackolo poczatku w zwro-
cle prostym od gre-lte s T do gewetta T wreszele z czeSei, pomiedzy
grealite % a nieskoficzonoseiy, wektora, wychodzacego z poczatku i maj @cego'
za argument ia(1-}-¢) —7;;«. (Fig. 17).

Bedzie:
< L Pl F
- 7] ___V z fr— {__ ,ma ’Co__
(53) E“U)—.’- lav 2ni’ ! a ¢ w—x
y=u

gdzie calka jest wzigta w zwrocie dodatnim. Calka ta przedstawia jedne
i te samg funkeye zmiennej z, jezeli « jest polozone z tej samej strony kon-
turu S, co poczatek.

(106)
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Rozpatrzmy przypadek 2>>a>0. Poniewaz ¢ jest tak male, jak chce-
my, wzor (53) wskazuje, ze |E,(z) zmniejsza sie nieograniczenie wraz
© 1 )
Z ’—_(:c-——a‘e’m), gdy = dyzy do nieskonczonosei w kacie, znajdujacym sig
wewnatrz kata 2n—a—g—> > a —n,‘ Jest to twierdzenie F § 2.
Ale wzor ten wskazuje nadto wazrastanie funkeyi E, (z) w kacie

a T =p=—c % w przypadku 2 > a > 0, w przypadku zas e = 2 daje-

nam wzrastanie funkeyi E,(z) w réznych kierunkach.

a
el &)%
Oa’e

Fig. 17.

Dajmy, ze przy jakiemkolwiek a wielko$¢ x znajduje sig w kacie

T . . . PO
:—a%—. Wprowadzmy dwa kontury rézne, a mianowicie S,

odpo“ iadajacy promieniowi g = gy, 1 S5, odpowiadajacy promieniowi o vgo,
gdzie g, < || <g,- Mamy:

e 1

(54) E(r)=

Oznaczmy przez R czworobok, ntworzony z nastepujgcych czterech
linij: lukukolowego, opisanezo przez kofice wektora o dlugosei g,, obraca-

jacego sie uaokoto poczatku w zwroeie prostym od g, ag—iatter] qo g, gt T

z zawartej pomiedzy g, 93 .19)'“(”"‘ czeseiwektorao arcrumencxe 1al l+£) 5

(107)
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wychodzgeego z poczatku; z nku kolowego, opisanego przez koniec wektora
o dlugosei g,%, obracajgcego sie w zwrocie odwrotnym okolo poczgtku 07_(}
0, ! +e% o e,0e 0 + o5y wreszele z zawartej pomiedzy g,% e~ ™" +a g
’ . 7 )
a o, —weite’ ozescl wektora o argumencie —a(l-e) -, wychodzacego
3 CZE 5 :

z poezgtku. (Fig. 18).

Mamy:
@ i . G L ) 1
N R . f_]'—e(u“ do 1 ; 1 o de
(85) 2:”"‘]4 ® o= %mil) a wo—z | o—ax] « o—z

Strona druga wzorn (54), ktéra przedstawiata jedng ite sama funkeye,

edy x znajdowalo sig po tej samej stronie konturu Sa, co poczatek, przedsta-
wia inng znow, jedne i te same, funkeye, gdy  znajduje sig po przeciwleglej
stronie poczatku. Calka ta dazy nieograniczenie do zera, gdy « Zmierza
do nieskonczonoScl w kacie: )

icL(HE)g

Pre (56) a(l4-¢) —,’2‘—> > —a(1—|—s)—;’~.

Kladziemy wige:

- 1 @1 m:? dew
I

a o—2

Wynika stad, ze w kacie (56) bedzie:

@) 1
1 1 ¢ dw
Lol +8)] E(x)= . [Raliiy’ > R o AN N ]
Coeune)] (88) Bl =g [ et e,
Pi
Fig. 18.
gdzie modul wielkosci &,/ zmniejsza sie nieograniczenie wraz z 7] =

W przypadku 2> a > 0, obierajac ¢ dostatecznie malem, mamy:

¢ 1 3

L

«

(69)

. RETIR )
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otrzymujemy wiec w tym przypadku:

1

elg

1'_
a €

(60) E,(x) = % e + &= L e 4 gl
. j

réwnosé ta zachodzi w kgcie (56); twierdzenie wiec 8a jest dowiedzione.

‘Wzor (58) daje nam jeszcze sposob zupelnego zbadania wzrastania
funkeyi Eq(z), gdy a =2. Ta funkeya jest innej natury, niz funkeya Ea(x),
2> a> 0,1zdaje sie byé mniej wazng; ale jest rzeczy ciekaws poznanie
wlasnosei charakterystyeznych dwdch funkeyj, pochodzacych z tego samego
Zrédla.

Dla uproszezenia sprawmy, aby w calce (54) ezgsei nieskonezone drogi
calkowania zlaly sie ohie z osia rzeczywisty dodatnig (albo w przy--
padku szczegélnym z wektorem blizkim tej ovsi. Jest to mozliwe dla
tego, ze w przypadku a=2 istnieje zawsze liczba parzysta taka, ze
3a

;
2

‘i) < 2m << 5. Jezeli obierzemy taka liczbe m, droga calkowania S skla-

daé sig bedzie z czgsel nastepujgeych: 1-o z czedel osi rzeczywistej, znajdu-

Jjacej sig zewnatrz okregu kola o pewnym promieniu g%, przyczem of ta jest

przebiegana w zwrocie wjemnym; 2-0 z okregn kola o promieniu g, prze-

bieganym 2m razy w zwrocie dodatnim; 3-o z czeSci osi rzeczywistej, wy-

mieninnej pod 1-0 i przebieganej w zwrocie dodatnim. Wyznaczymy fun-
1

keye w® w ten sposéb, ze w punkeie osi rzeczywistej, w ktérym kofcezy sie

okrag m—ty, a zaczyna okrag (m-}-1)—y, miala ona wartosé rzeczywisty

i dodatnig. Dzieki temu wyznaczenin, na czesciach drogi, pulozonych
1 1

2
— + i

w odlegtosei skofezonej, bedzie 0 ='w® | ¢ , cona zasadzie nieréw--
.. a 3a . e .
nosei - < 2m < —- stwierdza nam zbiezno$é calki (58).

(B 1
; 1 R dw

s - 1
Powréémy teraz do wzoru (58); calka —5— sprowadza
Tt a W—L
1
. 1 {1 % da N
sie do sumy 2m calek e ‘ - e — droge calkowania we wszyst-
* LT —

kich tych catkach wskazujé figura 19.

1

Roéznem w tych calkach jest wyznaczenie funkeyi 0. W samej rzeczy,
g

kladac w=p®, powinnismy wzigé w (m-1)-ej calce: o = "¢, . ......

1 1 Gt 1

|=

oW (mLv)-ef calce: w® =% ¢ p=v..m-1 ... Wm-te] calce: 0®

€109
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1 E:_l_ﬂ _l_ 1 31,8—21‘:1

—o%¢ © , W (ml—v)-ejcalee, 0® =p°  * =1..m. Piszae zatem
.a=revi zakladajac 0 < ¢ < 2z, otrzymujemy dla (m-{-1-+4»)-ej calki:

1 : 1 i el
2—1—.— —1— e"’a do = —1~ era “ . (= — et (2—1))
at a O—x a
Dowiedlismy zatem wzoru:
m-1 1 o o 2rm
) 1 3 «
(61) E,(z)= 2 - gl

Fig. 19.

Przypadek g=(r zostal dotad wylyczony, alelatwo odmienié dowodzenie
tak, aby i ten przypadek byl niem objety. W samej rzeczy, obriciwszy droge
.cafkowania S na maly kat 7 w zwrocie ujemnym, dowodzi sie, w sposdb po-
dobny do powyzszego, ze zachodzi zawsze wzér (61), z tg tylko zmiang, Ze
byé winno —s<p <2z — & & Wiee wzor (61) zachodz takze dla ¢ = 0.
W tenze sam sposob dowodzi sig, ze wzér ten stosnje sig takze w przy-
padku @ = 2z, DowiedliSmy zatem, Ze wzér (61) zachodzi dla (=<¢<<2x.

)
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Jest widoczne, ze mozna W tym wzorze pomingé wszystkie wyrazy,
dla ktorych jest

| pim |
[ e |7 27
W samej rzeczy, poniewaz we wszystkich tych wyrazach, na mocy

. s a 3a .
nierdwnosel — < 2m < -, jest:

= 573

9 2
[ -2 1< 2mz < ga_t_
a a Z

wiec kazdy z nich dazy do zera, gdy » dazy do nieskoficzonosci. DoszliSmy
wiec do wzoru ostatecznego:

1 @+2vx

a3 1 =% 4
(62) E@m=3v e,
(£ 4]
gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie liczby » =—m,....+-m -1,
dla ktérych:
| pthm | @
I a 1= 27

Ten wynik mozna streseié w nastepujacem twierdzeniu:

Twierdzenie 8b. ,Funkeya E(z), w ktorej a jest stalg dodatnia,
spelniajacy warunek a =2, zachownje sie co do swego wzrastania w roz-
nych kierunkach w sposob nastepujgey:

<'2m<§;)g. Gdy |z

s . .a
Wybierzmy liczbe m, poddana warunkowi -

)
zwieksza sie sie nieograniczenie wzdiuz jakiegokolwiek wektora (z==rez;
0 < ¢ < 27), modul
| La¥ET
. Wl
FE,iry— 3 —_—
s

v

a

gdzie sumowanie rozcigga sie na wszystkie liczby calkowite v = — m....
I !
P oY T « N
—(m—1),.... m—1, spelniajace warunek ;—ﬂ-i | << -:-, maleje nicogra-
’ ! ¢ i a [=2 =
< 2
niezenie.

Widzimy, ze E,(z) dazy do nieskofczonodei wraz z o] dla wszyst-
kich wektordw procz osi rzeczywistej ujemnej. Mamy jeszcze:

(ny
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i 1
. v . «
(63) lim | Efr) | = — lime " | E@) |; 0<o <2,
. e

Dia osi rzeczywistej ujemnej otrzymujemy:

. n—| 1 coﬁ2v+‘l_{ 1 5 _I_l

2 & a " « 2y
3] B (—r)= — ¢ Cos{r SN ——m]|.
(69 A==~ -

y=u

Funkeya E(z) (2 =2) posiada tedy wlasnosé wspélng z funkeys sin o,
ze modul jej rosuie bez granic wraz z ||, gdy = dyzy do nieskohczonosci
wzdluz wektora wyjawszy jeden wektor. Z drugiej strony modu} fun-
keyi wymiernej calkowitej () rosnie bez granic wraz z |x|, gdy « dazy
do nieskonczonosei wzdluz jakiegokolwiek wektora.

Stad wyptywa naturalnie pytanie: czy istniejg funkcye calkowite prze-
stepue, ktorych modul podobuie, jak modut funkeyi G(z), rosnie wraz z ||
bez granic, gdy a dazy do nieskohezonosei wudluz Jjakiegokolwiek wektora.

Helge von Koch odpowiedzial twierdzaco na to pytanie, 1) dajgc
przykiad funkeyi G(z) ==z sin (w+1), ktora widocznie posiada te wlasnosé.
Inng funkeya tej nawury jest G(x) = G(z) -+ EJz). Roinice pomiedzy spo-~
sobami dgzenia do nieskonczonosel funkeyj G(z) i G(z) mezna wyrazié, mé-
wige, 26 G(x) zmierza do nieskonczonosci Jjednostajnie dla wszystkich kie-
runkéw, gdy tymezasem G(z) zdaza do nieskonczonosci niejednostajnie.
Funkeye G(x) mozna okreslié przez te wiasnogé zdazania do nieskonczonosci
W sposéb jednostajny.

Ale powstaje tu pytanie glebsze. Funkeya Bo(z), 0 < a << 2, zdgia do
nieskoficzonosei jedynie wewnatrz kata —a % <p< a%—. Zmniejszajyc

¢, mozna uczynié ten kit tak malym, jak cheemy.  Czy mozna utworzydé
funkeye catkowits, ktora staje sie nieskoficzony wtedy tylko, gdy || rosnie
wzdluz jednego tylko wektora, a maleje nieograniczenie, gdy |z | rosnie
wzdluz wszystkich innyeh wektoréw? Jeden z myeh uezniéw, J. Malm-
quist, podal na to taki przyklad. ?) Funkcya,

"

L 0<a<l.

T+ gy

bs

1l
Y

»

.

') Helge von Ko ¢h, Sur une classe remarquable de fonctions entiéres et trang-
cendantes. Arkiv f. Mat. Astr. o. Fysik, Stoekholm 1, Y wrzednia 1903,
% J.Malmquist, Etude d’une fonction entiére, Acta math. 29.

(112)
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posiada te¢ wlasno§é. Istotnie, dgzy ona nieograniczenie do zera, gdy |z
zwigksza sig nieograniczenie wzdiuz okreslonego wektora, potozonego w ka-
cie 0 <@ <2z, roSnie za$§ nieograniczenie, gdy x dazy do nieskonczonosei
wzdluz osi rzeczywistej dodatniej. Dowodzimy tego z Yatwoscia na drodze
prawie tozsamej z droga, wskazang w § 2.

E. Lindeldf, nawigzujgc rzecz do mojej Noty tymczasowej z , Comp-
tes rendus* 1) i opierajgc sig na pewnem ciekawem, znalezionem przez siebie
twierdzeniu, ?) utworzy! funkcye?) -

M —EF—); 0<a<y,
:.:0 IOg(v—’r%—)

ktora posiada wszystkie wlasnoei funkeyi Malmquista.?) Takaz jest
tez funkcya

(65) D ertestar; 0<a<l.

=i
1

Woprowadzajge do calki (53) zamiast e nows funkeye zmieunej w,
spotkamy w Nocie nastapnej nows klase funkeyi tego gatunkn.*) )

Oznaczmy przez C.(») funkcye tej natury. Za pomocy takiej funkeyi
mozna odpowiedzieé na inng kwestye interesujaca. Czy istniejg fonkeye ca‘X-
kowite, ktore daza nieograniczenie do zera, gdy || ronie nieograniczenie
wzdluz jakiegokolwiek okreslonego wektora?

Funkeya

(66) e Gl o g= g (z); a'; a"

posiada oczywiscie te wlasnosé. Widzimy bez trudnosci, Ze wyjasnienie tegn:
zjawiska, na pozér do$é paradoksalnego, polega na tem, ze 1’119(1111 fu.nkcyl
maleje niejednostajnie, gdy = dazy do nieskonczonosci w réznych
kierunkach. )
FLatwo widzieé, ze we wszystkich naszych przykladach funkcy_'a Qa(-‘ft)
nie jést rodzaju skonczonego Czy istnieja podobne funkeye rodzaju skot-

) 2 marea 1903,

2)  Aeta Soe. Se. Fenn. 31 No. 3. p. 20.

3) Bull, des Se. math. sierpien 1903, p. 224—223. ‘ o .

4 Por. Phragmén, Sur une extension ete. Acta mafh.v%. p. 857, 358 ora.z Mit-
tag-Leffler, Un nonveau théoréme ete. (C. R.IL IV, 1904) i Une nouvelle fonetion ete.
(tamze 18 IV. 1904).

. 8§
Prace mat.-fizyez., t. XVIIL

(113)
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czonego? OdpowiedZ na to jest przeczgea, co wynika z twierdzenia wielkiej
wagi, dowiedzionego przez Phragména,?) a kidre nie jest bez zwigzku
z wlasnoSciami charakterystycznemi, podanemi przezemnie dla funkeyi
Ee(x). Twierdzenie to tak brzmi w wyslowieniu wlasnem autora:?)
»Niechaj a 1 ¢ beda dwie wielkosci, czyniace zado§é nieréwnosciom:

0<a<?, 0<0<%,

idajmy, Ze funkeya calkowita E(x) czyni zado§t dwém warunkom naste-
pujacym:

1o |E@]| e < 4dla ——a—%;—-gtp§a%;
2-0. |E(@)|< B dla aggqagzn—aig‘«,

gdzie x =re'?, A1 B za$ s3 dwiema stalemi. Powiadamy, ze funkcya E(x)
Jest konieeznie wielkodcia stalg*.

Nie bede tym razem wehodzit w bardziej szezegolowe rozpatrywanie
innych wlasnosci funkeyi Eq(x). ‘Wspomne, ze A. 'W im an ukoficzyl prace
bardzo ciekaws?®) o rozmieszezeniu zer tej funkeyi; przypomne takze, ze
Phragmén wykazal, iz funkcya E.(2) jest z pewnego punktu widzenia
najprostszg swojego gatunku. Nalezy wszakze jeszeze zastanowié sie nad
tem, czy wlasno§é funkeyi E\(x) -= ¢* czynienia zado$é rownemu rézniczko-
waniu liniowemu o spélezynnikach wymiernych wzgledem z moze byé
uogllniona dla E,.(2), gdy a ma wartosei rézne od jednosei. Zobaczymy,
ze istotnie tak Jjest, gdy a jest wymierne.

Polézmy a= %, gdzie min sg liczby calkowite dodatnie. Znajduje-

my bezposrednio, stosujac forme symboliczng:

1 m [ G "
im o _ -5 % . -
(67) oz N ; ~ E%(&)

[ B &) = B e

) Phragmén, Sur une extension etc.

%) Poréwn. Mitta g-Lieffler, Comptes rendus, 12 pazdz. 1903.

%) A Wiman, Ueber die Nullstellen der Fanetionen E,(x), Acta math. 29.
%) Phragmén, Sur une extension ete,

(114)
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Iub
hd n—1
( fm PTwmdy _ " o~
\ (e &) o= D+ Ea o) n1
® =1 7(’%—1%) »

(68} i -

. -2 2o

( (mx d_x) B (%) = En (2).

Jest naprzyklad:

B, ()= 1+ 2 E,()
d . . m? 1:7&4—} s
©) { B, @)= g [t et T e, @)

1
B ) o B (@) — o B (2) =0,

§ 4.

Przy pomocy twierdzenia 8 podejmuje na nowo badanie calki

w1 1
(8) ] e=o® F, (0x) do®

i upraszezam jg, kladge F, (z) == E, (x). Weimy, jak poprzednio, z = re'e
i rozpatrzmy najprzod przypadek 2 > a > 0.

Na podstawie twierdzenia 8a, oznaczywszy przez J wielko§é dodatnia,
ktéra moze by¢ tak mata, jak cheemy, bedziemy mieli dla dostatecznie ro-
sngeych wartosei o:

\

@0 -

1

i. e

1
3 1
1 1(1—:-“ €os Z) -
a «a

=" | Ey(wz)]| —e-® <o —ag <g<a

1
2

1

o F F:1
|Eor)| <8y ag<p=2x—aF.

Ri=

(115)
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Wynika stad, ze calka
oC 1 1

an / o 0" B, (0z) do®

1]

Jjest zbiezna, o ile zmienna x znajduje sig po tej samej stronie linii
1

. @ 2
(72) r” cos%=1; —a%<<p<a—n—,

co poczatek, t. j, wewnatrz gwiazdy o §rodku w punkeie zero, ograniczonej
linig (72). Linia ta, przechodzaca zawsze przez punkt z==1, ma w przy-
padku I >>a >0 postaé¢ zblizong do hyperboli i posiada dwie asymptoty:

Ed

reia? j p—ia

ol ¥

H < r< co.

Gdy « zbliza sie do zera, krzywa splaszcza sie coraz bardziej az
do zlania z prostg (1, 4 co). W przypadku a==1 jest ona prostopadla do
osi rzeczywistej w punkcie z=1. W przypadku 2> a> | ma znéw po-

sta¢ zblizong do paraboli i, gdy ¢ zbliza sie do katoéw a Zi—a —JL, od-

2 2
dala sie nieograniczenie od dwoch linij ree® i re—e® O<lr<Z--co. W przy-
padku a=2 staje sie parabolg (Patrz fig. 20).

Gwiazda o Srodku zero, ograniezona linig (72), jest dla calki (71)
gwiazdg, ktorg w § 1 (twierdzenie E) oznaczyliSmy przez B@w. Twierdze-
nie B uezy, ze zbieznosé calki nie moze zachodzi¢ przy B@, gwiazda B
jest tedy gwiazdg zbieznodei dla calki (72). Z drugiej strony z twier-
dzenia D wyplywa, ze rownosé

< 1
= l e E, (nz) do®

0

1
1—x

(73)

zachodzi wszedzie wewnatrz L.

Zbadajmy teraz calke w przypadku a==2. Z twierdzenia 8b wy-
nika, ze gdy wielkos¢ dodatnia e rosnie dostatecznie, § zas jest wielkoscia
dodatnig tak mats, jak cheemy, jest:

i 1
L 11— eos @ 1 e
(74) t o ‘Ea(mz)]—% e_a,“( a) < 53—W“( cos a)

1

;A=

(116}
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Calka przeto (72) w zalozeniu a =2 jest zbieina wewngtrz gwiaz-
dy o Srodku zero, ograniczonej linig
1

(75) r;cos ? =1,

= —a< .
p e

Linia ta, jak jnz zauwazyliSmy, jest parabola dlae=2. Dla a>2 staje
sie linig zamknietg symetryczna wzgledem osi rzeczywistej (fig. 21) i przeci-
-l

s

N

/

najacej te o§ w dwoch punktach: r =1, g =0, r = (

Fig. 20.

T
COS ——

2
Gdy a dazy do nieskonezonosci, zbliza sie ona coraz bardziej do okregu
kota o Srodku w punkecie zero i o promienin réwnym jednosei.

Za pomocy takich samych rozwazah, jak w przypadku 2=a >0,

)a, p=rt.

(117)
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okazaé mozna, e gwiazda o Srodku zero, ograniczona linig (75), jest
gwiazda zbieznosei dla calki (72).

Widzimy takze, e réwno$é (73) zachodzi wszedzie wewnatrz tej
gwiazdy.

Doszliémy tedy do nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 9. ,Calka

w 1 1

/ " B, (o) do®,

K}
w kitérej a jest staly, poddang warunkowi 2 =a> 0, posiada wzgledem
z==r¢'? gwiazde zbieznosei o Srodku zero ograniczong linig krzyws:

1
- Py, —a X z
rcosa—l, a2<tp<a2.

=

Fig. 21.

Wewngtrz tej gwiazdy jest wszedzie:

L o= i 1
iz _—_j e B (0z)do”.
0

(118)
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‘Wyrazenie
oo 1

(76) tim [ o " E, (07) do
a=tl,

o=

posiada wzgledem z gwiazde zbieznosei o srodku zero, utworzong z calej
plaszezyzny z wylgezeniem prostej (1,00). Wewngtrz tej gwiazdy, ktéra
jest gwiazda gtéwna stalych 1,1,1,..., zachodzi wszedzie réwnosé:

1

g 1

- ) Y i -

an T =lin { =" B, (0z) do®.
U

Gdy a =2, calka

)

f e“”a_Ea {ox) dm%

»

posiada gwiazde zbieznosci o srodku zero, ograniczong linia

a rowno$é (73) zachodzi wszedzie wewngirz tej gwiazdy.
‘Wyrazenie
[+ 1 1

(78) lim [ o E, (0x) do®
)

posiada wzgledem = kolo zbieznosei o Srodku zero i promieniu jeden,
i wszedzie wewngtrz tego kola jest:

o 1 1
(79) T =lim | o= F, (oz) do®*
t]
Przy pomocy twierdzenia 9 latwo teraz dojsé do zupelnego poznania
catki
w L 1
(80) [ e Fy (02) do® .

9

(119;
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Powracam do mojego twierdzenia z roku 1882 (patrz wyzej
i zamiast caltki:

§$ 1)

1 11
i / Hz) [ —z —T(B +B‘ + +B"( ) ]
rozwazam calke analogiczna

0]

{F(,y)( J{—wﬂ( )dm)d’y.

Gwiazda B byla zbudowana w sposéb nastepujacy (twierdzenie E):
Na okolo promienia re”» wykre§lamy w przypadku 2=a >0 figure, two-
738

(80

®1) gzr(cos%)“; —a5 <y <al,

a w przypadku a =2 inng figure tworzaca

Q=r(eos—1§—)a; —a<y<m,
gdzie g,y s3 spllrzednemi biegunowemi, odnoszacemi sig do wektora, gdzie
r jest wyznaczone W ten sposb, ze figura nalezy calkowicie do gwiazdy
glownej A stalyeh ko, ky, ky.... Jezeli R oznacza granice wyzsza wielkoscei r,
kontur graniezny gwiazdy B@ bedzie opisany przez Re’®, gdzie ¢ przebiega
wartodel 0 << @ <2a.

Rozpatrzmy blizej linie (81). Jest to linia zamknigta symetrycznie
wzgledem 7, ¢ 1 przechodzgca przez dwa punkty: o =0, o =7. W przypad-
ku a==1, rozpatrzonym przez Borela, staje sie ona kolem, majacem za
Srednice (0, @ ir, @).

Rzedng punktu (o, w) wzgledem linii (r,¢) jest r (cos -;ﬂ)a sinyp. Wi-
dzimy wige, ze linia splaszeza sie coraz bardziej az do zlania z linig pro-
stg (0, ; 7, ¢), gdy a dazy do zera. Wyplywa stad, ze gwiazda B zbliza
sde nieograniczenie do gwiazdy gtownej 4, gdy o dazy do zera.

Linia (82) jest, przeciwnie, takze linig zamkniety symetryczng wzgle-
dem linii r, ¢, ktora przecina w dwoch punktach » i —r ( oS i)a ; obejmuje
ona zatem punkt zero. Gdy a dgzy dazy do nieskoniczonosei, zbliza sie ona
nieograniczenie do kola o Srodku zero i promieniu #. (}w1azda B zbliza

(120)

icm
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sig tedy nieograniczenie do kola o srodku zero, wpisanego w gwiazde glow-

ng 4, gdy a dazy do nieskonczonosci.

Wrétmy do calki (80), w ktorej = jest wewnatrz B®, § za$§ jest
konturem zamknigtym, obejmujgcym linie (0,1) oraz figure tworzacy
wzgledem tej linii, i takim, Ze odpowiedni kontur, opisany przez xy, bedzie

réwnoczednie polozony wewnatrz B«

Mamy:
8 1 1 7 1 1
. w® ’2, .
i J Flzy) (.u—l “7._, ‘ E"(;r/)dw )dy
(83) £ mU 1 "1
— Tl 'F(Rfy)( N i
| = Fla) -3:::'.,‘ Y «‘/‘ E"(z_/)d‘” )dy’
gdzie calka
(03 w 1 N
' L (Flapf | onjo),
5 i (R e R

Jjest wzieta wzdluz malego kola o §rodku w punkeie zero. Wprowadzimy do
caltki:
1

oo’

szereg, przedstawiajgcy funkeye E, ( ) bedzie:

() @ 1 1 © 1 oo o)
1 [Fepf | = g) =Y. [ _mu( 1 [F(xz/)
Qi j_y_(l ¢ Ea[y doo dy _[ ¢ 227;1 o ay 11“,
[} 1} =0 —_
Iy R U RO W S i .
a z wr)” ra w® o
=‘/ e~e (E 50 } sy I'{'l—;—-)dw =‘f€ Fa(a).'ﬂ) dw?® .
[i} r=1 —_ [}
Przeto
e, 1 1
\ F@)=[ e Fu(0n) do*
87 ! o ’ o )
1 1 o g r
R L
0

(121)
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Dla kazdej wartodei na y, nalezgeej do S, mamy:

1

2o,

(8 = =%7
N 0

skad:

i L 1
[ " Fu(wn) a0
0

(9) F@)=

r6wnosé ta zachodzi dla kazdego obszaru X, polozonego wewnatrz B@.
Jezeli przypomnimy sobie teraz twierdzenia D i B, widzimy, ze gwiazda B
jest gwiazdg zbieznosei calki

1 1

/‘ e—w:‘ F, (wx) da{;,
0

a wiec twierdzenie, podane na wstepie Noty, jest calkowicie udowod-
nione.
‘Zwrbce jeszeze uwage na wzor:

j/3

(90) FB® (¢) =lin S‘

'v—.l)

Ly

&)
fe o a)"cla) z”,
0

bedaey bezposrednim wynikiem wzoru (86), a w ktérym B@ jest gwiazdg
zbiefnogei wyrazenia granicznego po stronie drugiej. Szereg nieskofczony,
znajdujgey sig po stronie drugiej, jest funkeya calkowity zmiennej z, za-
lezng od dwdch parametr6éw w 1 a; zbliza sig on nieograniczenie do FBe(z),
gdy o ro¢nie nieograniczenie, do FA(x) za§, gdy o zmierza nieograniczenie
do zera. Dochodzimy zatem do twierdzenia:

Ga. ,Niechaj F4(x) bedzie jakgkolwiek galgzia funkeyjng, nalezaca do
stalych %, &y, Eayoy,...., kiérych A jest gwiazda gtéwng. Mozna zawsze
przy pomocy stalych k utwonyc funkcye calkowity Gu.(x) zmiennej =,
zaleing, oprécz od z i od statych k, jeszeze od parametréw dodatnich e i a,
taka, aby:

lim lim Gy .(2) = FA(x)

=0 w=

i aby wyrazenie linéx lim (,.(%) byko rozbiezne zewnatrz 4.

(122)
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Mozna dobraé G.,.(z) w ten sposéb, aby bylo réwnoczesnie:

lim Golz) = FB(2),
lim lm Go.lz) ==FC(x)

a=o0 WTTOs

i aby wyrazenia lim Gw,a(w), hm llm Gos(z) byly rozbiezne, pierwsze ze-

wnatrz B9, (h‘ugle zewuqtrz C“.

Jezeli usuniemy warunek, ze wyrazenie, ktdrego granicg jest FA(z),
ma mieé¢ jednoczednie A4 jako gwiazde zbieznosei, to latwo bedzie wy-
braé funkeye ealkowita w ten sposéb, aby zalezala tylko od jednego pa-
rametru. Zobaczymy to w dalszym ciggu w § 5 Twierdzenie to jest ana- .
lityezne do nastepujacego twierdzenia Weierstrassa?'), do ktdrego
wielki analista przywiazywal szezegilng wage:

g. ,Niechaj bedzie funkeya jakakolwiek rzeczywista 1 clagla zmien-
nej z. Mozna zawsze utworzy¢ funkeye catkowits g.(2) zmiennej z, zalez-
nej oprécz od z, jeszcze od parametru dodatniego w, i taks, ze réwnos$é
lim g(z)=f(x) zachodzi dla wszystkich wartosei rzeczywistych zmiennej z*.

Wzér (90) moze byé przeksztalcony w sposob nastepuigey.
Mamy:

v L T

i Y e_ma w” Y @ ew @ ) 41 «%;
S Gttt ) )j i — ﬁf o
r=u L — i L

1
»® 1

1
' il Y Y i g-m wui 'ﬂ_
e mdm x (El{, )UJ ia(”"i’l) dw® .

ey
—2 fav

r=i

Mamy tez:

) Patrz K. Weierstrass, ,0 przedstawialnosei analityeznej tak zwanyeh do-
wolnyeh funkeyj argumentéw rzeezywistych®, Prace mat.-fiz. 15, str. 162.

(123)
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1 stosujgc do strony drugiej rozwazanie zupelnie podobne do rozwWazah w §2
a zatem (patrz Note IV-ta): Noty czwartej.
Doszlis$my tedy do réwnosei nastepujacych:

v @l -
G IV b | [ ey et =0 : o
p=0 — i hind “ — v »41 —
. ) — N (g + Izt ) ot [ e
Otrzymujemy wiec: FBz) ,‘..f‘k“+l‘w+ Fha )_/ ¢ jav ;’a(v—{-l) @
=N N s
< Y/ 0 L 1 s ata T w” w1 RS w-a L= . i 1
l = * o ¢ xr== L v ! . i ,‘_ma —_— — | a, f— et gy —e ¥ h__ﬂ.’_—r_ o it o
S [ oot e Gtk the e — oz ) =7 — [ e B[ - ) S ket |
=0 — 3} y=0 [} i r=0 T umy
a stad: / ;} )
k3 (94) = FBe(z)— V_L*_ l PR Ry
o o® 1 i | a—ay
o)  FBO(z)=li Tog+k k) [ ‘“’T(M o ) - E
oy =) - (u°+ e ).!e oy ]a(v—l—l) 1
""“0 ®® 1 1
Przy a=1 wzor ten staje sie wzorem Borela: =FB(z) — | " F, (02) do®
v
e~ g1 1
FB”'(:C)— lim ZLH—M—;— R |l T m o
A 7,u h’ F(zy) ( 2/~l 1/ g‘m F(y)dm )dy;
Druga strona wzoru jest jednostajnie zhiezna wzgledem 2; mozna
wiec napisaé:
w0 1 oo N v 1 A
8 = L1 - 2 . w® 1
©2) FBog) = [ S‘[( J—)S‘kyxujdw“. C o Sl ety L
J :} |av IM-_Q :ﬂ FB{z) =mh=m \ Ty tey @ By )3, ( v "a(,,__l}‘)
1-._0
Wzér (91) poucza nas, ze mogliby$my otrzymaé caztery wzory pod- y 1
stawowe (89), (90), (91), (99), poddajae calke (80) przeksztalceniu: (95) < - ! ) P ] P
o u _.I [a(v+1 “
1 o r=u
S 1 1 w® o1 1 L
A —n® @ ) oo m“ o 1
R (7:1*7{6 Za( ) a | DS S g
©3) | ' =l Xy o T = [ e (n) 10
1 0 —_— 4

AT it s

a2

(125)
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1
@ ux 1 a
—1lim I . w® ot o E g 1 1 = 1 1
Fi(z)=lim lim Z(7co+7vﬂ+ e Ho27) f e ( TJar T a0 +1)) = lin Z ST T( ) = / e 0 do® (z—a)y = j e Fow(z—a)) deo®;
r= 0 == = — % U
o 1 o »
o [ e® wtt F(a) z—a P“’(a) (x—u)? | FO(a) (x—a)?
96 Iu:n c S‘ Tt e ]da) Fz—a)= o
SR :-0( ;av RG] ;‘; “ ) GrA=FOT T G T T e T3 @ T
L
“ % 1 1 o 1 1 Dalej mamy réwnosé:
id - e - @
—igljlné 2-1av } e " dw x_.lan__noj e Fy (wx) do®. :
y=0 '— 0 =
; . « F ., Fo(a) - ’ ) %
Otrzymujemy stad nastepujace twierdzenie: FB l"")-—11111S'(F‘“) ‘1\“)( a)“l"-m*jF; v(a) (x'"a)’) ( e~ (—(9—— - (w T
Twierdzenie 10. | Oznaczmy przez A gwiazde o §rodku @, przez a r=u b= — ‘o 1 jal )
‘wielko§¢ dodatnig, przez B gwiazde spéisrodkows z 4, wpisang w 4 - 1w
i ntworzong w przypadku 2 = a > 0 przez figure tworzgea: Y w” @*Hi FRa (a)
=je™ ( — - )V (x—a) ]
. A \ Ly a(»-+1) 4
U — _ T ov=
9=T(0051—p}7 —G%Ewia%, ¢
1 IS 1
w przypadku za§ a =2 przez figure tworzaca: - ey 1 “x % 1 %
) =c31=2102 ]A"’_ E‘ﬂ’ - ¢ w’do (a:—a)":j e F(w(z—a))dw
9:7"(00S—§-> H —r=Ey==, =t ! ¢
gdzie ¢ i v sg spbélrzednemi biegunowemi, odnoszacemi sie do wektoréw Wyrazenie graniczne:
z—a==re? 0 < ¢ =2z Gwiazda B zbliza sie nieograniczenie do kola m ':, ;
o §rodku @, wpisanego w 4, gdy a dazy do nieskoficzonosci. Powieksza sie o ) () oS v e S
T gl azy ‘ : lim lim ) (T‘(a) ( —a)-4- ~I—F: (@) (x%)’)je‘"’ (——\w \)d‘”g
ona w spos6b ciggly wrazz - i staje sie dla a=1 gwiazda Borela a=y m=x _,_0 roo. 9 hdd ja(+1)

(Twierdzenie 7a). Zawiera ona w swojem wnetrzu kazdy obszar polozony 1

wewnatrz 4, jezeli tylko a jest dostatecznie male. —1lim { —u® [V ( o ot F# () )u] .
Gdy gwiazda 4 jest gwiazdg giowna statych F(a), FO(a),... Fe(q),... a=, -\ lay [ﬂ(1'+13) Z 7.

poddanych warunkowi Cauchy’ego, gwiazda B jest gwiazdg zbieznosei v =0 T =

dla wyrazenia

1
1 w® 1
= V FAa) 1 )

’ e "o (Zw:(z-—-a)"

1 =1lim lim

F(g) i) ‘; - PR v omx 4l |7 oy
1 Fla — _ o < |2 "
me @+ T2 e Tl o a>) e |aw+1) -
@ 1 o *©, 1 ' 1
o 0 ‘w—‘; —gj—v— _ (D"Tl .F u) — 1 ey & o I
._lu} e [;( & Ta(v%—l)}z n (z—a)* ] 123’0/ e Fo(o(z—a))do

(126) ) a12n
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posiada gwiazde zbieznosei tozsama z gwiazdy 4 i mamy r6wnosé: ’ B
o % 1
1 F)(a) C T @ o
- S ORY AT ey [ L —
P y|] e eny l = L B )7 ey T o g
FA(z)= hm hm V(F(a)—[- L (JJ”““)-{‘ -+ (x—” )/ (T“' la(”“H)}
. i gl 1 pu)( @)
@ 102 » v u L = F'Bla ——[ [ ({ ‘af o u) ]
—tim [ [ S (-2 - —‘”1)2 P (o ayp it =) 1 2 [a(v+l)) [ & "
=z 2\ T 6D & T s
/ - — ‘ 3
= et F(r) 1 vt 11
of L 1 = FB(x) —5‘ (a) ’ e o do’(c ay
=lim hm?Fw(ﬂ) L J e wdo® (e ay 12 Jar J
a=0 m._ood ]7' ]CU’ .
27 . )
B 1 1 a‘
=lm / e Fo(o(z- a))do®. = FB (z)— [ a(w(x a))dco .
m=0.0 )
(8) w® 1 1
- 1 s 1 = z\., o
Z drugiej wyrazenie graniczne: = 5 ) / €] o —-—-—z—‘ e Ea(w 7)(1&) dz,
0
1
Fe o 1 @ vt 1 zachodza.ca wszgdzie wewngtrz B®, gdzie S oznacza kontur zamkniety,
hm 11m S‘ (F( )-[- | (z— 1)+ ... +—@ z—a}’) J —o® ( ]av — W“Tﬂ)( w” otaczajacy linie (ax) oraz figure tworza,c@ wzgledem tej linii i polozong we-

wnatrz B@«,
Mozna rozmaitemi sposobami, ktére wskaze w nastepnym paragrafie,
o " o Fo(a) 1 utworzyé wzory analogiczne do wzoréw (94), (95), (96); lecz zdaje sig byé
—1lim | e ['/K‘ (( ' —- T ,E : (xwa)") ] do® rzeczy trudng utworzyé je tak, aby gwiazda, wewnatrz ktérej sg zbiezne,
w=co, | - Lid la(r+1) s o pozostala zawsze gwiazds zhieznosci przy jakiejkolwiek funkeyi. Jest to
przewaznie, jak tego dowiodtem, wlasnosé podstawowa wzoréw (95), (96).
1

K}

@ 1 ‘ 1 o 1 1
=Tim Tim 21”” @, b " wto*w—ar =lim [ e=" Fuofe—a)do” s 5.
a=c0 w=co ‘\QZ . a=c0, .
> ’ Rozpatrzmy calke:
' )
1 1

posiada koto zbieznoel C o srodku zero, wpisane w gwiazde 4. Otrzymu- 97) J (x) = o f Flzy) E ( w(7 — 1)) dy,
jemy tedy réwnosé, w ktérej po stronie pierwszej bedzie F'C(z), a po stro- v

nach drugiej i nastepnych poprzednio wypisane wyrazenia graniczne. ] glzie F(x) jost okreslone zawsze przoz rownost:
Jezeli przy calkowanin zatrzymamy sie w przejsciu do nieskonczonosei :
na liczbie skonczonej o, bedziemy mieli rownosé: FO@) = byt ey lgz? ... :

Prace mat.-fizycz., t. XVIIL. 9
(129)
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2

C jest kotem o §rodku w punkeie zero i o promienin r, okreslonym przez

T ([ VE | =— ;) zad oy wity zmiennej
ToWnosé vlig | Vi, | =0 E(x) za$§ oznacza funkeyg catkowity
taka, 7e E(0)=1. . o , ‘
Kontur F powinien byé granica powierzchnll JednospéJneJl, dla ktérf:,}
funkeya F(xy) pozostaje regularng; przebieg po nim od})ywa sie¢ w zwrocie
prostym i obejmuje on punkty y=0,y=1

Mamy:
1 (0)_F(m/_) 1 ;
o) = 7o)+ | 5 B (ol 1))
gdzie:
o EH(—w)
(98) F(z)= Z (e -k o o2?) T w1 - J(@).
»=0 —
Szereg:
o B )l
Bo+h) =3 _(I—V“’)J_ %
y=0 —

jest zawsze zbiezny wzgledem h przy wszystkich wartosciach na w, przeto
dla kazdej wartoci @ mamy:

»

Ve

|»

Tim =0.

»=00

Z drugiej strony, biorage 7, < r i oznaczajgc przez ¢, granice Wyzszg

Zk,’t’
=
ego—Weierstrassal): |k|=g, 7% astad:

, _(lely® v
z,\kuac“]gg‘ ‘“&i—?—:gu (lfll )—T’T )

= - To|

wyrazenia dla |z|=r,, mamy wedlug twierdzenia Cauchy’-

1) Weierstrass, Werke Bd. 1. p. 67,

(130)

0 PRZEDSTAWIENIU ANALITYCZNEM i t. d. 163
przeto szereg:
S| | B—a)
g
D kol + k@] + oo || STk
=1 j SOV S

jest szeregiem zawsze zbieznym wzgledem % dla wszelkich wartosei na z
i w. Przy ustalenin o ik, jest on nadto jednostajnie zbiezny dla jakiego-
kolwiek obszaru zmiennej z. Stad (poréwn. wyzej str. 155):

@

{ Er¥0(—g) o dw

g’:ikni+¥/“1x?':’ﬂ...+']Z'n’1;vi)l—**—” :1'_—f—_1_ =0,
a kladgce jeszeze
Ee+i(—ep) s i Er () . E"'+2)(~w) v-H)
L © “’( Iy @ L o dw,

ina podstawie twierdzenia podstawowego Weierstrassa mamy:1)

o ST . Fif_
@9 3 (bt i) B ; 4(_1 D) i =3 L( | B ?i ) wdafo
y=u e =4u " =

Przy ustaleniu wielkosei w, obie strony tej réwnosci 83 zawsze zbiezne
wzgledem zx.

Niechaj teraz W bedzie obszarem skoficzonym w rozmaitosei w, o wiel-
koscig dodatniy tak wielks, jak cheemy; oznaczmy przez g granice wyzsza
wielkosei | E(—aw+1)], gdy o naleiy do W, dla k za$ jest |h| =< o. Mamy
wtedy:

a przypominajac sobie wzlr |k,| < g7, widzimy, ze:

1 )
B N E]‘)“i<(.i'+1) ‘qgl‘ _;—

ky

[

) Weierstrass, Zur Funetionenlehre, Werke, Bd. 2. p. 205,
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a zatem szereg

oo
Eo+){—g)
2 kv_'—l_;(_mi (wx)”,
y=0 —
gdy = nalezy do danego obszaru skohezonego, jest wzgledem o jednostaj-
nie zbiezny dla jakiegokolwiek obszaru skonczonego. Mamy wige pra-
wo powiedzieé, ze:

(100) [Z % g#tﬂ)(a)w)’]dm—z k, : WW
0 »=0 0

Stad i na mocy wzoréw: (97), (98), (99), (100) mamy réwno$é nastepujgeg:

Fo)— Z(k kst ) E’l j{‘“’)

r=>0

-F(w)— A /E*%(i“’l wrdoler

(101) :) . -
=F(z) —![Z 7{,%60) (wx)’] dw
e T (ol )

‘Widzimy bezposrednio, ze przez postepowanie zupelnie takie same,
jak poprzednio, otrzymujemy jeszcze wzbr:

| F@)= 3o+ k@ + . ha?) E_%m_) E‘I%:_SO_) ot
=0 ——
(10 S e
( __1 T F(zy) E(T) i
\ T 2/ y—1  Ew) -y'_

Aby otrzymaé szukane wyrazenia na F(x), nalezy znales¢ takie fun-
keye E(z), by ostatnia strona tak w (101), jak i w (102) dazyla do zera
wraz z o, gzacem do nieskofczonosci:

(132)
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W drugim z tych wzoréw poléimy E(z)= E.(x); niechaj B@ bedzie
gwiazdg o Srodku zero, nalezges do stalych %, &y, k... (patrz §4), = zag
punkiem wewngtrz tej gwiazdy. Przyjmijmy najprzéd 2> a>0. Figura
tworzgeg wzgledem linii (01) jest:

al=

g=cos%’; —aggy)ga%.

Obierzmy na S kontur, obejmujaey te linie, itaki, aby punkt zy znaj-
dowal sie wewngtrz B®. Niechaj S bedzie konturem, opisanym przez
-:‘% W tym czasie, gdy zmienna y opisuje kontur S. Linia Sjestzamknieta,
obejmuje poczatek i pozostaje zawsze wewngtrz linii
1

ry cos{zﬂzl; (2==ge'¥),

1

Wiemy, ze lim Ea(a)z) zbliza sie nieograniczenie do zera dla kazdego p.un—

ktuna S, polozonego w kacie 2 .ﬂ—a-— > ¢ > a5, orazze lim | E(ws) ]——i—

Z )

dla wszystkichpunktéwna §, dla ktorych p = +« % ‘Wiemy jeszcze, ze:

1 2 J-cosz
1im(yE.,(wz)g—7ew“e“ “)=0

dla kazdego punktn na S, polozonego w kacie —a —;Z— <yp<a % .

Wedlug zalozenia o konturach §i S, czesé konturu §, polozona w kg-
1 —
~< p << a —- , pozostaje zawsze zlinia o o” cos WZ

¢l = 1 po jednej

1 =
stronie wzgledem poczatku. Granica wyzsza wyraszeniap © cos;‘l—v W tym ka-

cie jest wiec zawsze mniejsza od jedno§ci.
‘Widzimy tedy, Ze jest:

E,(—
lim

=0, 2
w=co Ho( @) 0. 2>a>0,

(133)
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E, 2

E( )

do zera dla wszystkich punktéw na S.
Dochodzimy do tego qameno Wymku dla a>=2. Figurg tworzacs

dla kazdego punktu na Si takze, ze

zbliza sie w sposéb jednostajny

wzgledem linii (01) jest wtedy g— == c0§ %; —n< @ <m jezeli § ozna-

cza wielkos¢ dodatnia, ktéra staje sig nieskofczenie malg wraz z o De-

dzie wtedy:
1 1
1 L g - ch s
!E,,(wz)]—~—a~e“’“ ® 1< e ¢ —aLy<nw
Powréémy do wzoru (102).
Mamy:
) E |2
: [ Flay) (u) _
(103 Jn [ Sy =0,
a zatem:
‘ . ’ ] @ 1 ]1 {y+u(0)
] J— v Y .
FB (x)_wligg(ka—l—k,:c—}-.,,_—]—]v,a,) m@)
(104) .
| lim $‘ o - 1 i w i
, "‘.,’:wE< o) 2 Fo b ) Tl D)

=0

rownosé ta zachodzi wszgdzie wewngtrz gwiazdy B, a wyrazenie po stro-
nie trzeciej tego wzoru jest jednostajnie zbiezne dla calego obszarn we-
wnetrznego gwiazdy B@.

‘Widzimy wiec analogig zupelng z wyrazeniem Borela, ktére otrzy-
mujemy, kladge a=1.

Uczyimy jeszcze uwage, ze na FE(z) zamiast E.(z) mozna wzigl
funkeye, ktbra rozwazaliSmy poprzednio, mianowicie funkeye, ktéra zbliza
sig nieograniczenie do zera, gdy z dazy do nieskonczonoSei wzdluz jakie-
gokolwiek wektora roznego od osi rzeczywistej dodatniej, a jest wielkoscis
rzeczywmtgsdodatm@, rosnges nieograniczenie, gdy = dazy do uieskorczo-
nosei wzdluz osi rzeczywistej dodatniej. Obierajae nadto te funkcye tak, aby

stosunek 11(( )) zdgzal do zera jednostajnie, gdy x nalezy do obszaru skon-

(134)
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czonego, polozonego zewngirz czesci osi rzeczywistej dodatniej pomiedzy
2==1 a nieskonczonoscig, otrzymujemy wyrazenie:

oc

m e Sl B )

w*t?
o F(@)

Er+1(0)
-1

jednostajuie zbiezne dla kazdego obszaru wewnatrz gwiazdy gl6wnej "4
i przedstawiajace galaz funkeyjng FA(z) wszedzie wewngtrz tej gwiazdy.

Na innem miejscul) rozpatrywalem taka funkeye E(x)ipowrdce do
niej w Nocie nastepnej.

‘Wynik, do ktorego doszliSmy przez zbadanie wzoru (102), mozna stres-
¢i¢ w nastepujacem twierdzeniu:

Twierdzenie 11. ,Oznaczmy przez 4 gwiazde o Srodku w punkeie
zero, przez o wielko$é dodatnia, przez B*' gwiazde spélérodkowg z A4,
wpisang w 4 i utworzona w przypadku 2> a > 0 przez figure tworzacg

{ «
o= ( cos %) 1—a %— vw<a % , wprzypadkn za§ a=2 przez figure

ria
tworzaca o =1 (cos %—) ; —a <Ly, gdzie piy sg spolrzedne biegu-

nowe w odniesieniu do wektora a—a=re?, 0@ <27 Gdy 4 jest

gwiazdg gléwna, nalezgeg do stalych Fla), F®(a),...., F*(a),...., poddanych
warunkowi Canchy'ego, mamy dwie réwnosei:
FBeY(z) = lim -+ % (F(a) + L_F'«”(a) (x—a) + ...+ ~—F(“’(a) (zx—a) ) ot
U=°°E(w)-d) It ! n alp D)

FA(z)=1im lim

a=} w=co

Pl a)+TF<“(a>(z~a)+ +1 Fe(a) (p—a)?) -2

u=un

gdzie E,(x) oznacza funkcye:

oo

Bulz)= 2 lay

y=0 =

Ned

b

 za§ jest zmienng dodatnia. Pierwsza ztychréwnosci zachodzi wszedziewe-
wnatrz B@, druga wszedzie wewnatrz 4. Druga strona pierwszejréwnosei jest

1) Mittag-Leffler, Un nouveau théoréme général de la théorie des fonctions
analytigues, Comptes rendus 188, IL IV. 04 Patrz codo tej funkeyi: E.Phragmén, Surune
extension d'un théoréme classique de la théorie des fonotions, Acta math. 28. p. 857--350.

(135)
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jednostajniezbiezna dla wszelkiego obszaru wewngtrz B@, druga strona dru-
giej réwnosei jest jednostajnie zbiezna dla wszelkiego obszaru wewnatrz 4.

Jezeli w przej$ciu do nieskoficzonodei zatrzymamy sie na liczbie skon-
czonej o, bedziemy mieli réwno§é:

1 > ' 1 1 it
FBe(z)— ) u_g (F(a) +~EF(a) (Z—a@)F. TE Fr(a) (z- a),,) @
—a
1 72 Fz) Eu(w z—a ) iz
- Qi J z—z Ea(w) ]

zachodzacg wszedzie wewnatrz B@, jezeli (S) oznacza kontur zam-
knigty, polozony wewngtrz B® i obejmujacy figure tworzaca w odniesienin
do prostej (ax).

Jezeli przez E(z) oznaczymy funkcye taks, ze dla kazdego obszaru
skoficzonego, polozonego zewnatrz czesei osi rzeczywistej pomiedzy a=1
E(wz)
E(w)
rosnie nieograniczenie, bedzie:

a nieskoficzonoscia, wielkosé zdgza nieograniczenie do zera, gdy o

L

1 s 1 ,
FA(z)=lim m;_O(F(a;) + i P @) et I

w=0a

Fr(a) (x—oz)»
@) ) 3y
gdzie strona druga jest jednostajnie zbiezna dla wszelkiego obszaru we-
woatrz 4.
Jezell w przejsein do nieskofczonosei zatrzymamy sig na liczbie skoii-
czonej w, bedzie:

FA@z)— Eg&ﬁ (F () + 1% FO(a) (w—a) +- ...+ I—L- Fu)(a) (x_a)») Er1(0)

B
=j’ =

—z EBw) dor,

gdzie kontur S jest konturem zamknietym, polozonym wewnatrz 4 i obej-
mujgeym prosta (ax)©.

Powrdémy do wzorn (101) i uczyhmy w nim, jak poprzednio we wzo-
rze (102), E(x)=E,(x); przyjmijmy nadto, ze 2> a > 0. Niechaj zmienna y
opisuje dokola linii (01) figurg klinowats, zlozona z dwéch tukéw kolowych
symetrycznych wzgledem tej linii i przecinajacych sie w dwdch pun-
ktach 01 1 pod katem ax (fig. 22).

(136)
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.Ozgaczn}y przez V19 gwiazde o rodkn w punkcie zero, wpisang

:; :T;az ¢ gloéwny A, utworzons przez te figure klinowats jako figure two-

Jest to fignra niewiele odmien
zprof. Volterra.1),

B Obierzmy na S linig, obejmujgey figure tworzacy w odniesieniu do li-

nii (01} i polozong zarazem wewnatrz V. Niechaj § bedzie linig opisang.

na od tej, ktéry roztrzgsalismy razem

1 . .
przezz-—iw ym czasie, gdy y opisuje linie S. Figurze klinowatej

o

Fig. 22,

W?lasz.czyznie ¥, majgcej linig (01) za oS, odpowiadajg w plaszezyznie z
dwie pélproste Symetryezne wzgledem osi rzeczywistej, przechodzgeej przez
punkt #=1 i przecinajgce sie pod katem ax.

Linia & jest wige linia zamknigta, otaczajacy poczgtek i pozostajgca
zawsz'e Po tej samej stronie dwéch pdlprostyeh, co poczatek. Na zasad‘zié
znanej wlasnosei funkeyi Eu(x) widzimy tedy, ze lim E(w(s—1)) zbliza sie

nieograniczenie do zera w sposéb jednostajny dla wszystkich punktéw z,

ktére nalezg do S. Mamy zatem:

) )
i [ 5 (ol = 1) =

1 przy pomocy wzorn (101) otrzymujemy:

1) Patrz Note trzecia str. 61, Prace mat.-fiz. t. 16 str. 217.
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3 . - E e+ —w)

Fy(z)=lin 2 (g T 4 o k,xv)T
=0
< o

(105){ FV(z)=lim E T ( [ E, o 1‘( -0) dw)
r=u u
- [V -
FVIa»(w):} (Z k’, ;Ei__|v_(.£))_ ((D.’Z?)")(la)‘

Vo ow=d

Kladae a=1, otrzymamy na V# gwiazde Borela, ktéra oznaczy-
Yem przez B®. Drugii trzeel wzér stajg sie wtedy wzorami Borela, dru-
oi za§ wzorem (37) Noty trzeciej.

Jezeli zamiast E,(z) wprowadzimy funkeye E(x) tego gatunkn, jaki
rozpatrzytem w moich Notach w Comptes rendus 11 i 18 kwietnia 1904,
t.J. funkeye taks, ze E(0)=1 i ze E(wz) dla rzeczywistych dodatnich rosna-
cych bez granic wartosei o zbliza sie jednostajnie do zera w jakimkolwiek
obszarze skonczonym zmiennej x, nie zawierajacym osi rzeczywistej dodat-
niej, otrzymamy wzory:

[ Fi( )—hms‘(ko—[—klm-i— ) E‘T:’(J_)w v
bl 1) —
(106){ Fi(z)=lin 21( ] E _}i @) v(iw)xv
»=0 0 —
| Faw=| (Zk,ﬂ “T (o) way) o,
O y=U

gdzie strony drugie sa jednostajnie zbiezne dla kazdego obszaru skoficzo-
nego, polozonego wewnatrz gwiazdy giéwnej.

Wyniki, osiggniete przez rozpatrzenie wzoru (101), dadzg sie streSeié
w nastgpujgcem twierdzenin:

Twierdzenie 11b. ,Oznaczmy przez 4 gwiazde o srodku a, przez o
wielko§é dodatnig mniejszg od 2, przez V@ gwiazde spolérodkows z 4,
wpisang w 4 i utworzong przez figure klinowats o kacie an i obracajgcs sie
okolo jednego z jej wierzcholkéw, kt6ry winien byé w §rodku a. Poniewaz A
Jest gwiazdg glowna, nalezgey do stalych F(a), FV(a), ... F¥(a) ..., podda-
nych warunkowi Caunchy'ego, bedziemy mieli dwa uklady réwnosci:

(138)
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FVe(z)=1lin (F(a) + Tlf FO@) (5—a) +-...+ - Foa) cx—ay)

w 1
- Bt —o)orde
FV9 (@) =lim _S‘:——(—D——— F(a)(e—ay,
FVez) = T( 5; E“’;—L“)“—}- () (@ay) do;
FA(z) =lim Jim ( Fla)+- f FO(a) (z—a) - ... 1 "}5 Fei(a) (x—a)v)E—Tf;({-“i

DO.
N / Et —o)orde

FA(z)=1lim lim Y‘ E Fola)(x—ay,

=1 w=oo A = ( ll )2
FA@) —=1lim | [ LLTU=0) fg,
A(x) :3(1) .‘! (VA:” (L”_ ¥ F Y a)(wx) )dw s

gdzie E.(z) oznacza funkcye Eq(z) = z —{v— i gdzie o jest wielkodcia
r=0

rzeczywista dodatnig. Pierwszy uklad wartosci zachodzi wszedzie wewngtrz

V@), drugi wszedzie wewngtrz 4. Drugie strony pierwszego ukladu sa jed-

nostajnie zbiezne dla calego obszarn wewngtrz 7, drugie strony drugiego

ukladu wszedzie wewnatrz 4. Jezeli zatrzymamy sie w przejsciu do nie-

skoficzonosei na liczbie skoficzenej w, bedziemy mieli rownosé:

@

FV@ (z) — S‘(F(u)—[— Fo(a) (z—a)+- . —,L @) ))E“;_;_(;‘—“L) it

- / E M+ (—w)wvde
= FPai(z) — Z‘t‘

v=0 (iv );’

=FVe(z) — j (EE = ‘(—"’)F‘W(a)(m(z——a))”)dm

FY(a)(z—a)

[ V=0
0
i Bz z—2
= om .} - E”(z—a)dz’

(139)
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zachodzges wszedzie wewngtrz V'@, jezeli S oznacza kontur zamknigty, po-
tozony wewnatrz V@ i obejmujgcy figure tworzgeg w odniesieniu do pro-
stej (ax).

Jezeli zamiast E.(z) wprowadzimy funkeye F(x) taks, ze E(wx) zbli-
%a sie nieograniczenie do zera, gdy zmienna rzeczywista dodatnia e rosnie
bez granic, = za$ nalezy do obszaru skonczonego, nie zawierajgcego osi
rzeczywistej dodatniej, bedziemy mieli wzory:

@

FA(z)=1lim ‘(F<a)+ FO@) (—a) - e F(”)(a)(w—a)“)m*’(_“”

pEL

. j Bt (—o)wde
FA(z) =lim Z E Fo(a) (z—a),

o= S ([

y==0

PA@)= [ E&a)_(—j‘“l PO a)((@—a)) do,

0 y=0

gdzie strony drugie sg jednostajnie zbieine dla wszelkiego obszaru we-

wnatrz 4.
Jezeli w przejscin do nieskoficzonosei zatrzymamy sig na liczbie skonezo-
nej o, bedzie:
< 1 1 Brii(—w)
FA) — ( 0) -+ FOa) (5—0) - ... 4 FOIg m-av)
( ;HH& (@) F o FO@) o—ap) =

L

Ev(— o)w'de

= FA(z)— ?" {ED; e Fa) (x—a)

V=0

= FA(z) — IZE () F)(a) (@(z—a)’)dw

A ()
©
= 2}:i j }Ei“zml E(‘“ g:i)‘lz

gdzie S oznacza kontur zamkniety, otaczajgey linie (az) i polozony we-
wnatrz gwiazdy 4“.
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‘Wyrazenie
1) v
2 E ((lvmzmdm e
y=00 —
po stronie drugiej réwnosei:
b )
(107) FA(x)_th‘ f BA—0) g o
e (2

Jjest funkeys catkowits zmiennej z.

Rownosé (107) pozwala nam w nastepujacy sposéb uzupelnié twier-

dzenie Ga:

Gb. ,Niechaj FA(x) bedzie jakgkolwiek galezig funkeyjng, nalezgey

do statych kg, ki, ....- %y, ...

ktérych 4 jest gwiazda gtéwns. Przy pomocy sta-

Iych % mozna utworzyé zawsze funkeye Go(2) calkowity zmiennej z, ktéra,
oprécz od =i od stalych %, zalezy jeszcze od pewnego parametrn rzeczy-

wistego o i taka, ze:
lim Guo(x) = FA(z)".

Jak to zanwazylem juz na koficu paragrafu poprzedzajacego, pomie-
dzy wzorami, otrzymanemi tam, a otrzymanemi tu, zachodzi ta réznica, ze

nie udowodnili§my, iz te ostatnie posiadaja gwiazde zbieznogei.
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