‘ W. SIERPINSKI.
0 SUMOWANIC SZEREGU gir(a;)f(vz), GDZIE «(=) 0ZNACZA .
LICZBE ROZKEADOW LlGZiSY n NA SUME KWADRATOW
DWOCH LICZB CALKOWITYCE B

nlh
(SUR LA SOMMATION DE LA SERIE ”‘;-;T('“)f("), ON z(n) SIGNIFIE
LE NOMBRE DE COMPOSITIONS DU NOMBRE » EN UNE SOMME
DE DEUX CARRES DES NOMBRES ENTIERS).

WSTEP.

Przedmiotem badan naszych bedzie obliczanie sumy podwojnej
5= fm* +n?),

rozciaggnietej na obszar wartosei catkowitych zmiennych m i », wyznaczony
przez nieréwnosci

a<m*+u Ll

co do funkeyi f(n) zakladaé bedziemy, iz jest ona ciagla i posiada pochodne’
w przedziale (a, ).

‘Wprowadzajae funkeye liczbows = (k), przedstawiajges liczbe rozkla-
dow liczby % na sume kwadratéw dwéeh liczb catkowitych, z atwoscia prze-
ksztalcimy dang sume podwojna S na zwykly

. <
0] SZZ}: f(mt +n?) _:Z’rm)f(k).
- ke

')  Rozprawa doktoryzacyjna.
Prace mat.-fizycz, t. XVIiL. 1
(1)
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W celu obliczenia wartogel przyblizonej sumy S, wychodzimy ze wzo-
ru Woronoja:

net 3
z(n) f(n) = | f(u)d(w)du .(2)

»
4 2(_ 1)7.[92 (B) FO(0) — o1 (@) f.h(a)] (= 1)m"/gm--1(u) 1o (a) dlas.

3
=0 »

We wzorze tym & (u) j’est funkeya dowolnie obrang, byleby ciagls
w przedziale (g, b), funkeye za$ gu(#), k=0. 1, 2,.... okreslone sg przez row-
nosei

n<_z‘l - I.‘.
@)=Y
- (3)
4 3 k k-1
[ [p EF L qut-4, ANy et 4],

0

gdzie Ay, A, ... sg spitezynniki, ktérych obior pogostaje dowolnym.
Wyznaczenie funkeyi 9{(u) oraz spélczynnlké}“v 'Au, .A.l,'.... w tejn spo-
s6h, izby rzad funkeyj ox(@), k=0, 1, 2,.... byt mozliwie nizki, bedzie naj-
blizszem naszem zadaniem. ) _
Poniewaz, na mocy ogdlnego wzorn suma‘cyjnego (2) oraz réwnosci (3)
kwestya zasadnicza jest obliczenie sum postaci

= (L—mn)*
gale) = YT (1)

>4

k=0, 1, 3.

wiec przedewszystkiem zajmujemy sie wyznaczeniem przyblizonego wyra-
zenia analitycznego na funkeye liczbows tp;‘.(w.) o
Przedstawiwszy funkeye gx(x) w postaci sumy podwojnej

r— 2___,,2)}
m =3I EHTE o< <o,

wykonywamy przy pomocy wzortu Eulera-Maclaurina \sumowa,nie naj-
przéd wzgledem zmiennej u,-potem za$§ wzgledem zmiennej ». ‘W ten spo-
s6b dochodzimy do nastgpujacego waznego wniosku: funkeya liczbowa gy ()

2

icm

O SUMOWANIU SZEREGU i t. d. 3

. . . o . 1 ok
moze by¢ przedstawiona przyblizenie przez funkeye calkowita =
Cem

(B R
k-
2 bledem g, (), ktérego rzgd nie praewyssza roedu wielkosciz = , k=0,1,2,...
Na tej podstawie znajdujemy w ogllnym wzorze sumacyjnym (2):

Ya)=m dy=—1loraz 4,=0, i=12._.

W ten sposob otrzymujemy wzor:

PP b
Z T(n) f ()= 1[}’ () du
n>a «

e

m—1

+ Y la@rv-—a@r@ ]+ [ enms () £ ()
=0 &

ktory nastepnie stosujemy i badamy przy rozmaitych zalozeniach o funkeyi
f(n).

Znaleziong wartoSeia przyblizons na funkeye g; (2) posingujemy sie
dla podania nader prostezo dowodu pewnego twierdzenia o zalezno$ei mie-
dzy liczbg rozkladdw liczby catkowitej na sume czterech kwadratow oraz
sumg dzielnikow. -

W celu bardziej szezegélowego zbadania wiasnogei funkeyi liczbowej
= (n), tudziez sum postaci Xt (n) f (n), postugujemy sie znanem twierdze-
niem Jacobiego, wedlug ktérego liczba rozktadéw kazdej liczby calko-
witej dodatniej na sume kwadratéw dwoéch liczb calkowitych réwna sie cate-
rokrotnemn nadmiarowi liczby tych jej dzielnik6w, ktére majg postaé 4Lk+1,
nad liczbe jej dzielnikéw postaci 4%+3. Opierajac sie na tem twierdzeniu,
ulozyliSmy tablice wartosci funkeyi = (n) dla n < 1000, ktéra podajemy
w koficu pracy. Przy pomocy twierdzenia Jacobile g o wyprowadzamy
rowniez pewien wzor 0gdlny na przeksztalcenie sumy (1), bedacy uogélnie-
niem znanej tozsamoSci Liouville'a:

EVz 4+ EVe—T -+ EVe—9i 4 ... =L —E—“3”-+EA§ —.

na

Wzir ten stosujemy do obliczenia sumy z z

S:’) i znajdujemy dla niej
n>0

wyrazenie przyblizone xlg -} K, prawdziwe do rzedu VL , gdzie X ozma-
: €
cza pewny staly. Staly te wyrazamy przez szereg nieskofczony, a réwniez

3
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przedstawiamy jg pod postaciy calki oznaczonej. Postugnjae sig wyprowa-.

dzonemi wzorami, obliczamy staly K z dokladnoseis do 10-go znaku dzie-
sietnego. o

Wporowadzamy dalej funkeye analityczna F(s), okreslong przez szereg
nieskonczony

M@=Z£%HmRM>L

n=1

Rozszerzamy nastepnie analityczue okreslenie funkeyi F'(s) na caly
plaszezyzng zmiennej zespolonej i wykazuj emy, iz funkeya ta posiada jeden
tylko punkt osobliwy s=1, biegun pierwszego rzedu, ktérego pozostalosi
réwna, sie liczbie . . ‘ : ‘

Dowodzimy nastepnie waznej wiasnosci funkeyi F(s), polegajgcej na
tem, iz iloczyn

I'(s) F(s)

P

Jest funkeyg, ktorej wartosé sig nie zmienia przy zamianie s na 1—s.
Zwracamy si¢ nastepnie do badania przy pomocy wyprowadzonych
wzoréw sumacyjnych pewnych wlasnosei funkeyi =(n) dla liczb n, Zawartych

w jakimkolwiek postgpie arytmetycznym oraz dla liczb kwadratowyeh. Co -

do tych ostatnich, dowodzimy twierdzenia: ,Srednia liczba rozklad6éw liczb
kwadratowych na sumg dwéch kwadratow wazrasta wraz z rozkladang liczba,
w stosunku prostym do jej logarytmu®. Opierajac sig na tem twierdzeuniu,
znajdujemy warto$¢ sredniy kwadratu fonkeyi © (), skad wreszcie wypro-
wadzamy pewne ciekawe wnioski o charakterze biegu zajmujgcéj nas fou-
keyi liezbowej.

ROZDZIAL L

Punktem wyjdeia dla rozwazan naszyeh w tym rozdziale bedzie pe-
nh

wien wzoér ogdlny na przeksztalcenie sumy Zr (%) f (n), gdzie © () oznacza.

n>a

Jakakolwiek fankeye liczhows, 7 (n) zag—dowolng funkcy'@ ciggly i majacy

4
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pochodne W przedziale (a, b). Wzor ten zostat podany przez Worono jah
ima postaé: :

”<’) b.
Z t(n)f(n) = /f(i[) 9 (1) du
i ’ (1)
-1 b:.
+ 2 [0 OO 0) — 0@ @] + (=1 [ens (0 ),
gdzie
E ngr' (:1;—-—9@}’*‘ z, (.Z‘—u)k
Q’f(""):ZT(%)—k!——_[.’.&(H) k!._‘du
>0 ]
i3 fk—1
A g+ A g b ] oo

(Patrz Wstep).

Pojmujgce dalej przez = (n) liczbg rozktadéw liczby » na sume kwadra-
t6w dwoch liczb calkowitych, postaramy sig obraé funkeye dowolna & (u),
oraz dowolne spélezynniki state 4; w sposéb dla nas najdogodniejszy.

W tym celu zajmiemy sie przedewszystkiem obliczeniem funkeyj su-
macyjnych

< (x—n)*
X -
qoﬁ(.’b):Zt(n)——L'—- .
w>0

Postuzy nam do tego oczywista tozsamosé

1< »<Vz aVasm

Al
drwfm=23  Xf+);
>0 v>=Vz p»>—Vi—»

1) Wzér ten by} po raz pierwszy ogloszony drukiem w ksiaZee ,,Godiezny.j Akt
Warsz. Uniw: 30 Awgusta 1904 g (patrz ,,Otzyw o konkursnom soczinienii na tjemu:
<0 summirowanii rjada Zt(n)f(n) .. pod dewizom < Summa > . Wzér Qodany jest tam
bez dowodu Z dowodzeniem znajduje sie on w XXI-ym tomie ,,Annales de 'Ecole Normale®,
w zeszyeie listopadowym z 1904-go roku: Veronoi ,Sur une fonetion transcendante et ses
applications & la sommation de quelques séries®. str, 462.

(5
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kladac gdzie
f ()= .i‘_'L)_ , . .
. L (@—Ez)ett N g _’t—_r_:w] (1=0,1.) ...(2¢

znajdnjemy: : () = — [”_(k__H " + }_u A —)! (20)

ngw— ,u<Va(ﬁ )k pesi]

=t o—put—y*
pr(@)=— i+ 2 2 %! ’ a sp6tezynniki 4 mogy byé wyznaczone ze wzort (¥)
Ve wx Ve Dla obliczenia sumy

Oznaczymy przez skrocenie z—v?=e 1 zajmiemy sig obliczeniem sumy wVT (z H )‘

<Vz N : 9 T
,“> (z-—” yf S‘ (5—@:)_‘; > — V
koo
eV > =V winni§émy we wzorze (2) zalozyé:
uzywajge w tym celn wzorn Eulera-Maclaurina, unogélnionego N G
przez Sonina.l) Wazir ten otrzymaé mozna z latwoseia z ogélnego wzorn fw)= T
Woronoja, kladae w nim = (n) =1 1 wyznaczajac $(u) oraz 4, tak, izby
ox () bylo funkeys peryodyczng, o peryodzie réownym jednosei. Warunki oraz przyjaé:
te doprowadzajg nas do zatozenia 9(u) = 1; dla wyznaczenia zas$ spélezyn- _ _
nik6w 4; otrzymujemy wzbr zwrot-ny- a=—Ve, b=Va.
Al— 0: =123, Mamy:
(H—l + i RRaE (A— 1 + + =hade (%) e
%) 93+1 1 ot Vi
Mozna wykazal, iz wszystkie 4 sg rowne zern dla 1>-0, za$§ 4,—=—4%. f G 7::’ i == (’9k]f{j)tl/ ,
Zamiast spélezynnikéw 4, wprowadzane sy zwykle liczby Bernoulliego v - )
na mocy zwigzkow -
—1)} B W(Yz) = f@ (—Vz)=0, dlai=0,1,.. kI
Ao = —(——(—27)1)'—)‘ H 0=1, 2....) f»Vz)=f*( - Vz)=10 ) 1y ’
oraz
Funkeye or (), odpowiadajace wyzej poczynionym zalozeniom, bedzie~ B _ ok Yk
my oznaczali nadal przez r4(x) i wzér Sonina pisaé bedziemy w postaci: O (Vz) = (—1)F 2 Vak, [ (—Vz)=2FV 2k,
< iy skad na mocy wzorn (2), ktadac w nim m==k-1:
3 rim= { £ dut 3 1 [ ) F 2 @) — @) 1 @]
e [ b= 0 w<V 2k 92%-+1 | gk Yz — . —
] (z—/u) _ 2NV oy ‘[r.VZ——l)W (—VZ)]
(2)..n. . s‘ o (2R + 20V Ve (V) —( ¥
g -V
(1) [ s ()7 (1) A, >
« o ’ i -(3) (=1 v dzr-H(z—w?) du
") Somin:,O pe-nej ealee oznaezonej, zawierajacej funkeye liezbowa [#]% (po ro- + i f ’r‘k( u) g duf+?

syjsku). (Warsz. Wiandomogel Uniwersyteckie za rok 1883, Nr. 8).

(6) : (7)
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W caice dopelniajacej podstawimy u=Vz1 ¢, co da nam

' 1
g A+ (z—e? . — Ak (1 h)E
f 7y (1) _*;uh—ﬂ) du== Ve* frk (Vat) —tht.
VT el

Z okreslenia funkeyi peryodycznej rk(u)'\‘vynika, iz jest ona funkcys
ograniczong. Oznaczmy przez A(k) dokladng gérne granice wartosci bez-
wzglednych funkeyi ri(w); przez B(k) — najwigkszg wartosé bezwzgledny

dgr+1 ( 1_~t2)k

funkeyi ciaglej —gpE v przedziale (—1, 1); B(k) bedzie oczywiscie

liczby oznaczons, skoficzong przy skonezonem k.
W calce

P

1
[ ey LA g
—1

tunkeya podcatkowa nie przewyzsza bezwzglednie w granicach calkowania
liczby A(%) . B(k), niezaleznej od 2 i £, skonczonej przy skoficzonem %; sto-
sujae tWIerdzeme o wartosci §redniej, powiemy, iz sama calka, co do swej
wartoSel bezwzglednej, nie przewyzsza 24(%) B(k).

Oznaczajac

2A(7;)[2k+£%]=ﬂl(k),

ostatecznie ze wzorn (3) otrzymamy wzor:

aVa

¥t
R
u>-V:

9 Iy 47

T@HDT

+ E M(E).VaE, -(Ba)

gdzie [§|<C1, oraz M(k) jest funkeys jedynie liczhy catkowitej %, skon-
©z0ng przy skonczonem 7.

‘We wzorze (3a) winnismy zalozyé z=—a—»? i otrzymane w ten sposéb
wyrazenie stmowaé wzgledem » w granicach —Vz <7 v < Va. D]

) Opuéeili$my tu dla wygody wyraz, ktéry w razie calkowitego V:z' odpowiadalby

wartofel v==— V', co nam wolno, gdyZ wyraz ten jest zerem dla k>0 oraz jednobeia dla
k=0, a wiee na rezultac przybliZony nie wplywa.

i8)

icm
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Dwa skladniki prawe]j strony réwnosci (3e) dadza nam dwie rézne su-
my. Suma, odpowiadajgca drungiemu skladnikowi, jest

1
M) 3 EVE o

v>—| 2

.gdzie &, jako zalezne od », nie moze byé wyprowadzone przed znak sumy.
Zadawalajace sie przyblizonym rezultatem i biorge pod uwage, iz

El< 1y Va—®F LV

oraz iz liczba skladnikéw w sumie Wztrledem » jest nie wieksza, niz 2]/90 mo-
mozemy napisacé:

rSV‘
5‘ EVr—yi= 28V,
»>—Va

:gdzie | &|<< 1 przy wszelkiem 2 1 k.
Suma, odpowiadajaca pierwszemn skladnikowi prawej strony wzoru
{3a), ma postaé:
<V

Va—yp? 241
2t
2LE ¥ @D

> — Yz
Do obliczenia jej uzyjemy znéw wzoru (2), ktadae w nim

Rl
Vm—ut

f(u)=_(2k'—|—-1)! ja=—Vr; b=Vr; m=k-1.

Zwarywszy, iz

Va—ud * 1! © gkt
f @) = T G 1]
0 (V) = 0 (—VE) = 0 dla2==0,1,2,...F,

9
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otrzymamy:
y<\/m Vz- — 3 2h+1 k-t
QBT 23R (B
»> Vi
V.t
. (1 CAE (g—a? i3s3

T eI l 7 (4) "*’Wr—d’lb.

Yz

Przez podstawienie u = Va t, nadamy calce dopelniajgcej postaé:

1
— A (1——p2)
s /”(V p TR0 4.

-1

I~

Ziwazywszy dalej, iz

1
-yt |
[ E_——_‘Wl—wldt_om

—

(a atwo sie przekonaé, iz jest to liczba skonczona), przez zastosowanie

twierdzenia o wartodei §redniej, otrzymamy:

jm (Vat) w at=n. A (k). O(),

5(—1—1
—1
gdzie in| < 1.
Oznaczajgc
A(k). Gy _
@ — @),
ostatecznie otrzymamy:
sadd 24
Vo_—p®itt g _—
% (e A=y Ty v AR ORI

» > — V=
Dochodzimy wiec do réwnosei:

g k1

=5 — e K. Va,

10

. (4)
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gdzie
K(k) =2 Mik)+ 25 1 M, (R)
oraz [¥| << 1.

Oznaczajge, wedle przyjetego zwyczaju, przez Ofx!) funkeye, ktérej
stosunek do «f dla z, wiekszych od pewnej stalej granicy, pozostaje zawsze
bezwzglednie mniejszym od pewnej liczby stalej, mozemy jeszeze napisaé:

gt l -
()= '(/c——l——l)—l—— Ll + O('r‘z z), D)
co wyslawiamy w sposob nastepujacy:

Funkecya catkowita

skl nk
GOt T R
przedstawia funkcye liczbowsa ¢i(x) z bledem, ktdrego

k41
rzgd nie przewyzszarzedu funkeyiaz

Wobec takiej wlasnosei funkeyi liczbowej gx(x), najdogodniej bedzie
przyjaé we wzorze Woronoja

D S(u)=m, Adg=—1, zaf§d;=0 dlai>0.

‘W ten sposéb otrzymujemy wzor:

n<lh
S‘ T fm)== / f ) du
m—t = , «..(6)
+2 (—1)® [9). b)Y (b)) — ou(a) ' (a1 ‘l -+ (=" / om—1 () fO (w0) di ,
2=0 - «

(F=0,1, 2, ..)

A+1
przyczem bedzie gr(z) = Oz )

Jednym z najprostszych wnioskéw z otrzymanego wzoru jest nader
ciekawa réwno$é przyblizona

nd 5
Z () fin)En / f (u) du.

n>a

Rzad bledu tej przyblizonej réwnosci moze byé w kazdym danym przypadku
okreslony na podstawie wzoru (6) i podanej wyzej whasnosci fiinkeyi gu(z)

(i1
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‘W obliczaniu wartosel przyblizonej funkeyi liczebnej @i(z) przy
>0, mozna by bylo p6jsé tez inng drogs, wskazang przez Woro noja
na trzecim miedzynarodowyn zjezdzie matematykéw w Heidelbergu (w sier-
_pniu 1904 roku) ). . i

Nalezaloby wyjsé w tym celu z wzoru

n<h b )
) f () == /f(w) fot st (1) — ) f@
n>a “u

+a o) [ @) @nm e,

gdzie u (x) jest faneya cylindryczna, okreslona przez szereg nieskonezony

'stosujac znane rozklady funkeej cylindryeznych na szeregi asymptotyczne.?)
Moznaby w ten sposéb noowodnié, iz funkeya

qaktt
(1)t
przedstawia funkeye liczbows
Ny ( "
z—n,
Z ©(n) _-m—) (k> 0)
n=0

z bleder;l, ktorego rz‘@d. nie przewyzsza rzedu funkeyi a,% + 1?; rezultat wiee
byltby nieco dokladniejszy od otrzymanego przez nas, lubo dowodzenie nie
bytoby juz tak elementarne,

) Patrz: Verhandlungen des III Iuternationalen Mathematiker-Kongresses, Vorono'i

+3ur le dével(ippement, 4 l'aide des fonetions cylindriques, des sommes doubles & fipm24-
2qmut-rn?), olt pm24-2gmn-trn? est une forme positive 3 coefficients entiers,
%) Patrz tamZe. strona 245, wzér (8) (przy A= 1)

). Patrz: Stieltjes, Recherches sur
. 5 quelques séries semi-c ¢
e 'Ecole Normale, 18861 crvergentes (Annalos

(12
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Przy =0 na podstawie wzorn (5) otrsymamy:

<
E (1) = mx + 0 (Va),
n>0

do czego doszedt byt juz Dirichlet drogs geometryczng.
n<z

Chege obliczyé dokladniej sume E 7(n), nalezaloby nzy¢ innej meto-
7>
dy, rowniez przez Woronoja podanej.!) Okazaloby sie, iz blad réwnosei
przyblizonej
PR
Al
Z T(n)=ax

>0

. . a_.
jest rzedu nie wyzszego od rzedu funkeyi Ve.

W rozdziale niniejszym prowadziliSmy umysinie dosyé drobiazgowo
wszystkie rozwazania, odnoszgce sig do obliczenia rzedu funkeyj ox (x); da-
lej, 0 ile zajdzie potrzeba wyznaczenia rzedu jakiej fankeyi, w szezegly
wdawaé si¢ nie bedziemy.

ROZDZIAL IL

Wyprowadzonych w rozdziale poprzedzajgeym wzoréw na funkeye
ox(2) uzyjemy obecnie do obliczenia pomocniczych funkeyj sumacyjnych,
stuzgeych do przyblizonego obliczanis sumy wielokrotnej

(). 8= fon* + 224+,

dla obszaru wartosci catkowitych zmiennych a2, #, p 1 q, Wyznaczonego przez.
nieréwnosci - :

a<m?+ w24 pt gt h
Y Zob. mojq; prace: .0 pewnem zagerdnienin z rachunku fankey] asymptotyeznych®-

(Prace mat -fizyéz., t. XVII).

(13
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Sume wielokrotng S z Yatwosciy przeksztalcimy na podwéjng
@) s= E ()7 () [ (u-t),

gdzie obszar zmiennodei liczb catkowitych u i v jest wyznaczony przez nie-
réwnosel

a<<pu+vL0
lub tez na sume zwykty

nect
(3).... S=Num)f(m),

n>ua

Jjesli wprowadzimy funkeyg =, (n), wyrazajges liczbe rozkladéw liczby » na
sume kwadratow czterech liezb catkowitych. ‘

1 :
Kladac f(n) = G ) , ha mocy (3) i (2) znajdziemy z katwoseiy

ngw nla
Pralr) = '5‘ ( —2 7 () @i (2—p)
n>0 #>0

a poniewaz na mocy wzoru (5) rozdz. I z Yatwoseia wnioskujemy:

N o) B e RPN ==
il ;a)—~n—(,H’_‘T~—(’fk—f‘)—+0(xz),
n<z
DW= 0@,
>0

wiee otrzymamy:
48
Pra (2) = 7w Qi () — i (%) 4 O(z ™),

czyli, stosujge znowu wzbr o), I

mat? Qmahtt | gk
Prs (@) = (/c+))r GrDr T ten @,
przyczem rzd bledu or4(2) nie przewyzsza rzedu funkeyi a;kja k=0, 1
k] Rt Eat ks

(14)
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- A wiec w ogélnym wzorze Woronoja (1), I powinnismy dla na-

szej funkeyi z:(n) przyigé

¥ W) =mu—2a, Ai=1, A;=0, =1, 2,
Kladge w wyprowadzonym na @x4(x) wzorze k= 0, otrzymamy na

n<a

Pos () = 2 T3 (n)

w> 0
wartosé przyblizong

z bledem, ktorego rzad nie przewyzsza rzedun funkeyi z¥Vz. Otrzymany re-
zultat pozwoli nam obliczyé wartosé asymptotyczng wyrazenia

oD @2+ . (etm)

M

ktére, wedlug G-aussal), przedstawia wartos¢ Srednig funkeyi liczbhowej
74 (®) w miejseu #, jezeli przypuscimy, iz %, m oraz stosunek ;% sy liczby
bardzo wielkie. Mianowicie bedziemy mieli:

Mu(m)=Eain

i napisang réwno§é asymptotyczng nalezy rozommieé w ten sposdb, iz stosu-
nek obu jej stron dazy do jednosci.

Oznaczmy teraz przez o(n) sume wszystkich dzielnikéw liczby » (Wla—
czajge 1 in), zas przez o'(n) — sume wszystkich tych dzielnikow liczby =,
ktore nie s3 wielokrotnodciami czterech.

Bedziemy mieli:

pr<y <z nge nx

. z 1 x\? 1 x 2 x?
So=NrEr=g X (B3] +5 DEL =T + 061,
n>0 >0 >0 w0

z : z
<] < ar n<w <

<
2 (n)_‘S‘nE——z; 3 E——Z o(m)— 42 n)_ —{-O(xlgx),
2>0 n>0 7>0 >0 2>0

*) Disquisitiones Arithm, art. 301 303.

15
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skad znaj dziemy wyrazenie asymptotyczne na warto$é srednia funkeyi o'(n):
, 1
Mo (n):l:F nin.

Zestawiajge otrzymany rezultat z wyrazeniem na Mz, (n), wyiej wy-
prowadzonem, dochodzimy do rownosci asymptotycznej

Mry(n) = M8d (n),

ktérg tak mozemy wyslowié: ,Liczba rozkladéw liczby calkowitej na sume
czterech kwadratéw réwna sie Srednio o$miokrotnej sumie tych jej dziel-
nikow, kiore nie s podzielue przez cztery. Zaznaczyé wypada, iZz w samej
rzeczy funkeye 7;(n) i 8.46'(%) 14 sobie rowne nietylko $rednio, ale doktad-
nie, dla wszelkiej wartosei na n, co moznaby wyprowadzi¢ jako wniosek
z pewnej tozsamosci, otrzymanej przez Jacobie'go zteoryi funkeyj elip-
tyeznyeh.t) )

Podobniez moznaby bada¢ funkcye liczbowsg = (n), przedstawiajacg
liczbe rozkladoéw liczby # na sume kwadratéw osmiu liczb calkowitych.
Znalezliby$my réwnosé asymptotyczng

nlzr 700 “n<loo n<Loo

N, ) =16 713E’-m—-—-3'72 B 956 w2
prad s (7) 2 n - 2«;2_1_A d dn’
n>u #>>0 n>0 . >0

.

ktorg tak wyslowi¢ mozna:

.Srednio wartosé funkeyi =, () réwna sie pomnozonej przez 16 réznicy
bezwzglednej pomiedzy sumg szeScianéw wszystkich nieparzystych a sumg
szeseiandw wszystkich dzielnikow liczby n“. I tu takze zaznaczyé wypada,
iz twierdzenie to jest prawdziwe nietylko érednio, ale i.dokfadnie, co zosta-

1o dowiedzione (w przypadkn nieparzystego ) juz przez Eisensteina.-

ROZDZIA, TII.

‘Wyprowadzimy teraz pewien nowy wzér ogélny na przeksztalcenie sumy
nh

S:Zz(n)f(‘n),

n>u

1) Dowdéd arytmetyczny odnofnego twierdzenia w Journ. f. reine u. ang. Math. }9
1.167. Zob. tez Lejeune-Darichlet, Werke?2, p.20L (Surl’équation tﬁ-{—uﬂ—l—v‘l~|-w‘l'=4m)lr

08)

icm
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opierajae sig na twierdzenin Jacobieg 0, wedlug ktérego liczba rozkla-
déw jakiejkolwiek liczby calkowitej dodatniej na sume kwadratéw dwoéeh
liczb calkowitych réwna sig czterokrotnemu nadmiarowi liczby tych jej
dzielnikow, ktére maja forme 441, nad liczbg jej dzielnikéw formy 4i4-3.1)

J ezeh.po'jmowaé bedziemy przez j (k) liczbe (—1) 2 w razie nieparzystego:,
oraz lezbe 0 w razie parzystego lub nie calkowitego %, to twierdzenie Ja-
cobiego bedziemy mogli wyrazié w postaci:

8

T{n)=4 ZJ (%) ) (1)

=

skad na sume S znajdziemy wzor

o ' .| %
§=4 335 (%)),
gdzie obszar zmiennych calkowitych 21 u jest wyznaczonym przez nierdw-
nofciz
alnb, u>0.

Zwazywszy,iz j (L;) Jest résne od zera jedynie w przypadku, kiedy
b

. wﬂg
L; jest liczba calko»vif{éw"nieparzyst@ 2v—{—1?oraz ze W tym razie j(2v-}-1)

=(—1), i przechodzac nast¢pnie od zmiennej sumowania % do zmiennej »,
znajdziemy: )

5=43 (1 f([2v+1]1p),

gdzie obszar sumowania wzgledem zmiennych catkowitych w1 » jest wyzna-
czony przez nieréwnosci

a2yt ludh, u>0,
ktore, na mocy warunkéw b > a >0, mogs byé zastgpione przez nieréwnosci

a

5
51 “ASgHT-

1} Crelle’s Journal Bd, 12, p 167.

Prace mat.-fizycz., t. XVII. 2
oan-
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Uskuteczniajge sumowanie wzgledem g, znajdziemy:

b
g 2——,+ 1

S=4 3 (—1r D f([2r+11p)
v F>E%—'l

Aby suma wewnetrzna (wzgledem p) byla rézna od zera, » powinno

byé koniecznie 2> 0 oraz < ZJ%}, a wiee, oznaczajge przez 4 liczbe dowol-
b—1
2 H
b
<A <£W‘
_42(_1)7 S‘ ([2v+11p) 6>ez0 ..(2)
¥>0 >

Jest to wzor na przeksztalcenie sumy S, o ktéry nam chodzilo.
KlYadae, w przypadku szezegolnym, f (n) =1, a =0, b=1=, otrzymamy
na sume
n<z
Drm=gp)
#>0
wzlr

1 a z x
Tr@=Ey-Eg+Ex—

TLecz @, () mozna uwazaé jako liczbe wszystkich mozliwych ukladéw liczb
catkowitych m, n, spelniajgcych nieréwnosei

o<m+n*
{patrz Wstep wzér (1)), skad znéw z latwosciy otrzymamy:

% @ (@) =EVz + EVa—1' 4+ EVo—3i}....

Poréwnywajge ze sobg oba otrzymane wzory, dostaniemy nastgpujges nader
ciekawg tozsamosé Liiouville’a: 1)

EVa+EVo—1 + BVe—P ... = E%»E%—[—L’%—

) Liouwville. Journ. des Math. 1860 p. 288 (bez dowodn).

(18)

0 SUMOWANIU SZEREGU i t. d 19

Zal6zmy obecnie we wzorze ogélnym (2):
1
a=07 b:xy f(n):;

i wyprowadzmy 2»-}-1 w mianowniku przed znak sumy wewnetrznej; otrzy-
mamy:

“gz ved “<5h

z(m) N (=1 1
2 = o S . . (3)
>0 170 >

Stosujge do snmy

wzbr (2) rozdzialu I-go (przy m—=1), otrzymamy:

24

S‘l __I_l_J d”+ 9’0(3) "o(l) _{_I "0(“) ,

0

lub, oznaczajae
1—- i%ﬂJrj'fﬂgldu: c
1

i wprowadzajac w calce

nowg zmienne ¢ z réwnania u=te:

p<e Rt

1 1 Frot
St 0_}_."_"2&_;../1"-52—2—)11),‘. ()
>0 1

a9 °
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i o, ‘ :
Kladage w otrzymanym} Wzorzg z.~2———————y T i biorge pod uwage wzér

(3), dostaniemy:

ngew 1y o‘ o
> b *) gzt O)Z 5 +1 —4 2 « D%y-ffill
>0 20 220
(©)-.- ved ved o
L4 2 (—1)# (_x_)_i 2(“1)”[7 (_E._)ﬂ
Tz - 2yl x = 4 O\2p--1) 12

Ostatnig z sum, stojgeych po prawej stronie, przedstawimy w postaci

Tat o
7 2 (2v+1)

1 >0

Sumeg, stojgeg pod znakiem calki, rozlozymy na dwie:

’<§ vgd
> = (2:-?-1) =Y -1 (& +1)
7}1\; B y>};_:

Pierwsza suma co do wartosei bezwzgledne] oczywiSeie nie przenosi
ezby % -+, gty liezba, skladnikow e jest wigksza, niz sztf 41, 7a¢
wartosé bezwzgledna kazdego z nich nie przeWstza,TZ- .
Przejdzmy do drugiej sumy.

Niech F oznacza najwigksza, za$ k,—najmniejsza z liczb calkowi-
tych &, spelniajgeych warunki

tx tx
——— > k > TR
Vie-1 VR
liczba m wszystkich takich wartoSei catkowitych na % nie moze oczymﬁcle

byé wieksza, niz Vix, jakkolwiek wielky liczba byloby 4.
Niech liczby #: beds wyznaczone z réwnan

TmiT —h=h—it 1

(20).«

O SUMOWANIU SZEREGU i t. d.

Na moey warunkéw dla %, liczby #; beds spelnialy warunki

.

%<n,~<‘d

oraz beda wzrastaly przy wazrastaniu wskaznika 7.

Sume
r<A
1), ( )
1 5 T
V{t
. mozemy przeto rozlozy¢ na szereg sum
»<d <y y<rty <t r<d

> = +Z+....+2+....+2.

> __lr’zz'z ,>Z';E >y v>ny YO Ry
Rozwazmy sume
<M
2
iy ().
20 (g
rong

Oznaczajgc przez 44 liczbg, wyznaczony z réwnaiia

i_._ki__l
Mgy 1 27

i zwazywszy, iz na mocy warunkéw

1§47

2n 41 =

tx
k; oraz m = Z’i-l-l —L( —1
bedzie -
<My < Nit1,
mozemy rozpatrywana sume rozbié na dwie:

y<mipd r<Nity

X 0 ]+ D ().

¥>u IR

21
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i rsze] . | vd
Dla pierwszej sumy: o | ‘S‘ - ( . )][ 5, . 3
<< < My, . [ ; 2v-+1 , 4 2 ?
skad
1 Jjakkolwiek wielkie bytoby A.
k> 5 _|_1 Zhi—5, ZakYadajge = > 1, bedziemy mogli napisaé:
edzie &, jest liczbg calkowity. o t,’@ ; 4 5 5
Poniewaz il T 1);,,() +l)l(\< Vir [?( Vi +7),
1 *2 0
ro(w)=Fu —u-+ %— czyli
; L I.Vx,
4
zob. wzér (2a) Rozdz. I), wiee dla pierwszej sumy wszystkie » (—)sq, <0, .
( (2a) h Wie P . Y ’ 2?’“[“1 \. gdzie I oznacza pewna liczbe staly.
a wartogé ich bezwzgledna przy wzrastaniu » maleje. Wnosimy st@d', iz Mamy wiec:
modul pierwszej sumy nie przewyzsza modutu pierwszego jej skladnika, o s
wiee jest < —é Rozumujge analogicznie co do drugiej sumy, dla ktérej " —i—j —(g ZU (—1yr, (2:;;_-1) =I‘/§?—c'1
. i < ns A . s s
wszystkie 7, (m) 53 >~ 0 1 wzrastajs razem z », znajdziemy réwniez, gdzie
i% modut jej jest < - g <1
Mamy zatem: Nastepnie nier6wnos$é (7) przy =1 da nam:
(—Urn (5] 1< e [ ) g (B v B
,>2n O\ TS Z(_w1)r02y—ﬂ_n.(4l¢+2 , fnl<t
4 ‘ >0
Na mocy tozsamosei (6), ktéra w prawej stronie zawiera nie wiecej, a wiee wzor (5) mozemy teraz napisaé w postaci
uiz Vw1 sktadnikéw, napiszemy wiee:
<o »<A4
‘C(}Z) . - ¥ (—-1)”
" " _ _ ET*WWJF@EQW
I B U  #or . n>0 Y
X i () | < Vi ()
Vtz- 4
T < ler 1)
s — 1 X1yl 20
g~ >0
a biorge pod uwage to, coSmy rzekli wyzej o sumie Z, ostatecznie wno- .
>0 gdzie |#] <1 oraz R oznacza pewns skoncezong liczbe stalg.
simy: ) Przejdzimny teraz do granicy przy 4= co.

©@2) 93)
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Sumy
SIE Ig @2r+1)
—U e S 1y 1881
221'—{—1 oraz 2 (=1 =500y
¥ 0 S v

przy nieograniczonem wzrastaniu 4 oczywiScie dazg do pewnych oznaczo-
nych granic (jako szeregi o sktadnikach malejgeych, kolejno dodatnich i od-
jemnyeh); pierwsza z wymienionych sum dgzy do granicy .%‘,,7 granice dru-
glej nazwijmy przez H A. wige, kladac we wzorze (8) 4= co, otrzymamy:

ngx

Eﬂl:n(lgm—f—()}—zi][—}-ﬁ"'_li, 1% <1,
1) : Ve
#>0
Wzér ten mozemy jeszcze napisaé w postaci:
< 9.8
S e —n0—amt ok
= % Va

skad, przechodzac do granicy przy # = oo, otrzymamy:

(9)....

—nlgw)=n0-4ﬂ’.

OBLICZANIE STARES K.

Na podstawie wyprowadzonego przed chwilg wzoru obliczanie statej K
-Sprowadzié sig daje do obliczenia dwu statych: Ci H
Dla pierwszej z nich na mocy wzoru (4) z Yatwoscig otrzymamy

e
Cz;li_m (2-’1’7 — lgz §;
=00 ">0

Jest towiec stala Bulera = 0,577215664902.
‘W celu obliczenia statej

—Jlgl 1g3  lgb5
I=T—5+5

(24)
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wyjdziemy ze wzoru

u<h

> (= feat1)

n>a
Sl s o
. |

-+ (—-1-)"‘. /T[ Py (1) — Ty 1 (u + %)] fo (4u—+-1) du,

ktory z latwoscig otrzymaé mozna ze wzoru (2) rozdazialu I, stosujge ten
ostatni zosobna do kazdej z sum

v{—g- v<%1
D fdr+1), oraz 2 f(4v 1)
y>% v>%—l

‘Wzér (10) przybierze postaé prostsza, jezeli przejdziemy do granicy
przy b=oo, zakladajac, iz

lim f® (2) =0 dla 2=0,1, 2,... m— 1.

#=o00

Zalézmy, iz m jest liczbg parzysts =2p. Mozna sig przekonaé, iz
réznica funkeyj peryodyecznych

1
Tap—1 (1) ~— Tpps (“ -+ E)

dosigga przy % =0 najwiekszej swej wartosci bezwzglednej, réwnej

2 —1 B,
P @)l

gdzie B, jest liczbg Bernoulliego.

(25)
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Jezeli wiee dla »>2a -1 funkeya fi® (1) zachowuje znak staty, moz-
na bedzie zalozy¢:

=)

.ABF

©

a2 ) 1 2p 92 9 v
—4)'1’/ [1’21,_1 () —#gp— (u-—}—fg)] Fa(dy+1) du=5.2%-1,(22—1) el =1 (20--1),

gdzie
9] << 1.

Przypuéémy dalej, iz a jest liczbg calkowita parzysts. Mozna wykazaé, iz

1 1
7o(0) — 7, (g) =7
tudziez
1 2% —1 By
Pap—1 (0) — 724 (?) =(D* ot - (2~/—-2)! )
oraz

\

1ok (0) — 7oy (é—) =0, dlak>0.
A wiece, jezeli
lim fO@)=0 dla 1=0,1,2,..2p —1,
jezeli nadto funkeya 7 (v) dla u>2a+-1 zachowuje znak staly, za§a

oznacza liczbg parzysta, to mamy wzbr:

oo

S @t == F@a 1)
w>a .
ol B
4 ), (12 (g% — 1), (2,& 0 24 41) (1)

k=1

.ot (22 1), (“_%)'i fer=n (9 11,
gdzie
9] <1.

(26)
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Zauwazymy, iz prawa strona wzoru (11) przedstawiaé bgdzie naj--
czedeiej szereg rozbiezny o wyrazach kolejno dodatnich i odjemnych; wyraz
dopetniajgey jest tu bezwzglednie mniejszy od ostatniego wyrazu sumy
wzgledem %: bedziemy tu zatem mieli typowy szereg asymptotyczny pierw-
szego gatunku, W celu znajdywania przyblizonyeh wartoscl funkey, przed-
stawionych przez takie szeregi, mozna je bez skrupulu obliczaé tak daleko,
dopdki zdajg sie zbiegal. ')

W obchodzgeym nas przypadku winnismy zalozyé

a wiec bedziemy mieli

(—1)E K

kL

& (1) =

zatem lim 7 (u) bedzie zerem przy wszelkiem skonczonem k.

Oo za$ do statosei znaku funkeyj 72 (), to skoro juz obierzemy so-
bie liczbe p, warunek ten bedzie spelniony dla dostatecznie wielkich war-
tosci w. Wszystkie zatem warunki, wymagane dla wzoru (11), mogg by¢é przy
stosownym doborze liczby a spelnione.

Dla obliczenia statej H nalezy obraé liczby pia stosownie do zadanej
dokladnosei, kierujge sig wygoda przy obliczaniu, przyczem nalezy mie¢ na
wzgledzie, iz sume

(—1r g (2n1)

2 2n—+1

»=1

trzeba bedzie wyliczyé bezposrednio.
Na stala H otrzymujemy wartosé:

H =-—0,192901316797,
ze wzorn zas (9) obliczymy:
K == 2,5849817596.
1) O szeregach asymptotyeznyeh zob. obszerniej u Borela: Legons sur les séries
divergentes. Paris 1901, Rozdziat I.

@7
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Mozna tez z latwodeig otrzymadé na staly K wzory w postaci calki
oznaczonej. Zauwazmy w tym celu, iz liczbe —H uwazaé mozna jako war-
t0§6 przy s=1 pochodnej wzgledem s szeregu nieskoficzonego

1,1
P

1
| ¢

oo

ktory, uzywajgc znanego wzoru
co

—_— [e—mz a1 de

o

I'(s)

nt

mozemy przedstawié jako

1 7 e 2 dx
T® ) TFe
1]

skad znajdziemy:

o
= etlgx
—H=Z 0+‘j T s
staty za§ 0= — I' (1) mozemy wyrazié przez ktory ze znanych wzorow

catkowych,

ROZDZIAZY 1IV.

W rozdziale niniejszym zajmowaé sig bedziemy funkcyg F(s), okres-
long przez szereg nieskofczony:

» B> 1

7

@).... F(s)= 2 r(;:)

Kladge we wzorze (2) rozdzialu poprzedzajacego

: 1
f(%):;;-; a:(), b:oo,

(28)
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z Yatwoseis otrzymamy:

@) Fe) =410 3 @% ,

oznaczajge przez [ (s) znang funkcye Riemanna
1 1
Z(s):_liJl_ a)s"]["—g}"i_' .
Dla ¢ > 0 mamy rozwinigeia wedlug wzrastajacych poteg wielkosei o::

tito=740+....

—UE’—’———— ‘{"]-)IE'—'I——_EQ—I—”‘.’
skad

F(l+g)=—;i+(n0—4m+.4..,

a wiee:
. 4
lin [ £(1+o) — 7| =X,
o=0 [4
gdzie K oznacza znana nam z rozdzialu poprzedzajacego granice
5 =)
. o7 (#
K:iﬂ[z‘ " —xnlge ]
_n>0 ’

Moznaby tez znalezé ogéluiejsza wlasnosé spélezynnikow rozwinigcia
' . kK | K
Fto="+E+Fet5e+

mianowicie:

nE .
Ig? Igh+! »

#>0

(29)
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W tym celu zwazmy, iz odpowiednie zastosowanie wzoru (6) rozdzia-
Iu 1, daje

-7 T o
F(i+e) = s +z - (1—!—@)‘ e
1
gkad dla 7' >0

= e

Ky = (—1) / 9—"1(;70)- [lg" w— R lgh—? u] du
1

i poréwnajmy otrzymane wyrazenie z granics, do ktérej dgzy przy nieogra-

niczonem wzrastaniu « catka dopelniajgca we wzorze

#<o I3
1oty lohh oty g
>0 1 '

gdzie pierwszy wyraz prawej strony, na mocy wlasnosei funkeyi g, (%)
(Rozdz. I), przy === co zmierza do zera. '
Wezér (1) okresla funkeye F (s) tylko dla wartoscei zmiennej s, dla kté-
rych czg§¢ rzeczywista R (s) jest wigksza od jednosei. Postaramy sie
obecnie nogélnié funkeye F(s) na caly plaszezyzne zmiennej zespolone;.
W tym celu wystarcza wyjsé ze wzoru

P () =41() £ (), (%)
odzie
TN ()
f{s) ~§ @ntly

(patrz wzér 2) iuzyé znanych uogélnien dla funkeyj ¢(s) i f (s}, podanych
przez Riemanna,.?)

) W ten sposéb moi?aby z Yatwosciy okazaé, iz funkeya F' (5) posiada
.jeden tylko punkt osobliwy s =1, biegun rzedu pierwszego, kitérego po-
zostato$t réwna sie liezbie . ’

Funkeya F(s) posiada nastepuj 34 wlasnosé charakterystyczng: iloczyn

I'(s) Fis)
n!

——

1) Zob. o tem up.u Bachmanna: Analyt. Zahlentheorie. 1804, str, 340.

(30
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nie zmienia swej wartosci przy zamianie s na 1—s.
Aby to ndowodnié, oprzemy sie na wlasnosei funkeyi £ (s):

2

L B
G cos —; D E(9),Y
podanej przez Riem ann a, oraz analogicznej wiasno§ei funkeyi f(s):

2

f(l—s)= (—) sin 2. T(F(9),

T
znalezionej przez Schloemilcha.
Mnozgc przez siebie odpowiedniemi stronami obie napisane réwnosci

i zwracajgc uwage na tozsamosé (2a), otrzymamy:
Fl—s)= sin sn.gﬁ) LI (s) F(s),
a poniewaz, na moey znanej wlasnosci funkeyi I jest:
. b1
sin sw. I'(8) = i)

przeto mozemy jeszceze napisaé:

I(1—s) F(1—s) _ I'(s) F(s)
=22

l=s

0 co wlagnie chodzilo.

Rozwiasmy teraz nastepujace cickawe zagadnienie: zbudujmy funkeye
calkowity G (r), ktéraby dia wszystkich calkowitych dodatnich wartosci n
spelnita warunek

G(n)=1x(n).

Taks funkeys, jak Iatwo sig o tem przekonaé, bedzie np. funkeya

in 27 < @ (n
G(x)=s1nﬂ-mz z(n)

gt—pd
=1

1) Tamze, str. 339, wzoér 62.

(G2 Y)
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Moznaby wykazaé, i% jest to funkcya catkowita, parzysta

G ()= i Ag

n=1

ktérej spotezynniki wyrazajs sie przy pomocy funkeyi F(s):

n—1
% Q2ut1 gin .
Ay= D (1) (zpﬁﬁ“ F@n—2u). 1)
=0 '

ROZDZIAL V.

Zbadamy obecnie, jak rozlozong jest funkeya v(n) po rozmaitych po-
stepach arytmetycznych.

Rozwaimy w tym celu sume
<y
2 T(mn -+ a),

w290

gdzie m i a sg liczby calkowite dodatnie.

Obliczenie takiej sumy oczywidcie jest réwnowazne wyznaczenin
wszystkich ukladéw liczb catkowitych £ i 7, ¢zynigeych jednoczesnie zadogé
kongruencyi

&+ n*=a(mod.m),
oraz nieréwnosei

e+ Kmzta

N Wszystkie takie uklady mozemy podzielié na grupy, zaliczajge do jed-
nej i tej samej grupy dwa uklady (£, ) i (¢, 79, dla ktérych

§=¢ oraz n=y (mod. m),

Y} Poréwnaj: Wigert. Recherches sur la représentation analytique de la fone-

q
3 0 . o

tion X [';] - Premiére note, str. 165 (Arkiv fir Matematik, Astronomi och Fysik, Band1,
Stockholm 1903—04).

(32)
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za$ do grup roznych, jezeli przynajmniej jedna z napisanych kongruency;
nie jest spelniona. :
Niech I bedzie liczbg takich grup. Wszystkie rozwigzania kongruencyi
& 4+ n=a (mod. m),
nalezgce do i—tej grupy, beds zawarte we wzorach:
=& + mi H
n=1n + mu,

gdzie (&, n;) przedstawia jakie§ oznaczone rozwigzanie tej grupy.
Jezeli cheemy otrzymywaé jedynie uklady, spelniajace nieréwno§ei

a8+ L mr4a,
to liczby ‘t i mogg przybieraé tylko takie wartosci calkowite, izby
o< (&+ 1nt2ﬁ + (i + mu)® < mx - a.
Liczbe wszystkich ukladbw (¢, ‘Ll‘;), spelniajacych napisane nieréwnosei,
znajdziemy z Yatwoscig, obliczajge najprzéd np. ile réznych wartosei moze

przyjmowaé u przy damej wartoSei na f, a nastepnie sumujac otrzymane
w ten sposdb wyrazenie wzgledem 4. W ten sposéb znajdziemy na liczbe

uktadéw (&, ), tworzgeych i—tg grupe, wa.rtoéé%x, prawdziwg do rze-

du wielkosei Vz, skad:

n<r
E 7 (mn 4 a) = % iz 0 (Vz).

1>0
Ze wzorn tego wyplywa, iz wyrazenie

(@) +z(a+m)t+r(at2m)+....+z(afnmm)

n

dazy przy wzrastaniu # do granicy oznaczonej

nl
m

Prace mat.-fizycz., t. XVIIL (33)
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ktora przedstawia wartosé sreduig: funkeyi z(n) w postepie -arytmetycz-
njm mk -+ . Liczba grup I jest funkeys liczbowsy zmiennych m i a; ; tablice
wartodel tej funkeyi dla m <10 podajemy na koficu pracy. Nie byloby
t6 rzecza trudng podaé ogélny sposob obliczania funkeyi 7, gdy zmienne jej
rozlozone s3 na czynniki pierwsze, nie bedziemy sie jednak blizej zatrzy-
mywali i przejdziemy do badania wartodci Sredniej fuukcyi 7(n) dla liczb
kwadratowych.

Oznaczmy przez & (n) liczbe rozkladow 7% & SUme kwadmtuw dwach
liczb wzglednie pierwszych. Poml@dzy funkeyami liczbowemi = (n) oraz &(n)
zachodzi zaleznosé

oo

.r(_n).:.z&(%); . | ()

k=1

gdzie przez @ (z) nalezy pojmowaé liczbe zero, w przypadku, kiedy z nie
nje jest liczbg calkowity. Tozsamo§é (1) moze byé odwrécona, b. . mozna
rowniez wyrazi¢ funkeye & przez r wzorem

m(n)=zﬂ():j;(;—§), h (2)
k=1 . . : L

gdzie u (%) oznacza zZnang funkcyg M ertensa. D) : :

. Przy pomocy tozsamosci (2), oraz twierdzenia Jacobi’ ego (rozdz III)
udowodni¢ mozna, nastqpu,] 303 Wlasnosc funkeyi @ (n) dla llczb kWadrato-
wych: : :

&(n?) = 0, kiedy # jest liczbg parzysts, l ' :
oraz ' wu(3)
& (n?) ==®&(n) przy » nieparzystem. I

Na mocey wzoru (1) oraz WIasnosm (3) z Yatwoscig wyprowadzié mozna
tozsamoseé:

ngz . oc
- .’Z. ’f‘(ﬂgj‘:“ 3 .
n2>0 k'—':O 2k+1

) O funkeyi Mertensa zob. op. u. Bachmanna Analyt. Zahlenth. w rozdziale
12-ym. s

(34
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z Kktorej znéw, przy pomocy wzoru (2), otrzymaé mozemy wzdr -

2T
Z (0% =
>0 m

p (m) 2 () B— | ey

z’n

gdzie sumowanie po stronie prawej wzgledem 2 in rozeisga sie na wszyst-
kie dodatnie liczby nieparzyste. ‘
Zajmijmy sig przedewszystkiem obliczeniem sumy

Z 7(2n41) F9n+1
n=0
Na. mocy wlasnosci
7 (2n) =1 (n),
mozZemy napisac:
Zx(zqz+1) E2 ) }_‘_; z(n) E— = X E w(5)
= W= =1

tak iz cale zagadnienie sprowadza sie do obliczenia sumy

S EZ,

#=1

lub, .co na jedno wyniesie, sumy podwdjnej

z
E_—=
2 mi4nd

m o

rozciagnigtej na wszystkie rézne uklady wartoei calkowitych na min,
wylaczajae m =n==0.

Ostatnia suma, jak to Tatwo mozna widzieé, przedstawia liczbe wszyst-
kich mozliwych ukladéw wartoscl calkowitych zmiennych 7, m, n, spetniaja-

¢ych nieréwnosci
(3)... 0<<I(m?4-n*) e, przyz>0.

(35)
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Obszar wartodel calkowitych zmiennyeh 7, m, 7, ‘WYZDACZONY przez Zestawiajge teraz razem wszystko, co$my rzekli o obszarach (891",
nieréwnosci (&), rozbié mozemy na dwa obszary, okreslajge je odpowiednio mozemy ostatecznie napisaé tozsamosé: :
przez nieréwnogdei:
. 3 3
- ‘ : 5 - AT nVE
(b,)-- O<l(47’&2+%2)<2', Z<V‘Zy , Z z . £ 3—‘; F— 2
| S BI=S,, (ﬂ)-]— Sem L —g, (V)EVE ..ty
oraz =1 20 >0
5. [ . P
(5")... 0l +n) Le, I>Va Zajmiemy sig teraz przyblizonem obliczaniem przy wielkich wartcs-
ciach na # kazdej z sum, stojgcych po prawej stronie.
Liczbe uidadéw (7, m, n), nalezgeych do obszarn (8"), przedstawié mo- Sume
Zemy w postaci ) N
3 n VT
Ve (A
z 2 o (77»)
E Po (—), . >0 .
>0
obliczymy, postugujac sig znalezionym w rozdziale pierwszym wzorem
gilzie, jak 1w rozdziale I, oznaczamy :
$o (@) =nx—+ 0 (Vx)1
LR .
@ (2) = Z T (n). 0raz wzorem na przyblizong wartosé simy
L >0 : .
3
. . . . Vs
Co sig zad tyczy liczby uktadow (2, m, n), tworzgcyeh obszar (S"), to, 1 1 0 1
zwaZywszy, iz przy danych m i », na moey nieréwnogei (8"), zmienna I moze E =73 logz+C+ (T_
przyjmowaé >0 Ve
3
B ——““*'mgj_ng —EVe (poréwn. wzér (4) Rozdz. IIT). W ten sposéb znajdziemy:
P . 3—’ 2 3-
réznych wartosei, jezeli tylko m? +n? (Vz) , znajdziemy, iz liczba ta jest. & fe\ @ g
réwna sumie 2 @, (;) =g logz+alz+0 (J/s“’)-".
>0
(E z 'E"ﬁz‘) O<m? 4t Vit
— EVz|,.... M2 - g
2 mi—tn ! <) Przejdzmy do sumy
", n
3__
lub, o na jedno wynosi: ‘ . ; nVF .
. : Z T(n) B P
5 3\ 3_ ‘ : .
21 () E% %o (sz) EVe. Odrzucajge symbol E i biorac pod nwage rzad sumy Xz(n), czyh

#>0 . ) . funkeyi @,, znajdziemy

‘(38) k Ith)


GUEST


38 © W. SIERPINSKL

nglﬁ? " <]/ ey ,
21(7;)E~Z—= - M 4 o (V).
a>0 n>0

Lecz (Rozdz. ITI):

ngVa?‘ 5
3 =g k0.
>0 VZ
a wiec:
3
nVE
21 (u)E%:-S—nzlogz—«l- Kz+0 (Vz2)

n>0

W kofcu z latwoscia znajdziemy:

3 a_ 3_°
@, (Vﬁ”) EVe=mnz+ 0 (Vz”) ,

tak iz ostatecznie:

e .

2z 3

2 7 (1) E%—:nzlogz—}—(n C4+E-1)z-+0 (Vi?)

2>0
i na moey wzoru :(5):

o

Dt Bt ] = Iog #+(x O Kt log 2_1) 5+0 (Va)

n=0

W otrzymanem wyrazeniu winnismy zatozyé z = ii wzigl pod uwa-

g¢ wzor (4). "We wzorze tym sumowanie wzgledem m mozemy rozciggnatb
tylko na wartosei dodatnie meparzyste Hezbym, niewigksze od Ve
m> ¥z znika suma Wewnetrma

Dla sumy

, gdyz dla

,u

(m nieparzyste « Vz)

(38)
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znajdujemy warto§é przyblizong
8 1
) = )
=9 (7)
za§ dla sumy

Z p(m) logm (m) locr m (m nieparzyste < V),

wartosé
8 log2 log:a
S —-,F-{—o( )
gdzie )
‘ log n .
F= 2 =(,9375482543.

W ten sposéb, na mocy wzoru (4), ostatecznie znajdziemy:

ngx

@)... S‘r(n)_AmlongBsc—{—O(Vz’),
T S o
gdzie
PO log2 1
A_'?’ B , ( +——ﬁF+"# ﬂ)'

‘Wzir (7) pozwala nam obliczyé wartos’é asymptotyczng wyrazenia

meuv+ﬂm+m>+ +zwﬂHW)

m

ktéra przedstawia (wedle Gran gsa) wartosc §rednig funkcy1 liczbowej
9 (n) =1 (»?) w miejscu n, jezeli pI‘Z) puscimy, iz liczby = im rosng nieogra-

. . V
niczenie, tak, izby stosunki —?-; oraz - zmlerzaly.do zera.

Po wykonaniu Yatwych rachunkow (por()wﬁaj Baehmann Zahl II,
strona 414), otrzymamy:

Mz (n? )_—logn——l-(A+B)

(39)
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Dla funkeyi &(») na mocy wzorn (2) znalezlibysmy:

rLe n <VE" .

N ‘ E;
S o= Snon (2],
2>0 n>u

skad, przy pomocy wzoru

nVa
a6 1y,
25 =mof)s

wyprowadziliby§my z Yatwoscia:

ngr )
®)... Sam=221 00189,
’ n>0
skad
Mom—L
@ (n) = g

Dla fankeyi & (n?) przy pomocy wilasnogci (3) oraz wazoru (2) mozna
znalesé wzér analogiczny ze wzorem (4) dla funkeyi v (%), a mianowicie:

nw .
200="3 uim Y e,
>0 m " ,

gdzie sumowanie wzgledem # rozcigga sie na wszystkie liczby dodatnie
nieparzyste < ;’;—2, sumowanie za$ wzgledem m--na wszystkie liczby do-
datnie nieparzyste, nie przewyzszaj ace Vz.

Na podstawie tego wzeru moznaby otrzymad

negn e
2 @ (n?) = 7;—}— 0 (Va log @),
n>0
skad
Ma =2

4

icm
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Zestawiajgc ze sobg wartosei Srednie funkeyj z(n), 7(n2), & (n), & (#2),
przychodzimy do nastepujgcego ciekawego wniosku:

»Srednia liczba rozktadéw liczb szeregu naturalnego na sume kwad-
ratéw dwu liczb calkowitych jest wielkoscia stala, gdy tymczasem $red-
nio liczba takich rozkladéw dia liczb kwadratowych wzrasta wraz z roz-
kladang liczbg w stosunku prostym do jej logarytmu. Co sig za$ tyczy
liezby rozkladéw ma sume kwadratéw dwoeh Liczb wzglednie pierwszych,
to, zaréwno dla liczb szeregu naturalnego, jak i dla kwadratow zupelnych,
Jest ona Srednio stalg®.

Wyprowadzimy jeszeze wzory na wartosci srednie fonkeyi = dla kwad-
ratéw liezb postaci 4n+1 oraz 4n-+3. ‘Wzory, ktbre praytem otrzymamy,
przydadza nam sie w rozdziale nastepnym.

Na mocy wzoru (1) i wlasnosei (3) mozemy napisad

w([n 1= FafH),
k=1
skad
“<z4—_1 ﬂ<z_;w .
Setant1= Zw(@’ﬁ).
w0 w20 k=1

Aby liczba & (4—’%——_}-1}‘1)371& rézng od zera, iforaz 4’1;_1 powinien byé

liczby catkowity postaci 4m--1, skad wuosimy, iz taks samg postaé musi
mie¢ liczba k. Kladge k=41- 1, mozemy napisaé:

dnd-1=41+1)ydm+ 1),

i warunki

lub
E>0, 0<dn+41g=,

" przybiora postac:

4{41>0. 4m+1>0, @4+ D)HEn+D) <Lz, .(8)

(41) -
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~ Mamy zatem:

-1
nL—

. 3 ‘
S el = FaEm1),
> . Lm
gdzie suma 2 rozm@fra. sig na wszystkie uklady wartosol calkowitych {1 m,
spelniajgce merownoscl (9).

Ohbszar (8) mozemy rozlozyé na dwa: (8 i (S”), okreslajac je odpo--
wiednio przez nieréwnosei:

() 41410, 4m1>0, @+ DEn+1)<7, 4+1< ﬁ;a,
. ’ B 3.

(8") 414+1>0, 4m-F1>0, LI-FDUAn+D) <, 41+1>Vz.

Obliczaige zosobna sumy, odnoszace sig do-kazdego z tych obszaréw,
otrzymamy (por6wn. wyprow. tozsamosci (6)):

3
Vm

"‘g“}l < ”'<4 (4l+1 )
PRI(EEESIDEE M WACIESY
>0 >0 w20
: (9
3_ 3—‘
nd 2 n
—}-S‘ 4m+1)E ( 1) —1 S‘ ® 4m+1)
v 4 lam 1 , (
wzl . m}u : .

Ziauwazywszy, iz w(4m—{— 3)_-0 mozemy p1erwszg z sum plawe.y
strony przedstawié w postaci- .

< Vm_lng(u—H )
N Yeent

>0 w0

i na podstawie latwo wyprowadzié sie dajacego wzoru

S o @nt1)— —;‘— 4 O(Vz log 2

(42) .
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(zob. W tym celu wzor (8), znajdziemy dla niej wartosé

l<Vz —1
4z A
TZ m—rO(Vz logz).
>0
Lecz
i< V.ﬂ —1 .
n
T —_ 0 —_— ,
424l+1 = Iogx+c+log2+ 5 -+ (]7%5)
>0
wige
Vw — z
e Tt s ()
@ = O4log 2+ i‘i) z
Z E-m(4m—{-1).—3nlogw+( g» 5 =
>0 w0
(10)...
3
- O(Va? log ).
Uwazajmy obecnie sumg
3_.
m<Vr’4—‘L
_ 1 x .
an. S o@nt1)E T(ﬂf{f —1).
i mz20 -

Odrzucajge symbol E i zwracajge uwage na rzad stmy X & (n), znaj-
dziemy (na mocy wiasnosci @ (4m--3)=10) dla Tozwazanej sumy wartosé

Vz’ 1
lﬂ

a2)... ES) & (;Z_’”"Hl) + 00/
w2l

Zajmijmy sie obliczeniem sumy wzglgdem m. Zalozmy:

f P’
2 B(n) = ~—‘M—I—’f(“)>

#>0

(48)
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gdzie, wedle (8), mamy 7 (u) = O(Vﬁlg w) i nzyjmy tozsamosel

n2 z
~o(n) 6 r(z) 6 “r(u)
ZT-“;lOgZ‘FT“I“ - +.I " du.
#>0 ) 1
Zwazywszy, iz f ( “) du, oraz —t(zi)—

1

sg wielkoSei rzedn nie wyzej

Vz

—°=, 0raz 0zNaczajac

1

n=1

u?
-otrzymamy:
e
. @ (n) 2
2 " —10gz+1)+0( ,._)
>4
Postaramy sie wyrazié stalyg D przez znane nam juz stale. W ‘tym
<celu bedziemy rozwijali dwoma sposobami funkeye
FREERLIC) b

na szereg wedlug poteg wielkodei p.
Jedno rozwiniecie otrzymamy, Zwazywszy, iz na mocy wzoru (2)

2 (o) =3 pY 3 tm)

e LymiFe *
. k=1 m=1
Poniewaz
,u(k) 6 72F
Tt g T E e +..
k=i
S 7 ()
T(m 7
m‘-l‘e‘:?_}—K_l"" e
w1

wiee otrzymamy: .

@(1+97=%+€£Klg.3) +..

2

(igy

icm
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Z drugiej za$ strony, dla > 0 mamy tonameéé:

P +(1+9>J’5’3, :

skad:

“ :

. l'u(n)_i _ 6 7 (u)

1;;% (21:11"9 ng) *?_i—/ wr =D
n=1 1

pordwnywajac to z otrzymanem wyzej rozwinigciem funkeyi @ (1-- o),
znajdziemy: .

‘W podobny sposéb, jakeSmy znalezli wyrazenie dla somy X “’T(;'.) y

mozemy tez znale§é:

” <i.)'
. ®(2m41) 4 log 2z
(18)... > W_—?logz—f—D-}—O( 2.
#>0 .
gdzie D’ jest pewna staly, ktbra zaraz wyznaczymy
Napisany przed chwily wzér oraz tozsamosé
e "<z2;1 "<ZJ
yax(n _ @(2@'—_1__[_i \ 8 (2ntl)
P A P | 2 & 2n4l
21>0 nzh >0

[ .Jn) jest bomem rézne od zera tylko przy nieparzystem s i przytem

(4n4-2) =@ (2n+1)], daja nam:
”Qd\(n) 'R 3. . 2 log 2--0 log &
ZTZ;I%’Z‘W D= g 20 (5 )
n>0

skad, pordwnywajgc z otrzymanem wyzej Wyrazemem dla tejze sumy, znaj-
dziemy: .

’ 4 —_ 2
D = K— ;?F -+ 3nl{)ga.

(45)
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‘W ten sposéb, na mocy réwnodei (13), oraz wzorn (12) na sume (11),
otrzymamy juz z latwoscia:

'”<V.z“—1
v ( z ) 2 (5__12 log2\
& Ol By £l —l) =g e L S P
(14).... ' ’
. 3. .
—{~O(Van,2 log ).
Dalaj znajdziemy:-
. 3
. M<V,2?4—1
- Vo—1 z LA
(13).... B Z & (4m-1) = —4- O(Vz* log 2).
m>0

Biorge wiee pod uwage tozsamo§é (9) oraz wzory (10), (14) i 15),
-ostatecznie znajdziemy:

”<w—:—]
C K 12 4 1 1
[4 173 ———I = =
Z:( n—++17?) 000+ = ytﬂF-{—gnlog‘a 7_';}“"
(16)....

“+0 (1/555 log®),

skad z Yatwoseig moznaby obliczyé Srednig warto§é rozpatrywanej funkeyi.
Wzér, podobny do napisanego przed chwila, mianowicie

z—3

<
Zr([4n+3])~*logx+( +K Pitioge—L 1),
>0 3 2 T/
A7)... '

3__
+ 0(Va? log ),
znalezliby$my z atwoscia, wychodzace z tozsamosci

» 2t e nst i<t
2r(lan 3= Fem)— Vo) — Saiant1p),
e >0 o> >0

(46)
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ROZDZIAE VI

Postaramy sig obliczyé Srednia wartosé kwadratu funkeyi liczbowej
T (n). W tym celu przedewszystkiem ndowodnimy tozsamosé:

B m=4 2@ (@), (1)
din. - e

w ktérej X oznacza sume, rozciaggniety na wszystkie dzielniki liczby », zas§
dm

funkeya 7 (n) oznacza to samo, ¢o 1 w rozdziale ITI-im. Dpwéd ten jednak
poprzedmmy ogolniejszemi rozwazaniami.

- Bardzo wiele funkeyj f(x), spotykanych w Teoryi liczb, posiada tg
wlasno§é, iz dla liczb, wzglednie pierwszych, m i » mamy zawsze:

fQ) fmn)=1Ff(m)f(n).

O kazdej funkeyi, posiadajacej powyzszy wiasnodé, bedziemy dla krét=
kosei mowili, iz posiada ona wlasnosé 4. Podamy kilka twierdzeh o funk-
cyach, posiadajgcych wlasnosé A.-

1. Kazda liczba stala moze byé uwazana za funkcy@, posiadajacs

wlasnosé 4.
II. Iloczyn kilku funkeyj, z ktéryeh kazda posiada wlasno§é 4, sam

jest funkcys, posiadajaca te wlasnosé.
III. Potega calkowita funkeyi, poqm,dagqce,] wlasnost A4, pos1ada te

wlasnosé.

Dowdd wszystkich tych wiasnodei jest tak latwy, 12 gn pomuamy
Przejdziemy do nastepnego, nieco trudniejszego, twierdzenia.

1V. Jezeli funkeya f(n) posiada wlasnosé 4, za$ funkeya ¢ (n) jest
okreslona przez wzér .

@ (m)= 2 f(d), =1, 2,00)

d:n

to funkeya ¢ (n) réwniez posiada wlasnosé 4.
W samej rzeczy, na zasadzxe okres]ema. funkcyl cp(n), mozemy na-

pisaé:

¢'(ﬂ)&(n)=2f(d)2 Fo).

d:m din

(47)
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Jezeli liczby m i n sy wzglednie pierwsze, to takiemiz beds i ich
dzielniki d i ¢; bedziemy wige na mocy wlasnosei funkeyi £ mieli:

@) f8)y=r(1)7(ds)
mozemy zatem napisaé:

pme o —r1) S s,

d:m din

.Z Tatwosely mozna sig przekonaé, iz w sumie podwéjnej po. prawe;j
strf‘)me iloezyn dé przebiega wszysfakie dzielniki liczby 7.7 1 przytem przyj-
muje wartos¢ kazdego z nich raz tylko jeden; mozemy wiec j3 zastapi¢ przes
sume :

N F @) =g (mn),

Tdioam
z'vokres’]e‘nia, zas funkeyi ¢ (n) wypada:
P (1)=1{1)
w tén Sposéb otrzymujemy:
@ (m)g(n) - @ (1) @ (mn),

¢.b.d. d. Podamy jeszcze dwa twierdzenia:
V. Jezeli f(m) posiada wlasnosé 4, oraz

N=P Pt
Jest rozkladem liczby # na czynniki pierwsze, to bédziemy mieli:
PO )=o) f () ... f (s).
) VI. Jezeli f(n) posiada wlasnosé A4, to funkcya 8(n)=7f () row-
niez posiada wlasnosé 4. ,
Dowody obu tych twierdzen pomijamy, gdyz sg bardzo Yatwe.
Funkeya j (n), jak Tatwo sie o tem mozna przekonaé, wychodzae z jej

okreslenia, posiada wlasnosé 4, posiada jg wige i funkeya 4j(n) (wedle
1iII). :

48)
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Napiszemy twierdzenie Jacobi'ego w postaci

T) = 44 (d);

& in

na mocy tego, cosmy rzekli przed chwilg o fankeyi 47 (n), oraz twierdze-
nia IV, wnosimy, iz funkcya = (n) posiada wlasno$é 4.
Zalbzmy

flr) =47 ()= (n);

na mocy twierdzen VI iII przekonamy sie, iz funkeya f(n) posiada wlas-
nos§é 4. Posiada ja wiec i funkeya

@ () =27@

dian

na mocy twierdzenia IV. o )
Tozsamosé (1), o dowod ktorej chodzi, mozemy napisaé w postaci:

(n) =g (n);

9

obie jej strony sa funkeyami, posiadajgcemi wlasnosé 4 (funkeya «* () po-

siada jg na mocy IIT). o . ) )
Na mocy twierdzenia V z latwosely widzimy, iz tozsamosé ta bedzie

ndowodniona dla wszelkich », jezeli tylko zostanie wykazana dla

n=p* (a=0,1,2..),

gidzie p jest liczbg plerwsza.
Rozwazmy zosobna nastepujace przypadki:
1) Niech n==p*, gdzie p jest liezbg pierwsza ksztaltu 4k—_}~ 1.
Na mocy twierdzenia Jacobie go znajdziemy z latwoscia w tym
przypadku:
2 (n) =16 (a -+ 1%,

za§ dla sumy
i@
otrzymamy wartosé:
W) Fr@) @O =4[1+3+....+ Qo+ D=4+ D%
4

Prace mat-flzyez., t. XVIIL.
(49)
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2) Niechaj n= p*, gdzie p oznacza liczbe pierwszy ksztaltu 4% --3.

Jesli a jest liczba nieparzysty, to

= (n) =0,
oraz
}:j('(l)r(dg)=r(])—-—r(p'3)—}—r(p4) — T (p*)
d.u

=4[1—141—....—1]=0;

przy o zas parzystem:
7t (n) =16,
oraz:
D i@ =1 (1) —7 @) +.... (")
d:n
=4[l—14....F1]=4
3) Niech bedzie =2« Mamy w tym przypadku:
’l? ('}Z) == 16’
oraz:
M@ @) =) =4

d:rn

Tozsamosé (1) zostala zatem udowodniona.
Kladge w niej na » wartodel 1, 2,...., Ex i sumujge, otrzymamy:

nLx o
D) =4 ,6(n)E =z, (2)
>0 =1

Jesli oznaczymy 6 (n)==3j (n) (n?).
Uiyjemy dalej tozsamosei:

o0 n<1}1; ngﬁz’
5 x @ @€ 4 4
2omBr=Np(Z)+ NomrL o (7). 535, .
B=1 n>0 n>0
gdzie

9 @)= 00),

n> 0

(50)
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ktdrg z Tatwoscia otrzymaé mozna, Zwazywszy, iz sume
o
N'p o X
.’\_i 800 E—
#=1
rozpatrywaé mozemy, jako sume podwéjng

Y

ey n

(1),

gdzie obszar sumowania jest wrznaczony przez nieréwnosei:
m>0, n>0, mn0,

4.
rozktadajac obszar ten na dwa, tak, izby wjednym z nich bylo n L Va,

4
w drugim za$ n >V i obliczajac sume dla kazdego z otrzymanych w ten
sposéb obszaréw oddzielnie. )
Mamy oczywiScie

n<z "4?_‘1 u<f‘1:3
2000 =X e ([4n+17)— X« ([4n+3]),
>0 %2320 #>0

skad, na moey wzoréw (16) i (17) rozdzialu poprzedzajgcego, mozemy na-
pisaé

nr

Z 6(n)=a-0 (I?;?Iogx)

n>0
i stad juz z latwoSeiz znajdziemy (na mocy (3):

4

=) 2 Va aVa

T L N A NI 7

Som) 5 T‘S;: D s SRR (7 logz). .(4)
n==l >0 >0 :

!} Pordwn. Voronoi, Surun probl. du caleul des fonetions asymptotiques (Journ.
f.r. u, a. M. Bd. {26) str. 244 wzor (1) przy f(m,n)= il (n), oraz: Dirichlet, Ueber die
Bestimmung der mittl. Weithe in der Zahlentheorie § 2 wzér (b).

. (52)
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[
Lo

Mamy:
n<ﬁ%&
— T e—— H P 3
2 log z+C -+ O(V ) (5)
>0 €
1l<z6 (n)
Zajmijmy sie teraz obliczeniem sumy 2 ————
n
>0
Droga, ¢ alklem analogiczng do uzytej przy obliczanin sumy Z m(v@
(w rozdziale poprzedzajgcym), znajdziemy:
‘6
Z ) —togz4 G0 (1°§f) , ..(6)
2>0 VZ

edzie stala G wyznaczymy, jako spélezynnik przy o° w rozwinigein wedlng
1oteg wielkosei ¢ funkeyi
oa
b (m)
2 ite

nz==1

Rozwiniecie takie otrzymamy z tozsamosei

w B(n) w70 < @@nd-1)
Z‘l nl’ﬂ’ ->J Iite L (2n4-1)tte?

n=1 k=1 n=1)

ktirg wyprowadzimy, wychodzae z okreslenia funkeyi 8 (), biorae pod nwa~

ge tozsamosé (1) oraz wlasno§é (3) w Rozdz. V.
Manmy

< 4k C—FK
ngz——““‘ﬂ%— (Hzn 1 )

k=1

Dalej, z tozsamosei

- @n) < & (2n-+1) _B(m)

E nite 2 (2n—]:1)7+p+ Z @n)ite
n=0

na mocy wlasnosei

a@Un42)=a2n--1),
®(4n)=0,

(52)
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wyprowadzimy

- @ (n) 1)~ a(2nt1)
Z nte =(1+-21—+—g) 2 (zn-ygw’

n=i n=1

skad, biorac pod uwage rozwiniecia wedlug poteg wielkosci o funkeyj

ote 9
TFoR—3 T 9 -
0Taz
S st
=]

(zob. rozdz. poprz.), znajdziemy:

Ms

®@2n41) 4 48 . 4
L LA =

.

i
2

‘W ten sposéb znajdujemy:

o0 1 2K, 12, 1
S =gt gl gt
=1

skad:
G— —uw— 0——-— + log2.

i
Kladac obecnie we wzorze (6) z ="Vx3 i biorge jeszcze pod uwage
wzbr (5), na zasadzie wzoru (4), otrzymamy:

5‘ 0(n) E— —mlovx—i—(— —= F—{»—log"—l) -+ O( Vx3 log ),

= 1
skad ostatecznie na mocy (2):

<z .
3w (n)=4z10gm+(¥-— §F+%1og2——4) 2 0 (V#log @) ..A7)

>0

(83)
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ina $rednig warto$é funkeyi «*(n) otrzymujemy:

M7 (n)=4 log n 4 S—K— — §F+ TABLICA WARTOSCI FUNKCYI = (n).
godnem uwagi jest, iz, oprécz spotykanych juz, nie wehodzi tu zadna nowa 01 2 ° 41 3 l 6 ! 8 ?
stala. 1 4 4 0 4 8 0 0 4 4
Uwazajmy jakakolwiek funkeye liczbowy f(n) w przedziale a < n < b; i 0 ol 4| s PRI
. Drzez o oznaczmy Sredniy arytmetyczng wartodei funkeyi £ () w uwazanym 1 8 0 0 8
przedziale. a S 0 0 ol 0] 12 8 0 0 8
Im mniejsze bedg wartosel bezwzgledne 16z1uc a 0 0 4 0 t 8 0 4 8 0 0
J i L}
fetD—o, flet+2) —o,.. /O)=w, (% df s sl o ol o] s ol 0f of 4
tem mniejsze na ogél beds wahania funkeyi 7 (n) w przedziale (@, ). 5| 12 0 38 I 8 0 0 0 0 8 0
Funkeye symetryczng roznic (*): ;
_ 6l o, s| o ol 416y of 0| 81 0
o T .
. 7 0 0 4 8 8 0 0 0 0 0
/ Sifa+i) - op
= 8| s| | 8 o) 0|16 0] 0 0 R
— = Wf ()
b—a 00 9 8 0 0 0 0 OB 8 4 0
nazywaé bedziemy wahaniem Sredniem funkeyi f(n) w przedziale (a, b) 101 12 8| 0 5 0 8 0 8 0 0 8
W przypadku, kiedy liczby n, m i - 58 bardzo wielkie, liczbe 11 0 0 0 8 0 0 8 8 0 0
W £ (1) ‘ 12 0 4 8 0 0 16 0 0 4 0
e : |18 0 ol o} o o s8] 8| of o
uwazaé mozna za wahanie Srednie funkeyi f(n) w miejscu n (poréwn, okres- 14 0 0 0 0 4| 16 8 0 8 8
lenie Graussa wartoei Sredniej funkeyi /(n) w miejsen ). " : '
Nie wdajgc sie na tem miejscin w bardziej szezegolowe badania wlas- 15 0 0 0 8 0 0 0 8 0 0
nosei wahan rednich, znajdziemy wartosé asymptotyczna na wahanie gred- 16 8 0 4 0 8 0 0 0 0 12
nie funkeyi ¢(z) w miejscu #, zakladajac, ze stosunek ——o V Iog jest liczba . . s 0 0 8 0 0 0 0 8 0
bardzo mala. 18] s| s| o of of16} 0y 0] 0 0O
Na mocy wzoru (7) z Yatwoseiy znajdziemy wzor asymptotyczny: 19 0 0 0 8 8 0 4 8 0 0
W (n) =2 VIogn; 20| 12] o 8] o of 16| o} of 8| 0
;Vahz;me flmkcyl T ('n) zatem wzrasta w miarg postepowania w szeregu na- 21 0 0 8 0 0 0 0 0 8 0
uralnym, ito w stosunku prostym do pierwiastka k 22 0| 16 0 0 0| 12 8 0 0 8
rytmu liczby n, wadratowego z loga- . . . . . . ) . . . .
)
B a1 o s| 4] o 8] s| o] of o] o
0L m< 250,
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500 n < 750.

250 < << 500.

16

16

@0

N

o}

16

16

16

51

(o]
0

%)
{21

=
pied

=]
uwy

59

60
61

64

66

68

69

71

a1
I~

8

16

16

16

0
12
16

12

26

~

[

29

30

31

33

34

36

38

39

40

41

43

44

45

46

47

500 < n < 750,

250 1 < 500,

7)

(56)
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TABLICA WARTOSOI FUNKCYT =, () dla n < 100.

750 < 1 < 1000.
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