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Jezeli w przejscin do nieskoficzonosci zatrzy-
mamy sie naliczbie oznaczonej skoficzone]j w, bgdzie:

co

FA@ (2) — e“”Z (F(a)+f‘i“l—(‘”_p<n (@) (w—a)+ ...
=0 _

Quu (@) wht!
bl Sty V0 Pt} | e
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. w [ fuia)do
= P (z) — { oo F@)— 3, -H—“———— F)(a) (@—a)"
‘U r=1 -

= Flta) (z) — f ez f, 0)do
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__ 1 [(FltE—af@la) (G-,
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gdzie G oznacza okrag kola o §rodku wpunkecieaipro-
. Lo 1 . . . .
mieniu 57 (r>1); réwnoéé ta zachodzi, o ile = jest

punktem takim, ze a4 (x—a)f(y]a) nalezy do wnetrza
gwiazdy U@, gdy yopisuje okrgg € 1).

') Préez prac wakazanyeh na poezatku tej Noty, po ogloszeniu Noty trzeciej uka-
zaly sie jeszeze nastepujace prace, odnoszace sig do przedmiota mej pracy: Le Roy,
Sur les séries divergentes; rectification 3 nne note préeédente (C. R. 5. VI.1900). Le Ro Y,
Sur- les séries divergentes et les fonctions définies par un développement de Taylor
(Ann. de la Fae. des sciences de Toulouse 2. 1900, p. 322—828). E. Borel, Les séries
ahsolument sommables. les séries et le prolongement analytigue (C.R. 19. XI. 1900).
E Borel, Sur la généralisation du prolongement analytique (C.R. 21. VIL 1902).
P. Painlevé, Observations sur la eommunication préeédente (C.R. 21, VII, 1902).
E.Borel, Legons sur les séries 4 termes positifs. Paris 1902, Chap. VI, p. 70.

(258)

icm°®

A. PRZEBORSKI,

0 CALKACH NIEANALITYCZNYCH
réwnai riniczkowych o pochodnyeh cagstkowyeh rigdu pierwszen.

W artykule ,O calkach nieanalityeznych réwnah rézniczkowych
liniowyeh o pochodnych czastkowych rzedu pierwszego® !), dowiodlem
twierdzenia, Zze wszelkie réwnanie liniowe o pochodnych czastkowych
rzedu pierwszego

& O

L )
aa,., + st + "i"—l (xﬂ) ‘Zl Eal ] (t,,) 3.’!},,._1 = *4"' (xm By gy x") 9

'A'O (xo, Ty yeee x")

gdzie A, 4, .., A» sa funkeye analityczne w pewnym obszarze, posiada
w tym obszarze, oprécz calek analitycznych, i calki nieanalityczne.

W artykule niniejszym dowiode analogicznego twierdzemia i dla
réwnania nieliniowego o pochodnych czgstkowych rzedu pierwszego:

(1) F (Z, Zy ,-..,31',,, 12 r'-;.p") =0 b
gdzie pi= 3—;_ , przyczem F jest funkcys analitycang w pewnym obszarze (s)

Metoda, ktérg bede sig postugiwal, jest uogélnieniem metody, podanej
w poprzednim artykule.

') Praee matematyezno-fizyezne, tom XVII, str. 123.
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(&)

Zakladajac, ze funkeya -%1; nie jest zerem w obszarze (¢), znajdziemy

calke zupelna rownania (1), catkujac uklad réwnain zwyezajnych

£ L da
ZT = Ao (2, 2y sy Buy Py yoeey P T[:TI = Ay (5,2, Ty ey Ty Py ey )
iy - ! )
(‘)) dr == “’1""“1 ('Za Ly Ly yoeey Tuy Py 7-'-11))1) 5
1] [ . ,
%" = Bl (Z, Ty Py ‘T": p2! r’-a]’") 3 din = B2 (21 1171, ‘TQ 1 ety él',,, 17( 7-"3f)") )
AP
[é’) =3B, (2, 2 yoeey Ty Py 7"':17») s
gdzie:
% 3 )
2w i
- ok
Au (2, Ly geery T,y V21 7-"71’1') = '—1551‘_ 1 Ak (’?, xl 1oy Ty Py r"’.p") = F
W WP
. oF oF
m + P Da
By (,a’ Ly geeey Ty Py a"'ap“)= oF
: i
(k=1,2...0—1; h=1,2...n)
Wiadomem jest, ze uklad rownaf (2) ma ukiad calek:
(?) L (2’: Ty greey Ty Py :"‘7]"’) =0, Ll (_2’, Ty yevy Xy Py 1"'1])") =Gy
Lens (2,91 ooy @y Py ooy D) == Consy » : g

gdzie ¢, ¢ .., C2ay s3 stale dowolne, a L, Ly ,..., L»,—; funkeye analityczne
W pewnym obszarze (e}, zawartym w (e), czyniace zadodé warunkowi, ze
wyznacznik Jacobiego

A (L, Ly ,.., Lyu )
S ) D= a(z, x 1.._’]$”_..1,]:' ,.,1317,,)
W tym obszarze nie jest zerem.
Ukladem calek rownat (2) bedzie i uklad rownai
) Lo (Lugt, Luyr ooy Loy ) =0 Ly (2,80 o, @y Py ooy Pu) =, , ...
’ Lynss (2, By ooy By By ooy Do) = Cany
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gdzie o jest funkeyg dowolna, ciagly, majgcg pochodne czastkowe rzedu

pierwszego wzgledem L., w2 ooy Lp ey

Funkeye w wybierzemy w ten sposoh, aby jakobian
6) = a(‘wa. L, ""’,L")
9 (2, Py yeer )
nie byl zerem w obszarze (&)
Rownoezesnie skutkiem zalozenia (4) wyznacznik

@) 8 (L—w, Ly ..., Lyny)
) 9 (z) Ly gy Tn—1, Py 1"'11’")

tez nie jest zerem w obszarze {&).
Na mocy warunku (6) mozemy wyznaczyé z rownah

(8) .L““(O(L;,-H yoey L, ,,_1:) =0, Ll =0y Ly=c, N

funkeye 2, py .., pu, Przyezem Wwyznaczona w ten sposdb funkeya z jest

- calkg réwnania (1).

Niech rozwigzania réwnan (8) beda:
O) =P, ), py=P @ ey 22) -, pr== Py (g o )

Postaramy sie dowiedé, ze funkeye P, P, .., P, bedg funkcyami ana-
lityeznemi tylko pod warunkiem, ze w jest funkcya analityczny.

Zalozmy wiec, ze funkeye P, P ,.,P, 53 funkcecyami anali-
tycznemi w pewnym obszarze (e,), zawartym w (e,).

Oznaczmy przez 4,4, ..., 4n—1 funkeye analityczne, ktére otrzymamy,
rugujge za pomoca (9) z funkeyj L, Lyts ..., Ly ney wielkosei 2,1y ,-.,x tak, ze
Ay ma) = L%y 0 @, P2y ey ), By oy ) ... Pa (g ey )

A (8 ooy ) = Ly 1 (g ooy 2y P2 o, Tu)y By (2 sy i) oo Pa(y oy )
h=1,2,...,0—1)

Z powodu, ze uklad (9) jest rozwigzaniem rownan (8), otrzymujemy
tozsamosd¢

(10) A%y gy @a) = @ (A, Ay oo, D) -

e

. Na mocy warunku (4) Yatwo dowiesé, ze uklad réwnan

(A1) 2@ e ) =21, Ay oy @) =2y, . Ay (@, - .,zr,.)-_—/l,,_’;

moze byé rozwiazany wzgledem z,, 2, ., #nr; .
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Wyznaczajac wiee z rownan (11) z, ,..., 2,1 1 oznaczajac te rozwia-
zania przez %, &y ..., Tr , zZ0ajdziemy, ze sg one funkeyami analitycz-
nemi wzgledem i, 4, ..., An1-

Podstawiajac w tozsamosei (10) te wartosel na «, ..., #.—1 1 0zZhaczajge
przez A¥ (e, Ay ,.., 2a-1) funkeye analityczng, ktéra otrzymamy, podsta-
wiajge @y, Z, ..., B zamiast zy, &, , ., 2,1 W funkeyi 1 tak, ze

A® (xﬂa ;‘l FRL '2'"—1) =1 (El) E‘.’ 3y E’l‘h 1);.) b
napiszemy tozsamosé (10) w postaci:
(12) 3 (@, Ay ooy et} = @ (A oy Ans) -

Nie trudno jednakze dowiesé, Ze rugujac za pomocg réwnan (11) z funkeyi
(g ..., zn) wielkodel @y ,..., Zury, Wyrugujemy tez i wielkoéé z,, innemi
slowy dowiedé, ze funkeya 2* nie zalezy od .

Istotuie latwo widzieé, ze funkcye A* (xu, Ay ..., 4s-1) otrzymali$my,
TUZUJAC 2, Py yoory Py By yoovy Tus ZTUNKEY L (2, @) ooey T, Py ooy Pu) Z& POMOCE
rownan (5), gdzie tylko zamiast ext1, Cuz ,.or, Cony podstawiliSmy 2, ..., Ay

Lecz rownania (5) sy ukladem ealek réwnan rézniczkowyeh (2),
zarazem i rownanie

L=c¢

Jest calkg tychze rownain (2); stad wynika, ze funkeye L, L—a (Dt gy Lz ne1),
Ly oy Lo aey s funkeyami zaleznemi wzgledem z, p, ..., p, o, yoony Ly & WiGC
fankeya 2* nie zalezy od .

W ten sposéb doszliSmy do tozsamosei

QA oy Aamt) = @ (4 ooy dua)

a ze funkeya 2* jest funkcys analityezna, wiec i funkeya w, réwna jej
tozsamosciowo, jest funkeys analityezna.
A wige zalozenie, ze znaleziona przez nas calka réwnania (1)

2=P (% ., Zn)

jest funkcys analityczng, doprowadzilo nas do wnioskn koniecznego, ze
funkcya o jest analityczng.

Jezeli wiec zalozymy, ze funkeya w nie jest analityczng, to z réwnan
(8) otrzymamy nieanalityczng calke rownania ).

W ten sposéb dowiedliSmy nastepujacego twierdzenia:
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Wszelkie ré6wnanie rozniczkowe o pochodnyeh
czgstkowyeh rzedn Pierwszego
F (2,2 ..y @uy yor ) =0

gdzie Fjest funkeya analityczna w pewnym obszarze
(e), oprbcz catek analityeznyeh w obszarach, zawar-
tyeh w (e), posiadazawsze icaltki nieanalityczne.
Za pomocy tej samej metody, ktérg posiugiwalem sie wyzej, latwo
dowie$¢ nastepujacego ogolniej szego twierdzenia:
Wszelkiuktadrownan rozniczkowych jednoczes-
nych o pochodnych czgstkowyeh rzedu pierwszego

Fl (Z’.I!I 1ty Tﬂ)pl *I’") =0 b ~F.A (.'?:‘Tl yreey Ty Pp g e 11;"):' "
Fm (z: z; yor s Ty Py 1"'»}’") =0 3

gdzie funkeye F,Fy,..,F,s3 analityeznemi w pewnym
obszarze (¢), oprocz calek analityeznyeh wobszarach,
zawartych w (g), ma zawsze calkinieanalityczne.

Charkéw, w kiwietnin 1906 r.
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