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nicht, wir wissen nicht, was fir Abh#ingigkeit die Elemente einzelner Zun-
stinde verbindet, die im obigen, physikalischen Sinne iibereinstimmend sind.

Sicher ist nur, dass diese Abhéingigkeit keine einfache Proportiona-
litit zu den Elementen bekannter, physikalisch fibereinstimmender Zustinde
ist, wie z. B. des kritischen Zustindes.

Um diese Abhingigkeit analytisch definieren zu konnen, muss man
sehr wahrscheinlich noch eine zweite Serie iibereinstimmender Elemente hin
einziehen und die Elemente: p, v, 7' nicht von der absoluten Null messen,
sondern von einem der {ibereinstimmenden Punkte auf der Isothermenfliche.
Zu solcher Tdee kam Brillouin; Fran Meyer fihrte diesbeziigliche
Berechnungen darch, jedoch ohne sicheren Erfolg und bei willkiirlicher
Annahme des zweiten, fibereinstimmenden (nicht physikalisch) Puuktes; als
offener Freund dieser Idee bekannte sich Berthelot.

Ein Hinderniss auf dem Wege zur griindlichen Priifung des Gesetzes
von fibereinstimmenden Zustinden in dieser neueren Gestalt bildet der
Mangel an Versuchen iiher die Elemente der physikalisch iibereinstimmen-
den Zustinde.

. Solange wir keine Daten iiber charakteristische Punkte haben, bleibt
<die Hypothese der iibereinstimmenden Zustinde eine offene Frage.
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NOTA CZWARTA.Y

Zagaduienia, rozstrzgsane przezemnie w poprzedzajgcych ezedeiach
tej rozprawy 2), daja sie sprowadzié do jednego #rédia, ktérem jest pro-
blemat, postawiony przez A bela w dzienniku Crellego (2, str. 286) ).

) Patrz Prace mat.-fizycz., t. 16, str. 157232

?) Po ogloszeniu Noty trzeeiej, pojawily sie mastepujace prace, majace zwigzek
2z niniejsza rozprawa:

Z. G. de Galdeano Estudios de eritica y pedagogia matematica. Zaragoza
1900, p. 183. C. A. Dell’ Agnola. Sulle serie di polinomi che rappresentano on ramo
i funzione analitica monogena (Annali di mat. (3) 6. 1901, p.227). E.Borel Sur les
séries de polynomes et de fractions rationnelles (Acta math. 24. 1901, p. 309). C.A.De 1
Agnola Sulle serie di polinomi (Atti del R. Ist. Veneto 60, parte 2. 1900—01, p. 171).
E. Borel Legons sur les séries divergentes. Parig 1901, Chap. IV, p. 156—182. 8. Pin-
cherle—TU. Amaldi Le operazioni distributive ¢ loro applicazioni all’analisi. Bo-
logna 1901 §§99, 214, 215. E. Lindeldf Sur le prolongement analytique (Bull. de
12 Soe. math. de France. 29. 1901, p. 157). J. Hadamard. La gérie de Taylor et son
prolongement analytique (Scientia % 12. 1901. Chap VI, pp 50 683, 85, 89, 91, 98). G. Vi-
vanti Teoria delle funzioni analitiche. Milano 1901, pp. 275, 279—304. E. Phragm én,

f=c]
Sur le domaine de convergence de l'intégrale infinie l F(ax e—eda (C. R. 10 juin 1901),
‘0

Lacius i Hann: Uber Boiels Verallgemeinerung des Grenzbegriffes (Monatshefte fir
Math. u. Phys. 12. 1901), I. Fredholm. Surla méthode de prolongement analytique de
M. Mittag-Leffler (Ofvers af. K. Vet.-Akad. forh, 1901). P. Painlevé. Sur le
développement des fonetions analytiques en série de polynomes (C. R. 7 juillet 1802).
Patrz takie artykaty G. Mittag-Lefflera: Ueber eine Verallgemeinerung der
T ay1or'schen Reihe (Gott. Nachr. 1900), On multiply infinite series and on an extension of
“Taylor’s series (Proc. of London Math. Soc. 32. 1900), Analytische Darstellung monogener
Functionen von mehreren unabhingigen Veriinderlichen (Jahresh, d deutseh. Math. Ver. 9.
1901), Sur nne formule de M. Fredholm (C.R. 25 mars 1901), Sur la série de Bernoulli
{(C. R. 10 juin 1901), Un critére pour reconnaitre les points singuliers de la branche umi-
forme d'une fonetion monogéne (C. R. 12 aofit 1901), Sur le terme complémentaire d'un
développement de la branche uniforme d'un fonetion monogéne dans le cas ol ce dévelop-
pement posséde un étoile de convergence (Ofvers. af. K. Vgt.-Akad. forhandl, 1901).

%) Qeuvres, Nouvelle édition (Sylow et Lie) 4, p. 618.
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.Zakladajae, Ze szereg

Fl) =6+ ozt 2’ + ‘:3“’3,"{‘ e

jest zbiezny dla kazdej wartoSei dodatniej mniejszej od » znalesé
granice, do ktérej zmierza wartosé funkeyi f(x), gdy  dazy do wartosei » «.

Abel przyjmuje oczywiscie, Ze » jest promieniem zbieznosci szeregu.
Z dzisiejszych naszych wiadomosei wyplywa, Ze istnieje gleboka réinica
pomiedzy przypadkiem, w ktorym » jest punktem osobliwym, a przypadkiem
w ktorym » jest punktem zwyklym (regularnym) funkeyi f(z). Do tej
pory zajmowano sie tylko tym ostatnim przypadkiem.

‘Wiadomo juz z poezatkéw Rachuuku nieskoficzonostkowego, %e nawet
w tym przypadku szereg ¢, ¢y 7 + 6% 4 - .. nieskonczenie jest
zbiezny. Rozwaimy naprzyklad wzor

v—‘]—~=1—'m—-}—r2—~x3— |
1+= ' e o

ktiry byl niegdy§ przedmiotem tylu rozstrzgsan. Problemat A bela
w przypadku, gdy # =r jest punktem zwyklym, polega na zastgpienin wy-
razenia ¢, -+ 246, * ..., stosowalnego w ogéle jedynie dla 0 =Sz<Ir,
innem wyrazeniem, utworzonem przy pomocy stalych ¢, ¢y, ¢, .. ., lecz
stosowalnem dla 0 S« =r. Stawiajgc tak zagadnienie, dochodzimy natu-
ralnie do zagadnienia ogélniejszego, w ktorem idzie o zbudowanie zadanego
wyrazenia w ten sposéb, aby zachodzilo dla wszystkich punktéw zwyklych
funkeyi 7 (x), polozonych na osi rzeczywiste] od z=0 do pierwszego
punktu osobliwego. Stajac na tem stanowisku, musimy oczywiscie pozbyé
sig warunku Seiesniajacego, iz zmienna z przebiega jedynie wartosci rze-
czywiste, 1 winnismy zgdaé od szukanego wyrazenia, aby przedstawialo
funkeye nietylko na osi rzeczywistej, lecz i na kazdym innym wektorze,
idgeym ze Srodka z=0 az do pierwszego punktu osobliwego. Inaczej
méwige, nalezy z3daé, aby szukane wyrazenie przedstawialo funkeye we-
wogtrz gwiazdy gldéwnej) stalych ¢, [L1o, |20, X

Rozwigzanie zupelne tego zagadnienia podalem w trzech Notach
poprzednich. Rozpatrywane z nieco odmiennego punktu widzenia, zaga~
dnienie to nalezy do tych, ktére Weierstrass uczynitbyl podstawsa pray-
szlego rozwoju teoryi funkeyj. Wiadomo, ze. ten wielki analista za cel
idealny teoryi funkeyj uwazal znalezienie, dla mozliwie rozlegtych klas
funkeyj, takich wyrazen arytmetycznych, kiére sa stosowalne i zachowujg

Yy Okreélenie gwiazdy g_léwnej patrz Nota I (Prace mat.-fizyez, t. 16, str. 161),
Nots II (tamZe str, 192).
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tg samg forme w calym obszarze istnienia funkeyi. Mozemy w tym wzgle-
dzie powolaé sig na ustep, znajdujacy sie w odpisie ) komunikatu W eier-
strassa w kofien IX-go dziesiatka zeszlego stulecia w seminaryum
berlifiskiem, gdy zdawal sprawe z rozmaitych prac nad tym przedmiotem:
, Weiter ist man bis heut noch nicht gekommen, aber es scheint, als ob das
Ziel, welches ich vor langen Jahren der Functionentheorie steckte, nicht
unerreichbar sei: dass n#mlich fiberall, wo zwischen mehreren
Verdnderlichen Zusammenhang bestelt, es moglich
sein misse, ihn in bestindig giiltiger Form darzu-
stellen*?). Najogdlniejszy zwigzek analityczny w pojecin Weier-
strassa pomiedzy dwiema zmiennemi moze byé sprowadzony do przy-
padku, w ktérym jedna zmienna wyraza sie przez szereg poteg drugiej.
Z punktu widzenia Weierstrassa, m6j problemat, po zdefiniowa-
niu mozliwie rozleglej jednoznacznej galezi funkeyi monogenicznej, spro-
wadza sig do znalezienia wyrazenia arytmetycznego tej galezi, posia-
dajacego te ceche, ze jest stosowalne i zachowuje swa forme w calym
obszarze galezi.

‘W poprzednich czeSciach tej rozprawy stosowalem jedynie najelemen-
tarniejsze rozwazania w szeregach potegowych i nie uciekatem sig weale do
calki Cauchy'ego. Tymezasem, oparcie sig na teoryi catkowania po-
migdzy granicami urojonemi daje te korzy$é, ze uzyskujemy wyraz dopel-
niajgcy oznaczony, zupelnie analogiczny do wyrazu, jaki otrzymal byl
Cauchy dla przypadku rozwinigeia wedtug szeregu Taylora. Przy-
tem dowdd naszych twierdzen staje sie wtedy nadzwyezaj prostym. To
wlasnie chee pokazaé w pierwszym paragrafie tej rozprawy.

Wyechodzae z calki Cauchy'ego, otrzymuje sie jeszeze w sposéb
nadzwyczaj prosty wyrazenie gatezi funkeyi przy pomocy stawnej calki
Laplace'a?), ktora byta przedmiotem jednej z najbardziej pobudzaja-
cych rozpraw A bela?), a ktérej niezmiernie ciekawe nowe wlasnosci
odkryl w ostatnich latach Borel ).

Borel wykazal, ze calka Laplace'a—Abela jest stosowalna
w gwiezdzie, ktérg nazywa wielokagtem sumowalno§ei. Phrag-

1} Zawdzigezamy ten odpis p. Karolowi Itzigsohnowi w Berlinie,

Y ,Dalej nie doszlismy do dzié dnia, ale zdaje sie, Ze cel, jaki przed wieloma laty
postawitem teoryl funkeyi, nie jest nieosiagalny, mianowicie, Ze wszedzie, gdzie
pomiedzy zmiennemi zachodzi zwiazek, musi byé mozliwe przed-
stawienie go w formie stale stosowalnej“.

3) Théorie analytique des probabilités (Oeuvres 7. Livre premier, Seconde partie).

4 Sur les fonetions génératrices et leurs déterminantes (Sylow et Lie, Oenvres
@Abel 2, p. 67—71).

5) Legons sur les sériés divergentes, Paris 1901,

Prace mat -fizyez., t. XVIL 15
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ménl) znow wykazal, ze ten wielokat sumowalnosci jest rownoczesnie
gwiazdy zbieznosei. Dowiode w § 2, Ze przy pomocy nieznafcznej l%lodyﬁ-
kacyi otrzymaé mozna catke zbieznodei A', ktbra zmierza nieograniczenie
do gwiazdy glownej 4, gdy a dazy do zera. Dla a=1 gwiazda ta staje
sie wielokgtem sumowalno$ci Borela.

or
=

Niechaj
(15 v=17(u|a)

bedzie przeksztalceniem dwujednoznacznem, przeksztalcajacem koo

|#|<CR, E>1 na powierzchnig skoficzong i jednospéjng, i zalézmy, ze

punkty # =0, v=0 oraz u =1, v=1 odpowiadajg sobie wzajemnie.
Niechaj bedzie jeszeze:

(2) flu|l)=u.

Rozwazmy calke

® Pt @) f]a) ™y,

7 7t Y

gdzie S oznacza kontur powierzehni jednospojnej, dla ktérej tak flyla
jak 1 Fa+ (z—a) f (y | @)) sg funkeyami monogenicznemi i regularnemi
zmiennej y, kontur zawierajgcy w swem wnetrzu dwa punkty y =0, y=u.
Dajmy, ze calka jest wzieta w zwrocie dodatnim.

Mamy:

(8)
1 [(Fla+@a)fy|a) [uy
2w _l Y—t (7) &y

#)

27 y—u

= F o+ (@—0) [ (u] a)) + }F(Hx %) f(y| ) (" ay,

S

) Surle domaine de convergence de Tintégrale infinie f F(ax) e~eda (C. R.

10 juin 1901).
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©
gdzie calka / Jjest wzieta w zwrocie dodatnim okolo punktu y=~0. Polézmy:

1 ]f EICPHAD NTY
v

27 y—1

[F(“)+[1 F(l)(‘l)(m‘—'l)f(Jla)—}-“, FO @) =Pyl +..
"o y—1u (7) 4

ZatozyliSmy, ze % f (] a) jest skoficzone dla y =0, przeto:

1 / F (@ + (5—a) f (y | @) {J)"“ dy

2t y—u
(5) (0 5 1 "
F(a)+ 1Fm Y—a) fy| o)+ ‘)F‘ (@) (z—a)* f (i | a)>+.. to F‘”)(a)(a,-u) fly|a)y it

—— / , | (—) dy .
T 2mit y—u y

Ktadae:

[0)
1 (e [wy+
®) g @0 =— oy [F (2 ay,
otrzymujemy:

1 /F(a—l—(x—a)f(ﬂa))( )”de
Y

2mi y—u

O =001 7 @)+ 221D 10 0 o) 4 221D P00 ot

L G L (:: [a) Fo () (w—a)* .

Przypominajac sobie odpowiednio$é pomiedzy punktami #=0, »==0 i ktadae:

(8) D fe = [D¥(f (y | a))‘“]y=o ,
widzimy, ze:

! D fu D) fu _— D fu.
R T 7= Sl
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Mamy nadto:
(10) Gon (@) =1, guo(u]|a)=0.

Otrzymujemy tedy:

1 F(a+(w a)f(JIa)) u

D fu

—F(a)+2 0

a2} Dt
1(an# +|.:+ﬁ‘ g g DO

a na zasadzie wzoru (4):

F(a+(z—a) f(x] @)

(12) 2\ (e [#+1 n
(S)
’ 1 [((Flat(—a)fly]a) [u\H
LT G o

lub, porzadkujge wyrazenie (11) wediug poteg wielkosei u:

Flot (@—a) f(u]a))

’ D f Fo - __L 2) (g
) ()+;§lu( T @ )+ 2l P
/ D fu AU F(a—i-(x——a)f (]a) (v
! lﬁ )u + eI y—u . (?/) a

Kladge w=1 i wprowadzajac:

:s Gunle) =——="— 1 (f(J!a))“ (y)n+1dy

14 T Ty—1
_D(u) fu ],(H—Ufu D f_u .
DT Tttt
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otrzymujemy wzr nastgpujaey :

f F(m)—F(a)+“‘["(“) PO () (— a)+"*l ) 7o) (a) (5—aff -+ ..

0un (@) 1 1 - 1yed
_}_ﬁ—_l;( ) (@) (z—a) -+ P { (e + (z_‘;) fyla) ( ) dy

(15)
- F(a,)+zl ( FO () (—a) - 298 5o () (o—ap - .

2

w=1 — —

Lo Fo ) e—ae) 52 /F(a+(w .01a) (11,

]ﬁ 2 wi y—1

Uwzgledniajge wzor (9), definicye wyrazenia f(u|a), oraz odpowiedniosé
punktéw w=1, v =1, otrzymujemy réwnosé:

(16) lim @un(a)=1,

zachodzgcy dla kazdej wartosci danej na u.
Uzyjmy teraz funkcyi tworzacej f(u]a), |#|=1 dla utworzenia
gwiazdy A®, wpisanej w gwiazde gldwng A stalych:

F(a), F (a), F? (a),...,F¥(a)... 1)
Niechaj X bedzie jakimkolwiek obszarem skofczonym wewnatrz A/@.

Istnieé¢ bedzie zawsze gwiazda E (Nota pierwsza, str. 7) o Srodku a,
obejmujgca w sobie X i polozona wewnatrz 4. Jezeli zmienna z prze-
biega gwiazde E, ogél E wszystkich roznych punktéw Z, ktére otrzy-
mujemy, kladac:

Z=a+@—0 f]a; |u|Sr, 1<r<E,

obejmie gwiazde E i pozostanie wewnatrz 4, gdy » jest obrane do$é
blizkiem jednosci.

Yy Patrz: Nota I str. 5, Nota I str. 36, Nota III str. 53.
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Wprowadzajae zamiast S kontur C okregu kola |y |=r, moiemy
wzér (15) napisaé w postaei:

Fao @)= F @ + L0 @ (o) + OO @) (=t

'(C K #-f-1
+ 22 (%) o (6) (o—a) + 57 et il (%)Jr dy

REZIN y—1
F(a)+2 (

#=1

e

50 (6) (5—0) + 2 o 1 po @) (—a) 4.

F)(a) (:):«a):u)_{~ 2}” f F(“““(f]:ﬂ;)f(?/]a)l ( )"-HJ.

_D(u)fy
1
\+ L“i

Ta réwno$é podstawowa zachodzié bedzie dla wszystkich punktiw =z,
nalezacych do obszaru X, leZacego wewnatrz gwiazdy A@. Jezeli uezy-
nimy a =1, otrzymamy z wzoru (17) wzér Taylora z wyrazem dopel-
niajacym Cauchy'ego. W samej rzeczy (patrz (2)):

f=y, enl)=1, p=012...n,

a wyraz dopelniajacy staje sie réwny:

()
1 v 1 () w~ca)”+1 _
21 ] (1) dy = 2wi j PEm— (z—a dz,

glzie € jest kolem o §rodku a, zawierajgcem w sobie punkt = i znajdu-
jacem sie wewnatrz gwiazdy 4@; kolo to jest kotem zbieznosei rozwiniecia
weding wzorn Taylora. Jest to znany wzér Cauch yego na wyraz
dopelniajacy, w przypadku, w ktérym x jest zmieung zespolong.
Powrdémy do przypadku ogdlnego. Widzielismy, ze gdy promien r kola
C weimiemy dostatecznie blizkim jednosel, wtedy F (¢ (z—a) f (¥ | a)}
nalezy zawsze do obszaru E, polozonego wewnstrz gwiazdy gléwnej A.
F(a+(z—a) f(y| o))
y—1
nice wyzszg skoficzong, gdy v przebiega okrag C. Jezeli teraz liczba =
zwigkszy sie dostatecznie, bedzie mozna warto§é bezwzgledng wyrazu
dopelniajaeego nezynié mniejszg od wszelkiej wielkosei dodatniej, tak malej
Jjak si¢ podoba.

F‘ (¢ + (x—a) y)
y—1

Wartosé bezwzgledna wyrazenia

posiada tedy gra-
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A wiec réwnosé

!

| FA@(2)= Fa)+ lim “Ll"p(—“) F®) (a) (z—a)*

(CIN =F(@+lim ZTl_ fﬁ’f ) (a) (z—a)
\+D1‘;’f‘ F (0) (m—) 4 . +I’|‘ “F o) e

zachodzi dla kazdego punkin wewnatrz 4@,
Wartosé graniczna -

lim S‘ %un (@) F (a) (z—a)e
a19) =t

1= o Al
p=1 T

=lim 3‘ L (Dllf F‘“(a)('r—«a)—{—- ‘2 " g (@) (z—a)? 4 .. +%‘—LF‘*“(a)(x—~a)f"

jest nadto jednostajnie zbiezna w kazdym obszarze X wewnatrz Al
Przyjmijmy odwrotnie, ze warto$é graniczna (19) jest zbiezna dla
&= x,. Z tozsamosci

i 3L (1’ L 7w (a) (z—a) + 2oL |2 210 (0t D f Fter(a) (wo—a)u)

e T L

F()(a)(x——ct)—l-l)i‘)f fu

PO () )+ 2

—ilﬂ(

p=1

F(a) (xo—a)“)
wynika na zasadzie pewnego twierdzenia A bela?), ze wartosé graniczna

,32,; Iz (D‘(_)’ P00 (=) + T POl ot A5 R0 @ @]

1) Qeuvres. Nouvelle édition (Sylow et Lie), p 223 Théor. V.
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bedzie zbiezna dla |u|<C1. Pamietajge, ze f(u]a)=10, widzimy, %e
réwnosé (18) zachodzi dla z==2x,, gdy wielkosei |« | nadawaé bedziemy
wartosci dostatecznie mate. Widzimy takze, ze obrawszy sobie za S kontur,
obejmujacy kolo o Srodku w punkcie zero i o promieniu |u |, otrzymamy:

F (0 (t—0) £ (x] ))

—lin. 27_,;( I_f F (@) (r—a) + sz FO(a) (,—a)? +

=1

+ P T ).
Poniewaz strona druga jest zbiezna dla |u|<C1, przeto strona pierwsza
jest funkeys regularng zmiennej # dla |u|<C1. Stad, na podstawie
definicyi gwiazdy A@, punkt «, jest koniecznie albo wierzeholkiem gwiazdy
A@ albo punktem wewnetrznym tej gwiazdy.

Przypominajac sobie (patrz Note trzecia), ze funkeya tworzaca 7 (u | a)
moze byé obrana tak, aby gwiazda A'@ dgiyla nieograniczenie do gwiazdy
4 wtedy, gdy o dazy do zera i aby wszystkie au.(a) byly liczbami
dodatniemi, mozemy otrzymane dotad wyniki wyrazié w nastepuj acej nowej
formie twierdzenia 4.

Twierdzenie ka. Oznaczmy przez 4 gwiazdg o §rod-
kua,przez a wielkosé dodatniag mniejszg od,]ednoscl,
przez A gwiazdg spélsrodkowsg z 4 1 wpisang w 4,
a utworzong przez funkcye tworzagca f(u|a) Mozna
bedzie zawsze obraé¢ te funkeye tak, aby, gdy « jest
dostatecznie male, gwiazda 4@ obejmowala w swem
wnetrzu obszar da,ny;aklkolwrlek polozony wewngytrz
gwiazdy 4,itak jeszceze, aby dla a=1 gwiazda 40 sta-
wala sig kolem spélSrodkowem z 4 i wpisanem w A
Nadto, gdy A jest gwiazds gléwng ciggustakych:

F(a), FO(a),...,F“@),...,
poddanych warunkowi Cauchy'ego, bedzie mozna obraé
f(ule) witensposob, aby wyrazenie graniczmne

lim ["“"( 2209 1 (a) (—a) +- ""|"(“) Fo (4) (@—a)? +

+ E"‘Ln(a—) F (a) (;c—a,)"] ,
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gdzie
aiv(@), p=12...n; u=1,23...c0
sg stalemi dodatniemioznaczonemiowlasnosSciach
0un(1)=1, lim aua(a)=1,
zaleznemi tedy tylko od funkeyi tworzgcej, posia-
dato gwiazdg zbieznosci tozsamg z gwiazdg 4@ i taks,
by ré6wnosé

Pa@) =T @ +lim [22 506 @c—a) + —IL)F (@) (—ap 4.
n==00 I— il

+ f—”() Fo@ (r—ar]

.

zachodzila wszedzie wewngtrz A@,
niczne podwoéjne

Wyrazenie gra-
|w(a) e {L) (— (Z)D

+ 2 o o |

ma gwiazde zbiezno§ci tozsamg z gwiazdg 4, a réwnosé

lim lim [a‘[“ @ o () (x—a) + 2

a={0 %=oc

FA@)=F(@+1n lin [“1|_1<"2 7O (@) (a—z) 2209

12
+ a“‘lza)Fm) (a) (x__w)n]

FO) (a) (z—a)’+-...

,

zachodzi wszedzie wewnatrz 4.
Jezeli wprzejdcin do graniecy zatrzymamy si¢ na
liczbie oznaczonej n, quziemy mieliréwnoS§é

FA@ () = F(a)—%—“’i"(“) FO (a) (2— a)+“’1"§“)F(”(a) (@—a)y+ ..

“F (a-t{@—0)f(y|a)) (l)"‘“ dy,

(233)
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gdzie calka jest wzieta w zwrocie dodatnim, C zasg

oznacza okrgg kolta o §rodku w punkeie zero i o pro-
mieniu r(1<v<<R) tak, ze a4 (z—a) f(y|a) nalezy do
wnetrza gwiazdy 4@.

Zamiast calki (3) moznaby wzigé za punkt wyjscia inne calki, np.

LEAGLI
Qe (2t (@—a) f(y]a)) (1)n+1 a

Sai _:/ Hiyla—1 0

1

gdzie f;(x|a) jest funkeys, majgey te same wlasnosei co f(u]a) i jeszeze
te wlasnosé, ze: :
du

T

B

nie jest zerem. Stale aun(a) stajg sie w tym przypadku:

L5, Cewiar 1
— U fu=1 (y]a)e (1 _
Qua (o) = S5 J e =1 (—]—’—) dy, m=012...n

i zachowujg dwie wlasnosci:
auu(1)=1, lm au,(a)=1 i

lecz nie zdaje sig byé koniecznem, aby gwiazda A® pozostala gwiazda
zhieznosei przy kazdym wyborze wielkosei f (w] a).

Wywody, podane przezemnie w Nocie trzeciej, stosujg sie specyalnie do
pewnej funkeyi tworzacej, przy pomoey ktorej otrzymujemy bardzo prostg
konstrukeye geometryezny gwiazdy A®. Liczby au, (a), “= T, s ODIi-
CZa)y S1g Za pomoca wzordw zwrotnych.

Fredholm?) zaproponowal, jako funkeys tworzaca, funkeye :

flu]a)= 80— (1—a)u)

log a

Y) G. Mittag-Leffler. Surune formule de M. Fredholm (C. R. 25 mars

1901). L F redholm. Sur la méthode de prolongement analytique de M. Mittag-
Leffler (Ofv. af. K. Vet.-Ak. forhandl. 13 marea 1901).

(234)
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i otrzymat piekne rozwiniecie:
PO @) = F(@) +lin 5—-_(11’) [ 100s 2020

ragnso g2 F o .

22—

H“+...

u=0

gdzie H=log %—, state za§ h,®, ..., 1, sa spélczynnikami czynni-

kowej (fakultetw) 2(A41)...(A-p —1), t.j. liczbami calkowitemi do-
datniemi, okre§lonemi przy pomocy réwnosei:

AG+D) (42) .. (Hp—1) =2+ A A7 o B

Liecz konstrukeya geometryczna gwiazdy A@ staje sie w tym przypadkn
mniej prosty niz przy uzycin figury sercowatej, jak w Nocie trzeciej;
wzory za§ wyrazue na spblezynnik czynnikowej sg bardzo zawile ¥).

" Jest przeto zadaniem interesujacem znalesé taka funkeye tworzaca
dla ktérej wzory wyrazne na stale au.(a), u=1,2..n;0=1,2,3,...00
sg dostatecznie proste,

Znajdujemy rozwigzanje tego zagaduienia, wprowadzajae funkeye
tworzaca:

att o1 %
w\e' R
(1—%)

Widzimy, #e przeksztalcenie v = f(u|a) jest dwujednoznacznem  dla
|| << R i ze odpowiadajg sobie wzajemnie punkty w::‘(), ?7:0 oraz
y=1, v=1. Widzimy jeszcze, ze odpowiadajg sobie wzajemnie:

(20) v=Ff(u|a)=

'Ll:=——1’ ?/:'———‘LT‘; .
(3—a%)
Punkt v, ktéry odpowiada punktowi uw=—1, znajduje sie wiec na prze-

dluzenin wektora (01) poza zero i dgzy do zera wraz z a.” Tatwo tez

) 0, Schlémileh Compendium der hiheren Analysis, t. II, wydanie 3-cie.
str. 23—31.
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widzie¢, ze obraz kola |u|=1, opisanego przez punkt v, splaszcza sie
nieograniczenie, gdy a dazy do zera. W samej rzeczy, gdy polozymy :

7
1—F =ee",
bedzie:
v=x—]—riy=%—e“*’-“‘“,
4
a wige:
y=-—sin (§ — ab),
4
dy

T:9=% [cos (9—a8) + 77 c0s 28— (1 ) a)] .
Widzimy z jednej strony, ze % zmniejsza sie stale od =0 do ¢ =un,
z drugiej za§ strony, poniewaz % pozostaje dodatniem pomigdzy & =10
id= i:f’ warto$é y rosnie od zera do

a

n T T ﬂ'ﬁsm(—[—a;,
2| 1—cos 5| —a® {2—a® —2cos—) |2
[ (1 cos4) a ( a coshi”

gdzie 8, jest wartodciz wielkosei 6, odpowiadaj 3cg wartosci ﬂ:;— N
4

Rozpatrzmy teraz y. Czynnik ";T zmniejsza sie dla wartosei ¢ od 9 =10

do #==; czynnik drugi sin (¢ —a 6), przeciwnie, powieksza sie przy war-

tosciach @ od #=0 do ﬂ:%; Toz samo bedzie z wielkoscig y. Wielkosé

a

1

1 a
[2(]—.005 1}) —a® ( 9—a% —2 cos »73) ]T

)

4

Jest wige oczywiscie wigksza od wartosei maximim na y. Lecz wielko$é ta
dazy nieograniczenie do zera wraz z .

DowiedliSmy zatem, ze obraz kota |u]=1, opisanego przez punkt v,
dazy nieograniczenie do linii prostej, poprowadzonej od punktu v =0 do
punktn v=1, gdy a dazy nieograniczenie do zera. Funkeya tworzgca
posiada tedy wszystkie wlasno$ei, wystowione w twierdzeniu &.

(236)
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Oblivczmy teraz stale au, (o). Wzor (14) daje bezposrednio:

a, (a)=a* (1 +%— (l—e®)+ gﬂ—(—leg-}——l) (l—ae)? ...
@1) - a .

+a,u (ap+1) l(::ﬁ:_ n—u—1) (l_a—;)n—p) :

kladac a= % , otrzymujemy wyrazenie bardzo proste:

o3 o3
7 (@) + lim [ T @ @) g P )
(22) anu(—l‘)

n

+ ———— F(a) (x~a)"] )

|

przedstawiajace funkeye FA (x) wewnstrz gwiazdy glownej 4 1 zarazem
zbiezne jednostajnie dla kazdego obszaru wewnatrz 4. .Lecz 4 nie Je‘st
w ogble — jak to wykazal Borel?)—gwiazdy zbieZno?cl. tegq wyrazenia;
przeciwnie, widzieliSmy, Ze jest ona zawsze gwiazdg zbieznosci wyrazenia
granicznego -podwdjnego

F(a)+lim li—nio {a]]”—_l_(a)Fm (a) (x—a) + iz!i‘%ﬂF(z)(a) (z—ay+...

e=0n=

220 pog) oy |

ktére, podobniéZ jak wyrazenie (22), przedstawia FA (z) wewnatrz 4.

§ 2.

‘Wyniki powyzsze otrzymano wszystkie z badania calki:

(8)
1 [ Fa+(e—a)f(yla) (w\+
=) Yy (-’/) -

[

) E.Borel Sur les séries de polynomes et de fractions rationnelles. Acta
math, 24, p. 309, Patrz nasza Note trzecia,

(237
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Jezeli w tej calce, zamiast czynnika (%)HI, wezmiemy inny czynnuik, za-
chowujacy te wlasnosé, aby byt rowny 1 dla y==u 1 aby punkt y =0
byt jedynym jego punktem osobliwym, otrzymamy inne wyniki, réwniez
godne uwagi.
n aa s . . w(l—l) . .
W paragrafie niniejszym obierzemy czyunik e * , gdzie w jest
stalg dodatnia, i zajmiemy sig badaniem catki:

By (%(a«]—(ﬂc——a) | a)) 6w(§~—1) dy .

2z, y—u

{23)

Nalezy rozpoczaé od przypadku najprostszego f(y|a) =y, v=1 1 zbadaé
calke:

L (Fate—an o)
b @ r—a)y of-——1
7 —— N N e
(24) T j 7—1 ety Ly

Przyjmijmy, jak w paragrafie pierwszym, ze S jest konturem powierzchni
jednosp6jnej, dla ktorej F(a -+ (z—a)y) jest funkeyg monogeniczng, regu-
larng, obejmujaca w sobie dwa punkty y =0, y=1. Mamy:

F (a—HfB—aJJ) @51
2mj y— ( )dy T y—1

Mamy nadto:
. [F(a—,— (z—a)y) (,, ])d-z/

97zz

)

+E (a)+i_11_F (@) @—a)y +—%—F‘“> (@) (o—a) 9)+ f
(25) 2

.jl+i : +T§,_-(7)+—!—li—(—‘;})+§dj

F® (a) (s—a) +

= “’%(F(a}—r T e+
1_1_ () . “ @t
-+ n F® (@) (z--a) ) [T

(238)

F@) + 5 1 F(a—!—(x—a)y) G 1)dy.
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Szereg

@ ? (F(") T @t P (x—a)“) e
,¢=0 I } _LL—}-I
Jjest zbiezny dla kazdego punktu, ktoremu odpowiada kontur S ?).
Mamy tedy r(’)wnoéé:

14’(sc)=e—">Z(F<a)+l1 F (@) (5—a) 4. +‘— m(@(m_a)u) +1
u=0
@)

U (Flte—an (-
S

zachodzgeg dla kazdego punktu, ktéremu odpowiada kontur S.

1y W rzeczy samej, szereg ten jest bezwzglednie zbiezny dla kaidej wartofei
z i w. Mo#na to okazaé sposobem, wskazanym nie przez Phragména. Niechaj r bedzie
(==}
. . s - A as v 1 .
wielko§eia dodatnia mniejsza od promienia zbieinofei szeregu P —x?Ftu)(a) (x—a)%

u=0

1
- Fw(a) (:r—a\ul dla jzj=r.

iniechaj g bedzie wartogeia magimum wyraZenia m !

ibs

Bedzie wtedy:

1
‘ Elﬂﬂ)(a) < gr—s.

Dla jakiegokolwiek x jest:

” 1— (Lt_':ﬂ)”ﬂ

|1 e
— F) | <<
}_‘J} [ P o | 9 — e
i u=0 —
stad:
/3 e
W -T——F’.u!(a) (x—a)e L = g ‘r_ '
| [+t 11zl
=0 - r
a wige:

"

Iim , Z \ ————E")(a) (r—a)«

o=
#=0

G

a zatem i t. d.
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Ze zbieznosei szeregu (26) wyplywa :

(28) lim ( Fa) -!——11—F(‘)(a) (z—a) - +Ln Fo)(a) . a)n) ot

[ [T =0

a zwazajac, 7e:

@

e p* e~ 1 e~ ot
29 = — =
29) - /( = )(Zco,
widzimy, ze:
w | €0 do
Fz) = Z 0—(—“7)2——— F (a) (z—a)=
(30) . H=0 —
1 [ Fat :
f a r—a w{—~—1
—i"sz —I )y)e(l/ )dy.

Moznaby bylo otrzymaé réwniez oba wzory podstawowe (27)1 (30), wzigwszy
za, punkt wyjseia tozsamosé : )

1 /’"%'(a—}-(x-—a)y)ew(%—l)
y—1

RE

e (TR T
0

© 5 m
:LJF(a—}-(m-—a)y)dy__ 1 (F(a—l—(z—a)y) (/.e"’(%*l)dm}dy

2ai y—1 27l v
L Batean
— _ a+ (z—a)y " a(=——1
syt Retten | (G-,
Szereg -

3 @ @y

“ (lpy

(240)

icm

O PRZEDSTAWIENIU ANALITYCZNEM i t. d. 95

jest widocznie zawsze zbieiny wzgledem o ; bedzie zatem:
'OO
/ e w do o -

(81) 2 o (|ﬁ)z—F(“) (a) (ac——a)“-—-—‘f'e'w (2 1;(!2_(;3 (v (m—a))") do .

=0 4] u={

F (a)
(ley

(32) (1, 0@—a) =) (o —a))*,

=i
mozémy napisaé:
o / e~ w* do
) I (a) (x—a)r = [ e 5§ (2,0 (z—a)) de .
%" (1) . ’

=0 [}

)

Stad wynika:

w

(83) F@)= [0 B0, 0(—a) ot 5 jwe‘”(fody‘

y—1

Ten nowy wzbr mozna uwazaé za podstawowy na réwni z wzorami
27) i (30).

Zbudujmy teraz gwiazde A®, wpisang w gwiazde glowny 4 stalych
F(a), FO (a), F® (a)... F (@)..., W sposGb nastepujgey. Ugtalmy ‘wz?ktor [
wychodzaey ze Srodka a i nadajmy mu diugosé t. Gdy v.veZI’memy T
dostatecznie malem, kolo, ktérego ta czesé wektora [ bedzie sredm‘ca.,,
stanowi¢ bedzie czes¢ gwiazdy 4. Jezeli Drzez @ oznaczymy granice
wyzszg wielkoci v, odetniemy na 7 dlugosé ¢ 1 obrécimy 7 raz jeden
okoto rodka a, zbudujemy gwiazde A®.

. 1 .
Obierzmy teraz na § okrag € o srodku w punkeie y=- 1 pro-

mienin % ry r>1. Z wzorbw (27), (30) i (33) wyprowadzamy nastepu-

jace trzy rownosei: N
Prace mat-fizyez., t. XVII.
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oo

Fav@ =63, (,F(a) + ‘Ll F (@) (@—) - . ..

n=y

1 B 1 1 [F(a+ (z—ana @
o) ok e Gy,
o / ‘e—‘" w* do
FAO(z)=— E_—.) -
@ ©=2 Ty )

#=0

()
1 (Pate—amn o
g (RO A, Gy,
FAO () = / oo F(ad o (1—a)) do

) ,
\ _g_%/fﬁ:t(xl__“)ﬁ).g“(?“‘)dy,

y—

ktore stosujg sig wszystkie do jakiegokolwiek obszaru X, polozonego
wewnatrz A®, byleby r byko dostatecznie blizkie jednosci. -

Szeregi (26), (31) i (32) s3 jednostajnie zbiezne dla obszaru X i sg
one nadto zawsze 1 bezwzglednie zbiezne tak wzgledem z jak 1 wzgledem c.

Czesé rzeczywista wylazema 1 —1, gdy v opisuje obwod €, jest

réwna

1—?
(1= +2r (1 cos ) ?

. . 1 T, . . R
gdzie nezyniono y = 5+ 5 €7 1 pozostaje zawsze ujemng; bedzie zatem:

(35) lim 1 M—ﬂ) o(

w=o00 2757 J—

1) dy=0.

Gdy oblerzem} t dostatecznie blizkiem jednoci, zbieinogé ku zeru tego

wyrazenia granicznego stanie sie jednostajng dla wszelkiego obszarn X
wewngtrz A0,

1242y

icm
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Z wzoréw (34) wyprowadzamy wiee nastepujace :

FA® @) = lim E (F(a) + —I~ F© (a) (r—a) 4. .

@) a .
L P =)
f e & dw

@7 FA® (z) =lin E —(m———F@'? (@) (r—a)* ,

(38) FAO (@)= f o § (8, 0 (e—a) do ,

zachodzace wszystkie wewnatrz A®. Strony drugie kazdej z tych réwnosei
sg jednostajnie zbiezne dla kazdego obszaru X wewngtrz AM.

‘Wzér (36) zawdzieczamy Borelowi?!). Wzér (38) jest stawnym
wzorem Liaplace’a— Abela ?). Funkeya § (a, w (z—a)) jest funkeys,
ktorg A bel nazywa ,funkeys tworzaca®, gdy galaz funkeyjna FAY(x)
jest ,funkeya okreslajaca®. Zasluga Borela jest odkrycie waznego
faktu, ze calka Liaplace'a—Abela

0

(39) f % (6, 0 (1—a)) dos

[

jest zbiezna wszedzie wewngtrz gwiazdy A®, ktéra zreszta jest gwiazda,
opisang na kole zbieznosei szeregu Taylora

[

3 L po@ @y

=3

i zlewa sie z tem kolem tylko w przypadkach specyalnych.

) Lecons sur les séries divergentes. Paris 1901.

" Laplaece Théorie analytique des probabilités (Oeuvres 7. Livre premier,
See: e partie). ADel. Surles fonetions génératrices et leurs déterminantes (Sylow
et L. e, Oeuvres 2. 67—71).

(243)
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Wywod powyzszy podatem w liseie do He rmite’a, naplsa,nym
wkrotce po pierwszej publikacyi Borela®).

Wazne pytanie pozostalo jeszeze po badaniach Borela. Udowodniono
wprawdzie, ze calka (39) ma znaczenie wszgdzie wewngtrz gwiazdy 4®,
lecz nie wiedziano, czy ta calka posiada gwiazde zbieznodel, czy tez jej nie
posiada. Phragmén wyjasnil tg sprawe, dowiddlszy, ze gwiazda A® jest
gwiazda zbieznosei trzech wyrazefi: powyzszego (39) oraz dwu wyrazen :

lim e > (F(a) +-|-11— O (a) (m—a)+ . ..
(40) T e -
P ) o
e |#+1
e""’ w® dw
(1) Jim 2 F (a) (a—a)* .
p=0

Dowodzenie Phragména moze byé streszezone w sposéb na-
stepujgey:

Dowodzi on najprzéd nastepujacego twierdzenia.

L2Dajmy, Ze calka

[g~zufn¢(w) dw

[

gdzie @ (w) jest funkeya rzeczywistg 1 jednoznaczng, #, za$ wielkoscig rze-
czywista, jest zbieina. Oznaczmy przez e wielko§é dodatniz dowolnie
mala, & przez R (i—t,) cze$é rzeczywisty wielkoSei ¢—t,, gdzie ¢ jest
rzeczywiste lub zespolone.
Calka

[ —o! g () do

o
jest jednostajnie zbiezna, gdy R (t—t,) =¢ “.

oo

1) Sur le domaine de convergence de l'intégrale infinie f F(a)e~«da (C. R.

10 juin 1901).

(©44)
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W samej rzeczy, poidzmy:

D ()= [.e‘“”ﬂ @ (w)dw;

o
dla M dodatniego i dostatecznie wielkiego bedzie:
LP(o) | <M.
Jest nadto:

g @3

[e—mt (o) doy = fe—m t—t) g—oh @ () dow = f —o (=i @ (w) .

, @,

Wykonywajac calkowanie przez czesel, otrzymujemy :

{ eotg @) do=| =t B (0) ] + (1) f emo =10 B (w) do

@y

stad:
lf::”‘ww)dwl §M(e—wx’+e-«=f)+1t—tolmf::w=dm

__M(g—w,c_l,_e——w,t)_l_ ‘t t‘)l M(e—m,z_ —w.z)
<2Me—wt*—]—M~——-———}t:t°] e,

‘Wyraz po prawej, gdy o roénie, moze staé sig tak malym, jak chcemy.
Twierdzenie jest wige dowiedzione.

(249)


GUEST


icm°®

100 G. MITTAG - LEFFLER.

Przyjmijmy teraz, ze wyrazenie (40) jest zbiezne dla x=u,. Bedzie:

oa

S e (Fo+ Tll— FO (a) (5—a) + ...+ —I—IM—FW @ @—a)") i“’%
#=0 — o £
= e [ F@ + - P @ ) . T F ) (o T”fl—
a=0 — o £
=3 (F(a)-}-—l_:llTF(”(a) (o) ...
__1__. g AV i gt o1 gy 2
T
-3 (F(a) + —11—pn (@ (z—a)+ . ..
1 v 7 e gl @ oyutl
+§—i‘._ I (a) (x—a) )‘[(———g !ﬁw ———~——elﬁ:7_1 ) »
i .e‘m ede ) [poréw. (29)]
=§0 S P = [ 50 0@—a) da.
Kladac:
43) o@—a)—w, (44) L ¢
z2—a ’
(#5) S@awy=pw+ i yp@),

gdzie @ (w), v () sa rzeczywiste, otrzymamy :

w0y 0,

fg—m F (4, 0 (x—a)) dov = tfe-“" T (a, w) dw
(46) - B

=t[f::“"q:(w)dw+ i ,[::"”(p(w)dw].

bl 20,

‘Warunkiem tedy koniecznym i dostatecznym na to, aby kazde z trzech

(246)
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wyrazen (39), (40) i (41) bylo zbiezne, jest, by modul kazdego z dwoch
wyrazen

0a Wy

/e—“"(p(w)dcu, ;e—“"w(w)dw,

.t'a, ‘wi
gdy w, jest dostatecznie wielkie, w, zas jest wielkodeia dodatnig jaka-
kolwiek 1 w;<Cw,, pozostawal mniejszy od wielkosei - dodatniej danej,

jakkolwiek malej. Przyjmuje sie, ze warunek ten spelnia sie dla £, =z 1 Z
=

Wedlug twierdzenia Phragména warunek ten spelnia sig takze dla
1 1

r—0  X—a

=Ri—t) ==,

t.j. we wszystkich punktach wnetrza kola, ktorego $rednica jest wektor (a ).
Calka (39) jest wiec funkeya monogeniezng i regularng zmiennej z wszg-
dzie wewnatrz tego kola. Punkts, jest przeto albo wierzchotkiem,albopunktem
wewnetrznym gwiazdy A" . Ta gwiazda zbieznosei calki (39) jest rownoczes-
nie na zasadzie wzoru (42), gwiazdg zhieznosci dwbech wyrazen (40) 1 (41).
Wyniki, osiggniete dotad w tym paragrafie, dajg sie strescié w naste-
pujacem twierdzeniu:

Twierdzenie 7a. Oznaczmy przez 4 gwiazde o frodku e,
przez A inng gwiazde, ktérsy nazwijmy gwiazdg Bo-
rela; ta gwiazda Borela bedzie spélsrodkowa z 4, wpi-
sanaw A i tworzy sie tak: ograniczamy kazdy wektorl,
wychodzgey ze §rodka a, do dtugos§ci g bedgce] granicy
wyiszg innej dtugofeir, na wektorze !l takiej, ze kolo
0o §rednicy r stanowi ezgS§¢ sktadowg gwiazdy 4.

Poniewaz gwiazda Ajest gwiazdg gtowng statyeh
F(a), FO(G) your, F (@), or poddanych warunkowi Cauchy'ego,
przeto kazde z wyrazen

f e F (o, 0 (z—a)) do, F(,@ (z—a)) = 2 _‘“IZ(]“;(;) (0 (z—a)*) ,

|

b w1
tim 3 (F@ + @ @8t GG R
p=t - . 5

{ e~ o dw

i, 3 P @) ("
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bedzie miato gwiazde Borela jako gwiazde zbiezno-
Sci, a ré6wno§é:
FAD (5) = [ e F (o, (2—a)) dw

K]

o 1 . . otH
=lm, Z(F@Jr T - P (@) (2—a) +-. +T—Ff @) (—a)) 2 arEey
e~ w*dw

oo

zachodzié bedzie wszedzie wewngtrz gwiazdy Borela.

Jezeli w przejdciu do nieskoihczono$§eci zatrzy-

mamy sie na okre§lonejliczbie skofczonej, bedziemy
mieli r6wnogé:

@ &) 1
FAO (z)= [ e (e, 0 (z—a)) do / Fa+ (2= Eﬁl—aﬂl e’ (7_1) dy

o=t

T

e

1 M 8

F(@) + 5~ F9(a) (5—a) +- ... &+ 1 F(a) (g—a)*
11 |

R JIC =)

2

w(—}y—oJ) d{/

@

e o do

(lwy

[
EMs

@ e g z@i@m G gy

(&)

gdzie calka |jest wzieta w zwrocie dodatnimigdzie

€ oznaczakoloo s’rodku—g— i promieniu%r(r>1) tak, ze
a+(@—a)y nalezy do wnetrza gwiazdy 4.
‘Wrétmy teraz do badania calki ogélnej (23), t.j. calki

1 F(a—i-(w—a)f(yfa)) G

=)
2ai y—1u dy .

(248)
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Nadamy funkeyi /(y!a) to samo znaczenie, co w paragrafie pierwszym
i przyimiemy tak samo, jak w tym paragrafie, ze S jest kontnrem‘po—
wierzehni jednospéjnej, dla ktorej tak 7 (y | a) jak i F(a~}-(a:—l.z) flyi a))
sg funkecyami monogenicznemi i regularnemi, konturem zawierajgcym
W swem wnetrzu punkty y =0, y =u. Mamy:

F(a+ (@—a)f(x]a))

‘)nz

‘/—-u

y—u

i nadto:

o (Fat@afla),

1 /"1°3“(a+(x—a)f(y|a>)e‘"(3“)dy=

e y—u 2, y—u
1 e2o (OF)'(a—i—(-Ifﬂ f(?/la)( )d/
T2 L y—u
1 e@w? F(a—l- (z—a) f(y|a))
D |2 J y—u (J) v
1t F(a+ @—a f(y|a)) b —
R P [ y—u Rk
1 eoart F(a+(x—a)f(u1a»( )W
=T %m 2 | a1 y—u Y
a=n T

Stad na zasadzie wzoru (7) bedzie:

1 F(a+(m—a) fly|a) °’( "l)dy

P Y—u

— e [F0+ g_l(lu_l) PO (6) (a—a) + "-—1%-1—“1 7 (0) (e—a)? +

=0

1

+y’”‘|(u’a) F (a) (z—a)* ) [aFl
2 (Fow@ -0+ |2 P Fo (@) (e—ap +

=m;=‘0'(1r(a)+ 5] l
! vav
R

Pes
F)(d) (.m—-a)") E_l—_l— ) .

(249)
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(#8)

oS Pl axu(zf!a)F,, gw(u ) g
¢ m( (@B R ) .o P22 @) o W) s
Ko . %
4 zf”/ F(fl+(;s—_—f;) fia) (G- gy
a kladae =1, mie¢ bedziemy:

F('x)=e"°2( (@) + a‘[“ @ FO(a) (5—a)+ .. ““I“ (@) paq) (:t—a)“) o

(49

FA@) =0 ( Fla)+ ‘L‘I‘# Foa) (z—a) ...+ ““]f‘—#(“) Fe(q) (zc—a)“)—m——f T
e 4 Wi

(50)
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A zatem:

Fla+ (@—a) f(ula))

w=0 T

) ; 1
s | F(a+(zj)r(y;a» G gy,

Widzimy analogie zupeing z wzorem (27). Uzyjmy teraz funkeyi tworzacej
7(u f'a), gdzie w opisuje okrag, ktérego srednicg jest prosta zawarta
pomiedzy 0 a 1, dla utworzenia gwiazdy @, wpisanej w gwiazde glowng
stalyv?h F(a), FO(a),... F*(a). .. Widzimy, ze gwiazda ta jest wpisana
w gwiazdg A, ktéra powstaje, gdy = opisuje okrag iui==1, i ze zlewa
sig z gwiazdg A@ tylko w praypadkach szczeglnych. '

Wzigwszy jako kontur S okrag € o §rodkn y= é i promlemu -1 (r>1),
otrzymujemy ré6wnosé :

u=0

{ F(a+(x—a) flyia) a)( —1) @y

2mi

zachodz(;ca w kazdym obszarze X wewnatrz %@, jezeli tylko obierzemy

r dostatecznie blizkiem jednogei. Sposobem, w jaki dowiedlismy réwnosei
(35), dowodzi sie tez réwnosci:

(61) Jim 1 F (“"’(‘”—“) fyia) ,

w=c0 27”, ¥

_1)dy= 07

(250)
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a wiec réwnosé :
Fy (r)—.:.—hm i 2 (F(a)—{— a’,“(a) Fd (a) (:r—a) 4+ ..
u=\ —
(52)
Gu @) ) “tl
L2 P (a) (z—a)* ) ———
+ n (@) (z—a) et

zachodzi w kazdym obszarze wewnatrz U@ . Wyrazenie po drugiej stronie
jest jednostajnie zbiezne dla wszelkiego obszaru, potozonego wewngtrz
gwiazdy At Widzimy, ze wz6r ten jest bezposredniem uogodlnieniem
wzoru (36) Borela.

Otrzymujemy Yatwo analogiczne uogélnienie wzoréw (37) i (38).
Mamy:

1 F(a—l—(x-—d)f(ﬂa)) “’(y )d/

27 y—u

1 F(a—(-(x—a vla))dj

=%, y—u
=) ‘_
F(a—i-(x—ﬂ)f(yia))(] Gy
2nz y )
FlyHo-o) {0l — 5 Tt e fGla) | G aw)ay,
a takze:
F(a+(m—a) fl) [ (oG o) a
an f (! ( dco)dy
[0} @
1 (Fate—afyla)( (o) g
=5 m (.{e dw)dy
(54) o 0
= [P @ +TF“,@ (e—a) (] o)
mm ——1 d
| el ([ G

o

(261)
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Funkcya f(y|a) znika dla y==0, bedzie (pordwn. (8)):

@ =Rl Bl B
a zatem: -
1 v o orw_
[ ruter([eGan) &
] .
- 1 (Z) D ” Drafr Drte fr
271 ) \[». ey E=n ‘7/”+1+_ng7+2‘+_”)
X U (2 *‘Tll: ‘°7+T1£_(9y1)+%3 (%)Jr) - dw) d_/,

_ "’vm D D Dt g
[ G e+ T oo e+ b

o

Kladge:

G __Dr D s
(56) 1, (wu] ﬂ)—w (wu) + (IT}-IL)Z (oup+t - m(fvz_g)z(wu)vﬂ-}-...,

mamy:

(] w ®
6 g f 10107 ([ G a0) = [ fontar o,
b ’ 0

0

Przeto:
’ W
, [e=fi (o)) do
Fa+ (2—a) f(u| a)) = ] e do> . F(a) +'“—*——Il—h FO)(a) (v—a)
58 -m_m - B
(58) 1 Je fy (01 | a) doo js“‘“ﬁ,(mu!a)dm
P SR E R Fei(q) (z—a)?-- “————|§—~w— F®)(a) (z—a)4-...
1 1 (_%3’ — N (
5L (a+(wy_«2f(?/la))gw(;—l)dy.

(252)
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Jezeli wprowadzimy: »

60 §elfia)=r@+ET R0 e+ LI po@

bedzie:
©0) F(at-(o—0) f(u] )

)

(8] «
[ 5o,y o -t g [T G

0
Kiadae a=1, otrzymujemy f(y | a)=y; funkeya 3 {(z|f,w) staje sig
w tym przypadkn tem, co wyzej oznaczylismy przez 3 (a, (z—a)) (porbw..
(32)), 1 otrzymujemy rownosé:

(61) | f o) =7F(ao0@@—a).

W terminologii A bela nowa wprowadzona funkcya f, (wu]a) jest
funkeya tworzaca funkeyi okreslajacej f (] ay. Mamy wiec réwnosé:

w {S) 4
62 flulor = o frloula) do+ 57 fuglar (g

i) y—1

zastugujaca na zaznaczenie.
Obierzmy teraz jako kontur S okrag G wyzej okreslony; kladac
w=1, otrzymamy zamiast wazoréw (58) i (60) dwa nastepujgee:

w

° o j‘e”"’ fo (0| a) deo
P (z) = f o do . F(a)+ 20_____._17___._ P (a) (z—a)

63) . _

w & 1
(64) F%K“‘(w):[ —§@|fo)do+oop f FatE—alla) (=g
. 2 mi y—a
0
stosowalne w kazdym obszarze X wewngtrz (i@ jezeli tylko promief »
kota © wesmiemy do§é blizkim jednosei.

253)
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Otrzymujemy jeszeze dwa wzory :

m

- fe“” fr(w]|a)do

(63) FU@ (@) = F(2)+ lim 2 "——l—;—»— FO) (a) (z—a) ,
y=0 -
(66) FYo@) =[5 (@|f,0) do

‘o

stosowalne w kazdym obszarze X wewnagtrz A@. Wyrazenia po stronie
drugiej sg jednostajnie zbiezne dla kazdego obszaru wewnatrz gwiazdy .
Zestawnmy te dwa wzory (65) i (66) z poprzednim wzorem (52). Te
trzy wzory stanowis razem bezposrednie nogélnienie wzoréw (36), (87) i (38).
Moznaby otrzymaé wzory (65) i (66), poddajac wzor (52) temu samemu
przeksztalceniu, jakiemn poddaliSmy wzér (27) dla of;rzymania z niego
wzordw (30) i (33).
Pozostaje jeszeze do wyjasnienia bardzo wazne pytanie:
) Gwiazda U@ byla gwiazda zbieznosci w przypadku o = 1. Czy jest
Jeszeze gwiazdg zbieznoSci dla trzech wyrazen (52), (65) i (66) w przy-
padku ogblnym 0 <<a{1?
‘Tak jest w samej rzeczy, a dowodzenie tego jest tylko powtérzeniem
dowodzenia Phragména dla a=1. Przyjmijmy w istocie, ze calka

oo

{ e~ F(x, | f, ) deo Jest zbiezna, t.j. Ze wyrazenie:

)

i3

[ Rl nondo=t [ a0 b
)

jest zbiezna dla w=1. Wedlug twierdzenia P Lr a gména calka

[e * §(zy | f, whdw bedzie jednostajnie zbiezna dla R (i—l) >
4 u ’
gdzie £ jegt wielkoscig dodatnia tak mals, jak cheemy, ¢o wychodzi na to
e calka jest jednostajnie zbiezna dla kazdego obszaru wewnatrz kola.,
Opisanego przez zmienng w i majgeego za $rednice wektor (01). Calka:
Jest wiec funkeys monogeniczng i regularng zmiennej « wszedzie wewnatrz

tego kola. Tecz gdy obierzemy || dostatecznie malem, bedzie f(x|c) .

tak blizkiem zera, jak cheemy, i otrzymamy réwnogé:
(==}

F(art(oa) ful @) = [ § (@ | f0n)do . (por. (60)

1]

(254
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Wynika stad, ze gdy » jest punktem wewnatrz kola, ktdrego §rednicg
jest (01), to F(a-+(z—a)f(w]a)) bedzie funkeyy monogeniczng
i regnlarng zmiennej z = (¢--(z—a) f(x| a)), o ile punkt bedzie punk-
tem polozonym na wektorze (az,) pomiedzy « i x,. A wige @, jest albo
wierzchollkiem albo punktem wewnetrzoym gwiazdy . Dowodzenie,
zastosowane przez nas do wyrazenia (66), stosuje sie i do wyrazenia (65),
a takze do wyrazenia (52), jezeli postugujemy sie przeksztaiceniem analo-
gicznem do przeksztalcenia uzytego dla wzorn (42).

Jezeli teraz pozwolimy wielko$ei o dgzyé do zera, otrzymamy naste-
pujgee wyrazenia, stosowalne wszedzie wewngirz gwiazdy H, ktra jest
ich gwiazda zbieinosei:

oo

/| FA(@@=1in 1imZ(F(a.)+i’%ﬂFu)(a) (e—a) ...

a=0 w=00

M () (x—a)% _.[Bfif__
+EEE P ) e

{67)¢ - [e“"f,,(a)ia)da)
=F@)+1ln lin > "——|v—-—~ Fo)(a) (z—a)"

= lim {ew 3@ l|f, o) do.
a=0.0

‘Wyrazenia, otrzymane w tym paragrafie na FU@(z) [0<<a<<1l s3
wszystkie zawilsze od wyrazef w paragrafie poprzedzajacym w tem zna-
czeniu, e 83 wyrazeniami granicznemi podwojnemi, wtedy gdy wyrazenia
nasze w paragrafie pierwszym sg wyrazeniami granicznemi pojedyfczemi.

Wiyrazenia na FA4 (x) w paragrafie pierwszym sg wyrazeniami gra-
nicznemi podwoéjnemi, a w paragrafie niniejszym stajg sie wyrazeniami
granicznemi potrojnemi. Wiemy juz, ze niepodobna przedstawié FA (x)
za pomoca wyrazenia granieznego pojedyinczego, jezeli cheemy zachowad
dla gwiazdy 4 wlasnosé pozostawania gwiazdy zbieznosci we wszystkich
przypadkach 1).

‘Wyniki tego paragrafu mozemy stre§eié w nastepnjacem twierdzeniu:

1) E.Borel Sur lesséries de polynomes et de fractions rationnelles. Addition
au mémoire sur les séries de polynomes et de fractions rationnelles. Acta math. 24.

(255)
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Twierdzenie 7b. Oznaczmy przez 4 gwiazde o §rodku
wpunkcie a przez a wielko$§é dodatnig mniejszg od
jednosci, przez A gwiazde spélsrodkowsg z 4, wpisang
wAdintworzong przez funkeyetworzgca f(u|a), gdzie
# opisuje okrag kola, ktérego Srednicg jest prosta
zawarta pomigdzy zerem a jednoS§cia ktéry zatem,
gdy f(x]a) dobrano odpowiednio, bedzie opisany na
gwiezdzie 4, otrzymanej przy pomocy tejze samej
funkcyitworzgeej, gdy v opisuje okragg kota o srodku
aipromieniul Bgdzie moZna zawsze obraé funkeye
fw|a) taky by, gdyajest dostatecznie mate gwiazda
A ohejmowata w swem wnetrzu wszelkiobszar poto-

zonywewngtrz 4,itakg jeszcze, by dla a=1 gwiazda .

Y= stawalta sie gwiazda Borela (twierdzenie 7a).

Bg¢dzie mozna jeszcze obraé funkeye f(u|a) taks,
by—gdy 4 jest gwiazds gtowng stalych F(a), F'(a)..F9(a) ...
poddanych warunkowi Cauchyego—nastepujgce trzy
wyrazenia (A), (B),(C) posiadaly jedne gwiazde zbiez-
nofci, zawsze t¢g samgiidentyczngz gwiazdg A,

Tin e, (F(a) + L!"I@F<l’(a) @—a)f. ..

==

(A)

O (@) w*t?
+ BT (oap T

glzie auu(a) 42770 sastatemi dodatniemi oznaczonemi, ma-

jgcemi wszystkie wlasnoSei podwéjne a,.(1)=1, lim @y (a)=1
"= 00

i zaleznemi tylko od funkeyi tworzacej;

©

- fe*“’ fr(w] @) do

®) F@-lm »° o @ Gar,
gdzie: ”

Floia=3 [l o, Do —(De 1 e
© [ 5@l a)io.

(256)
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gdzie:

Rivlf o) =F(a) +- 02 (ﬁ 2 ) (o) - T2 “"“’ Fe (a) (z—a)- ..

Nadto rdwnogé:

o

F4 (x)=1im #""5‘ (F(m—{— ip o) FOW) (p—a) + . ..
=i —

wHt

Cupla) o, o
+ ” - P (a) (2 a)) e

12

- ’ e f, (0w a) do

=F(@)+ lin v ———— Fo)(a) (a—ay = [ e F (2 f,0)de

v-—l — S

oc

1

zachodzi wszedzie wewngtrz %@,
Wyrazenia graniczne potrdjne:

co

lim lim ¢ % ‘(F(a) + “—lu_(i) Foa) (e—a) + . .
| Q u(a) “ Wttt
+ u|ﬁ___F(m(a) (z—a) ) TatT

w &2 hie a)de

F(a)+lim Lim ¥ D e F(q) (z—a)
a=40 LU:N —0 I_
N
]1311 ’ 5z f o) dw ,

il

majg wszystkie gwiszde zbieznoSci identyczng z 4.
aréwno$é, w ktorej po stronie lewej mamy FA(x), pe
prawej za$pierwsze drugielubtrzeciez powyzszyeh
trzech wyrazed granieznych, zachodzi wszedzie we-
wnatrz 4. ) . '

Frace mat.-fizyez, & XVIL 17
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Jezeli w przejscin do nieskoficzonosci zatrzy-
mamy sie naliczbie oznaczonej skoficzone]j w, bgdzie:

co

FA@ (2) — e“”Z (F(a)+f‘i“l—(‘”_p<n (@) (w—a)+ ...
=0 _

Quu (@) wht!
bl Sty V0 Pt} | e

T O T

. w [ fuia)do
= P (z) — { oo F@)— 3, -H—“———— F)(a) (@—a)"
‘U r=1 -

= Flta) (z) — f ez f, 0)do

[T B
__ 1 [(FltE—af@la) (G-,
Qi Y— Y s

gdzie G oznacza okrag kola o §rodku wpunkecieaipro-
. Lo 1 . . . .
mieniu 57 (r>1); réwnoéé ta zachodzi, o ile = jest

punktem takim, ze a4 (x—a)f(y]a) nalezy do wnetrza
gwiazdy U@, gdy yopisuje okrgg € 1).

') Préez prac wakazanyeh na poezatku tej Noty, po ogloszeniu Noty trzeciej uka-
zaly sie jeszeze nastepujace prace, odnoszace sig do przedmiota mej pracy: Le Roy,
Sur les séries divergentes; rectification 3 nne note préeédente (C. R. 5. VI.1900). Le Ro Y,
Sur- les séries divergentes et les fonctions définies par un développement de Taylor
(Ann. de la Fae. des sciences de Toulouse 2. 1900, p. 322—828). E. Borel, Les séries
ahsolument sommables. les séries et le prolongement analytigue (C.R. 19. XI. 1900).
E Borel, Sur la généralisation du prolongement analytique (C.R. 21. VIL 1902).
P. Painlevé, Observations sur la eommunication préeédente (C.R. 21, VII, 1902).
E.Borel, Legons sur les séries 4 termes positifs. Paris 1902, Chap. VI, p. 70.
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A. PRZEBORSKI,

0 CALKACH NIEANALITYCZNYCH
réwnai riniczkowych o pochodnyeh cagstkowyeh rigdu pierwszen.

W artykule ,O calkach nieanalityeznych réwnah rézniczkowych
liniowyeh o pochodnych czastkowych rzedu pierwszego® !), dowiodlem
twierdzenia, Zze wszelkie réwnanie liniowe o pochodnych czastkowych
rzedu pierwszego

& O

L )
aa,., + st + "i"—l (xﬂ) ‘Zl Eal ] (t,,) 3.’!},,._1 = *4"' (xm By gy x") 9

'A'O (xo, Ty yeee x")

gdzie A, 4, .., A» sa funkeye analityczne w pewnym obszarze, posiada
w tym obszarze, oprécz calek analitycznych, i calki nieanalityczne.

W artykule niniejszym dowiode analogicznego twierdzemia i dla
réwnania nieliniowego o pochodnych czgstkowych rzedu pierwszego:

(1) F (Z, Zy ,-..,31',,, 12 r'-;.p") =0 b
gdzie pi= 3—;_ , przyczem F jest funkcys analitycang w pewnym obszarze (s)

Metoda, ktérg bede sig postugiwal, jest uogélnieniem metody, podanej
w poprzednim artykule.

') Praee matematyezno-fizyezne, tom XVII, str. 123.
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