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only one G of each of these orders and the group of cogredient isomor-
phisms of all of these G is of order p*. Moreover, all of these groups:
are conformal with abelian groups generated by two operators ). Conti-
nuing this process it is easy to see that %%, may generate any one of
1424 ...-m—1-m non-abelian groups and that all of these groups:
are conformal with abelian groups having just two generators, except when
p=2 and m=1. All of them contain two operators of highest order which
transform each other into their 8, § powers, where 8, 4 are arbitrany num-~
bers satisfying the condition that they are congruent to unity modulo p™.
The preceding considerations can readily be applied to the case when

a—1 is not some power of a prime. From the fact that the commutators of’

@ are invariant it follows that G is the direct product of its Sylow sub-
groups. Hence the number of the distinet G+, is equal to the product of the
numbers of distinet Sylow subgroups. Since these Sylow subgroups are
conformal with abelian groups except when one is the quaternion group, it
follows that @ is always conformal with anabelian group
except when its Sylow subgroup whose order is a po~
werof2istheguaternion group. Inthiscase @ isthe direct
produet of the quaternion group and a group which is conformal with an
abelian group.
When a— { =2 p,™ p,”...p;™+ these are just
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groups which are generated by two operators transforming each other inte
their a power and which involve only non-abelian Sylow subgroups. In all
of these groups the operators which transform each other into their ¢ po-~
wer are of the same order. There is one and only one such group of order
2met gt pyma+? and the order of each of the others is divisible by this.
number.

The necessary and sufficient condition that a Sylow subgroup of order:
g7, contained in a group which is generated by two operators which trans-
form each other into their a power, be abelian is that y<CUmg—1 the order
of each of its two generators be less than pg”s+!. The number of such
groups which have one or more than one abelian Sylow subgroups can
readily be obtained from the number of those in which the Sylow subgroups-
are non-abelian, since an abelian Sylow subgroup has not to satisfy any
condition except that it has only two generators and that the order of each
of these divides p».

') Bulletin of the Ameriean Mathematical Society, vol. 7 (1901), p. 351.
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A. PRZEBORSKI
0 CALKACH NIEANALITYCZNYCH

fwnad véiniczkowyeh fiowyeh o pochodnyeh ezastkowyeh raedu pierwszego..

Jednem z najwazniejszych i najirudniejszyeh pytan Analizy jest
pytanie o charakterze calek rownan rézniczkowyecl. Znane jest twierdzenie
Canehy'ego, ze wszelkie réwnanie rézniczkowe

dry
dx

dy li"-’
=F((I;’ y’—é"" dx,,.g) [

gdzie F jest funkeys analityezng argumentéw w pewnym obszarze (5), ma
w tym obszarze tylko catki analityezne. Takze wszelki uklad réwnan
rézniczkowych jednoczesnych

dy dys diju
d—x‘ = (&, Y1, Y2 s ¥r) 5 71;" =09 (%, Y1, Yo - Yo) T = 0n (B, Y13 Yy oY) .

gdzie w,, w;,...w. 33 funkeye analityczne w pewnym obszarze (¢), ma
zawsze W tym obszarze tylko calki analityczne. Inaczej rzecz sie ma
z réwnaniami o pochodnych czastkowych rzedu pierwszego.

W artykule niniejszym zastanawiam sie wylacznie nad jednem réwna-~
niem rézniczkowem liniowem o pochodnych czgstkowych rzedu pierwszego ::

oz, %
AO(’I‘()’ Zy 1 ---sxu) +A1 (.x(h x1,~--,$n) +---
M 3, oy
9,
+ Ana (mm Ly yoens wﬂ) == Ay (o, 7, 3o :3{"!) )
awa—]

glzie 4y 4, 4,,..., 4, safunkcye analityczne w pewnym obszarze (e),.
przyczem zakladamy, ze dla punktéw tego obszaru funkeya 4, (zg, @, 5., m?,)-.
nie jest rowna zeru. ' ’
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Znane jest twierdzenie Z. Kowalewskiej o istnieniu calek tego
rownania, analitycznych w obszarze (e).

Zbadajmy, czy nie mozna znale§é calki réwnania (1) nieanalityczne]
W tym obszarze? '

Calke ogélng réwnania (1) znajdziemy, calkujac uklad réwnan zwy-
-czajnych

dr, A (g, Ty gy 20) (_12 Ag (Zoy Ty s @) Ao Ay (Zgy Xy 400y 80)
xy Ao (g, By g ) Aty Ay (Tgy &y goons Tn) - ABy Ay (T3 g 1ennr T

Roéwnania te posiadajg zawsze uklad calek
Ly (@, @y s v @a) =6y, Lo (00, %y 5y 2a) =¢... Ly (g, Ty s ooe s Tn) =04 ’

gdzie ¢, ¢y ...cx sg stale dowolne, Ly, L,,... L, — funkeye analityczne
w obszarze (g), zawartym w (g), czyniace zado$é warunkowi, ze jakobian

d(L,, Ly, Ly ... Ly)
(xy, Ty, Ty ... L)

@ D=

W tym obszarze nie jest zerem.

Jezeli przez w (Lo, Ly, ..., L) oznaczymy funkeye dowolna clq,gla,,
majgeg pochodne qustkowe rzedu pierwszego wzgledem L, I,...
to réwnanie

W7

(3) I‘l_w(L27L3;---aLn)=0

bedzie calka ogélng réwnania (1) pod warnnkiem, ze funkeya w jest
wybrana tak, ze

dw Oy
Bx,. Z 6Ly Ory +=0

4

w obszarze (z).

Rozwigznjge réwnanie (3) wzgledem x,, znajdziemy calke réwnania
(1) w postaci:
(5) Ty == P (X, Ty ... Tney) .
Postaramy sie dowiesé, ze jezeli » nie jest funkeys analityezna, to calka
«(3) bedzie tez meanahtyczn@ calky réwnania (1).

Zalozmy wige, ze funkeya P jest funkeys analityczng w obszarze (ey),
‘zawartym w (e).
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Oznaczmy przez 2e (%, €, ... x.—1) funkeye analityczne w obszarze (g,),.
ktore otrzymamy podstawiajge w funkeye Ly zamiast z, jego wartosé (5), t.J.

(6) 2w (@os @yse s Buet) =L (T, @y oo s Ty ) P (0, Ty s vv vy Tns)) -

Podstawiajae w réwnanie (3) zamiast 2, jego wartosé (5) i majge na uwadze,
ze wyrazenie (5) jest rozwigzaniem rownania (3), otrzymamy tozsamos é:

(7)) A4 (%0, @y soves Bu1 )00 (g (2 ey T}y Ay (T ens Tt} oo A (L yorny Ty )) =0 .
Nietrudno dowiesé, ze z ukladu rownan
(8) Ao (90 Ty peres Taa) =Ry, Ay (g, By seves Tums) =gy o - T (Tigy Ty yerrs Tt} = n

mozna Wyznaczyé z,,%s...., T, jako funkeye analityczne wzgledem
gy Agy Ag e da.

Istotnie, by tego dowiesé, dosé jest pokazaé, ze jakobian

. 6 (g, Ay ooe L)
0 (), &g ... £y1)

nie jest zerem w obszarze (g,)-

Na moey wzorn (6) otrzymujemy :
9 % __ 3Ly + oLy 2P
& o om | ok o

=1,2,...8, f=d1,...8=10.

Précz tego na podstawie wzoru (3) mamy:

3L, o 3L, 3P (EL _S‘ 20 aL,,)
l’—Z

@0) o~ 2 3L T . 31, 3z,

k=2

Przyjmujac pod uwage warunek (4) i podstawiajac w wyraZzenie na A

), znajdziemy, ze-

(—1)*+t D
" 1
oL, Sa)__ oLk

%y e OLp Ot
B

A=

gdzie D jest jakobianem (2), nieréwnym zeru w obszarze (g).
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4 A. PRZEBORSKIL

W ten sposob dowiedliSmy, ze wyznaczone z ukiadu (8) funkcye
2y, 2y ... %x—y 83 funkeyami analitycznemi argumentow @, Ao, 455 . .., dn.

Podstawiajac warto$é na 2, 2y . .. z.: W tozsamosei (7), otrzymamy
tozsamogé :

(11) WF (@ Ay Ay v Ay =0 (Ao, A5 . .. 2)
gdzie przez A * (2, A, Ay, ..., 4) oznaczylismy funkeye analityczna, ktorg
otrzymamy, rugujac z fankeyi 4, za pomoca rdéwnan (8) wielkosei
Ty Ty oo e, tak, Ze

)‘1% (mO: 227 '2‘3 PRI 'iﬂ) E;”l (x(h & (xa, ;‘;‘ 3oy ;L") o T (‘Zl): A‘Q 3y ;"")) .
Teraz okazemy, ze funkeya 1,* nie zalezy od ;. W tym celu wystarcza
dowie$é, ze funkeye 2;, 4s ..., 1» 53 zalezne.

W rzeczy samej, wyrazenie

3L, 3w Ay
S Rk Y
gdzie : -

A 202 2)

! 0 (20, 2y oo, Buy)

12 moey zwigzkéw (9) 1 (10) wyraza sie jako suma algebraiczna wyznacz-
nikéw, tozsamoseiowo réwnych zeru, mianowicie wyznacznika
3L, 3L, 3L, oL,
ox, dr, dx, " 3z,
3L, 3L, 3L, 3L,

,
|
i
!
,
|
r, B, %, dm |
i
|
|
i
{
i

L, 3L, 3L, 3L,
3w, Ow, oz, T

i wyznacznikow :
3Ly 2L, OLi1 3Ly 3Lyyy 3L,

3y dwy, T dx, dw, ox, oz,
o Ly oL, Ly 3Ly 3Ly, aL,
i dr, dxy T A S.zr} dr; o .

oL 91—;1 0Ly 3Ly 3Ly AL,
e dxy T Cwy  Bw, dme | O,

(k=2,3...n

O CALKACH NIEANALITYCZNYCH i t. 4. 5

‘Whniosknjemy stad, ze funkeya 4,* nie zalezy od =y, a wiee tozsamosé (11)
moze byé napisana w postaci:

@ @y Dy oo s dn) =D (Ao Dy v )

a ze funkeya 4,* jest funkeya analityezng, wiee i funkeya w, réwna jej
tozsamosciowo, jest funkcys analityezna.
W ten sposdb zalozenie, ze calka

Zp= P (2, 2y, ..., Tuuy)

réwnania (1), wyznaczona z rownania (3), jest funkeyg analityezng, dopro-
wadza nas do koniecznego wniosku, ze funkeya o musi byé analityczna.

A wiec, jezeli w calce ogolnej (3) zalozymy, Ze funkeya « nie jest
analityczng, to rozwiagzujac réwnanie (3) wzgledem z,, otrzymamy catke
nieanalityczng naszego réwnania (1).

W ten sposéb dowiedliémy nastepujacego twierdzenia:

Waszelkie rownanie réozniczkowe liniowe o po-
chodnyeh czgstkowyech rzedn pierwszego, ktorego
spélezynniki sa funkeyami analitycznemi wpewnym
obszarze (g), oprécz calek analityeznych ma zawsze
catkinieanalityczne wobszarze (g), zawartym w (e).
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