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K. ZORAWSKI,

Oner Krimmungseigenschaften der Scharen von Linienelementen.

(0 WELASNOSCIACH KRZYWIZNOWYCH CIAGLYCH ZBIOROW
ELEMENTOW LINIOWYCH).

Die Untersuchung der Krimmungseigensehaften eines jeden geome-
trischen Gebildes besteht in der Betrachtung gewisser Halbgeraden, wel-
che Dei jeder euklidischen Bewegung ihre Lage in Bezug auf das Gebilde
nicht dndern, und in der Betrachtung gewisser Girissen, deren Werte bei
Jeder euklidischen Bewegung dieselben bleiben. Betrachtet man eine Schar
von Linienelementen, welche lings einer Raumcurve liegen, dieselbe aber
im allgemeinen nicht tangieren, so konnen die Kriimmungseigenschaften
dieses Grebildes in zwei Kategorien eingeteilt werden. Zur ersten Kategorie
konnen alle solche Krlimmungseigenschaften mitgezillt werden, welche
von der Wahl der Raumeurve abhéngig, dagegen von der Wahl der Schar
von Linienelementen unabhéingig sind, welche also die Kriimmungstheorie
der Raumeurven ausmaclen; zur zweiten Kategorie hingegen alle diejeni-
gen, welehe von der Wahl der Schar vou Linienelementen nicht unabhingig
sind. Mit den letzten Eigenschaften beschiftigte sich A ou s t, der fiir die
genannten Scharen gewisse Grissen wie ,conrbure inelinée*, ,fexion
inclinée“ ete. und gewisse mit denselben eng verbundene Halbgeraden defi-
niert und auf die Theorie der krummlinigen Coordinaten in Anwendung
gebracht hat 1),

9 G R, t.57, p. 217—219. 1863. Annali di matematica. Ser, I, t. §, p. 63—87. 1864;
Ser. II, t. 2, p. 39—64. 1868—1869; Ser. II, t. 8, p. 55—69. 1869—1870, Analyge infinitéai-
male des eourbes tracées snr une surface quelconque, Paris 1869.
3*
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In der vorliegenden Abhandlung beabsichtigen wir einerseits, einige
der genannten Betrachtungen von A oust in einer Form darzustellen, die
den heutzutage gebraiichlichen Ausfilhrungen der Differentialgeometrie
niher angepasst wire, anderseits aber gewisse den genannten nahe stehende
und unseres Wissens neue Betrachtungen zu entwickeln.

Die Grundlage dieser Theorie ist eine unmittelbare Verallgemeine-
rung der Krimmungstheorie von Raumeurven. Insbesondere besitzen in
dieser Theorie die Formeln von Frenet eine unmittelbare Geltung,
sobald man nur die in denselben vorkommenden Grrissen zweckméssig dentet.
Die Nummer 1 vorliegender Abhandlung enthélt eine Darstellung dieses
Gregenstandes nnd soll die eben genannten Umstinde deutlich hervorheben.
Dabei benutzen wir nicht die Benennungen von A oust, sondern wir
ersetzen in sémtlichen Benennungen der Kriimmungstheorie von Raum-
curven das Wort ,Ranmeurve durch den Ausdruck ,Schar von Linien-
elementen®.

Die Nummer 2 enthélt eine Zusammenstellung der flichentheoreti-

schen Fundamentalformeln, die in der Folge gebraucht werden.

In der Nummer 3 werden die Betrachtungen der Nummer 1 auf zwei
in einer Fliche gelegene Curvenscharen in Anwendung gebracht., Diese
Entwickelungen unterscheiden sich von den entsprechenden Entwickelun-
gen von Aowust hauptsichlich dadurch, dass die A onst'schen sich
meistenteils auf Curvenscharen beziehen, welche gleichzeitig als Coordina-
tenlinien anf der Fliche angenommen werden, wihrend wir alle hier zuge-
horigen Formeln unter Zugrundelegung anderer Curvenscharen als Coor-
dinatenlinien aufstellen. Ferner, soweit es uns bekannt ist, kommen dieje-
nigen Betrachtungen, welche in der Nummer 3 iiber die der Torsion analoge
Grosse angestellt werden, in dieser Abhandlung iiberhaupt zum ersten
Male vor.

Die Nummer 4 enthilt eine Anwendung der allgemeinen Entwicke-
lungen der Nummer I auf die Schar der Normalew der Fliche und man
kommt in dieser Weise zu solchen Ausfihrungen, die mit den bekanuten
Betrachtungen iiber unendlich benachbarte Normalen gleichbedeutend sind.

In der Nummer 5 bieten wir endlich eine Anwendung der Entwicke-
lungen der Nummer 1 auf die Theorie der zweifach unendlichen Curven-
scharen. Diese Anwendung hildet unseres Wissens einen neuen Beitrag zu
dieser Theorie.

Es moge noch hinzugefiigt werden, dass wir uns in diesen Betrachtun-
gen darauf beschrinkt haben, hauptsichlich die analytische Seite derselben
-z behandeln. Auf diese Weise heschiftigen wir uns nicht mit den wichti-
gen geometrischen Bestimmungen von Krimmungsmittelpunkten, wie dies
fiir verschiedene Kriimmungen von den Herren A. Voss mwd R. v. Li-
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tienthal getanworden ist; anch auf die maunigfachen Contingenzwinkel,
welche in den Schriften von A cust behandelt werden, geben wir hier
explicite gar nicht ein.

. Esseien @, y, 2 Cartesi'sche Coordinaten des Punktes im ebenen
dreifachen Raume. Man betrachte in diesem Raume eine Curve:
(0 r=uw(l), y=yt), s==z(#,
die keine Minimalenrve ist und man setze vorauns. dass durch jeden Punkt ¢
dieser Curve eiu Linienelement hindurchgeht, dessen Richtungscosinus in
Bezug auf die Axen =, y, z die folgenden sind:
2)

a=aft), f=pit), y=y()).

Diese Grossen, welche die identische Beziehung
@+t yi=1

befriedigen, sollen im allgemeinen von 7 abhingig sein, d. h. die betrach-
teten Linienelemente sollen im allgemeinen nicht eine und dieselbe Richtung
besitzen. Ferner diese Grossen (2) werden im allgemeinen als verschieden
von den Richtungseosinus der Tangente der Curve (1) vorausgesetzt, d. .
die Gleichungen (2) definieren im allgemeinen eine, von der Schar der
Linienelemente der Curve (1) verschiedene Sehar von Linienelementen.

Diese Schar von Linienelementen wollen wir kurz als Schar L
bezeichnen.

Es sei s die Bogenlinge der Curve (1) und man bezeichne fiir dieselbe:

o d:
=, =)

dx
ds

=a(t),
Wir bilden den Aunsdruck:

K= ]/

(3) i \ds |
wo die Summe X auf drei Axen erstreckt werden soll und nennen die
Grisse K die Krimmung der Schar L.
Wenn diese Kriimmung X von Null verschieden ist, so definieren die
Formeln :
da

T i

j—ﬁ—=Km:

& _ Kn
s

ds

4)
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die Richtungscosinug [, m, » einer Richtung, welche keinem Linienelemente
von der Lénge Null gehiren kann. Die Halbgerade durch den Punkt ¢,
welche diese Richtung hesitzt, wollen wir positive Hauptnormale
der Schar L nennen. Man hat:

Zal=0,

d. h. das Linienelement und die Hauptnormale der Schar L steben in dem-
selben Punkte ¢ senkrecht aufeinander.

Die Formeln:
®) p=pun—ym, y=yl—an, c=an—§pl

definieren fiiv den Punkt ¢ die Richtungscosinus einer Richtung, welche
auf das Linienelement und die Hauptnormale der Schar L im Punkte #
senkrecht stelit. Die Halbgerade, welehe durch den Punkt ¢ geht und die
eben definierte Richtung besitzt, wollen wir als positive Binormale
der Schar L bezeichnen. Man moge dabei bemerken, dass

a By
I om on =41

v ow

d. h. dass der Dreikant des Linienelementes, der positiven Hauptnormalen

und der positiven Binormalen der Schar L mit dem Dreikante der positiven
Halbaxen z, y, # congruent ist.

Es ist leicht die Grissen p, q, 7 so zn berechnen, dass die Formeln:
dal
s T be Fa+re,

dm
=0+ ontry,

dn N
2yt

gelten. Man erhilt ngmlich:

]

. a da

p—Za—Es—~—2l‘—ls—=_K
dl

Q—~Zlm~=0,

r=2v4

(44
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und wenn man noch die Bezeichnung :

dl dg
— X ——=X1 = 8
(6) % s
einfithrt, so wird man diese Formeln in der Form :
dl dm dan
7 == -8y, —=—Kf— == — Ky — &
17) T Ka — Sy | T Kpg— 8y, 7 Ky {4

darstellen konnen. Auf dieselbe Weise kann man die Richtigkeit der
Formeln :

(8) dp _ g L

= —— = Sm,

do
ds o ds =S

ds

beweisen,

Die Grosse § wollen wir Torsion der Sehar L benennen.

Man bemerke, dass wenn die Schar L auns lauter parallelen Linien-
elementen besteht, so ist identiseh K=0. Weun K==0, so bildet das
identische Bestehen der Beziehung S==0 die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass alle Linienelemente der Schar L einer Ebeneé
parallel seien.

Zweitens wollen wir einige Bemerkungen iiber die Vorzeichen an-
schliessen. Wenn K =0, 50 ist sie im reellen Falle eine positive Grisse.
Wenn K==0, so sind: Hauptnormale, Binormale und Torsion vollstindig
bestimmt. Wahlt man in diesem Falle statt der Richtung a, g,y d%e
entgegengesetzte und lisst die Richtung «, &, ¢ unverdndert, so bleibt die

" Richtung der positiven Binormalen unveriindert, die Richtung der positiven

Hauptnormalen geht in die entgegengesetste iber und die Torsion verdn-
dert ihr Vorzeichen. Nimmt man ferner statt der Richtwung a, b, ¢ die
entgegengeseizte und lisst a, B, y unveriindert, so gehen die Rightungen
der positiven Hauptnormalen und der positiven Binormalen in die, entge—
gengesetzte iiber und die Torsion verdndert das Vorzeichen. Wenn endlich
sowohl die Richtung «, g,y wie auch die Richtung ¢, b, ¢ in entgegen-
gesetzte fibergehen, so bleibt die Richtung der positiven Hauptnormalen
nnd der Wert von S unverdndert und die Richtung der positiven Binorma-
len geht in die entgegengesetzte iiber.

Es sei endlich hervorgelioben, dass im Falle wenn a, 8, y Richtungs-
cosinns der Linienelemente der Curve (1) von der Linge ds sind, so
sind die hier definierten Grossen K und S die Krimmung und die Torsion
der Curve (1) und die hier definierten Halbgeraden: positive Hauptnm?-
male und positive Binormale der Schar L, werden zu Halbgeraden: posi-
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o

tiver Hauptuormalen und positiver Binormalen der Curve (1). Dabei
gehen die drei Gruppen von Formeln (4), (7) und (8) in die Formeln vou
Frenet in der Theorie der Raumeurven iber. In diesem Sinne bilden
diese Betrachtungen eine Verallgemeinerung der Kriimmungstheorie von
Raumcurven und die Formeln (4), (7) und (8) eine Verallgemeinerung der
Formeln von Frenet. :

2. Wir werden diese Betrachtungen in erster Linie aunf Flichen-
theorie anwenden. Bei den Rechumngen, die wir austiihren werden, wollen
wir die allgemeinen Parameterlinien benutzen, jedoch nm mit Grossen zu
rechnen, die zwar von der Wahl der Parameterlinien, nicht aber von der
‘Wall der Parameter selbst abhiingig sind, werden wir die Differentiationen
nach Bogenlingen der Parameterlinien in Anwendung bringen. In Folge
dessen werden wir die partiellen Ditferentialgleichungen zweiter Ordnung
der Fliche und die Fundamentalgleichungen der Flichentleorie in einer
solchen Form benutzen, dass diese Gleichungen bis anf die Bezeichnungen
mit Gleichungen iibereinstimmen, welche sich in gewissen Arbeiten der
Herren A. Voss und R.v.Lilienthal befinden ¥). Anderseits ist es
im diesem Znsammenhange bequem, in den Formeln, die sich auf die allge-
meine Flichencurve beziehen, die Richtung dieser Curve in Bezug anf die
Parameterlinien durch gewisse Richtungscoeffizienten zu bestimmen. Wegen
der Entwickelungen, die in der Folge dargestellt werden sollen, stellen
wir Iier die auf diese Gegenstinde sich beziehenden Formeln zusammen.
Es sei eine Fliiche :

9 =), y=y,v), s=2z(,v)

und man setze zundchst voraus, dass alle in diesen Gleichungen vorkom-
menden Grossen reell sind. Wir wollen die Fundamentalgrissen erster
Ordnung mit E, F, G bezeichnen. Wenn man die Bogenlidngen der Curven
U= const, # = const; mit 5, beziehungsweise mit s bezeichnet und die
Annahme macht, dass diese Bogenldngen in denselben Richtungen wie u,
beziehungsweise v wachsen, so hat man fir beliebige Function f von
und v die Formeln:
o) a_ 1 dr
ds,  VE °ou’

Mogen die positiven Halbtangenten der Parameterlinien die Richtungen
der wachsenden Bogenléingen besitzen mnd der positive Sinn der Drelung

dr_ 1 3
ds, v@ '

') Mimehner Berichte 1892, p. 247—278. Mathematische Annalen Ba. 42, p. 505—585.
Siehe auch Encyklopidie der math, Wissensch. Bd. I, p. 161,

(46)
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in der Tangentialebene sei derj enige, in welchem die positive Halbtangente
der Curve #==const nacl einer Drehang, die kleiner als zwei rechte Win-
kel ist, mit der positiven Halbtangente der Curve == const zusammenfillt,
Bei dieser Festsetzung wird durch diese Drehung ein positiver Winkel
0 <z gebildet, fiir welchen die Formeln gelten:

(11) Cos 9=‘_ﬁF—_ s BZAVLE-—__J;’—?—.
VEVG” VEV@E

Die Richtungseosinus X, T, Z der positiven Flichennormalen sollen dann
durch die Formel:

idy  dz dy dz

\ds; ds,  ds, ds,

(12) X =cosec 6

und analoge Formeln bestimmt werden.

Neben den Parameterlinien werden wir auf der Fliche die orthogo-
nalen Trajectorien derselben in Betrachtung ziehen. Fiir dieselben nehmen
wir diejenigen unendlich kleine Biigen do, und do, und diejenigen Halb-
tangeunten als pusitiv an, welehe aus den positiven unendlich kleinen Bogen
ds und ds, nud auws den positiven Halbtangenten der Parameterlinien
121

durch positive Drehnng um 5 hervorgehen. Demnach haben wir:
a af df
. W = cotg 6 s T cosec 6 a5,
(13)
a a daf
o = —uosecO—(ﬂ_T - cotg B IR

Wir gehen jetst zu Beziehungen iiber, in denen Anfeinanderfolgen der
Operationen (10) und (13) auftreten. Sind z und <’ zwei beliebige der
betrachteten Bogenlingen, so wollen wir folgende Bezeichnungsweise

w

(14) d ( «Zf)'_ a@f

A\l TwE @

d (i) &f

dr \dr @) G

Benuntzt man nun zuerst die Bezeichnungen:

5 —_ L PlgVE 1 3lgVG
(15) . ?.31——"'-7:—“—5‘1;“—“,' By= VE . ou
47)
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so erhilt man die wichtige Beziehung:

@f @af _ 4 o df
(16) ds, ds; s, ds, =P, tr ds,

Wenn man ferner die weiteren Bezeichnungen:

Pr+ps cos b __ Pytps cost
W= BT e
17) 8 20

H=% — ds, g2=19s s,
e -] n o, nr N
annimmt und statt der Fundamentalgrossen zweiter Ordnung D, D', D
die Grossen:
D D' D"
( = = e Py == —
(18) =g, M e "6
einfiihvt, so wird man folgende drei Gruppen von Beziehungen hinschreiben
kbnnen : .

" :;;;73 =g —%}——‘—u,}x’, ﬁé%%z='1x“%+mx’
(19 ' ﬁ%=%%_+mx _Z:_;_zqﬁ_;_‘.nls,
s Z?; = cosec 6 (n, %——m g;) ,
(20) ‘ ’(ZZ_;::’= cosec § (m %—1‘12 %) ;
_It‘sl_jj_;l_ =y —i—f} —+ (m cosec § — n; cotg 6) X,
%;;”_Gl =, L{]Zi:l— — (1, cosec 6 —m cotg B) X,
& 7{% =—q %‘; + (m cotg 6—n, cosec 0) X,
: d(j:;caf_) =y ‘;—:2 —+ (715 cotg 8 —m cosec 6) X .

()]
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Znu jeder dieser Gruppen von Beziehungen gelioren ansser den angegelbenen
noch diejenigen, welche aus den angegebenea dadurch hervorgelen, dass
man statt der Grossen x, X die Grossen . ¥ und z. Z hineinsetzt, Die
Gleichungen der ersten Gruppe, d. h. die Gleichungen ( 19) und die den-
selben analogen GHeichungen werden eben nach Voss die partiellen Diffe-
rentialgleichungen der Fliche genannt,

Die Integrabilititsbedingungen der partiellen Differentialgleichungen
der Fldche, d. h. die Fundamentalgleichungen der Tlichentheorie kaun
man mit Benutzung unserer Bezeichnungen in fulgender Form angeben.
Die Gauss’sche Beziehung kann entweder in der Form:

(22) 2, g — m? == sin 6 (—_Zg' - (i/" —nYi—D ‘11) ;
. 2 1
oder in der Form:
’ i 5 . dyg g, .
(22 %My — m? ==sin § (—L—L—gj— — 7\—: i }ng:») >

dargestellt werden, weil die Beziehung:

d (g— d (g,
(qéb,? 1) . (%;q?) =p 0n—8) ¢ ps (!7:’—115)

besteht. Die Mainardi — Codazzi'schen Relationen sind die folgenden:

dn,  dm

\ Ty a (p—qs cotg 6) +m (g, cotg 6

. -+ gy cosec B + p,y—m,g, cosech
(23) e
dn, I _
( Tj ~ =mn, g, cosec § — m (g, cotg b
+ 4y cosec b+ p;) — ny (p,—ny cotg b)

Nun wollen wir noch ejnige Worte iiber die allgemeine Flichencurve
hinzufiigen, die wir zuerst als eine reelle Curve auf eiuer reellen Fidcle
voraussetzen. Hat man eine solche Curve:

(24) . u=uls), v=1r()

wo s die Bogenldnge der Curve bezeichnet, s¢ werden wir zur Bestimmuug
der Richtung der positiven Halbtangente der Curve die Coeffizieriten :

&

dn

*(25) A=VE -, u=Vi -

({12

ds ! o~
Prace mat.-fizyez., t. XVIL. 4
(49)
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benutzen. Diese Coefficienten befriedigen die Relation:

(26)

P44 2ipcosf=1
und ist f eine Function der Parameter und », so bekommt man :
af ., df af
@n a5 s TR

Wenn man ferner mit @ denjenigen Winkel bezeichnet, welchen die posi-
tive Halbtangente der Curve mit der positiven Halbtangente der Curve
» = const einschliesst, so hat man die Ausdriicke:

__sin (6—w)
T sin#b

sin o
v P

aus welchen sich durch Differentiation die Formeln:

di=T (do—dB) — cotg .4 db,
(29)
duy =udow —cotg 6. u db

ergeben, wo 1, % die Richtungscoeffizienten derjenigen Richtung in der
Tangentialebene sind, welche mit der positiven Halbtangente der alige-

meinen Curve den Winkel % bildet.

Was die Kriimmungen der Flichencurve anbelangt, so wollen wir, um
in Bezug auf die Vorzeichen eine bestimmte Wahl zu treffen, die folgende
Definition annehmen. Wir setzen voraus, dass die positive in der Tangen-
tialebene der Fliche gelegene Halbnormale der Curve so gewihlt ist, dass
das Trieder der positiven Halbtangente der Curve, der erwihnten positiven
Halbnormalen und der positiven Flichennormalen mit dem Trieder der
positiven Halbaxen =, y, z congruent ist. Betrachtet man alsdann die
Krimmung der Flichencurve, als einen Vector, der die Richtung der posi-
tiven Hauptnormalen besitzt, so werden die geodiitische Kriimmung und
die Normalkriimmung, sowohl der Grisse wie dem Vorzeichen nach, als
rechtwinkelige Projectionen dieses Vectors auf die frither erwihnte in der
Tangentialebene liegende positive Halbnormale beziehungsweise auf die
positive Flichennormale definiert. Wir bezeichnen diese geoditische Kriim-
mung mit ¢ und diese Normalkriimmung mit ». Man betrachte ferner die
Normalebene der Curve und man bezeichne in derselben denjenigen Sinn
der Drehung als positiv, in welchem man die positive Flichennormale

drehen muss, um vermdge einer Drehung um —- zu der frither erwihnten in
2

5

(50)
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der Tangentialebene liegenden positiven Halbnormalen zu gelangen. Bei
dieser Festsetzung wollen wir mit £ denjenigen positiven Winkel benennen,
den die positive Hauptnormale mit der positiven Flichennormalen bildet.
‘Wenn wir ausserdem die Kriimmung und Torsion mit K und § und zuletat
die geoddtische Torsion mit v bezeichnen, so gelangt man zur Reihe von
Formeln:

c n=Kcos Q=n2+42miy } nyu?,

. . d
g=EsinQ=g1+pp+ 3=,

(30) ( E=Vwig,
_dQ _ 1 dg dn
S R L

V[ A m(Am +p42) + nuEl.

‘Wir haben die in dieser Nummer vorhandenen Definitionen und Formeln
unter der Voraussetzung der Realitdt angegeben und bemerken dabei, dass
alle in diesen Formeln vorhandenen Quadratwurzeln als positiv angenommen
werden sollen. Diese Betrachtungen kionnen natiirlich nieht simtlich auf
die Fille, in welchen die Voramssetzung der Realitat nicht zuntrifft, ange-
wendet werden. Sobald man aber annimmt, dass fiir die Fliche die Diseri-
minante EG—F'® nieht identisch Null ist und dass die Curven » = const
und v= const. keine Minimalcurven sind, so konnen dennoch alle auf die
Flache sich beziehenden Formeln anch in imagindren Fillen in Anwendung
gebracht werden, wo fiir jede der vorhandenen Quadratwurzeln ein bestimm-
ter und immer derselbe der beiden mdglichen Werte angenommen werden
muss. Wenn man ferner voraussetzt, dass die Flichencurve keine Minimal-
eurve ist, 5o konnen auch in Fillen, in welchen die Realititsvoraussetzungen
nicht stattfinden, die fiir die Flichencurve angegebenen Formeln benutzt
werden, wobei fiir die Quadratwurzeln dieselbe Bemerkung gelten muss.

3. Es seien zwei Curvenscharen auf der Fliche vorgelegt, die wir als
erste und zweite unterscheiden wollen. Wir setzen voraus, dass keine dieser
Cuarvenscharen eine Schar von Minimalcurven ist. Lings jeder Curve der
zweiten Curvenschar hat man eine Schar von Linienelementen der Curven
der ersten Schar und lings jeder Curve der ersten Curvenschar hat man
eine Schar von Linienelementen der Curven der zweiten Schar. Wir wollen
die Scharen von Linienelementen der ersten Categorie als Scharen (1, 2)
und die Scharen von Linienelementen der zweiten Categorie als Scharen
(2, 1) bezeichnen,  Diese Scharen von Linienelementen bieten Beispiele fiir

(51
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die Scharen L, mit welchen wir uns in der Nummer T beschiftigt haben:
Wir haben unter 1. fiir diese Scharen einige Grossen und Richtungen defi«
niert. Wir wollen diese Grossen und Richtungen fiir die Scharen (1, 2) und
(2,1) mit denselben Buchstaben bezeichunen, wie wir dies unter 1. getan
haben, diesen Buchstaben jedoch die Iudices (1, 2), beziehungsweise (2,1)
Dbeifiigen. In den Rechnungen, die nun folgen sollen, werden auch Grossen
vorkommen, welche sich nur auf die Curven der ersten oder nur auf die der
zweiten unserer Curvenscharen beziehen. Den: Buchstaben, die jene Grissen
bezeichnen, sollen in der Folge die Indices (1) beziehungsweise (2) beigefiigt
werden. ’ '

Bine auf der Fliche gelegene Curvenschar kann durch die Richtungs-
coeffizienten der positiven Halbtangenten der Curven der Schar bestimmt
werden. Es seien also: )

lﬁ)’ 'u(l) und 1(2)‘ /“(2)
die Richtungscoeffizienten fiir die erste und fir die zweite Curvenschar.
Diese Richtungscoeffizienten sind im allgemeinen Functionen von # und o,
Differentiationen nach den Bogenldngen unserer Curvenscharen werden
daun durch die Formeln:

df af af
—_ ) (1!
% ds; T+ ds,

ds)

ar f
as® =

+(2) f

‘bestimmt, wo f eine Function von «, v bedeutet.

Man betrachte nun die Richtungscosinus der positiven Halbtangente
der Curven der ersten Curvenschar, d. h. die Gréssen:

(ly de
v M=

o =

dx
0 Y =

und suche zuerst, die Unbekannten 7, #(:» und ¢+? aus den (Hleichungen:

/] dx 2

“ds® ( ds(")w " ds“’ +ot )—“_ +ntv X,

d dy \ﬁ_ dy dy R
o (dsﬂ’} h P + g2 0 + a0y ¥,

d dz dz 5 0z
a5 (ds\l) ‘).=h G T 90 G et Z

(52)
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zu bestimmen, wo do®) das Linienelement bezeichnet, welches in der Tan-~
gentialebene gelegen ist und mit dem Linienelemente ds® den Winkel

-}-i?f— bildet. Man ersieht sofort, dass sich die-folgenden Werte ergeben :
dz d ( dx )

L= —_— [
2! dst) ds® | g5t}

dz
(1,2) =
g 2 o dsW (dsm)’

(1, 2) e
=N X dsw (dsm)

Aus diesen Formeln kénnen nun fiir g% und »%®» Ausdriicke abgeleitet
werden, welche lauter Grossen enthalten, die von der Wahl des rechtwinke-
ligen Coordinatensystems 2, y, # unabhiingig sind. Zu dem Zwecke beachte
man, dass die Grosse:

=0,

d dx d dz dz
s (u’s(‘))_ s (1(1’E+”(1’d—s,)
in der Form:
d dx Az
e [ = A1) M 1@
ds® (dsm) 1 ( ds a8, )+ (l ds; ds,
d2z dz  dAw iz du®
) el Bl
+u dsgﬂ)—r ds; ds® T ds, ds®

dargestellt werden kann, und wenn man die Relationen (19) in Anwendung
bringt und bedenkt, dass aus (13) die Relationen:
dx

—_— == — 586 ——
d6‘1 GOtge dﬂl cosec CZ0‘2 s

“dw == cosecﬂj—zf— — cotg 6 ﬁ :
a5, o, €Y o,

folgen, so kommt man auf die folgende Formel:

(g () = [ 202200 (10 ) O 2) %] X
duv

ds® 1 do,
A de
ds® | “doy

. a
&3] 4 [ AW (g, A8 - gy @) - cotg 6 —gf_(*lr'_]— cosec B

. Y
4 l 4 (A2 - g, u®) — cosect z;) — cotg B

(53)
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Analoge Formeln existieren fiir die Axen y und z. Aus diesen Formeln

folgt zundchst:
(82) w0 A T (D ) g ).

Wenn man ferner mit o® den Winkel bezeichnet, welchen die positive
Halbtangente der Curvenschar 1 mit der positiven Halbtangente der Curve
v=const bildet, und die Formeln (29) in Anwendung bringt, so ergibt sieh:

arm dum dw™
cotg 6 o - cosec 6 = A o

daw du® dwt d
— cosec 6 750 —cotg 6 e 4 -‘( p RO ds('“)'

Es lassen sich demnach die zweite und dritte Zeile der Formel (31)

in der Form:

s

dw™ do™ dz
(2) —
ds, } +u ( Bt ds, ) ] do,

db de't) i) do® dx

@ [1(2) ( . ) (z>( 4 _) i3

+u u ds, Tu\ 5 s, + ds, da,
darstellen. Beachtet man jetzt die Formeln (17) und die Formel:

dz o dz dz

= 1} (1}]
O Pl Pl

80 ergibt sich:

dwt

) gt g 222)

@) g9 =gy 227

‘Wir haben also constatiert, dass wenn man unter 0. und g2 die
Ausdriicke (32) nnd (83) versteht, so bekommt man die Formel:

dz

(34) P

d dx
o (@

) = 5L 2 X+ g(1,2}

und die zu derselben analogen Formeln fiir die Axen y und z. Mit Hilfe

'y Diese Pormel ist bis auf die Bezeichnungen mit der Formel (6), p. 47. Annali di
mat. Serie IL. Tomo IT von Aoust identiseh.

b&)
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derselben kann nun’ auf Grund der Formel (3) der Ausdruck fiir die Kriim~
mung der Schar (1,2) gebildet werden:

K2 — V(gm0 (n2)? | (yu )2 |

Es liegt ferner nahe, die Grossen n(-? und ¢ mit den Benennungen
Normal und geoddtische Krimmung der Schar (1,2)
zu belegen.

Die Normalkriimmung ist symmetrisch in Bezug auf die Richtungs-
coeffizienten der Scharen 1 und 2, d. h. es findet die Beziehung statt:

w12 — g1 |

Wenn man diese Girosse fiir positive Richtungen der Scharen v==const
und « == const berechnet, so ergibt sich der Coeffizient m.

In Bezug auf die geoditische Kriimmung g/ mége man bemerken,
dass wenn man mit o denjenigen Winkel bezeichnet, welchen die positive
Halbtangente der Curvenschar 2 mit der positiven Halbtangente der Cur-
venschar v == const bildet, und mit g® die geoddtische Kriimmung der
Curvenschar 2 benennt, so kommt man leicht auf die Formel :

" A (P —e®)
g = g — _(_CTET_)_ LY

Man beachte ferner, dass wenn man fiir positive Richtungen der Curven-
scharen 1 und 2 die positiven Richtungen der Curvenscharen u== const,
beziehungsweise « = const annimmt und ("2 berechnet, so bekommt man
¢, und dass wenn man fiir positive Riechtungen der (‘urvenscharen 1 und 2
die positiven Richtungen der Curvenscharen w« = const, beziehungsweise
v = const annimmt und g berechnet, so bekommt man q;.
Im Falle, wenn gleichzeitig:
ah® =10, gu¥=190

ist, so verbindet jede Curve der Curv enschar 2 solche Linienelemente der
Cmvenschar 1, die einander parallel sind. Die erste dieser Gleichungen
besagt, dass die Curvenscharen 1 und 2 mit- -einander conjugiert sind. Man
bemerke, dass wenn gleichzeitig:

(35) 22 =0,

g =0, g*V=0,

1) Diese Formel ist bis auf die Bezeichnungsweise mit der Formel (14), p. 73.
Annali di mat. Serie I Tomo VI von Aoust gleichbedentend.

(55)
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jede Curve der Curvenschar 2 parallele Linienelemente der Curvenschar 1
und jede Curve der Curvenschar 1 parallele Linienelemente der Curven-
schar 2 verbindet. Demnach sind die Beziehungen (35) im Falle, wenn die
Scharen 1 und 2 voneinander verschieden sind, notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir, dass diese Scharen zwei miteinander conjugierte Scha-
ren von congruenten und gleichgestellten Curven auf einer Translations-
fldche sind. .

Wenn dagegen die Scharen 1 und 2 miteinander identisch sind, so
besagen die Beziehungen (35), dass diese Scharen geradlinige Erzengende
einer Regelfliche sind.

Wenn die Kriimmung A von Null verschieden ist, so existiert die
positive Hauptnormale der Schar (1,2). Die Richtungsco-
sinus derselben werden durch die Formel :

lic
ol'l)-

(36) K0 0,2 = 0 ¥ o 0,2 }7‘

und die ihr .analogen Formeln bestimmt sein. Diese Formeln bilden in
unserem Falle die Gruppe (4) der verallgemeinerten Formeln von Frenet.

Hier wollen wir noch einige Bemerkungen iiber die Formeln (32) und
{33) einschalten. Fithrt man ndmlich die Bezeichnungen:

(37) 7 == 7y pi _l_ m [u(u , nihor — gy A + #y lu(n ,
(1) tH]
O pr=nt
sy T dsy

g =g+

ein, so kann man die Formeln (32) und (33) in der kiirzeren Form darstellen:
71 2) = gl )12) + piho /J/(-z) ,
gu,-z) p— (/11 u) Je2) + g(l,v) ‘ul(i) .

Die Grossen (37) sind die Normal und geodétischen Krimmungen der Cur-
venschar 1 in Bezug auf die Parameterlinien, Wenn die Curvenschar 1
unverdnderlich bleibt und wenn man anstelle der Curvenschar 2 verschie-
dene Curvenscharen auf der Fliche nimmt, so verindern sich in den For-
meln (38) nur die Richtungscoeffizienten 42 und w®'. Dabei bleiben die
Grossen 2% wnd g9-# im Allgemeinen nicht constant.

Die Grosse »™® ist danu und nur dann von der Wahl der Curven-
schar 2 unabhingig, wenn gleichzeitig :

(38)

2D = p 20 - mpu =0, 200 =m0 - py ) =

ist. Man sieht sofort ein, duss dies nur fiir die Schar der Haupttangenten-
curven auf einer abwickelbaren Fliche der Fall ist.

151y
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Damit die Grosse g von der Wahl der Curvenschar 2 unabhingig
sei, miissen die Gleichungen:

de® deo™®
gow =g, + fl; =0, gir=g =0

bestehien.” Die Integrabilitétsbedingung dieser Gleichungen liefert:

g dg, .
‘d;; G P — =0,

es folgt also aus der Gleichung (22), dass die Fliche eine abwickelbare
sein muss. Wahlt man nun die Parameter », v in der Weise, dass das
Quadrat des Linienelementes die Form:

du? -+ dv?

ammimmt, so wird die Curvenschar 1 die Gleichungen:

Bt o

w — ' ey

befriedigen miissen. Es besteht somit die Curvensehar 1 aus Curven, die
gleichzeitig geoddtisch und geoddtisch parallel sind, d.h. aus Curven,
welche in eine Schar von parallelen Geraden iibergehen, sobald man die
Fildche auf die Ebene abwickelt.

In allen anderen Fillen, sobald die Curvenschar 2 variiert, variieren
auch die Grossen 2 und g3,

Jede von diesen Grossen hat die Form:

F= A1+ Bu® |

wo A und B nur von der Curvenschar 1 abhéingig sind. Begeichnet man
mit w® den Winkel der positiven Halbtangente der Curve der Schar 2
mit der positiven Halbtangente der Curve »==const, so bekommt man:

d T e
%%=A1{-) —i-—B,u‘-) s
wo A®, E® diejenige Richtung ist, die mit der Richtung .A%, p® den
Winkel - % bildet. Daraus folgt, dass im Falle, wenn 4 und B reel
sind, ein Maximum ev. ein Minimum fir diejenige Curvenschar 2 eintritt,

(57
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welche durch orthogonale Trajectorien derjenigen Curvenschar 2 gebildet
wird, die das Verschwinden der Function f herbeifiihrt. Die Richtungs-
coeffizienten dieser, dem Maximum ev. dem Minimum entsprechender
Curvenschar sind:

A cosec 6—B cotg 6 iy Boosec 8—4 cotg 8

18 =
VA B35 ABcs6 "  VATB-3ABcost '

wo e =1 ist. Der Wert des Maximums ev. des Minimums ist also:

=g cosecO V A B2 —~2 4ABcos b .

Wenn e=-1, so tritt das Maximum, wenn e=— |, das Minimum von £ ein.

Die Grosse #(:2 ist Null, sobald die Curvenscharen 1 und 2 mitei-
nander conjugiert sind. Alse tritt in reellem Falle das Maximum ev. das
Minimum der Grosse #%2 fiir diejenige Curvenschar 2 ein, deren Curven
orthogonale Trajectorien der mit der Curvenschar 1 conjugierten Schar
sind. Wenn speziell die Curvenschar 2 fiir diese besonderen Werte mit der
Curvenschar 1 zusammenfillt, so hat man den Nullwert von »(:? fiir die
Haupttangentencurven und den Maximal ev. Minimalwert von #(-? fiir
Kriimmungslinien.

Analoges gilt auch von der geoddtischen Kriinmung g2, Wenn
speziell die Curvenschar 2 mit der Curveuschar 1 zusammenfillt, so tritt
der Nullwert von g0® fiir eine Schar der geodfitischen Linien und der
Maximal beziehungsweise Minimalwert von ¢!+ fiir eine Schar von Curven
ein, welche orthogonale Trajectorien einer Schar von geodéitischen Linien
bilden. '

Wenn man nun auf die Formeln (36) zuriickkommt, so erhdlt man aus
denselben auf Grund der Formeln (5) die Richtungscosinus der positiven
Binormalen der Schar (1,2). Diese Richtungscosinus werden
durch die Formel:

dz

(39) K2 20,2) =y(1, 2) X2 o

und analogen Formeln bestimmt sein. 'Wenn man ferner die in der Num-
mer 1 -dargelegte Begriffsbildung weiter fiihrt, so kommt man auf die
Torsionder Schar (1,2), die durch die Formel:

di.2)

L3 — 3 L2 .
S Py ds®

(58)
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definiert wird. Sobald diese Grosse eingefiibrt ist, konnen schon alle verall-
gemeinerten Frenet'schen Formeln angegeben werden. Es hat keinen
Zweck darauf hier des niheren einzugehen, aber es diirfte von Interesse
sein eine Darstellung von S%* zu bekommen, in welcher keine Grissen
vorkommen, die von der Wahl des rechtwinkeligen Systems z, y, # abhén-
gig wiren.

Differenziert man die Formeln (39) nach s®, so folgt:

dEK0.2 ; N a2 dg(l, 2 dnt:2 dx
s 208 - K0-® ase . ds® T T ds® Tdg™
(40)
+ gt ax P () d ( dz )
g e ds® \'de™

Aber die Anwendung der Formeln (20) und (21) liefert:

s

Lz § o dz
= cosec 6 [('n1 A4 n ) —;h;—l— — (m A 0, u®) ] ,
2

do,
d dz am  dr dp dr VE 12)) dr_
< (—_da“! ) =59 do, ' ds® do, A (g A%+ g ™) &,

— i (g 29 g 1) 2o [(m—, cos 0) A 21 (ny—m oS E) e
4 =

~+ (i eos B — n;) pM A | (ny cos b — m) pp®] X

und anderseits bekommt man leicht die Formeln:

1,21

dx Q‘ "
1) = — gl
X gy = g 6

. 1.2
S quae g L sine
(S5 K0.2) !
(I.‘,E N _ gn,-z, .
2 o = po Yo sin 6,
—_ 1,2)
I g0 qo L2 sins,
il (10 »=

wo 20 und z® die Richtungscoeffizienten derjenigen Richtung in der
Tangentialebene bezeichnen, welche mit der positiven Halbtangente der

(59)
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Curve der Schar 1 den Winkel -{—-‘ bildet. Es folgt also aus der Grlel-

chung (40) und,analogen Grlelchungen:

1,2)
dgtt:? —a

(Koy 508 = mt8 g _9' )

— (g2 4= (1 2)2) {nlzﬂ) A8 - m (5 l(ﬁ)_]_jmﬂ(z)) 11y D )]

dim d,
R L ST (R AY CRR T

—_— y(l, Dyt 2

_flg) Iu(Z\)] .

Differenziert man aber die Relation (26) nach s®, so iiberzeugt man sich,
dass die Summe der Glieder,- die in den letzten eckigen Klammern enthal-
ten sind, gleich Null ist. Demnach gelangt man zur Formel:

(1,2 ' 1, 2)
i 05 dnf

1
1,2 o ] 1,2) _
8 (Ko (” a9 e

— [y 20 (2 4 T ) oy )

‘Wenn man den Winkel, welchen die positive Hauptnormale der Schar (1, 2)
mit der positiven Flachennormalen bildet, mit £ bezeichnet und in
demselben Sinne als positiv betrachtet, wie den in der Nummer 2 behan-
delten Winkel £, und wenn man die Bezeichnung einfiithrt:

20D = — [, T A0 o (B A I ) g RO p® ]

wobei es nahe liegt die Grosse % die geoddtische Torsion
der Schar (1,2) zu nennen, so bekommt man fir die Grosse S&2 den
einfachen Ausdruck:

A2

(41) g2 — — NN
2

Zuvorderst wollen wir einige Benmerkungen in Bezug auf die hier
eingefiihrte geoddtische Torsion -2 einschalten. Man betrachte die
Curvenschar 1 und die Curvenschar 1/, fiir welche die positive Halbtan-

gente mit der positiven Halbtangente der Curvenschar 1 den Winkel — 7;
bildet. Man sieht sogleich, dass

24

2 1 2
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d. h. dass die geodéitische Torsion der Schar 1 und die Normalkriimmung
der Schar 1’ in Bezug auf dieselbe Curvenschar 2 einander gleich sind.
Daraus folgt unmittelbar, dass «%* dann und nur dann von der Wall der
Curvenschar 2 unabhingig ist, wenn die Flidche eine abwickelbare Fliche
ist und wenn die Schar 1 aus orthogonalen Trajectorien der Schar der
Haupttangentencurven gebildet wird; der Wert von ¢ ist in diesem
Falle bestindig Null. Falls die Grosse v'+* mit der Curvenschar 2 variiert,
g0 ist sie gleich Null, wenn die Schar der orthogonalen Trajectorien der
Curvenschar 1 und die Curvenschar 2 mit einander conjugiert sind und
speziell, im Falle des Zusammenfallens der Curvenscharen 1 und 2, wenn
sie ans Kriimmungslinien bestehen. Im reellen Falle kann man nach dem
Maximum ev. Minimum von 7' bei Verdnderung der Curvenschar 2
fragen und man sieht, dass dies fiir diejenige Curvenschar 2 eintritt, die
mit der Curvenschar 1 conjugiert ist. Wenn das Maximum ev. Minimum
fiir den Fall eintritt, in welchem die Curvenscharen 1 und 2 znsammen-
fallen, so bestehen dieselben aus Haupttangentencurven. Man frage zuletzt,
in welchen Fillen die Beziehung:

0 2) = 21
besteht. Diese Bezichung kann so dargestellt werden:
(1, - 1ny— 2m cos 8) (A0 p» — 28 1) =0

also, wenn die Fliche keine Minimalfliche ist, so bestelt diese Beziehung
nur in dem Fall, wenn die Curvenscharen 1 und 2 zusammenfallen; dagegen
im Falle einer Minimalfliche bestelt diese Beziehung fiir beliebige Curven-
scharen 1 nnd 2.

Wenn wir jetzt zur Formel (41) fibergehen, so ist leicht zu sehen, dass
aus ihr Eigenschaften abgelesen werden konnen, die den bekannten Joachim-
sthal’schen Sitzen iiber ebene Kriimmungslinien analog sind. Wir wollen
dahin einigen, wenn alle Linienelemente der Curvenschar 1, die entlang
einer und derselben Curve der Schar 2 gelegen sind, einer Ebene parallel
sind und wenn eine solche Eigenschaft fur jede Curve der Schar 2 statt-
findet, d.h. wenn fiir diese Ourvenscha.ren S =0 ist, zu sagen dass die
Curvenechar 1 in Bezug auf die Curvenschar 2 die Ewenschaft A Tbesitzt.
Ferner, wenn der Winkel der Hauptnormalen der Curvenschar 1 in Bezug
auf die Curvenschar 9 mit der Flichennormalen lings einer und derselben
Curve der Schar 2 unverdndert bleibt und wenn dies fiir jede Curve der

qh»

Schar 2 stattfindet, d. h. wenn fiir diese Curvenscharen — — = 0, so

sagen wir, dass die Curvenschar 1 in Bezug auf die Corvenschar 2 die
Elgenschaft B besitzt. Ist endlich die Curvenschar 2 mit den orthogo-

(61}
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nalen Trajectorien der Curvenschar 1 conjugiert, d. h. ist V=10, so
nenne man diese Eigenschaft die Bigenschaft C. Man erhilt also folgenden
Qatz: Besitzt die Curvenschar 1 in Bezug auf die Curvenschar 2 irgend
welehe zwei der Higenschaften A, B, €, 0 besitzt sie in Bezug auf die
‘Curvenschar 2 auch die dritte dieser Eigenschaften.

Bemerkung Bei der Darstellung der jn dieser Nummer durch-
gefilhrten Betrachtungen haben wir immer von den Eigenschaften zweier
‘auf der Fliche gelegenen Curvenscharen gesprochen, vermoge derer auf
der Fliche nnendlich viele Scharen L definiert waren. Es leuchtet ein,
dass die meisten noserer Entwickelungen und Sitze auf eine einzige auf
der Flache gelegene Schar L bezogen werden kinnen, worauf wir indessen
nieht niher eingehen.

4 Als ein anderes Beispiel einer Schar von Linienelementen betrachte
-man auf einer Fliche die Gesammtheit der Tinienelemente, deren Punkte
auf der Flache liegen und deren Richtungen die der positiven Flachennor-
malen in diesen Punkten sind. Léngs einer jeden Flichencurve, die keine
Minimaleurve ist, hat man eine Schar L der genaunten Linienelemente.
Wir wollen jetzt diese Scharen L in Betrachtung ziehen. Dabel werden
wir fiir die Fliche und die Flichencurve die in der Nummer 2 besprochenen
Bezeichnungen benutzen; fiir die genannte Schar L werden wir die in
der Nummer 1 eingefiihrten Grossen mit den dort benutzten Buchstaben
Dbezeichnen, aber dieselben mit einem Striche versehen.

Die Richtungscosinus unserer Linienelemente sind X, Y, Z und wir
pestimmen znerst die Grossen %, p, ¢ aus den Gleichungen:

axX

ds

a,
do

o
_)IX+1J'2;+Q

Yy W W
7 =" trgetag,

uZ dz de
Z =Mt tags

. ‘wo ds den unendlich kleinen Bogen der betrachteten Flichencurve und do
den unendlich kleinen Bogen bedentet, der mit ds den Winkel -} % bildet.
/Aus diesen Gleichungen folgt:

ax X dz aX  dx
h= = = — ' &4 ax
ZX ds 0, » 2 ds ds Q—'E ds do

62)
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und wenn man beachtet, dass

dz -3 dx dx

dr . dx dz
& & TR @

%
=4, T,
und dass auf Grund der Formeln (20):

1 X dz d :
4y 4X ol ( gz _.i”.) dx - dz))
(42) 75 = oosec ll n & " e +aulm dog_—nQ IR

so ergibt sich:

p=—(02+2mAp+np’)=—n,
g=—[m 22+ m AR+ pl)+n pp =
Man bekommt also die Formel:

4ax _ dr  dr
d " ds " ds
und die zu derselben analogen Formeln.

Auf Grund dieser Formeln kann die Kriimmuaong unserer
Schar L gebildet werden und es ergibt sich: ’

K — Ve,
‘Wenn gleichzeitig
n=0, 7==0,

so ist diese Krimmung gleich Null, was aber der ganzen Flichencurve
entlang nur fiir Curven der Fall ist, die gleichzeitig Haupttangentencurven
und Kriimmungslinien sind.

Wenn die Kriimmung K’ won Null verschieden ist, so existieren die
positive Hauptnormale und die positive Binormale
der Schar L, deren Richtungscosinus durch die Formeln:

’ U= 1 (rd—t—'niﬂ:—)
- K do ds |’
(43)
L1 (i, dm
=5 (G TG
63
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und die analogen Formeln bestimmt werden. Diese Halbgeraden liegen in
der Tangentialebene. Man bezeichne die Richtungscoeffizienten der posi-
tiven Binormalen mit A'p, u'p und man suche sie zu bestlmmen Es ist
leicht zu ersehen, dass

Y=z \Y i %%

1 az 7/lY)

und dass ans der Formel (42) und analogen Formeln folgt.:

, cosec i}

o= I(m1+n2p)———~(n1}.+m,u) }

Es ergeben sich also die Werte:

mA—+n,u ;o

_ wmAtmp
E'sing * 47T

K’ sin6

Vp=

und man iiberzeugt sich leicht, dags die Beziehung :

WAl +m Au's+phs) Fnmpp's=0

besteht. Die Richtung der Binormalen unserer Schar L ist also mit der
Richtung der zugehorigen Flichencurve conjugiert.

Die eben durchgefiihrten Betrachtungen bilden eine verdnderte Fas-
sung einiger von den gewdhulichen Entwickelungen, die in der Flichen-
theorie fiber mnendlich benachbarte Normalen angestellt werden. Wir
brauchen daher auf die Eigenschaften der Kriimmung K’ nicht ndher
einzugehen und wir wenden uns zur Aufstellung des Ausdruckes fiir die
Torsion S°, welcher, wie wir sehen werden, gewissen Betrachtungen von
O. Bonnet nahe steht.

Fiir diese Torsion haben wir die Formel ;

, do’
§'=2xi ds '

wenn man also die Formeln (43) in Anwendung bringt, so bekommt man
zuerst:

e I ok
+4 (o) &+ ot % (2)-
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Es sollen nun die Ausdriicke:

L'Z (Zﬂ, W dE
s ("ﬁ) wd = (T)

‘umgestaltet werden. Zu dem Behufe brauchen wir jedoch Dloss die Formel

(34) anzuwenden. Und zwar nehme man zuerst in dieser Formel
20— g — ,oum —-,,,m =u,
so folgt:
- (_dﬁ
ds

wenn man ferner annimmt:

W=7, uv =n; W=, a®=y,
s0 gewinnt man ohne weiteres die Formel:
d [ dx dm
o)==~ g

Auf Grund dieser Formeln kommen wir nun leicht auf den Ausdruck:

g ? 4T\ T 4d (JL)

=K ds(zc')”“ E @G \VE )9

Dieser Ausdruck kann noch vereinfacht werden. Man bezeichne mit Q'
denjenigen Winkel in der Tangentialebene, welchen die positive Binormale

der Schar L mit der positiven Halbtangente der Flichencurve bildet.
Man hat dann:

I — i [— __._”
cos Q' = I(’ , st Vi
folglich : A
, a0’
(44) N =

Auf Grund dieser Formel konnen wir einige Bemerkungen anschliessen,
welche jenen am Schlusse der vorigen Nummer analog sind. Mau sieht
namlich, dass wenn die Flichencurve irgend welche zwei von den Eigen-
schaften besitzt: 1) 8§'==0, d. h. dass die in den Punkten der Flichen-
curve aufgestellten Flichennormalen eiver und derselben Ebene parallel
sind; 2) d;2~—-0 d. bh. dass in allen Punkten der Flichencurve das Li-
Prace mat.-fsycz., t. XVIL 5
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nienelement derselben mit dem conjugierten Linienelemente constanten
Winkel bildet; 3) g==0, 4. h. dass die Flichencurve geoddtisch ist; so
besitzt sie anch die dritte dieser Eigenschaften. Dieser Satz ist mit einem
Satze gleichbedeutend, der von O. Bonn et aufgestellt worden ist *).

5. Ausser den obigen fidchentheoretischen Betrachtungen, wullen wir
noch die Kriimmungseigenschaften der einfach unendlichen Scharen von Li-
nienelementen auf zweifachunendliche Curvenscharenin Anwendung bringen.

Bs sei eine zweifach unendliche Curvenschar durch die von @, 9, #
abhingigen Functionen a, f, y definfert, welehe Richtungscosinus der Li-
nienelemente dieser Curvenschar sind. Man betrachte ferner eine zweite
Curvenschar, deren Linienelemente ds die Richtungscosinus a, b, ¢ besitzen,
die gleichfalls Functionen von &, %, 2 gind. Wir wollen die erste die Cur-
venschar I' und die zweite die Curvenschar C nennen und solche Scharen
L in Betrachtung ziehen, deren jede aus. denjenigen Linienelementen der
Curvenschar I' besteht, welche einer Curve der Curvenschar C entlang
gelegen sind. Wir setzen voraus, dass die in Betracht kommenden Linien-
elemente der ersten und der zweiten Curvenschar reell sind und wir mogen
die unter 1 eingefiihrten Bezeichnungen benutzen.

Wir haben:
da % % , | %
¥ e a'+——8y‘ bt ¢

und die analogen Formeln. Fir die Krﬁmx’ﬁung K der Schar L
‘ergibt sich also die Formel: ‘

3 -, da da 2
=Y (a_ma+7y-b+—a; (,) )
‘Wenn man jetzt die kiirzeren Bezeichnungen:

S

da Qa

kg == ‘sz=2 By B
da %a
I =las =3, 55 55

da da
by =ka = 5 5

1) Journal de mathematiques. 2-me serie Tome V. 1860, p. 168,
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einfiihrt, so erhilt man fir K? die Formel:
K2 =Ty @8 4 hyp B -+ by 0 -+ 2y b0 25 ca - 2Hyp ab

Wir wollen die Richtung .der Linienelemente der Curvenschar C auf ein
solches von x, y, z abhiingiges rechitwinkeliges Trieder beziehen, dass in
diesem Ansdrucke nur Glieder vorkommen, welche Quadrate der Richtnng-
scosinus der Linienelemente der zweiten Curvensehar enthalten.

Zn dem Zwecke muss zuerst die Gleichung
ky—o, ky v s
“45) B,

k31 ] kBE ’

byg—w, gy }—_—O

kyy—a

fiir o gelost werden. Es ist leicht zun sehen, dass sie siets eine Wurzel
hesitzt, die gleich Null ist. Es besteht in der Tat die identische Beziehung:

@ p =1,
man hat also identisch:
L
dx’' %y’ oz 1
A= _g—g g—‘: %g *.—_o
B oo
oz’ dy’' o2
und auch:
ky, kg, ks
A= Ty, Eyy, kg |=0.
k317 k32! kﬂﬂ

Die Vielfachheit dieser verschwindenden Wurzel hingt von den Eigen-
schaften der Minoren und der Elemente der Determinante A ab. Man
bezeichne mit A;; das algebraische Komplement desjenigen Elementes der
Determinante A, welches in der i-ten Zeile und %-ten Colonne gelegen ist
und man gebrauche fiir die Minoren der Determinante A* die Bezeichnungen:

0= 7?22 Frag — T2, 8" =kyky —ky?, 8=l Ry —Fs’,

& =Ty by — &y Fay, & =gk — & =legs bay —,kﬂ ]?1? T
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Zwisehen den Minoren der Determivanten A und denjeniven der Determi-
nante A* hat man die Beziehungen: B

o

3. i . 3 .
= XAy, =X A%, 8 =i Ak,
O L N T

3 oot R
’ . "o__ "' . N
;e" =i Ay, "= s
= " } 1R " ¥

Wenn man nun die Eigenschaften der Gleichung (45) in Erinnerusg bringt
und die angefiihrten Beziehungen zwischen den. Elementen und Minoren der
Determinanten A und A? beriicksichtigt, so gelangt man zu dem Schlusse,
dass die verschwindende Wurzel dér Gleichung (45) einfach ist, sobald
nicht alle Minoren 2% Girades der Determinante A gleich Null de dass
ferner diese Wurzel zweifach’ lst ‘sobald alle diese Minoren, jedoch nicht
‘alle Hlemente - der. Determma.nte A gleicli Nunll sind, dass endiich-diese
Wurzel dreifachsist, sobald alle Elemente der,,Beterminante' A~ gleich
Null sind.

‘Wir werden in der Folge drel Falle auseinander halten, jenachdem
die verschwindende Wurzel der Gleichung (45) im: Allgemelnen einfach,
zweifach oder dreifach ist. Der dritte Fall stellt kein Interesse dar, weil
in diesem Falle die erste Curvenschar aus parallelen Geraden besteht.:

‘Wir setzen zunfichst voraus, dass die verschwindende Wurzel der
Gleichung (45) im Allgemeinen emfach ist. Die iibrigen Wurzeln der
Gleichung (45) sind bekanntlich reell und geniigen der Gleichung:

0 — (s s o+ B+ 874 87 =0
d. h. besitzen die Werte:

. . ‘ ) :
G=5 [kn + Fas + legy =V (beyy + Togg - leya)* — 4 (878" 3"’)] .

Da diese beiden Wurzeln reell sind, so hat man

i {ku"i‘]“eﬂ+]‘733)2—4(5'+5"+6"')>0
nmi da, in dlecem Ealle die beiden Summen:
. ko +7"29+7‘733 und 5 +5"—]—-6”’ &

im Allgeme,men von Nall verschiedene positive Werte besn;zen S0 smd
die beiden Wurzeln positiv, abgesehen von den Ausnahmestellén in welchen
sie ' verschwinden kionnen.  Wir wollen: diese’ Wurzeln it e, und w,

®8)
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bezeichnen und voraussetzen, dass z. B. w, =, ist. Wenn wir noch die
verschwindende Wurzel der (leichung (45) w, nennen, so konnen wir sa-
gen, dass zur Ausfibrung der gewiinschien Transformation von A% die
Richtungscosinus ‘

dy bi, [ (i=1,2,%)

%

der Linienelemente dreier Curvenscharen aus den Gleichungen:
by (@e— o)+ Fiy bi - By =0,
kglai—}— k.22(b(—“wi) +k53 C,‘=O N
Tegy @5 = Figs bi - Fegs (00 — 0) =0,
a;2 40 46t =

bestimmt werden miissen. Fir i=3 ergeben diese Gleichungen eine
vollstandig bestimmte Curvenschar; fiir i=1,2, in dem Fall, wenn
®, > m, ist, ergeben sich zwei ebenfalls volistindig bestimmte Curvén-
scharen, die zn der frither genannten senkrecht stehen; ist dagegen w;=w,,
dann bekommt man alle Curvenscharen, welche zu der dem Index 3 ent-
sprechenden Curvenschar senkrecht stehen. Im ersten Falle hat man also
drei zu einander senkrechte Curvenscharen; im zweiten konnen unter den
erhaltenen Curvenscharen drei anf einander senkrecht stehende gewahlt
Werden Diese drei Curvenscharen wollen wir kurz als Curvenscharen

9, 3 bezeichnen und ihre Halbtangenten, die durch die Richtungscosinus
a,, b , ¢ bestimmt sind als positiv annehmen. Die Krimmungen der Scharen
von L1n1enelementen der Curvenschar [', welche lings der Curvenscharen
1,2, 3 gelegen sind, sind augenscheinlich glexch den Functionen: Ve, ®,,
beziehungsweise ¥V w, und 0,

‘Wenn man jetzt die Richtungscosinus der Curvenschar C in Bezug.
anf die positiven Halbtangenten der Curvenscharen 1,2, 3 mit a’, b’ ¢’
bezeichnet, so hat man:

F=12%%

=aa-t+b b+t
V=aa+bb+tce
d=aa+bbtec,

also auch:
o= &+ ol aud,
b=0a F bV 4 by ¢
vi,___tﬁa -}—c,b’—}—('ac

ey
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und dié Formel fiir K? nimmt die einfache Form an:
(46) K?=w, a4+ w, b'?.

Um uns iiber die Verdnderlichkeit von K? bei variablen a', ¥, ¢ Rechen-
schaft zu geben, denken wir uns das Coordinatensystem X, ¥, Z, dessen

Anfangspunkt im Punkte z, y, # gelegen ist and dessen’ positive Halbaxen:

positive Halbtangenten der durch den Punkt z, y, # gehenden Curven der
Curvenscharen 1, 2, 3 sind; ferner schreiben wir in' diesem Coordinaten-
system die Gleichung desjenigen Kegels von Linienelementen o', o', ¢, fiir
welchen K2 =p ist. Diese Gleichung lautet:

(01—2) X* + (@, —p) T?=p2* .

Fiir p< 0 definiert diese Gleichung kein reelles Linienelement und ist-
p=0, so ergibt sich Xi=¥=0 d.h. das Linienelement der Curven-*
schar 8. Nimmt man zuerst w, > w, an, so hat man fiir p = o, nur das”
Linienelement der Curvenschar 1; fiir andere Werte von p betrachte man
die Schnittpunkte des Kegels mit einer zur XY -Ebene parallelen Ebene;

ist wy <'p << w,, dann bekommt man eine Hyperbel mit der reellen Achse,
welche der X-Achse parallel ist, bei 0 <Cp<C w, eine Ellipse und bei

p=ow, zwei zur Y- Achse parallele Geraden. Wenn zweitens w, = w, ist, "
so hat man fiir p=w, die X¥-Ebene und betrachtet man wieder die -

Schnittpunkte des Kegels mit einer zur XY -Ebene parallelen Ebene, so
ergibt sich fiir 0 <\p <w, ein Kreis. Wenn p > o, ist, 50 besitzt der
Kegel in beiden Féllen keine reellen Linienelemente.

Wir schreiten jetzt zur Bestimmung der Richtungscosinus der posi-
tiven Hauptnormalen und der positiven Binormalen der Schar L. Zu dem
Zwecke beachte man, dass wenn man mit ds; die Linienelemente bezeichnet,
deren Richtnng durch die Cosinus a,, s, ¢; definiert ist, so erhélt man fiir
jede Funktion f von z,y, z die Formel:

, o, df 4 |, df

Da aber die Richtungscosinus der positiven Hauptnormalen durch die
Formel :
-1 da

== 4%

K ds

und die zu derselben analogen Formeln bestimmt sind, wnd auf Grund
der friiheren Bestimmungen g, 8,y lings jeder Curve der Curvenschar 3

(70)
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dieselben Werte besitzen, so ergibt sich fiir die positive Hauptnormale

.die Formel:

l=—"la —— !

1, da b da )
K ds, ds,
und die ibhr analogen Formeln. Wir wollen noch mit:
l.( y My, koY

ly, my,; %

die Richtungscosinus der positiven H;uptnormalen der Scharen von Linien-
elementen der Curvenschar I” bezeichnen, die lings der Curven der Curven-
scharen 1 und 2 gelegen sind. Dann wird man I, m, » folgendermassen
ausdriicken konnen:

Z=% Vo adl +Va b'l),
(48) m= % Vo, am;+ Vayb'm,) ,
= (Ve aim + V¥ ).
‘Wenn man ferner mit
Py Yis Ot
P2, Y2, O3

die Richtungscosinus der positiven Binormalen derjenigen Scharen von
Tinienelementen der Curvenschar I' bezeichuet, die lings der Cul:ven ger
Ourvenscharen 1,2 gelegen sind, so mFd man fiir die Richtungscosinus der
positiven Binormalen der Scharen L die Formeln erhalten:

=%(V7>§ a'py Vo b @),
(49) p=g o @ V0 Ups), ‘
¢7=71{—(V_c-o'_1 @ o+ Vw, Vo)

Bildet man nun die Summe der Quadrate von I, m, n, S0 kommt man auf
die Beziehung: !
I 1y 4 mymg F myme =10,

7D


GUEST


30 - : K.. ZORAWSKL

welche he_sa'gt, dass die den Curvenschareu 1, 2 entsprechendé’ Hamptnor-:
malen zu einander senkrecht stchen. Bedenkt man aber, dass.alle-hier in.

Betracht kommenden Haupt und Binormalen in der Normalebene des Yinien-
elementes der Curvenschar I gelegen sind, so ergeben sich die Beziehungen:

951=812, Y TEEMy , O ==ENy,
Pr=nl, wy==gm O3 =M% ,

wo s und # unbestimmte Vorzeichen bedeuten, die wir sogleich bestimmen
konnen, Auns diesen Relationen folgt nidmlich:

! o
fa, B,v
; .

i

!

g=—mn =

wo die erhaltene Determinante entweder + I oder — 1 gleich ist. Wir
konnen immer voraussetzen, dass die Vorzeichen der Richtungscosiﬁﬁé
a,,?;,,cl und ay, by, ¢; so gewdhlt worden sind, dass diese Determinante
gleich 41 ist. Dann hat man ¢=-+1 und die Formeln:

l?:ml s My =y, My =0y,

(50)

Pp=—lb, Yo=—m, oy=—mn .
Man nghme ferver in der Normalebene des Linienelementes der Curvenschar
T denjenigen Sinn der Drehung als positiv an, in welehem man jede posititfe
uptno % 4 d W er
Hauptnormale der Curvenschar I" um 5 drehen muss um zur entsprechen-

de'n positiven ].Binormaleu dieser Curvenschar zu ge]angéﬁ. Wenn man also
m}t Q den.kael bezeichnet, welchen die pesitive Hauptnormale 1, m, n
mit der positiven Hauptnormalen I, m,; # bildet, co wird man die Formeln:
o l=1 cos 2 - si
51) e i z + ¢, Siu Q.
P =@ c0s 2 — I, sin L

und d] e ipnel? a.nalogeﬁ Formeln erhémlteﬁ. Véfg’leiéht ﬁ;an diese Formeln unter
Begqcks;q]‘a:mgm'gvvop (5'0)_ _mit den friiberen Formeln (48) und, (49), so folgt,:
2) s Q= ZVO o WV, T

(72)
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0

Anf diese Weise sind die Richtungscosinus der Haupt und Binormalen jeder
Schar L durch den beziiglichen Winkel £ und die Richtungscosinus der
Haupt und Binormalen derjenigen Schar von Linienelementen der Curven-~
schar I' bestimmt worden, weleche lings der entsprechenden Curve der’
Curvenschar 1 gelegen sind. 7

" Wir wollen nun die Formel fiir die-Torsion der Schar L aufstellen.
‘Wendet man die Formel (6) an und benutzt die Beziehungen. (51), so komm$b
man auf den Ausdruck: ’ ’ .

) e G 0w
Sa——-—g;-[—-GOSQ.Q‘le—dvsj——Sln Q2 Xo, o
folglich mit Hilfe von (47) auf den Ausdruck:
ae ' de, dg, ’ dp, «
__ 31, 2% 1y ; L
s 3 T Eh g TV I 4%4"“‘211 ds,
Hier sind
dep,
=8
1 db‘l 1
and

o d . dl
le——(z: =—2 ¢27;§-=S,.

Torsicnen derjenigen Scharen von Linienelementen der Curvenschar I,
die langs der beziiglichen Curven der Curvenscharen 1 und 2 gelegen sind.
‘Was nun den Ausdruck:

oy 4Py -
<h ds; =E

anbetrifft, so denke man sich langs der Curve der Curvenschar 3 die Schar
von ILinienelementen, welche die Richtung der positiven Binormalen
@1, ¥, 6; besitzen und beachte, dass diese Schar von Linienelementen, falls;
sie micht alle einander parallel sind, ihre von Null verschiedene Kriimmung
und jhre positive Hauptnormale besitzt. Betrachtet man diese Kriimmung
als einen Vector mit der Richtung der genanntem positiven Hauptnormalen,
s ist R die rechtwinkelige Projection dieses Vetors auf die positive.
Hauptnormale- &, my, #,- Besteht die betrachtete Schar aus parallefei”
Linienelementen, so ist 2 gleich Null,

(78)
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In Folge der eingefiihrten Bezeichnungen bekommt man die Formel:.

53) §=—L2 s a8yt R
(53)

Diese Formel gibt Anlass zu &nlichen Bemerkungen, die wir am Schlusse!
der Nummern 3 und 4 gemacht haben. ‘Wenn fiir die Curvenschar C' die
Grisse S gleich Null ist, so besitzt jede Curve- der Curvenschar C dig
Eigenschaft solehe leenelemente der Curvenschar [' zu verbinden, welche:
einer Ebene parallel sind. Wenn fiir die Curvenschar C die Beziehung
%:0 besteht, so ist der yon der positiven Hauptnormalen [, m, » mit
der positiven Hauptnormalen I, my,#, gebildete Winkel, eine Grisse,
welche lings einer Curve der Curvenschar C einen konstanten Wert besitzty

Endlich ist die Gleichung:
S, o'+ 8,0+ Re =0

eine Pfaff'sche Differentialgleichung fiir die Linienelemente der Curven-
gchar C. Wenn die Curvenschar C in Bezug auf dje Curvenschar I' zwei
der genannten Eigenschaften besitzt, so besitzt sie aunch die dritte dieser
Eigenschaften.

Die durchgefiihrten Betrachtungen beziehen sich aunf den Fall, wo die,
verschwindende Wurzel der Gleichung (43) im aligemeinen elnfach ist.
TIst diese Wurzel im allgemeinen zweifach, d. h. sind alle Minoren zweiten
Grades aber nicht alle Elemente der Determinante A gleich Null, so
gestalten sich diese Betrachtungen bedeutend einfacher. In diesem Falle
existiert eine derartige Function @ (x,y, #), die sich nicht anf eine
Constante reduziert, dass :

a=al[®(x,y,2)], F=F[Pxy 2], r=r[P(y,2)]
sind. 'Wir erhalten somit:
da _(a 0P 5 395 0P\ da
a5 \*Tar 7 “L"ag)m

und es folgt fiir K2 der Wert:
, [ 89 F | 90 [ da
K “‘(“ e Th— Tt az) Z(d@)~

Man betrachte nun die orthogonalen Trajectorien der Flichenschar:

P (=, y, z) = const,

T
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Es konnen folgende Richtungscosinus der positiven Halbtangente dleser
Trajectorien genommen werden:

2 L 1 Nl
- / By oz
P 2 ( & )=
Bezeichnet man also den Cosinus des Winkels, welchen diese positive Halb-
tangente mit der positiven Halbtangente der Curve C bildet, mit a’ so wird:

P ad oD
—l—-Z) +C“é-;*)

1/2 sy

und fiihrt man noch die Bezeichnung:

o= 25 2 s

ein, so ergibt sich fiir K? die Formel:

(54) K2=wa?.

Man ersieht ferner, dass wenn man die Richtungscosinus der positiven
Hauptnormalen und Binormalen derjenigen Scharen von Linienelementen
der Curvenschar I', die lings der orthogonalen Trajectorien der Flachen-

schar @ (x, y, #) = const gelegen sind [;, my, n beziehungsweise ¢y, ¥, 01
nennt, so ergeben sich die Formeln:

da dy dg
[ BaE — 7 4g

l, = —— d @ == =
I R e
e \ (LD i \ AP
und die ihnen analogen Formeln. Die Richtungscosinus der positiven
Hauptnormalen und Binormalen der Schar L xind dann
l=gl, , m=gmy, n=¢ny
p=¢ep, Y=Y, 6—E0

wobei e=-1 oder — 1 ist, jenachdem &’ positiv oder negativ ist.
Tiir die Torsion der Scharen von Linienelementen der Curvenschar I,

(751
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die lings der betrachieten orthogonalen Trajectorien liegen, hekommdt. man,

die Formel :
@, B,y v
2 _ e
I/Z Ve @y |
A6 0 B A | .
j; da .
(fiif) o B Py | A
. L d@Er Ao aer. | o W. SIERPINSKI.
und fiir die Torsion der Schar L die Formel: ‘ O PEWNEM ZAGADNIENIU

(55) o s=sa. | | Z RACHUNKU FUNKCYd ASYMPTOTYCZNYCH.

.. Pod tytulem powyzszym ukazalta sie w ,Journal fiir reine und ange-
wandté Mathematik* (T. 1286, zeszyt 4) praca G. Woronoja, zajmujgea
sie nieznang przedtem metodsy obliczania wartodei asymptotycznej funkeyi
liczbowej

2Lz

25

%>0
gdzie Bz oznacza liczbe calkowita, czyniges zado$¢é warunkom:
r—1<ExL=

Autor dowiédt nowego twierdzenia, dotyczacego tej sumy: ,Funkcya
2 (g x4 20—1),; gdzie C jest staly Buler a, przedstawia funkeye liez-
: ngs
bowq, 2 E— 2 bledem, ktérego rzgd nie przewyzsza rzedn ﬁmkcyl
®>0
V—E: lg z* i dodaje, iz metoda, ktérg si¢ w tym celu posluguje, moze
byé stosowana do badania wartosci asymptotycznych rozmaitych sum
. : podwojnych.
. Praca niniejsza ma na celu zastosowanie metody W o ronoJ a do
obliczenia wartosei asymptotyeznej funkeyi liczbowej

N

2V

B0 | B o

(76) N
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