8. KEPINSKI,

0 DRGANIACH POPRZECINYCH PRETOW SPREZYSTYCH.

[

Drgania pretéw sprezystych, posiadajacych staly przekroj, byly przed-
miotem rozlicznych prac, a w ostatnich eczasach rozwiazal to zagadnienie
caltkiem ogélnie A. Davidoglou'). Natomiast stosunkowo nie wiele
zajmowano sie drganiami pretow, posiadajacych przekrd] zmienny. Jednym
z pierwszych, zajmujacych sig tym przedmiotem, byl G. Kirchhoff, ktéry
w pracy: ,Uber die Transversalschwingungen eines Stabes von verdnder-
lichem Querschnitt® (Monatsberichte der Akad. d. Wiss. zu Berlin 1879)
szezegblowiej rozwazyl dwa przypadki, kiedy pret ma ksztalt pryzmatu lub
stozka 1 jego krawedZ wzglednie wierzcholek jest swobodny, przyczem
jednak ograniczy! sie do oméwienia drgah (tonéw) pojedyfczych.

‘W niniejszej pracy uwzgledniam nie tylko znacznie ogélniejsze ksztalty
preta, lecz zajmuje sie takie dowolnemi drganiami takich pretéw.

§ 1.

Weszmy pod uwage pret bardzo (nieskofczenie) cienki, ktbrego prze-
kroje prostopadle majg Srodki ciezkoSei ulozone wzdluz prostej, osi OX.
Jezeli przez w oznaczymy wychylenia tego preta w kiernnku osi OF, to
réwnaniem drgan takich bedzie ?):

Pw 02 0%
W o g =T ()

) Sur 'équation des vibrations transversales des verges élastiques; Ann. scient. de
1I'Ecole Normale Supér.; ser. VII; t. 17.1900.
%) Por. Kirechhoff1 e
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. gdzie 9= { / dy de oznacza pole przekroju, &= / [ y*dy dz oznacza mo-

ment bezwia?inos’ci przekroju wzgledem jego osi obojetnej, u jest gestoseia,
" za$ E' spblezynnikiem sprezystoSei materyatu.
Dla drgania (tonu) pojedyiczego przyjmujemy:

2) w=1u cos af;

gdzie e jest odpowiednia stals, « zaleiy od = i a. Wowezas z rownania (€8]
otrzymujemy réwnanie: ;

@&, Puy o,
® L (2= o,

ktére nalezy zcatkowaé. Zajmiemy sie przypadkami, w kiérych calkowanie
réwnania (3) mozna zredukowaé do calkowania dwu réwnan rzedu drugiego
W nastepujacy sposéb:

Niech
#) Ay’ 4 4w =4 Au

przedstawia réwnania rzedu drugiego, w ktérych 4,, 4, s3 funkeyami
zmiennej z, za$ 2 jest stalz. Lews strong (4) oznaczmy przez D (u):

(5) D(w)=d,u" + 4,0/
iutworzmy wyrazenie DDu:

DDu=A, (dyu" - 4, ") 4, (dyu 4 4,07y ,
czyli:
DDu==A2u"" 4 2 4, (4, - 4,) w" T (4 4" 24,4+ A, 4, + 4w

F(dy 4"+ A4 4w
Poniewaz wedlug (4) jest
D(W=1u,

zatem:

DDu=D(+iu) =4 1D (x) = (4 1)u = Lu .

(72)
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‘Otrzymujemy tym sposobem réwnanie rézniczkowe rzedu 4~go:

© AP 2 Ay (A Ay A (A 4,72 Ay A+ A A A"
A+ (dy A" + A, ) o = P,

ktéremn czynig zadosé calki rownan rézniczkowych:

) A+ Ayl Au=0,

(4" : Ay Ay’ —Au=0.

Chege sig dowiedzied, kiedy réwnanie (3) daje sie zastapié przez dwa
réwnania (4), poréwnajmy z sobg réwnania (3) i (6). Osznaczajac przez
@ (%) ezynnik proporeyalnosci, otrzymujemy nastepujgce warunki:

(@) h=dy ¢ (),

(ﬂ) = AQ (—AQ’ _i— Al) - (35) 3

® B (dy 4" 2 4y Ay Ay A 47 9 @)
)] 0=4,4,"4 4,4/,

) %“Ql{:lg-w@-

Zachodzi pytanie, czy mozna tak dobraé funkeye 4;, 4, 1 @, aby tym wa-
runkom stalo sie zadosé ?
Z warunkéw (a) i (f) wynika:

B= QA oAy ) dy= 4y (4 F4) p,
a wige:
® . dyo'=(4—4))p,
za$ z warunkow (a) i (y), po uwzglednieniu (), otrzymujemy warnnek :
Ay 4)'=0,
czyli, poniewaz 4, =0,

A =0, skad 4,=y (stala),

b

warunek zgodny z warunkiem dalszym (4).

(73)
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Z réwnosei (£) otrzymujemy :

dz .
<P=:—1— Yf”ﬂ , gdzie ¢ jest stalg,
a wige wedlug (&) i (a):
@ A qrg = EB IS
EY1= 7, '
dx
®) h=cd e’ T,

W tych wyrazeniach funkeya 4, =7 () i stala y sg zupelnie dowolne.
Jezeli przekréj preta wodleglosei 7 od poczatku ukladu nazwiemy g, zas
odpowiedni moment bezwiadnosei k,, to z (7) i (8) otrzymujemy:

0 __ EP 1
by pe FOR
skad:
®) | i=rwa )/ ol
wskutek czego:
" %@ F@? rfﬁm
@ 1= T ¢
dz
8) kF=c f(m)gy i@

Mamy wige twierdzenie: Jezeli w odleglosei 2 przekré] q preta wyraza
sig wzorem (7'), za$ moment bezwladnogei tegoz przekroju wzgledem osi
obojetnej wzorem (8), to drganie pojedyicze preta jest przedstawione przez
w=1u cos af, gdzie » jest réwne sumie iloczynow statych i catek zasadni-
czyceh réwnan:

@) f@u+yu 4 1u=0,
(47 f@u 4y u —2u=0,

zas J jest zwigzane z a przy pomocy wzorn (9).

(78)
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Ksztalt preta, wykonywajacego powyzsze drgania, mozna (miedzy
innemi) zrealizowaé w nastepujacy sposéb:

Jezell y= =+ F'(z), s ==+ & (z) beda réwnaniami waleéw ograni-
czajgeych pret (patrz figure), to praekrosj:

9 f( )" f\WJ

1=ty =03 T ¢

za$ moment bezwladnosei :

s oz
k=4%—z=c f(x)gy‘ff(-'t) ,

skad:

= _ ]/ 3k fx
) y=tF@=zt]/ S LG,
1) z=—+ @(y):i__c_ AU grf% .

1V 37 7y

Y

F=HE

Ll \\x@
Z/ ‘N\\\ @

§ 2.

Zostawiajac do innej sposobnosci rozwazenie rozmaitych przypadkéw,
zajmiemy sie obecnie szezeg6lowiej jednym z najprostszych, kiedy

f@)=2, p=n+2.

(75)
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Wowezas :

_ 1/ 8k, x
?/‘—__t T 7

—_ /._q_ﬂ_q__ ﬁ (1-4-2) log & —— ‘70 .
z’“iJ 37 £ - BV

t.J. pret jest ograniczony dwiema plaszezyznami, przecinajacemi sie wzdluz
osi ¥ i waleem 2°=10%4?", za$§ rownania (3), (4) i (4") przechodza na:

3) c;iz( ks d") Patiu—0,
! di
) &g+ (12) T+ lu=0,
@ Tt et 2) B,
1 (]l\
© z_azl/ -
Podstawiajac w tych rownaniach o= —i— , otrzymamy:
. a2
{+) 5d;§+(n+>)%+u-o
it dPu i
(45 5d§2+( +_.)~——u—0
albo, gdy przyjmiemy :
E=%7727 nw=ry (n11) o
TéWnania:
d% 1 dv (1)
1 £ ) 0,
dn?* o ' ( 7
@o L (L e
Ty d’i_(l_r n )U_O

A
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Calkami tych réwnan sy funkeye Bessela, a mianowicie pierwszego :

o0 17 -
ot n+1 , " (@)
o) = (%) Z—l)"u—T:r:

—ar Q \n—2p1
o T4 () =2 174 ) og L $‘ 22

g\l . \
-3 2(—1)mw(yﬂ)w@wzﬁ»,

»=0

gdzie v (z) = Z;—i— log I'(x), za$ réwnania drugiego funkeye:
It (i), = X (i) -

‘Wskutek tego jako calki zasadnicze réwnania ( 4') moZemy przyjac:

! had b ar
TR 9V E e N1 & Ny Fe
w=E IR RVE= Y (1 et = X (U Sy

=0 y==i}
(12) Uy =1, log & — = =) W -(ﬁ{,l)— P

=0

DV g @b Dyt 2),

»=0
dla » calkowitego, zas:

al-!—l T
uy=E 2 [T (2VE) =1 ("*H)a;—-(ﬂTUE(_.]_) T
dla » ulamkowego.

Jako calki réwnania (4") przyimiemy odpowiednio:

L=~
rar

N e S
1‘2=i—("+1)§ 2 It (2@1’5,):2 a F(V+Tl+2) =Z v!f(v._i_%_l_2) H
»=0 v=0

) <« n—w)!
(13) =1, log & — (—1)r+ A= 64D =D Z (—1) L,}i pid

< ra
'“Z EICT=s) @O+ +ve+r+2),

(77)
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dla » calkowitego, za$:

0
N , pid 57

t, == (— 1)2+1 )= (e+1) o= (1) K

y == (— 1t L- e g O Z T =)

»=0

dla n utamkowego.
Calkg zatem réwnania (3) bedzie:

(14) =Gyt o tty g uy 40, .

State dowolne ¢; oznaczymy z warunkéw kraicowych. Przyjmiemy miano-
wicie, ze koniec preta x =10 jest swobodn ¥, za$ koniec drugi a =17
jest wmurowany., Wowezas dla 2 =0 ma byé:

d*u d?u

7 = gmty 2
@ o=t g =0,
a
i(;ﬂ)~ a Fuy_ o
dz \ " —E(m d.zﬁ) ’
za§ dla z==1:
. . du
(8 Cou=0 i 2 =0

Z warunkow (o) wynika, ze ¢; +¢, =0 i ¢, — ¢, =0, a wiec, Ze
=0, ¢=0.

Zatem catka réwnania (3) mie¢ bedzie ksztalt:

(14) U= Uy} cyuy
przy warunkach dla z==1

6ty - 6uy = 0 [ ey tly - 0y 1ty =10
] { clu1 Y cluo albo dla §=11: ll[b’l zj’lzél Yo dﬂz]_o.

Z réwnan tych wynika dla 2 warnnek:

1("“7{"“5 f;?) 0.

(78)
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Pomijajge rozwigzanie =10, ktore prowadzi do calki u==0, rozwazymy
blizej réwnanie:
. du, [ .
(15) A=u = ¥ ——u2—d—§———-0, gdzie E=./'ll,
t. j. réwnanie:

o0

El‘
4= 5‘( r v'F(v+n+2) 3' S AT A TS
(57)

co E’ oo § Ey _
+2 T 2 Y e
y={ =

Zauwazymy najprzéd, ze lewa strona tego réwnania 4 nie zmienia sie,
Jjezeli zamiast & podstawimy —&. Jest wiec 4 funkcys parzystg zmiennej £,
i réwnanie 4 =10 posiada pierwiastki dodatnie i ujemne. Chodzi¢ nam
bedzie w dalszym ciagu tylko o pierwiastki dodatnie. Okazemy, Ze pier-
wiastkéw tych jest nieskonczenie wiele i oznaczymy zgrubsza granice,
miedzy ktéremi sie znajdujg.

Jakoz z pierwszego z rdwnan (12) wynika, ze pierwiastki rézne od
zera réwnania «, = 0 sa pierwiastkami rownania:

I QVE) =0,

ktére, jak wiadomo ) posiada nieskofhczenie wiele pler\mastkéw @y, Oy, Oy .
najmniejszy z nich a, lezy miedzy kraficami

(n—’,—l)-i(nv{%) <y < (17—}—2)2(72—{—4)_ ’

w razie za§, gdy pierwiastki

~ B3y —1p

4z !

1 \2 2% 2 .
272—1 )n2 i ( _.L;{-S )n“ wzglednie miedzy

leza miedzy liczbami: {

2 _3.(47;+1
7'\ s

2 .
)ﬂ?, zaleznie od tego, czy » (calkowite > — 1) jest

!} Por. np. D-r Niels-Nielsen Handbuch der Cylinderfunktionen. Leipzig
1904, p. 174.

(19
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nieparzyste, czy parzyste; k& jest liczbs calkowity, Jezeli za§ n = ZLZZ_J—

ia>(4 (m—{— %}L—l)i’ 422 , to pierwiastki a sy zawarte miedzy liczbami

3\ = ., a? . 1\2
(k — T) o i k2 Twzglgdme (Z + 4) (L -+ 3 ) , zaleznie od
tego, czy m jest parzyste czy nieparzyste.
Obok réwnania u, =0 wezmy jeszcze pod uwage réwnanie :

duy

& =.0.

Rémiczkujge réwnanie (4) wzgledem £, otrzymujemy:

- KO T ) e o,

réwnanie to dla 2% dE tem sie tylko rézni od (#), ze zamiast n trzeba wzigé

n+1. Stad wynika, ze plerwiastki tego réwnania d_f =0 rézne od zera

sg pierwiastkami o; réwnania
2 3VE) =0,

a wige jest ich nieskoficzenie wiele, przegradz aja pierwiastki
p Z

g <lay' <oy <’ <ay..., a najmniejszy z nich a,’ jest zawarty

miedzy krafcami:

(n+2)4(_n+4;) << (7z+3)2(72+5) ;

1 2__1712
w razie gdy a’>-[i@j;4T‘)2~—11—, pierwiastki o' sg zawarte miedzy licz-
4] 2 2
baml—ka 21 (“_H) 7* wzglednie (2%) 7? i (2—]:’;3) 7, zaleznie od

tego czy n calkowite jest nieparzyste czy parzyste i t. d.

Jezeli wiec zwazymy, ze dla £>> 0 jest stale Ug > 0, df

E=a,, u; =0, du‘ —= >0, otrzymamy lews strong réwnania (15).

A=0,>0.

(80)

2> 0, zas dla.
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Dla &==a'y mie¢ bedziemy u, < 0 =0, a wiec

(] —dE_
A=d;<0.
Stad wynika, ze najmniejszy pierwiastek dodatni réwnania (15) 4 =0,

nazwijmy go &;:

m+um+@<<§<:w+&m+m

1<t <d,, awig

Podobnie ogblnie:
a; < & < a.

Widzimy wiee, ze pierwiastki réwnania (15) stajg sie wraz
z wskaznikiem ¢ nieskofnczenie wielkiemi, a mianowicie,
poczawszy od pewnego 4, wigkszemi od Lwadra,téw hczb
calkowitych szeregu arytmetycznego (ich zatem punkt zagesz-
czenia znajdunje sie dopiero w nieskonczonosei).

Najmniejszy pierwiastek & odpowiada drganiom tonn zasadniczego

preta. Znajac &,, znajdziemy 1, ————Ef—, wedlug (9) zas:

& by E
Q9 —_— 0 ;
®) % e Qo 6
Ogoélnie dla tonéw gornych jest:
E: ky B
i JR L L
@0 ‘ F Qop

Dla drgan preta o przekroju niezmiennym znaleziono:

ﬁ0:3,;51 ,./ T B ’
Gaft

Poniewaz £, > _{ﬂ%{f)z:{-_?)); a wiec wraz z n wezrasta i dla #>> 2 jest

Prace mat.-fizyez., t. XVL. 6
61

PR i
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wieksze od 3,51; zatem tony zasadnicze pretéw rozwazanych sa wyzsze niz
tony zasadnicze pretéw cylindryeznych i to tem wyzsze, im wieksze jest n1).

§3

Z kolei przechodzimy do dalszego zagadnienia poruszonego l.-c. przez
Kirchhoffa, mianowicie do oznaczenia najwiekszych wychylen konca
swobodnego przy tonie zasadniczym (&, = 11).

Jak wiadomo, najwieksza dylatacya & w przekroju prostopadlym
preta, poprowadzonym w odleglosei z, znajduje sig na obwodzie tegoz

& . ) 3k, x
przekroju i wyraza sie wzorem o=y (Z l: 2). Poniewaz tu g =]/ . (R

I 1
, zas }»uzé, zatem

albo jezeli y;=;:a=l/ 3k z

2o

_ak |, du\ & [, du
16 6_7(,5452)_~a?(§ di-‘?)'
Najwiekszg z tych dylatacyj 6, nazwijmy ja A, znmd21en1y Przy pomocy
réwnania —ZT == 0, czyli rownania
rﬂ d*u

Nazywajge dla krotkosei wy (5)=,", u, (£,)=u,°, u'y (£&)=tt'
otrzymujemy wedlug (14), (#'):

1% 'y (&) =0ty

(18) = C; (uy 1, —uyu,"),
ﬂ
(18" U= Cy (1, 1,"—uy ;%) ; C;, Cysgstale; GQ-C’1 t, 5

Podstawiajge w (17) wyrazenie np. (18'), otrzymamy:

(e
WO =0

4 d2u
B =10 1)
"2 (E ag )

) W praey Kirchhoffa 1. e. jest przeprowadzone obliczenie dla n=— 1,2

i toZ sumo prawidlo stwierdzone.
%) Por. mp. Clebsech. Theorie der Elasticitiit, Leipzig 1862, p 263.

(82
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albo z uwagi na réwnania (4):

(19) B=u,° [—(zz-l—i’) w'y—u', ] A l— (n-+2) "y 34’2] =
Iab

(n—]—Z)E . '
2 ’ g 0,
B= ' Pu—u' Py

¢ .
Uy ] - [ wy ' u' t J =0.

Aby znales¢ dolng granice najmniejszego pierwiastka £, réwnania (16)
po~tapimv w ten sposob. Zauwazmy najprzid, ze 'y >0, zas w'{°<C 0.
Istotnie «', jest szeregiem wyrazéw dodatuich, za$ «,°=u", (&) ma z uwagi

(20)

2T
&

T lu'ao o

) , 1 .
na to, iz & <{d'y, ten sam znak, co u') (0)= — m <C0. Dalej:
— nE2) ' —, = 1 ( ) + ..

PN Plind) n+4
g 1 (r2)¢

e B PR YN = ey )+ -]

‘Wyrazenia w nawiasach sa dodatnie, jezeli

)

s e
: <“—+1—— n-Fv—+1) dla kazdego »,
co mieé bedzie miejsce, jezeli tylko &< 72'—_})_4 ;a wiee dla £ ni'i jest:
— (n4-2) #'\—u'y > 0. Wyrazenie:
. 1 2f
— 2y, — o =
2ty =ty =perp \ L+ o+

jest dla §>0 dodatnie.

n—]-

Stad wynika, ze lewa strona réwnania (16) dla
72-{—4
2

&< pozostaje stale dodatnig, zatem pierwiastek 7,>>-——

Chege znalesé granice gorng pierwiastka £, zauwazmy, ze wyrazenie
B w rownaniu (20) redukuje sie dla £=§&; do

ool 2 ,]__ 2 ,0[(71—1—2)“
Biey, = 24/,° [—zzo—zz._) — a0 =)

—(n-{-z)u',DJ.

(83)
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Ale, jak latwo sprawdzié: u, > (n 4 2) oy, Jezeli wige tylko n-2>>0
2
i—(%-i > 1, to czynnik przy «',° jest dodatni, a poniewaz w',° <C 0, wige
o

2
wowezas Be—g, <0, tak iz {,<{&,. Z nieréwnosci (12‘;2)
0

& < (n42)*. Lecz widzielismy, ze

> 1 wynika

£ < n4-3 .272-}-5 )

Jezeli wige (n4-3).(n45) <2 (®4+2)2, czyli #> V7T, to wszystkim wa-
runkom staje sie napewno zadosé 1 wowezas &, << &,.

Ograniczenie to 23> V7 wynikto z niedokladnosci granic dla &, 1.&,.
Latwo sprawdzié rachunkiem, ze £,<CZ, takze dla n=0, %, 1, %, 2, —;— .
Mianowicie :

dla n=0 mamy &= 532, {=23,69Y

n=-;_ fo=— 696, C,—401
n=1 E=— 872, ,—4461)
n=—§— £, — 1063, £,—483
n=2 & =1276, (,=528
n:% &=1502, £, =573.

F—

3

A wige dla n=0, , 1,7,2,—;— iwogdle n>VT jest zawsze £, < &,.

Poniewaz = TE’ za§ £, =11,, wigc odlegtosé x,, w ktérej zachodsi w pre-

cie najwigksza dylatacya A, jest: z, = ,;0. = % 1<C1?), wedlug (16) mamy:
0 0

. Eo( d*u
d=e gt (G,

czyli wedlug (18):
A= 000 0 [ (5 o () — oy (20) o (8]

Y) Por. Kirchhoff 1l c.
%} Najwieksza dylatacya w precie o przekroju statym zaehodzi w odleglodei ay=1.

8%
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Uwazajae dylatacye A za znang, znajdziemy z ostatniego wzornu staly C,:

I*A

2 Jo = .
@ = R G T G w2 G Gl o)

Dla wychylen kofca preta =0, czyli dla £=0 znajdziemy:

w == Cy [, (0] o'y (8) — uy (0) 'y (§5)],
albo poniewaz: u, {0)=u, (0)= T’(yﬁ ;

w0 —'0

w0 =G s

Najwigksze wychylenie odpowiadaé oczywiscie bedzie wartosei Cy, podanej
przez wzdr (21), tak, iz wowezas to wychylenie

A 1 o'y (&) —a'y (&)

aly I'(n2) & [y Go) 'y (G)—u"s (Lo vt (8]

u(0) =
albo wedlug (9'):

(22) 0(0) = - ]/

aa,

ke
M,
Qop "7

gdzie

M = 1 ",2 (Eo)'—ufl (EO)
o T(nF2) & [y (Lo) s (&) — "y (Go) @, (&o)]

‘Wychylenie preta o przekroju stalym, posiadajacego toz samo a, A, ...
przedstawia sie przez

w()=

A ]’/Tn—]:—?
aay b —qo—/“_ ’
a wiec:

u (0) =wu(0). L.

Dla ocenienia wartosei M, zauwazymy, ze wedlug (19)

. —1 . , ;
'y (o) w's (&) — w2 (Lp) 'y (&) = e ["’1 (Co) ' (&) + ' (L) 'y (&) ] s
tak, iz

_ nf2 sy (§)—u'; (&)
Tr(e2) 4 [wh (G we (o) -2y (Go) vy (B)]

M,

(85)
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Lecz —u'; (§)=—u'\">>0, a poniewaz &, <C &, wiec takie — ', (£,) > 0;
ze zad 'y (&) > 'y (Z,) =0, oraz o', (&) >—u', (&), wiec:
2 1
i 14 .
S = RATA A

Poniewaz funkeya — 'y (§) jest dla 0<C£&<Ca/, stale malejgea, zag

”+4 Ll <5<y << Qﬁ)zﬂ’i“i) , wige —u'( (§) >— o'y (&), tak iz

1 -2 ) 1 -2 1

My > erm2)L, —uy (71—}—3) (nF5)y T (n8) « e (nﬂ) .
1 <

Lecz: :

s 1 nt4
W ( 2 ) Tt [1—2(9¢+3)

25 [y

(n4-4)? (
+ 8 (n -

L3l n s A3 (e H) (nF5) (n+6)) T ] :

‘Wyrazenia wnawiasach —jak to fatwo sprawdzié mozna — sg dodatnie, a wiec:

(A 1 s (n44)?
(T )<r(n+3_)[1 ICaE 8(n—|—3)(n+4)]

7 t-3) (nF4)

czyli

(w4 (5n-H12)
”1( 2 )<m~

a4

Jest wiee:

M, > (n-2)2 S I'(n+4)
B F(n D (Bari)

czyli

A, (n+5) (5n412)
ST C==)
Eajvalstrona jest dla n > 4 wieksza od jednosci, a zatem dla %> 4 jest
0~ 4

Rsichunk;em tatwo sprawdzié, ze ta nieréwnosé istnieje takze dla
. 5 .
n=0, = 5 L5, 2 5 , 3, 2; a wiec dla wartosei n:O,..,% i ogélnie

2

(86
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1> 4 wychylenia kofica pretow badanych sa wieksze niz wychylenia kofica
pretéw 1) o przekroju stalym i to tem wieksze im jest wieksze n.

§ 4.

W poprzednich paragrafach zajmowaliSmy sie drganiami (tonami)
pojedyhezemi preta. WidzieliSmy, ze tych tonéw jest nieskonczenie wiele
i ze odpowiadaja one pierwiastkom dodatnim & réwnania (15).

Znajge &, znajdziemy:

l,‘=

~|¢re

w= I/ Zq o T2 = Ol ) o 1) () 2]

lv‘_ i

wy (w0, 4) = ( 1y ] f'(v—l—n—i- 3y e (1, L) = Z W (v Tut2)’
i wowezas wychylenie przy drganiu pojedynczem :
(23) wi=1u (z, 1) cos ait= U, cosa;%.

Drganie zlozone bedzie zatem przedstawione przez:

©24) =" diw,

=y
gdzie 4, s3 odpowiedniemi stalemi. Dla tego drgania niech bedzie wa-
runkiem poczatkowym:
() dla t=0, w=7(x);

f(z) jest funkeyy ciagla, posiadajges cztery pochodne i czynigey zadosé wa-
runkom {(a) i (B). Woiwezas wedtug (24) otrzymujemy:

(25) flz)= 2 ENIENTED IR 8

Zagadnienie wieec redukuje si¢ do tego, aby okazaé, ze szereg, stojacy po
stronie prawej rownania (25), jest Jednosta,]me zblezny i ze istotnie przed-
stawia funkeye f (). '
Dla prostoty przyjmiemy nadal, ze dingo$é preta =1, przez co
0g0Inosé zagadnienia sig nie zmniejszy. Wowezas:
a7
0Ll &= ai=1;]/ -ZLO—L‘
Qo M

1) Posiadajaeych teZ same a, oA, ...

@87
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i 4:>0 czyni zado$é r6wnaniu ?):

(15") y (A) o' () —uy D) (1) =0,
gdzie
hod 1 . lv . l o hod lv
() =Z S Toge s @ “2 AT G D)

‘W celu wyznaczenia spétezynnikow 4;, przypuscmy narazie, Ze szereg
(25) jest zbieiny i ze w ogéle ta réwnodé ma miejsce. Wowezas mnozac (25)
przez 2"+ U i calkujge miedzy krancami 0, 1, otrzymamy:

1 oo 1
26) [ 2+ f @) edo= Y 4, / o U, U, d |
D =y p

Lecz z réwnat rézniczkowych, ktorym czynia zadost U, Uy:

i
a2 . B2U; @ A* Uy
4 43 = } 2 gt . n-3 — 741
@) dz? (m dxg) W U da? (m dor? ) 1 &t Uy
wynika:
1
d? a2 U; a2 L 2 Uy
._, 2 n-J-1 — -9 T —— | g8
lk)jx " Uy s = f[de (x m-) T d$2)]dm.
k]
Calkujac przez czedel, otrzymujemy :
1 : 1
A L, BU; d @*U; AU, a*U;
Rhadily QUWIRS, - e g3 e ZE gy P
./U"d:c‘-'(x N dx? )dx [Ul‘ az © dx? da = dxz? ]
0 U

1
+ [ e,

i)

czyli z nwagi na warunki (a) i (B), ktorym czynia zadosé tak U; jak U :

1
P &, &, U,
UL R -
(/77" dxz(x e )‘?’” j” o
0 0

') Pierwiastek h==0, nie majacy dla nas znaczenia, WYpuszezamy z rozumowania.

(88)
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tak, iz jezell L=,

@7 | 90T de=0; dla it
o
‘Wiskutek tego rownosé (26) przechodzi na
l 1
/ T fla) U de = 4, | %1 U de,

) W

1
/, 2 f(2) Uy dx

44}: _ :

{ a1 U2 de
.

Szereg, stojacy po prawej stronie (25) przy tak okreslonych 4, nazwijmy F (z):

(1"'1“‘ flz) U dx
(28) Fm_z 2/ R
=0 f vt U2 do
.0
okazemy najprzid, ze jest on jednostajnie zbiezny w przedziale 0 ~ 1.
Jakoz, widzieliSmy poprzednio, ze pierwiastki 4 wraz z wskaznikiem
% rosng nieograniczenie i staja sie wiekszemi niz kw adraty liczb szeregu
naturalnego. Wskutek tego szereg:
oc o0

(29) ¥ JL , atembardziej szereg . 7&—2 ,

i
i 0

Jest szeregiem bezwarunkowo zhieznym. Wiedzac to, ocenimy granice, do
ktorej zblizajg sig nieograniczenie wyrazy szeregu (28) ‘dla bardzo wielkich 2.

Wedlug (12) i (13) mamy:

. 1 I 2 Ve 1 I (2iV4z)
oy (2, 2;) = w1 (,._H ) y U= 1 [T >
ont1g 2 2 yrH19n1 z_-:" 2
(30) 21, x i Qe ] z
. — , — 1 R
! (L,2) = —Z1 PRV, (L) = e @20 VT,
ont2 )7 it Onte )%
89
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a wiee:
U= Ci [’ (1, 1) 1y (2, 2) — (1, 23) 5 (, 2],
C; T -
_ = | peiVL) V)
(31) U; 1 -1 [

e 9zats )T 42

4 i (2 VL) Ih (20 Viz) ] )

Lecz jak wiadomo, funkeye Bessela mozna dla bardzo wielkiego argu-

mentu s dodatniego przedstawié asymptotycznie ) w nastepujacy sposob:

R 2941
Iv(z)NV———cos(z-— 2v41 )—]/ 2 ’_Zz——sm(z— vj_kaz)—l-—...

(32) . i . o2 %
P~ e o 2

e4...

Stosujac te wzory do U; i ograniczajge sig do pierwszych wyrazow, otrzymamy:

1 — 9 .
i gtz [ e VT2 )
s 2

VT —  2n43
+3‘V"”sm(2Vlf~— n:— x|,

awiee dla?) 0 <<z <<l, i & bardzo wielkiego

A0, 2V
22::—{—471 et

(33) lim U;=

gdzie 4 jest liczbg skonczona niezalezug od A:, % %)

) Por. Niels-Nielsen . ¢, str. 156.

2 Dla x==0 wzér poprzedni przestaje mieé swoje znaczenie; dla xr=1 jest
U1, %) =0, a wiee:
m+

— 2 3
lim 3, =co €08 2V hi — =) - sin ("VA,—-%TL)—_—:O,

skad wynika:

lim L—( E+ ””H)

%) ROwnosé ta oznaeza. Ze lewa strona dla dostatecznie wielkiego L; réZni sie
dowolnie malo od strony prawej.

-
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Z kolei zajmiemy sie calky:
!
(34) |24 Ui f () do
K
W przypuszezeniu, Ze f(z) jest skonczone i ciagle, posiada eztery pierwsze
pochodne, oraz czyni zado$é warunkom (-

f=0, f(1)=0.

[Warunki (a): 2*+3 f" (z) =0, % (" (x)) =0 3 wowezas dla
7> —1 same przez sie spelnione].
Podstawiajac w (31) wedlug réwnania rozniczkowego (3):

1 dU;
gl T o 73
2 T A? dx? ( + d.z:-) !

calkujge przez czedei i uwzgledniajac warunki (a) i (), ktérym ezynia zadosé
U i f(x), otrzymamy:

an Ui f () do = _]L /

czyli:
! +
[ vt @rte =77 [ty e,
la v .U

gdzie:

g@) =21 7

L (8 (o42) 2L

Podstawiajge tu zamiast U; wyrazenie (31), otrzymamy:

) .
fx"ﬂli}f(x) dr—=——— [I"*’ (2iV 2 )[ It 2V x) g(z) Az
rt2omia)] -

o ond1
FiPREVE) (o IR RiVEE) () dac]

K

(1)
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czyli, gdy przyjmiemy == z*

1
jxm U f (@) de = Ci

1
3 p— N
: [ e @iVE) S ) Ve I @VE) ds
jnte9e ”“25"+ T 0

O DRGANIACH POPRZECZNYCH PRETOW SPREZYSTYCH.
1

23
Rozwijajac po prawej stronie kwadrat, bedziemy mieli do obliczenia wyrazenia

=42 @iV || 2 2V ER) | do;
‘0
iR ErT) j 2Ty VIR iV clz] .
K}

Lecz wedlug (32) jest asymptotycznie:

1
- T
T2 (2 V) o

GZVT

Ne=i IV T) [ (21T / ARV I (24 Via) da

I
1 k3
ey [[ 10 2178
1 cos(@2V =) Podstawiajac w tych calkach Vo = 2, stosujge wzory 1)
T 1 .
4 9 9 ; .
A4 . (B*—a2) /z I+ (@z) I (B2) dz = § I++1 (q) Ir+2 (B)—a I+ (§) I+ (a)
— . s 4
_ — g 2V o _ Tie * )
VirniVia~ o C 0y @y~ L 0@ e S * : i ar
Vem o “ i 2e / 2| I @) | de =1 @) e )+ [ P40 S — e S0 a)] ,
. % a ) a
Stad wynika z uwagi na 0. s <1, iz dla 4; bardzo wielkiego: oraz zwazajac na to, ze wedlug réwnania (15"):
: 2V
35) lim [0 U, flay dom 20—
% P2t pRCE!
gdzie znown B jest liczbg skonczong niezaleing od 4,, 2.
Nakoniec, podstawiajac w calce:

1

DRV PR RIVE)+i PR RVE) P4 (2iVE) =0,
otrzymamy :

N=0, M+P=2[I" V)R [V,
tak, iz:
’ 1
f " 0,2 dip = (— 1) — % (VT I 20 v Ty |
S 2= (-1 [I @VE) I (21141,-)],
} a;"'rl ZL' dm ) ‘0 d

¢ A wiec dla bardzo wielkiego 1;:

zamiast U; wyrazenie (31), otrzymamy: _ .
: o 0.0 etVh
1 1 (36) hm/xH—i U:2 dx ==
G;? - — .
[ﬂ;n-{—l U2 dm=(—1)"+2 SEErTe I [[ It (24 Vai) I+ (2 Vi z) 0
M "o
i P QVTE) I (2i Vi )] iz .

24 T2 )_‘_2 w2

gdzie C jest liczba skonczons niezalezng od z i 1.
(92)

) Riemann-Weber.

t. T, p. 163, 164,

Partielle Diffgl. der math. Physik. Braunschweig 1900,

(93)
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Na podstawie wzordw (33), (35) i (36) wynika, ze gdzie ¥(x) jest funkeys skoficzong i ciggly w przedziale 0 <o 1 i szu-

kajmy calki y skofczonej w przedziale 0 ~ 1, czyniacej zadosé warunkom :
1

) A1 £ ) Lod? d L (Z?]/
/ a1t f(2) Uy dx (a) dla =0, u*t? d:{ =0, rFr s = g,
lim U, " —— =D, 1| (39)
(it 72 . 3 dla w=1, y=0, Y —¢
/ 2t U2 dx (£ aw=1, y=0, - -=0.

)
Jako calki réwnania zredukowanego t.j. réwnania (3') przyjmiemy

gdzie D, jest skoiczone, niezalezne od z i 4, a wiec z uwagi na 29) (por. (12), (18)):

mozemy wypowiedzieé twierdzenie :
Jezeli f(w) jest skoficzone i ciagle, posiada cztery

. s P — ;‘ —1w _J'Lw 1, = é‘ _ﬂ———

pochodne iczynizado$é warunkom (8), to szereg (28) U= 2 (1 W a2y T L ! T (v +-2) !
L4 =) =4y
1
- / g1 f(a:) U.-(lsc Qraz ' .
Fo)= 1" : ' P
= fmn.'rx U.2 dz Uy = :1:”("*‘)2 ) v'v). W ar — ity log
i H
\ v=
Jest szeregiem Dezwarunkowo i jednostajnie zbieznym dla zawartego Y (—1p -ﬁ—;ff—v,—; (v (+1) + 9 (r+nt-2)),
w przedziale 0~ 1. — Hrrnl):
, po— .
$ 5. = a0 S (1 ﬁ’;;L @ — (—ap i, log %
y=i}
Pozostaje jeszeze do okazania, ze szereg (25) istotnie przedstawia oo
funkeye f(2) t.j., ze wedlug (28): F(z)=f(z). ISR \ B (p (»+1) + v (-+nt-2)) |
W tym celu nazwijmy dla krétkosci lews strong réwnania (15") ¥ ®Yy: T = )l
V(2) =ug (2) uy (A) — u, (2) u(2) , dla » ealkowitego zas
utwirzmy rownanie rézniczkowe ( przy 2 dowolnie zmiennem) : st Jray < il
Uy = g~ by (—1F s, uy=z—07l Y T
R oy {-j - W T yv—n) il I'(v—n)

By g (oL ) — ey — V(o () =0

dla » ulamkowego.

Calki te—w powyzszej formie —sa widocznie funkeyami calk o-
witemi parametru 4, oraz — jak przypominamy —u;, #y sa catkami pod-
stawowemi réwnania (4), za$ uy, %, calkami podstawowemi réwnania (4").

Tty (2
) Wéwezas [ wy (2, L) (1(2{(1", 4

TG ;
T Tt (@) — L;LV(L).

(9%) (953
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Wiedzac to, znajdziemy juz latwo ogélny ksztalt calki y:

o L (TP @a,
Y==c U+ Cthy - cguy -+ e 00 + V(1) gul /Tﬁm)—l dx

O

'Ifc"'ﬂ z) A, a oy (z) A 2ty () A
+ f—ﬂ;’_};%*;dm—f—ws/ a,:f"*(A) L dr + u [ x:i_f Ldxt,
4 J

0
gdzie
Uy y Uy, Uy 3 M4

ot ' ' '
Uy, MUy, MUy, Uy

A=
"

" " "
w, o w, o,

m " n mn
",y u"

za§ A; s3 wyznacznikami dolgezonemi do elementéw czwartego wiersza.

wyznacznika A.  Rugujac przy pomocy rownan (4) i (4") drugie i trzecie
pochodne funkeyi u,, otrzymamy :

A = 2 (%, u’3——u§ uy) (thqtt—a 2y") = — —al—g— xz—l":—ﬁ s
A== A Uy (Ugt,"— 2y 4,") =@t —x;ffﬁ Uy ; % = — —% iy,
A= 1ty (g g™ — g 1)) = — q 733_—5— oy 3 —Z\ﬁ = % iy,
A3_~~2—l—u (ty ) —ttg 4" ) = — @ _Xﬁ AN %.—_—Z—x’l% %, ,
A= *i 2 ity (g tty"—u 4y = a “:z:"j? Ty % =i gy
@ jest spélezynnikiem statym, niezaleznym od 4 i z.
Podstawiajge te wyrazenia w y, otrzymamy:
(40) y=attottantau+7 VO RED,

(96)
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gdzie :

R(x,1)= [ Uy / oy y (x) de—u, / g w(x) alx]
P “

[1}

z

—[ Uy / 2" uy y () do—u, [ "y p () dz ] .

O u

Rozwazymy blizej te funkeye i jej cztery pochodne; otrzymamy dla m=1,2,3:

R pdu, [ oy
T = ri:l' /x‘*egw(z}dx——%—— /x”'l‘lugw(x)dx]
40) ’
g dmu, ‘ i
—[ pRT jx gy (x) dr — g /x”T uy p (7) dx] s
U ‘0
zas dla m =4:
z Ed
d+ d* o M R 4, ~
vdx—lj = [ng /a:"‘“ uy 1w () (Zz———dd—éll— /x"‘“ ty () doc]
X )

z z .
dtu * Aty 1
[ duc4 { &ty v () dor — dmf '[xx+1 1y () ia:] —’—_‘?wn+1w(x).

0 0 .
Owéz zauwazmy najprzod, ze dla »>>—1 wyrazenia z* iy () sa fank-

cyami skohczonemi i ciggtemi zmiennej z w calym przedziale 0~ 1. Nadto
widocznem jest, ze:

z - x
! /x"'i—‘ul w(x) de I <<y et | {z"ﬂ"‘ Uy (@) doe | << my
Ie i 1
o o
s #
‘ /x”+‘?13y)(:c)dx f < myx, I /x"""u,‘w(x)dac i <mx
. 1 .
[ 0

m; 4 liezby skoficzone, niezalezne od z.
Wekutek tego wyrazenia:
f u,_.fac"'*“u,lp(x)dm { < Mz, F=1,234
!

Prace mat.-fizyez., t. XVL 7
97)
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i odpowiednio dalsze wyrazy zawierajg wyzsze potegi wielkosci 2 1z, Mieé wiec bedziemy :
x
LIy ey w(r)dzs | < M', im=3,41,2 @) =222, (z,2),
dx .
) . dR .
12 e dr =dz F1 (‘Ts ’*.) 1
(G b gy ¥ I
z o~ - ety () de | <<
s g [ ’ en_
4 . (41 A = 4Py (1:: 4),
s :
22 4 “,Zk I 2ty () de | << M, AR )
dx J T s =4 (n, ),
z
druy [ : { : AR
| @ (7;;54’ f vt () do i << MY, a? g R (x,2),
‘
gdzie L, M, B[, BI™ M7 sy liezbami skoficzonemi. gdzie ¢, oznaczajy jeszcze funkeye skonczone i ciggle zmiennej , a calko-
) 7 drugiej strony wyrazenia #*+1#, s widocznie funkcyami calkowitemi wite zmiennej 1 przy kazdej wartosel 0 <o < 1. Wiynika to takze stad,
parametrn 4 przy kazdej wartosei @ w przedziale 0~1, gdyz przedstawiaja sie e przy zmianie 2 na —2 funkeya «, przechodzi na uy, funkeya u, na u,,
- L . o Yo - - 1. du du, - . s .
przez szeregi jednostajnie zbiezne przy kazdem 2 skoiczonen, gi110<m< Tl a Tl it d, a wiee jest widoczne, 2e R (z,4) 1 jej pochodne (por.
Calkowanie zatem mozna wykonywaé wyraz po wyrazie, a ¢ & l.og‘w f(x) a x . ax o )
jest dla »>— 1 funkeys ciggls i skofiezong takze dla x=0, wige: (40), (40")) sa funkeyami nieparzystemi parametru 1, za$ ¢y (z, 1) sg funk-
J : ; . cyami parzystemi.
. x z I S " 5 v i j— 1
{19012-1-1 s log 7 (2) /:c"'“ 4, log @ v (@) de Przeprowadzajac podobne rozumowanie dla n — —1, gdzie
‘o . g . Tﬂ‘ AT oii rar N\
sg takze funkcyami calkowitemi wzglqglem A przy kazdem 0 <« <1. =2 _1‘;"?! e Ho="% S = logx_zg’ "4"‘—"—"1{210(5"”—24
Otrzymamy zatem twierdzenie: Wyrazenia v=n —
z =5, &, sa szeregami jednostajnie zhieznemi dla , %) i zwazajac na to, ze
‘ 2wy (z) de : 2 z
W ) calka / log @ dx = i (log x—1), & nawet calka [ y («) logz da jest jeszoze
S nnkeyami ci lemi i skonezonemi zmiennej.(’b‘ “ . ) ’ L o .
; %fufn key aEm ica Iffw itemi parametru A, jednostajnie funkcys zmieunej x skonezong i ciagla, dojdziemy do wunioskn, ze:
zbieznemi przy 0L 1. o - 1 Rie i drR AR . 'R , 'R
Wykonywajge rachunki szezegélowo, l'a,tmz zauwaiyé, ze wsfl.a'-é)’ (42) Eh), —=y T R o
zawierajace potege najnizsza 4 t.j. 1° W powyZej wypisanych wyraze-
] an R 58 4 <7 sie tak. i 1p.: sy takze dla m==-—1 funkeyami skoficzonemi i cigglemi zmiennej x,
niach —-—-, dla m = 0,1,2, 3,4 znoszy sig tak, 1z np.: a funkeyami ealkowitemi nieparzystemi parametru 1, podzielnemi przez A,
z ¢ ktore nadto dla x==0 stajg sie wszystkie réwnemi zeru.
Rz, )=1 [b ( x / v (2) do—z— f zrt y () dm) Wiedzac to, szukajmy teraz calek skoficzonyeh y dla 0. <1,
% K ktéreby czynily zadosé warunkom (a) dla z==0:
& @z
+0(/ww(x)dl‘—w"'fm""“w(fv)d?f)J+12[ 4. s dg",/ =0 __fi;xn—l-a ay =0
J J da? bodz dx? .

(98) . 199)
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Z uwagl na to, ze funkcye uy, 4, Sa skohczone i ciggle wzgledem ,
oraz z uwagi na (41), (42) i ksztalt funkeyi uy, w, wynika, Ze warunki (a)
redukuja sie do ¢ 4 ¢,=0, ¢;— ¢, =0, a wige tak ¢;=0, jak ¢, =0.
Wekutek tego calka y skofczona i ciggla, ezynigea zado$¢ warunkom (a)
ma ksztalt:

3 Y=oy (%) + et (£, 2) + 7“ V(3 E(z,2) .
Stad wynika:

" dy —  du dity ] dR(x,2)
(44) W= TG +_}._ Vo) =z

Przyjmujac w (48)1 (44) = =1 i zwazajac na to, ze

daty

du, dity du,
— = A
da

@ dx T ATl

a1 == 4
za§ V(4) = uy (1) 'y (A) —uy, (1) v’y (4), oraz kladac
dR
ROD=10,(1), ——em=loy (D),

otrzymamy jako warunki (8):

6 ou@te w@EaTOa®=0,
ehtty () eahtly )+ () o (D=0,
skad:
a= (s () — 1 e (D (),
=y () W (1) + 3 (D) (3,
tak iz calka:

v =900 [ 12w @2~ D 0,0 |
(43
— 2B [ ) @)= @ v ) | - v ) ZED

(100)
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Poniewasz:

@y (4),

R(z,1
@ (2), *-(}x’—)

bl

i jak latwo sprawdzié
w'y () 1y (2, 4) — o'y (A) 1q (2, 1) 5 %T [ Uy (A) uy (, ) — u; () uy (2, 2) ] )

sg wszystkie funkcyami calkowitemi parzystemi parametrn 2, zatem:

Calka yrownania (38) skoficzona i ciggla wzgle-
dem =, czynigea zadosé warunkom (a) i (f) jest dla
#>»>—1 zarazem funkcysa calkowita parzysts para-
metru 1, iuporzgdkowana wedlug poteg parametru 4,
przedstawia sie jakoszeregzbieznyjednostajnie dla
kazdego lskohczonego przy 0<ae<1:

Y=Y+ 2P+ 1Y+ ..

[Y: sa funkeyami skoficzonemi i ciggtemi w przedziale 0~1].
Stad wynika, ze funkeya:

z= 7’!{—1) N
czynigea zadosé réwnaniu
45) Fd; onts % Dt — 2 @ (g) = 0
i warunkom dla z = 0:
(@) -t j;’;=0, E[l;z"+3g;i=0,
dla x=1:
8) =0, % =0,

jest dla » > —1, @ (x) cigglego i skoficzonego funkecyg skofhczons
i cigglyg zmiennej =, a funkeyg—w ogdle mowige—

a01)
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meromorficzng parzysta?!) parametru 4, posiadajgca
jako bieguny, pierwiastki s r6wnania

V() =y () w'y (A) — us (2) 'y (A) =0 .

Zachodzi pytanie czy i pod jakimi warunkami funkeya # traci swoj
biegun Z;, t.j. staje sig w okolicy 1; holomorficzng.

Rozwijajae funkcye y na szereg idgcy wedlug poteg réznicy (A—Ais)
i zwazajac, ze wedlug (38):

Yi=r,= Ci U;,
otrzymamy :
y==CU~+ (—A) GO 4. ..

skad, z uwagi na to, ze 1, jest pierwiastkiem pojedyhczym réwnania.
V{i)=0, awieec V' (1)=0

6 T oo
f=vray = Ty U

Stad wynika, ze jezeli 2 ma byé¢ funkeys holomorficzng w obszarze A, to
Ci=0. Z drngiej strony jednak ntworzmy:

1

N @y :
(46) /U,«W(m"% 2)dx=/12/xn+x Uiy dw + V(A)]a:"“(/',-w(x)dx-
] [ 0

ax

Calkuj 3¢ przez czefei po stronie lewej i zwazajac na warunki (a) i (), ktérym
czynig zado$é U; i y, mieé bedziemy:

: .

@y S
.[U"(w(“ﬁ dmﬁ)‘éﬁ”ﬂy?(”"“m)“’
0 [}

albo poniewaz wedlug réwnania (3'):
1 1

a2
clxyz ) de = 1,2 [o:"“ Uyydx.
0

a2 a2U; e
a2 (W%‘ s )Zli’-’”""‘l Ui, / dexa (7”"’+3
0

1) V() iy s4 funkeyami parzystemi parametrn L.

(102)
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Jest wiee wedlug (46):

1 o1
j 2 Uy do = — ;;7_(:132 ¥t Uiy () dee,
J J
a w granicy dla 1= 4:
1 . 1
G,-fa:"’“ de=—lg‘;;) fx"'l'l Uiy (@) dz .
4 fy

1
Poniewaz tu tak V' (1)==0 jak i widocznie / 21 T2 de > 0, wiec gdy:

0
1

f 2 Uip(z)de =0, to C;=0, a zatem:
K
Jezelizachodzgardwnosel
1
(47) [ Oy ) a2 =0
‘0
dla kazdego 4, to funkeya z jest funkeys holomor-
ficzng parametru 1.
Tecz, jezeli # ma byé fankeys holomorficzng, to poniewaz jest funkeys
parzysta, bedzie:
(48) s=Z 17+ 12,4 ..
gdzie Z; sa funkeyami « skonczonemi i cigglemi w przedziale 0~‘1, posiada-
jacemi pochodne, podobnie jak y. Podstawiajgc to wyraz'eme w (45),
otrzymamy szereg potegowy wzgledem 1 réwny zeru przy kazdem 1, skad
wynikajg réwnania rézniczkowe dla Z;:

a (mn+3 t[‘Zo) —atiy(z)=0,

dx? dx?
@ F Y AN
(49) > (m’”ra —M—) —H 2, =0,
(108)
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przy warunkach

4?27, d a7,

nt3 — PR — —_
9 @ @ =0 & O g =0, dae=0,
(50)
dZw
B Zn=10, =0, Uao=1.

Zréwnosei tych (49) i (50) wynika, ze jezeli na od-
cinku 0~1jedna z funkeyi w(@),Zy,. .., Zn,... jest stale
réwna zeru np. Z,=0, to wszystkie inne funkeye Z1i v

Sg réowniez réwne zeru Jakoz ze wWowezas Zm_y oW (%) sa
réwne zeru, jest odrazu widoezne. Ze za$ takie Z,— 0, wynika stad, iz
d? @z . d 27,
TE PP =0, awie o o ————ddxgm =¢.

2
Lecz wedlug drugiego warunku ) ¢, =0, zatem m"+3%=cl; wedlug
pierwszego warunku a) jest jednak ;=0 i t. d..
Wiedzge to, pomnézmy rownosé (48) przez 2+ 1y i calkujmy jg miedzy
kraficami 0,1. Poniewaz szereg (48) j est jednostajnie zbiezny przy 0 <z < 1,
dla kazdego 1, wige calkowanie mozna, wykonaé wyraz po wyrazie:

1 1 1
{51) f 2z g (0) do =f 1 Zy w(x) dr + l“’f 27 () de + ..
0 o .

0

i szereg ten bedzie oczywiscie znown szeregiem jednostajnie zbieznym.
Spélezynniki tego szeregu mozna jeszeze inaczej przedstawié. Wedlug (49)
} 1
/ o Z (@) d = f Z,
k) D

di
dx?

a2z,
dax?

1

( ot ) iz

a wige, calknujgc przez czesei i uwzgledniajge (50), otrzymamy :

1 1 . 1
Iy= f 2 Z p () de = f e H 7, 7 dx— [ w7, 7, Ay =
[) ) N

og6lnie :

1 1
2 L= (o2, Zisdo = [ & Ly n Zyds.

“ .

(10%
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Stad wynika: dla m =2 (parzystego), i=y»

1 1 . 1
* M 2 d?Z . dlZ 2
— [ g1 =72 L e 22 o [ e ')
I, ./xn Z, 7, 4 dx / Z, dw;,(x P )dx f x ( 0 dr>0,

o 0 o

za§ dla m=2» -1 (nieparzystego), i =w»:

1 1
(53) L= [0 2, 2y = a0 22 05> 0.

Zatem, szereg (51), ktory napiszemy w postaci:

1
1) /x"+1zy)(x) Qo= I 4+ 220, + 2T, 4 ... 2 T4 ..

0

jest nie tylko jednostajnie ale takie bezwarunkowo zbieiny
dla kazdej warto§ci 2. Staje sig on identycznie réwny zeru wiwezas, gdy
ktérys ze spétezynnikow I, =0. Wtedy bowiem widocznie jedna z funkeyj
Z,=0 w calym przedziale 0~1, a wiec wedlug powyzej okazanego twier-
dzenia w(x)=0 dla 0 2z<1l. Wylaezywszy ten przypadek, mamy
7 powodu zbieznosei, poczgwszy od pewnego m juz stale:

L

l- I m—3

<1

dla kazdego 4, a wiec poczawszy od pewnego m = 2», musi by¢ juz stale

TR S P T
6D 7 =, T T

—1

—IE—H'—3> skad I%,41> L Loy > ly1 Layys
Loyye

w przeciwnym bowiem razie moznaby znalesé¢ takie 1, ze, poczgwszy
od pewnego m:

i szereg (51") bylby rozbiezny.
Z drugiej jednak strony juz z nieréwnosei:

1
[ o (0 Zys - fIpa) dm <0,

[N

(105)


GUEST


36 S. KEPINSKL

czyli wedlug (53) z nierdwnosei:

! K !

a? / o1 2 it 208 [ 004 Los Loga e+ f o 2% do
‘o 0 ‘o
=a’Iyy—1 4 2¢f Lypr + 2 Lopis >0,
przy dowolnych o, § wynika, e wyrdinik powyzszej formy kwadratowej:
Ly Liyys — 1040 > 0,

czyli, ze zachodzi nieréwnosé:

I < Ly Lyys

sprzeczna z nieréwnoscig (54). Sprzeczno$é ta tylko wéwezas przestaje
istnieé, gdy Li=0, a wiec gdy takie w(x)=0 w calym przedziale
LKl

Tym sposobem dochodzimy do nastepujacego twierdzenia:

Jezeli funkeya w(®) jest ciagla i nadto jezeli dla
kazdego ¢=0,1,2,...

i
[etiv@ =0,

0
tofunkceya w(z) jest w calym przedziale 0l iden-
tycznieréwna zeruw
Wiedzac to, weZmy wreszcie pod uwage szereg (28), o ktérym okaza-
liSmy, ze jest jednostajnie zbiezny. Mnozgc réwnosé te (28) przez 2"t U;
i calkujge miedzy kraheami 0,1 wyraz po wyrazie (co jest oczywiscie
dozwolone), otrzymamy :
1

N a U, f(x) dz
f U, F(z) de = E ‘0 -

O i=0

1
{ 21, Up ds
e Urde
albo z awagi, ze
1

dla agk:jxmmmdx:o,
0

(106)
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mieé bedziemy:
: :
/ @+ Ty F () dc = [ o T f (@) dz
Q [
czyli:
!
[t 0, 1 0)— F @3] dw =0

0

dla kazdego k=0,1,2,... Poniewas f (z) z zatozenia, za§ F'(z), okreslone
szeregiem zhieznym, s3 funkeyami cigglemi, przeto na podstawie ostatniego
twierdzenia:

y(@)=F(z)—f(x)=0, dla 0L
czyli jest identycznie:
F)=f(z)

w calym przedziale 0~1.

To za$ pozostawalo do okazania w tym ustepie.
Nakoniec zanwazymy, ze jezeli szereg (25) jest jednostajnie zbiezny,
to zbiezny jednostajnie bedzie takze szereg (24):
W= ZA,- U, cos a,t

dla 0 <z <11 kazdej wartosei 2.
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