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-szenin uzytej przezemnie lunetki ), wskutek czego jaskrawosé obrazu
-otworku byla wigksza, anizeli w zwyklych warunkach, t.j.-przy uzycin
lunety o dosé znacznem, jak zwykle w spektrometrach, powigkszeniu. Blad
_prawdoepodobny przecietnego wyniku z analogicznego szeregu dostrzezen
-nie przekraczal niewielu jednostek trzeciego znaku dziesigtnego.

‘Warszawa, kwiecien 1905 r.

-Pracownia Fizyezna Instytutu Politechnicznego.

Yy Powitkszenie jej przy ustawienin ,na péleien® réwne jest mniej wigeej po-
~wigkszenin zwykle nZywanych w sacharymetrach lunetek.

(156)

icm

» 6. MITTAG-LEFFLER,
_ 0 PRZEDSTAWIENIU ANALITYCZNEM
- JEDNOZNACZNEJ GAZEZI FUNKCYI ANALITYCZNEJ.

NOTA PIERWSZA.?)

Oznaczmy przez @ punkt plaszezyzny zmiennej zespolonej z i do--
aezmy do a ciag nieskoniczony wielkogei:

® F(a), FO(a), FO (a), FW (a),...,

w ktérym kazda wielkosé Jest dokfadnie wyznaczona, skoro znamy miejsce,
jakie zajmuje w ciggn. Dajmy — co bedzie mozliwe nieskofczenie wieloma -
sposobami, —ze te wielkofei F zostaly obrame w ten sposéb, iz granica.

A —_—_—
wyzsza granicznych wartosei %) modutéw ]/ % F {(a) | jest liczbg skon~-

€zong, na.przyklad—}; .

) Przeklad z ,Acta mathematica®, za upowaznieniem Autora. 8. D.

%) ' Ta nota jest wyciagiem z roZnyeh komunikatéw przedstawionych Akademii nauk-
w Stockholmie w eiagu roku 1898 i ogloszonyeh pod nastgpuja_.eemi tytutami: ,Om en gene-
ralisering of potensserien® (9 marea 1898), ,Om den analytiska framstillningen af en all-
méin monogen funktion. Forsta meddelande* (11 maja 1898), ,Andra meddelande® (11 maja
1898), ,Tredje meddelande* (14 wrzesnia 1898).

%) Jefeli P oznacza ciag nieskonczony liczb, wtedy liczbg graniezna lub wartoseia
graniezng tych liezb nazywamy taka liczbe, Ze w jej sasiedztwie tak blizkiem, jak cheemy,
znajduje sig nieskoezonosé liezb nalezacych do £, Nieskohczenie wielks nazywa.
sie wartodé granieczna szeregn wtedy, gdy w sasiedztwie tak blizkiem zera, jak
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Jezeli przy pomocy wielkosei F, jako elementbw, utworzymy szereg
_botegowy :
@ Yala=3
|

a=0

FA (a) (x—a)*,

szereg ten bedzie zbiezny, gdy = spelniaé bedzie warunek |e—a | <7y
rozbiezny, gdy |z—a , <r?).

Obszar |z—a|<Cr, ktéry w plaszezyinie zmiennej & jest kolem
.0 §rodku w punkcie ¢ i promieniu réwnym wielkosci dodatniej 7, jest kotem

.zbieznosei szeregu P (z|a) 2). - )

W teoryi funkeyj analitycznych, zbudowanej przez W eierstrassa,
funkeya jest okreslona przez szereg Y (x| e) i przez przeprowadzenie (prze-
dluzenie) analityczne tego szeregu. Kaida funkeya analityczna Jjest do-
ktadnie wyznuczona, gdy dane s elementy F (a), F (a), F* (@) ,..., F (a).
QOznaczamy ogdlnie -przez F(z) funkeye, ktora calkowicie jest okreslona
przez te elementy.

Jezeli K jest kontypuum jednospéjnem, nie pokrywajacem nigdzie
‘samego siebie, zawierajgcem punkt o i takiem, ze galaz funkeyl F(z),
Htworzona przez szereg ¥ (xz]a) i jego przeprowadzenie-analityczne we-
-wnatrz K, pozostaje jednoksztalina i regularna, wtedy galgZz te oznaczaé
‘bedziemy przez FK (z).

Zagadnienie, jakiem zajgé sie mamy, polega na
znalezienin przedstawienia analitycznego galgzi
FK(x),obranej tak rozciggle, jak mozna.

7 samej definicyi funkeyi analitycznej F (z) 1 Cefinicyi galezi FIK (x)
wynika bezposrednio rodzaj przedstawienia analitycznego w mowie bedacej
galezi FK (x). ) .

.eheemy, znajduje sie nieskonczenie wiele liczb, bedacych odwrotnoseiami liezb, nalezacych
do ciagn P. Jegeli ciag P jest utworzony z jakichkolwiek liczb rzeczywistych i jegeli
pomiedzy temi liczbami istnieje jedna nie muiejsza od Zadnej innej, liczba ta nazywa sie
graniea wyZsza elagu P. Jeieli pomiedzy liezbami, naleZacemi do P, istnieja
wieksze od wszelkiej liczby damej, wtedy granica wyZsza ciagn £ nazywa sie
mieskonczonodeia Jedeli Zaden z tych dwdeh przypadkéw nie zachodzi, istnieje
_zawsze, jak tego dowiddt Weierstrass w sposéb fcisty, liezba wieksza od wszystkich
liezb, nalezaeych do P, i taks, e w kaZdem sasiedztwie tej liezby istnieje nieskohczenie
wiele wartofei, nalezaeych do P. Ta liczba nazywa sie wtedy granica wy%sza
«wiggu P. Granica nizsza ciggn P moZe byé okreflona w sposéb analogiezny,

Y) Patrz Caunchy, Cours d'Analyse de 'Ecole Royale Polytechnique, 1-re partie.
-Analyse algébrique, Paris. 1821, Chap. 9 § 2, théoréme I, p. 286,

?) Uwa%amy obwdd kola za nie naleZaey do samego kola.

(158)

icm

O PRZEDSTAWIENIU ANALITYCZNEM i t.d. 3

W rzeczy samej, aby otrzymaé przedstawienie tej galezi, dosé usku-

tecznié odliczalng liezbe przeprowadzen analit; q
By nalityeznych szeregu P (x| a),

»ela)=F - (LEEE) o).,

= R z=a, .

v=012,..; qy=a; P (x| ) =9 (z|a).
Szeregi P (z]a,) s3 utworzone Przy pomocy elementow :

=) Gz

4 same te elementy mogg by¢ obliczone Drzy pomocy elementéw pierwotnych

Pe(@); (#=0,1,2,..; FO@=F(a).

Lecz, aby wykonaé ten rachunek, trzeba znaé promien zbieznosci kazdego
szeregu‘ D, (x| a,), albowiem niepodobna uskutecznic bezposrednio przepro-
Yv:%dzel‘na takiego szeregu, nie znajac promienia zbieznosei. Wymienili$my
Juz twierdzenie Cauchjy’ego, dajgce nam ten promien zbieznosei, wyra- -
Zony przez odwrotnosé granicy wyiszej wielkosci dodatnich ’

]/T—lg(d“.f['ﬁ(m)) : a=0,1,2,...

z=a,

Wldz.imy, ze ten sposéb przedstawienia gatesi FK (z) za pomocy wyrazen
anal_lty(’jznych jest nadzwyczajnie skomplikowany i wysoce przestepny.
_Zda,J e sig zreszty, ze Weierstrass uwaza przeprowadzenie analityezne
jedynie za sposéb- definicyi funkeyi analityeznej. Znane sg pozytki tej
definicyi 1 nie ma potrzeby zatrzymywaé sie nad tem.

Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze teorya Cauch y'ego, zbudowana
na catkiem odmiennych zasadach niz teorya Weierstrassa, posiada
znaczng wyzszo$é nad ty ostatnia, jezeli chodzi o przedstawienie anali-
tyczne gatezi FK (x). Istotnie, przedstawienie to daje nam wzor:

8
@ FK(x'):jf;l_‘r:gf_) iz,

gdzie catka jest wzigta po obwodzie zamknietym S, znajdujacym sie we-
wngtrz kontynuum K i tak blizkiem ograniczenia tego kontynunm, jak
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cheemy. Z definicyi za$ calki jest widoczne, ze cfﬂk@ (3) moina;zastg;zlé.
sumg nieskofczenie wieln funkeyj wymiernych zmiennej kt@rych.spo'l--
czynniki wyrazaja sie przez wartosel specya.!ne tej zmiennej w 11(.:zh}e;
odliezalnej, i przez odpowiednie wartoscei galezi FK (x). To spostrzezen%e
bylo punktem wyjscia magistralnej pracy M. R ungego SZur C.[‘heo.me«
der eindeutigen analytischen Functionen® og_loszone‘].w t. YI dziennika,.
Acta mathematica® (§1, str. 220—239). Przedstawienie anahtyczie, ktért?

\rv ten sposéb otrzymujemy, wymaga zatem, -aby byta znanfi»wa,rtosc gafI.QZ},
FE () w nieskoriczone] i odliczalnej liczbie punktow, ktére mogg zblizaé.
sie nieograniczenie do obwodu kontynuum K. Otéz, w z_wyklych proble~
matach Analizy, te wartosci nie sg weale znane. W og'ole, danym tylko
bywa szereg wartoel F'(a), F*) (a), F® (a)... Jezeli stajemy na ?wykl'ym
punkeie widzenia, to tak jest, naprzyktad, w rozleglym problemacie catko-
wania réwnan rézaiczkowych.

Gdy wiee bedzie sz¥o o znalezienie przedstawienia analit.ycznego galezi
FK (z), trzeba bedzie wywiesé je z elementéw (1) i .siga,raé sig przy pomocy
jedynie tych elementéw zbudowaé wadr, przedstawiajgey calkowity galaz
FE (z).

Oznaczmy przez C kolo zbieznosci szeregu (2). Wyrazenie

-Ii; Fe(a) (z—a)+

[INGE

da nam wtedy przedstawienie analityczne funkeyi F O (x), réwnosé zas

oo

Fe@=Y —[1; O (a) (z—a)*

=0 T

zachodzi dla wszystkich punktéw kola C.
‘Wyrazenie to jest zbudowane przy pomocy elementéw

Fa), FO(a), F® (a),...

oraz liczb wymiernych L , niezaleznych od wyboru t_ych elementow,

&

Czy jest mozebne otrzymaé dla galezi FIK (x), majgcej najwiekszy
mozliwg rozeigglosé, przedstawienie analityezne tej natury? Zobaczymy,
ze odpowiedZ jest twierdzaca, Ze mozna tedy wypelnié luke teoryi funkeyj
analityeznych. 'W samej rzeczy, do tej pory nie nmiano daé dla galezi
ogélnej FK (z) przedstawienia analitycznego podobnego do tego, ktére
w samych poezgtkach teoryi znaleziono dla galezi FC ().
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Aby z gruntu zbadaé postawione pytanie, nalezy okresli¢ obszar K,
tak rozlegly, jak mozna, Uczynimy to, wprowadzajge nowe pojecie geome-
tryczne: gwiazde.

Niechaj w plaszezyznie zmiennej z bedzie pole, utworzone w sposéb
nastgpujaey: na okolo punktu stalego a obr6émy raz jeden wektor {pot-
prosty) I; na kazdym wektorze Wyzhaczmy w sposob jednoznaczny punkt,
dajmy na to @, ktérego odleglosé od punktu stalego o bedzie wieksza od
pewnej danej wielkosei dodatniej, tej samej dla wszystkich wektoréw. Ten
punkt @; bedzie mogl byd polozony w odleglosci skonezonej lub nieskod-
czonej od punktu a. W przypadku, gdy odleglosé punktn @ od punktu a; jest
skofiezona, wylgezymy plaszezyzny = te czgSE wektora, ktora rozcigga sig
od a; do nieskonczonosei. Nadajeimy nazwe gwiazdy obszarowi, ktory
pozostaje po wykonaniu wszystkich tych cigé w plaszezyznie zmiennej .

‘Widzimy, ze tak okreslona gwiazda Jjest kontynuum, utworzonem
z jednej sztuki i jednosp6jnem.

Dolgczmy teraz do a elementy

F(a), FO(a), FO(d),...,F (4)...
i utwérzmy szereg:

o

Vel9=3, 7 F(0) (-

a=p

‘Wykonajmy przeprowadzenie analityezne szeregu 9 (x| a) wzdluz wektora,
wychodzgcego z punktu a. - .

Zajse moze, Zze kazdy punkt tego wektora naleiy do kola zbieznodei
szeregl, ktéry jest wlasnie tem przeprowadzeniem analitycznem funkeyi
P(z|a), otrzymanem wzdluz wektora; ale jest tez mozliwe, ze, idac wzdluz
wektora, napotkamy pierwszy punkt, ktory nie jest polozony wewnatrz kola
zbieznosei zadnego z przeprowadzen analitycznyeh funkeyi 9 (z| @) wzdluz
wektora. W tym ostatnim przypadku wylgezymy z plaszezyzny zmiennej =
czg$é wektora, zawartg pomigdzy tym punktem a nieskoficzonoscig. Obra-
cajge raz jeden wektor okolo punktu e, otrzymamy gwiazde taka, jak byla
okreslona poprzednio.

Poniewaz gwiazda ta jest dana w sposéh Jjednoznaczny,  skoro
tylko sg ustalone elementy (1), nazwiemy ja gwiazd g nalezaca
do elementéw?). Oznaczaé jg bedziemy w ogéle przez A, pierwszg
literg wyrazu greckiego dorip.

') Wprowadzitem poraz pierwszy pojecie gwiazdy naleacej do elementéw 1)
W cytowanej juz niZej noeie: ,Om en generalisering ete.“.
Prace mat.-fizyez., t. XVI. ) 11
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Okreélajge gwiazde, obralismy jako wektory pdlproste. Zatwo widzieé,
ze mozna bylo wzigé takze linie krzywe, okreslone w odpo“_'iedni sposéb.

W zupelnej analogii z terminologia: ,gwiazda, nalezgea do ele-
mentéw (1)* moéwi¢ bedziemy o kole, nalezgcem do tych ele-
mentdw, kiore jest wlasnie kotem zbieinosei szeregu:

< 1
< AT |t
(2) 2713 1 (a) . (e—a)® .
= T
Moéwié tez bedziemy o funkeyi F(z) i o gatezi funkeyjnej
FAd(x),nalezagcej dotychelementow.

Po tym wsteple mozemy wypowiedzieé twierdzenie gldwne, ktére
bedzie pizniej ndowodnione.

Galaz FA(z) moze by zawsze przedstawiona przez
szereg

|

==

w ktorym G,(¢) oznaczaja funkeye calkowite wymierne
zmiénnej 2:

Golz)= z i ' (a) (z—ay”,

)

gdziespiélezynniki¢™ sy dane a priori, niezaleznieod
wyboruwielkoSciai Fr(a)(v=0,1,2...c0).
o0
Ten szeregz Gufr) jest zbiezny dla kazdego pun-
L=}
ktn gwiazdy 4 iljednostajnie zbiezny w kazdym obsza-
rze, znajdujgeym sie wewnatrz 4.

W Nocie plerwszej podajemy dowodzenie tego twierdzenia, godne
uwagl ze wzgledu na bardzo prostg forme spélezynnikéw o=, "W nastepnych
Notach podamy inne dowodzenia, roznigee sie przedewszystkiem odmiennem
wyznaczeniem spilezynnikow o, Zajmiemy sie takze i innemi pytaniami,
nalezgcemi do tego przedmiotu oraz ich zastosowaniami.

W dowodzeniu, ktére cheemy wylozyé w tej Nocie, dogodnem bedzie
uzycie konstrukeyi geometrycznej, odnoszacej sie do jakiejkolwiek gwiazdy,
dajmy na to E, ktéra nie jest calkowity plaszezyzng zmiennej .

Niechaj a bedzie srodek gwiazdy E i niechaj # bedzie liczba calko-
wity dodatniy. Okredlmy gwiazde E® w sposéh nastepujgey. Ustalmy
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wektor 7, wychodzacy z punktu a. Jezeli oznaczymy przez + wielkosé
dodatnig, dostatecznie maly i ograniczymy wektor do dlugodei (n—1)r,
wtedy kazde kolo o promieniu r, opisane przez jakikolwiek punkt tego
ograniezonego wektora, juko ze Srodka, stanowié bedzie czesé gwiazdy Z.
Jezeli oznaczymy przez @ granicg Wyzsza promienia r, odetniemy na
wektorze I dlugosé np i obrécimy raz jeden wektor 7 okolo punktu «,
otrzymamy gwiazde B, Widzimy, ze gwiazda E® Jest kolem, ze gwiazda
1) obejmuje w sobie gwiazde Em i ze wszysikie gwiazdy EW, B2 Fe
sg czesciami skladowemi gwiazdy .

Niechaj dalej bedzie wielkoSeiy rzeczywistg dodatnia, mniejszy od
Jjednodel. Xgeznie z gwiazdg E rozwazac bedziemy » innyeh gwiazd
E_g"’ (v =1,2...n), ktire otrzymujemy, zastepujac o kolejno przez

) ou=a“p.
Widziwmy, ze gwiazda E™ jest polozona wewnatrz gwiazdy

Ein)

w—1

(p=L12...n; EM==Ew),

Niechaj teraz € bedzie gwiazda jakakolwiek, X za$ obszarem skof-
czonym wewngtrz ¢; bedzie mozna zawsze znalesé gwiazde skoiiezong E
spotSrodkowy z @, lefycy calkowicie wewngtrz G i obejmujacg w swem
woetrzn caly obszar X.

‘W samej rzeezy, niechaj X' bedzie gwiazda spotsrodkow 3z C
iopisangna X. Tak oznaczymy gwiazde zamknieta, ntworzony w spo-

.86b nastepujacy: Jezeli z punktu « poprowadzimy jakikolwiek wektor

i oznaczymy przez B granice wyzszg odleglosci od punktn a do punktow
tego wektora, nalezgeych do obszarn X 1), wezystkie punkty wektora, ktbrych
odlegtosé od o jest mniejsza od B lub rowna R, nalezeé beda do X': nie
nalezeé zas bedy do X' punkty, ktdryeh odleglosé od a jest wiegksza od R.

Jest widoezne, ze gwiazda X’ jest skofiezona, gdy obszar X jest
skofczony.

Liatwo tez widzieé, ze gwiazda X' jest polozona wewnatrz gwiazdy G,
Jjezeli ten przypadek zachodzi dla obszaru X, W rzeczy samej, niechaj &
bedzie wielkoscig dodatniz do§é mala, aby ,otoczenie & jakiegokolwiek
punktu obszaru X stanowilo czesé sktadows gwiazdy 6. Niechaj z bedzie
Jjakimkolwiek punktem obszarn X', » za$ odlegloscia punktu a od . Niech,

) O obszarze skohiczonym X méwinmy, Ze lezy wewnatrz innego obszarn X, jezeli
istnieje wielkosé dodatnia r taka, Ze gdy a jest jakimkolwiek punktem nalezaeym do X,

‘wiedy wszystkie punkty «/, dla ktéryeh | z’—z| >, nalefa do X’; wyraZamy to nie-

kiedy, mdwiac, Ze , otoczenie r* zmiennej z nalezy do X'
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Jak poprzednio, B bedzie nalezacy do X’ czgfcia wektora, wychodzgcego
z punktu a i przechodzacego przez punkt z. Poniewaz punkt na krancu
tego wektora znajduje sie na ograniczeniu obszarn X, jego otoczenie &
stanowi czesé skladows gwiazdy ©; a poniewaz § jest gwiazds, majaca
§rodek w punkcie a, przeto otoczenie %— ¢ zmiennej z stanowié bedzie czesé
gwiazdy €. Niechaj & bedzie granicy wyzszg wielkosei R, & za$ wielkoscig
dodatnig, ustalong w jakikolwiek spos6b; mozna bedzie powiedzieé a fo r-
tiori, ze otoczenie —o—%— o punktu z jest czeseis gwiazdy G, jezeli tylko 7, to
Jest odleglosé @ od =z, nie jest mniejsza od k. Ustalmy teraz, co jest zawsze
mozliwe, % w ten sposdb, aby kolo, opisane z punktu @ jako §rodka promieniem

Ic(1+%)=k+£a,

bylo czedeiy gwiazdy €. Wtedy otoczenie & =B7£{_ 8 punktu z bedzie cze-

scig gwiazdy G, nawet gdy  jest mniejsze od %, i to samo bedzie przeto
dla wszystkich polozen punktu & wewngirz X'. A zatem X', jak to po-
wiedzieli$my, lezy wewngirz gwiazdy ©.

Niechaj bedzie teraz E gwiazdg X', powigkszong w proporcyi & do
&H—%é’; gwiazda E bedzie lezala calkowicie wewngtz G i sama znéw

zawieraé bedzie w swem wnetrzu obszar X.

Mozemy pojsé jeszeze dalej. Mozna zawsze znale§é liczbe % dosta-
tecznie wielka, aby obszar X znajdowal si¢ wewnatrz gwiazdy E®), skoro
tylko n=%. W same]j rzeczy, oznaczmy przez 6 granice nizszg odle-
glosci pomiedzy punktem wewngtrz gwiazdy £ a punktem na ograniczenin
obszarn X; d bedzie wielkoseiy dodatnig i wieksza od zera. Niechaj nadto
& bedzie promieniem kola, majacego $rodek swoj w punkeie @ i obejmu-

3

#*
Jacego w sobie caly obszar X. Dosé wziaé % wicksze od 5 aby byé pe-

wnym, ze caly obszar X lezed bedzie wewngirz E™, skoro tylko n=7.

‘Wybrawszy liczbe 7, spetniajaca ten warunek, mozna bedzie wybraé
a w ten sposdb, aby nietylko E® lecz i B obejmowalo w swem waoetrzu
caly obszar X. W istocie, jezeli nezynimy o zaleznem od » w ten 5poséb,
aby a* zdazalo do jednosci, gdy » rosnie nieograniczenie, wtedy zZawsze,
poczawszy od pewnej wartosci », gwiazda E obejmowaé bedzie w swem
wngtrzn obszar X,

Po tych nwagach wstepnych, zalbimy, ze X jest jakimkolwiek obsza-
rem skohczonym, polozonym wewngtrz gwiazdy 4, nalezacej w znaczeniu
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wyzej wyjasnionem do elementéw F(a), F’(a), F" (a)... Otb% odnoSnie
do te] gwiazdy 4 utworzymy tak gwiazde skohczong E, zawierajgcs
W swem wnetrzil obszar X I polozong wewngtrz gwiazdy 4, jak i gwiazde
E®) oraz n gwiazd dolgezonych E™, E,» ... , E®  gdzie liezba calko-
wita »# jest obrana dowolnie.

Przyjmiemy, Ze n jest dostatecznie wielkie, by gwiazda E® obejmo-
wata w swem wnetrzu obszar X.

‘Wewngtrz i na ograniczeniu gwiazdy F granica wyzsza wartoscl
| FA (=) | bedzie wielkoscig skoniczong, ktéra oznaczymy przez g-

W celu uproszezenia wzor6w, nizej podac sig majgcych, pisaé bedziemy
z—a , z—a

et &u zamiast a4 p -

d*FA (x)
s :

& zamiast

, & przez F*)(2) rozumieé be-
dziemy

~ Niechaj teraz bedzie » punktem obszaru X. Ustalmy wektor, wycho-
dzgey z punktu o i przechodzacy przez punkt x, oraz wielkosé dodatniy o,
odpowiadajgcg temn wektorowi w sposth wskazany powyzej (str. 7 ). Jezeli
wielko§é # czyni zado$é warunkowi
) lz—&al=oe,

wtedy 2 znajdowad sig bedzie wewnatrz gwiazdy E lub na jej ograniczeniu;
bedzie:

oo‘ 1 <
=N'"__-_ o kM
(6) FA () = 2 B FO (&, 1) (e—&ui)= .
=0
Stad, na zasadzie znanego twierdzenia Weierstrassa, podanego wr. 1841
w rozprawie ,Zur Theorie der Potenzreihen* (Werke. Bd. 1, s. 67) bedzie:

Y | 1 Tin““" (&) ’gye“*-

Punkt z, nalezac do obszarn X, nalezeé bedzie réwnoczesnie do gwiazdy E,
ibedzie [£|<Co,, gdzie g, jest okreslone przez wzér (4). A zatem:

® l Tif B0 (&) &m l =g ( % ))‘.; gat .

Jezeli z nalezy do gwiazdy E,™ i jezeli # i 2, obrano zgodnie z warunkami:

9) lo—te| =0, le—al=e—a,

odleglosé punktu z od punktu &, ,, polozonego na wektorze, idacym od ¢
do , jest co najwyzej réwna g, z za$ nalezy do wnetrza lub do ogra-

(165)
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niczenia gwiazdy E. Bedzie zatem dla wszystkich wartosci 2, GZ) nlq,cych
zado§é warunkowi (9):

(10) Fdz)= D = F () (e—e)n

i “e
‘~»-

2

a wiee, na moey twierdzenia W eierstrassa:

(11) [ -I’W &) | =g e—e)™.

Mnozae przez ; ( 51~Eu_2))“ | = g™, otrzymujemy bezposrednio:

5 ! Fe) —E Y 01 )1= « )).,
1) | ERe) b sy (]
Mamy:
13 Fo («)-2 = P (5) (5 —fas),

=0

a zatem:
{14 1 Fo (2) (zy—Enp)h = ;‘ Fowtia) (&, ) (z,—& )»,+>,

A [/‘»1 i 4 1 n—2, _—-l )/I [; 722 1 2 -

— =) i

Stosujae jeszeze raz twierdzenie W eierstrassa, otrzymujemy na
zasadzie wzordéw (12) i (14):

1
5) . .
R P

Foutin (£,_,) ! =y ( )'Q — et

Poniewaz punkt x lezy nie tylko wewnatrz E,®, ale takze w ewnatrz FE,0),
przeto g2t

jest co do wartosei liczebnej mniejsze od 0a, 1 bedzie:

g 1

(16) | Th &

FOt) (8, ) ftha I =g ( ) PR
Idae w tenze sposéb Qalej, he;dmemy mieli ostatecznie do rozwazania naste-
bujaey cigg zmiennych z,_y, z,_ » 21, 2, poddanych warnnkom ;

|z —a| S ous, fé’n—z %1 | = Qn-2 —gaa, ...,

(17) . )
77— | = p—ps, Jo—r | = e .

Jest widoczne, ze dopuszezalne wartosei wszystkich tych zmiennych naleza.

wszystkie do wngtrza lub do egraniczenia, obszaru E.

(166)
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Otrzvmamy kolejno:

FA()= 2 - 0 (z,) (=),

b=

et / Yhatla T
Flck (3 (ey—a fon = Fertistidag) 2y—z,otinth,

| i o ) ]gg.(@—el)—h,
__1
} 1 FO) (2) (z0—z) | §y (91_ 2)—9 2N
| 2,
1 31))_1 — s‘ = T .2-';) (2‘1 512)"-;7-*: s
I—]—HI— 7—u “ }
l Foctial (2) | = ga (o,—gs) 09,
14 f_z
‘ 11 FO) (23) (ey—sy)His | < gar. @b
[N 1
1
2

1
|

1%

oA

&

RS

1]

]

&

Fckinth (2,) }E gab g (gy—py)— Ortieta) |

Ll_llﬁ“

A

! T2 \*“1 T — Plstist o thaoad (g, _4) %§[lﬂl’-‘l’"+)‘"“
144 ’i,” vee t An—1

L bt e Tt (s — Que 1)—-(mu+ )

o TN
l _ 1 Ty POt etins) (2y_y) (2my — @)l sF s l_S_ga e
[l n—1 !

a \atet e Hha—t
gt Fins ( - )

1
—a

1 FOcRt e Fram) (2g) (Znmy — @)tk = Fhum

=Z . Ml 7 bt o 20 (@) (£0mq —@tiet = Fom |
Lo 1Ay oo |20 :

< gahaPe.

l __1___, Fortiat o) (2)

+ Q= Ot P

P
. al.—l-lr)r o Alng ( 1 )

—Q

(167)
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wreszele, poniewaz z nalezy do E,

1

T T Foctict e 1) (g) St et | < g, geba |
A [y i
(19)
o Ak een by
O T (L) e W IR
—a

Poniewaz warnnek (5) spelnia sie dla #==x, wige z wzoru (6) dostajemy:

(20) FA ()= 2 Tim P () 845,
gdzie:
@n 6= l+ Fo0 (2,3) £
1
My T

Na moey wzoru (8) bedzie tedy:

artHl

22) ls,l<g2 ah= g I—

Ag==myt1

Dalej, poniewaz warnnki (9) spelniajg sig, gdy &, =&y, 2= z,, otrzymu-
Jjemy, wykonywajac we wzorze (14) sumowanie od W=0do 4, =m,:

(23) S‘ 2T l Fo(fe) o= ) Z [T POt (fas) 80 gy,
=0 dmp

gdzie:

(24) 2 2 Foba (g, ) B

A=0 hymangef1 ——

Bedzie zatem na mocy wzorn (16):

a? \m
at s (T_T) 1—q yut et
@) 1al <gk‘2=01n—§+1(1—11)« = :;7 (1_( a’a) 1) tllr-; .

(168)
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W tenze sam spos6b udowodnimy wzory nastepujace :

m, my

FA@=3 3 .. 211‘;1.,

— Y -2
Foctick 43 (g) (.’L‘ a)'d-a-%- [
"
4=0 d==0 =) — —

{26)
+51+52+--<+5u+~--+5n,
gdzie:
a \m au—‘). my a! My g
lew|<g (l——a) (l—a) (l—a)
@n = 1 l—a ° 1 l—a °°° l1—a
B —— I——
a a a

l—a P11

(o5 (=) o ()

Ostatni wzér mozna tak napisaé:

#—1 1—a \7vitt
£ 1— (m) ) amtl gmetm gmckmetmy gmcbmgt . tomg,
@)l =15 T : rl sl
‘T (1___ l—a)) l—a (l—aj™ (1—a)™ (1—a)™=
y—1 au—-(v—]

Uczymhsmy nastepujace zalozenie o wielkosei a: Jest to wielko§é dodatnia,
mniejsza od jednosei, niezalezna od z, od a i od statych (1), lecz zalezna od
liczby % i to w ten sposéb, Ze a” dazy meogramczeme do jednosei, gdy
réwnocze$nie liczba » rosnie nieograniczenie.

Polézmy teraz:
1

(29) a=¢ "=,

gdzie w(n) jest wielkoscia dodatnia, zalezng od » w ten sposéb, ze
lim o (B) =co. Bedzie:

#==00

@60 —a

nw (n) !

gdy » staje sie dostatecznie wielkiem, i réwnoczesnie:

1 1

at=emm < gam dla A==2,3,..,7.

(169)
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Stad:
1
1_va - ewm ’ 1 < 1 :
a = nwn) 1— »1—Aa )
a* —_——
ne (n)
i nakoniec:
1
®{n) \—n
! =[{1—2— ) ,
u-1 l—a \= new ()
O 1= ==

gdzie dla » nieskonczenié Wwielkiego granica strony drugiej jest jednosciz.

Poniewaz:
1—a u,,+1
=1 (1 (a“_("“ ) <1 !

widzimy, ze gdy % jest jakakolwiek wielkoscig rzeczywists, wigkszg od
jednosci, bedzie dla n dostatecznie wielkiego:

7 m,—-rl a™tins m,—(—mﬁ-m, a7n,+m,+ +mu
G el <t T g T A
Poniewaz jest
. a
(32) S < nw (1),

przeto z wzoru (31) poznajemy wprost, ze kladge:
o omy = 20w (7) 1og nw (),
My = my . new () log now () ,

my ~ffity =ty . new (1) log new (n)

@3) |
My g~ e =, L no (1) log ne (7)

Comg gy o = e 0 (n) log new (m) ,

70y
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dostaniemy:
34 Sk —— a=1,2
(34) | eu | = gk ) p=12..n,
a stad:
(35) leteat.. . te|<gh

eI

Jezeli catkowite ey, my ... m, uezynimy zaleznemi od » w ten \pomib aby
sprawdzaly sie nieréwnogei (33), przynajmniej dla’ wielkich wartosel na »,
wyrazenie

Ty

(36) gn (m):g 23 . Z T ,:] Fowtiet 4 (g) (xwa)'ﬂ-fn% Ay

B0 b= G0

majgee postaé:

(87 Z ¢ P (a) (x—j‘.a)’ ,

r)

gdzie spélezynniki o sg liezbami wymiernemi, zaleznemi jedynie od 2 i ”,.
bedzie mialo nastepu.]q,ca godng nwagi wlasnosé:

Jezeli 4 jest gwiazda, naleiges do elementéw F(a), F' (), F® (a)..
X — obszarem jakimkolwiek, potozonym w ewngtrz A4, ¢ za$ wielkoSeia do—
datnig dang, bedzie mozna znalesé liczbe % taka, aby nieréwnosé

| FA (@) —ga(2) [ <o
sprawdzala sie dla wszystkich wartosci », nalezaeyeh do obszaru X, o ile
tylko » jest wieksze od 7. .

Otrzymany wynik mozemy stredeié w nastepujacem twierdzeniu :

Twierdzenie 1. Oznaczmy przez 4 gwiazde, odpow*la-
dajgcg elementom F(a), F'(a), F®(a)..., przez Fd(z) odpo-
wiedniag gataz funkeyjng, nalez@cq. do tych elemen-
tow,iniechaj X bedzie jakimkolwiek obszarem skon-
¢zonym wewngtrz 4, o za§ wielkosScig dodatnia tak
matlg, jak sie podoba.

.

ary
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Zawsze mozna znalesé liczbe catkowity % takg,
abyrdéznicapomiegdzy FA(z) a wielomianem

(38) G @)=Y &M F¥ (a) (v—a)

v

byla, dla warto$ci » wiekszych od %, mniejsza eco do
wartoSci bezwzglednej od o dla wszystkich wartosei
-, nalezgeychdo obszaru X.

Spélezynnikice~ moga byé obrane apriorii Sg Zu-
pelnieniezalezne od a,0d F(a), FO(a), F® .. iod z.

Z wyrazenia (36) otrzymujemy nastepujacy wzér na spélezynniki ¢™:

o1 1
@9 = 2 (% [2g [

@ T

)

|

gdzie 2, 4,.. .4, przebiegajs wszystkie liczby calkowite, wigczajac w nie
-Zero, ezynigce zadosé warunkom:

3-1+7~2+~~+3»=”,

llgmli ).3§m2,...,].,.§m,,,

-gdzie m,, my , .., m, s3 Hezbami catkowitemi dodatniemi, zaleznemi od #.

Zalezno$t liczb m,, My,...,m,y 0d liczby # moze byé ustanowiona
nieskoficzenie wieloma réznemi sposobami; nalezy je tylko obraé tak, aby
sprawdzala sig nierdwno$é (35).

WidzieliSmy, Ze nieréwnosé (35) zachodzi wiedy, gdy my,my ..., m,
'$3 obrane tak, ze czynig zados¢ nieréwnosciom (33).

Nierwnosci te ntrzymujg sig dla wartosei dostatecznie wielkich na n,
_jezeli polozymy: )
{40) my=nt =125

Przy takim wyborze liezb m., wielomian 9n (x) przybiera postaé
‘bardzo prosta:

R %
=0 =0

P e
A% ¥ 1 S —a\ Tt 2y
, = U P S - (W TR
H@ =3 . 12 iy "(“)( ) :
p=0 — —= T —

(173)
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Otrzymana przez nas wyzej forma (89) na spélezynniki ¢ nie jest
bynajmniej jedyng mozliwg. Przeciwnie, istnieje nieoznaczenie wiele innych
form, odpowiadajgeych warnnkom specyalnym. Migdzy innemi sa wyrazenia
tych spélezynnikéw, utworzone przy pomocy dwu stawnyceh przestepnych
eintl),

Teraz latwo otrzymad twierdzenie, ktére postawiliSmy na czele tej
pracy.

‘W samej rzeczy, polézmy:

, G@=g,@)=F(a),
) !
G (.'E) =fu (.’E) —GJu-1 (x) 3 ‘uzl, 2. , 00
Bedzie:
(43) D Gula)=gu(a).

u=p
A zatem, gdy z jest jakimkolwiek punktem wewngtrz gwiazdy 4, ¢ wiel-
koscig dodatnig tak maly, jak cheemy, bedzie dla # dostatecznie wielkiego:

€8] | FAd @) — Y Gu(®) | <o.
u=y
Réwnosé
(45) Fi (@)=Y 6. ()
u=0
ma zatem miejsce dla kazdego punktu wewnatrz 4.
Szereg
(46) > Gul@)

w. g

1) Takie wyraZenia byly badane w dwdceh notach jnZ wspomnianyeh: .,Om en gene-
ralisering of potensserien* st ,Om dén analytiska framstillningen af en allmin monogen
funktion?, Tredje meddelandet.

(173)
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Jjest jednostajnie zhiezny dla kazdego obszaru wewnatrz 4. Istotnie, dla
takiego obszaru mamy réwnoczesnie:

| Fd (2) — 2 Gu(x) | <o, gdy n jest dostatecznie wielkie,

(47) =y
ntm
? | FA () —2 Gu(®) | < o, gdy m jest jakgkolwiek liczby calko-
=i wita dodatnia,
a zatem:
nt-m -
(48) N 6. @) | < 2.
i’;zil

Otrzymalismy tedy twierdzenie nastepujgce :

Twierdzenie 2. Oznaczmy przez 4 gwiazde, nalezgcy
do elementow Fla), F(a), F'®(a)... przez Fd(z) zas galaz
funkeyjng odpowiednia, nalezacyg do tyech elementow.

Te galgz bedzie moina zawsze przedstawié przez
Szereg ’

(46) D Gula),

=y

gdzie Gu{v) sg wielomiany postaci:

Gu(z) =Y, e T (a) (2—a)" ,
[x]
kazdy za§spiltezynnik ¢ jest liczba wymierng okre-
$long, zalezna tylko od » i od .
Szereg

2 Gu(@
n=t
jest zli)i’einy' dla kazdej wartosei na = wewngtrz gwia-
zdy dijestjednostajnie zbiezny dla kazdego obszaru

znajdujgcego sie wewngtrz A, ’

(174)
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‘Wewnatrz gwiazdy 4 jest wszedzie:

Z G () =,,ED; gn (i),

a=i

gdzie g,(x) oznacza ten sam wielomian co w twierdzeniun 1.

NOTA DRUGA.

W pierwszej naszej nocie wprowadziliSmy nowe pojecie geometryczne:
gwiazde.

W plaszezyznie zmienne] z utwiérzmy pole w sposdb nastepujacy:
w okolo punkiu stalego « obracamy raz jeden wektor (polprosta); na
kazdym wektorze wyznaczamy w sposéb jednoznaezny punkt, dajmy na
to @, ktorego odleglo$é od punktu e jest wieksza od pewnej danej
wielkodel dodatuiej, tej samej dla wszystkich wektorow. W przypadku,
w ktorym odleglosé od a do «; jest skohczona, wylgeczamy z plaszezyzny
zmiennej 2 czesé wektbora, kidra rozeiaga sie od a4, do nieskolczonosel.
Gwiazda jest obszarem, ktéry pozostaje po wykonanin wszystkich
tych cie¢ w plaszczyinie zmiennej x. Punkt staly a oznaezamy jako
Srodek gwiazdy. Nalezy punkty a; nazwaé wierzcholkami gwia-
zdy i wprowadzié nastepujges definicye:

Gwiazda jest wpisana w inna, ktéra jest opisang na tamtej,
jezeli wszystkie punkty pierwszej gwiazdy nalezg do drugiej i jezeli obie
gwiazdy maja wierzchotki wspolne.

W celu streszezenia wynikow otrzymanych w pierwszej Nocie, uzywaé
bedziemy pojecia: wyrazeunie graniczne!?).

3 Phragmén w kursie, ezytanym w roku 1870 w Uniwersytecie Stockholmskim,
wzial za podstawe pojecie wyraZenia graniezuego. Jego punkt wyjseia stanowila naste-
pujaea definieya:

Nieechaj w4, 4, u3... bedzie ciag nieskoficzony liezb wymier-
nyeh, majacyeh nastepnjaca wlasnodér ustaliwszy liczbe do-
datnia 3, bedzie moZna wydzielié z eiagun skoienona liczbe wy-
razow wten sposdéh,aby warto§é hezwzgledna réZnicy pomiedzy
dwoma pozostajqeémi wyrazamibyta zawszemniejsza od 3. Ciag
okreéla wiedy w sposdb jednoznaczny wielkodé, ktora oznacza
sie przez lim ue.

#= 0o : .

Zdaje nam sie oczywistem, Ze zyskujemy na prostocie, opierajac teorye funkeyj ma
pojeciu wyrazenia granicznego. Tym sposobem z jednego punktu widzenia obejmujemy
szeregi nieskonczone, iloezyny nieskoficzone, ealkiit. d.

(175}
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Nieehaj fa(zyz...) bedzie dlanieskonczenie wieluw
warto§ci na a funkecya okreslong zmiennych zyz...
Niechaj o, bedzie punktem granicznym wartodci a.
Dajmy, ze gdy zy#... jest punktem, danym w obszarze
zmiennych kazdej liczbie dodatniej s odpowiada inna.
liczba dodatnia éd taka, ze

[fa'_fa"1%<°1
skoro
o' —ay|<Cd, [a"—aqy|<Td.
W tem zatozeniu symbol

lim f(xyz...)

a=ay

ma znaczenie zupelnie okreslone.
Moéwimy, ze lim f, (xyz...) jest zbiezne w punkecie zyz...
a=day

Gdy ay=o00, nalezy |a'—a,| <8, |a"—a,| <3 zastypié przez
1

o

< 4.

2 < |

Gdy nier6wnos§é |fo—/far|<Cd zachodzi dla obszaru X
zmiennych zys..., méwimy, ze wyrazenie graniczne
lim fo (xyz..) jest jednostajnie zbiezne w tym obszarze.

a=a,
Mozemy teraz nadaé nastepujgea postaé naszemu twierdzeniu I.
Twierdzenie Ia. Niechaj F(a), F¥(a),.., F®¥(a) bedzie
cigg stalych, poddanyeh warunkowi Canchy'ego; oznaczmy
przez G, (z]a) wielomian o zmiennej =:

PO w2n

2 22 17, | 1.,.11,, Fiabat P (g) (x;a)x,+>,+-..+>-,.’

W0 =0 hy=0 —

utworzony przy pomocy tych statyech.
Rozwazimy wyrazenie graniczne

lim Gy(z|a).

') Patrz wyiej str. 1, 2.

(176)
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Istnieje gwiazda 4 o §rodku a, dana wsposoh jedno-
znacziny, gdy stale F(a), F'(a),..,F“ (a) Sg ustalone, i po-
siadajgca wzgledem wyrazenia granicznego lim G, (zia)
nastepujgce wlasnogeci: r=ee

Wyrazenie to jest jednostajnie zbiezne dla ka-
zdegoobszaru wewnatrz 4, lecznie jestnigdy jedno-
stajnie zbiezne dla zadnego kontynuum obejmujacego
w sobie jeden z wierzeholkow gwiazdy 4. Okreslaono
dla wnetrza gwiazdy 4 galaz Fd(z) funkeyi monoge-
nicznej. Galgz ta jest regularna dla wnetrza gwia-
zdy 4, lecz staje sig osobliwg dla jej wierzcholkéw,
Posiada ona jeszcze wlasnogé:

( d*Fd (z)

qze )ZE”’(a)a 2=012,

z=u

Galaz funkcyjna Fd(z) mozebyé okreslona nie tylko
przez Ga.(z|a), lecz takze przez nieskoiiczenie wiele
innych wielomiandéw

gu(z]a) = N, F) () (e—ay

v}

wktérych, gdy ustalimy skazniki »in kazdy ze spot-
czynnikow o jest wielkoscig liczbowa, niezaleing
od a, F(a), F(a),..,F“(a)..10d =, i ktore posiadajg wzgle-
dem gwiazdy 4 te same wlasnosci, co Gu(z | a).

Nalezy zauwazyé, ze wiasnosci, przypisane wyrazeniu granicznemu
lim G (= | a), zupelnie nie stojg na przeszkodzie temm, by to wyrazenie

n=co

- przy odpowiednim wyborze stalych F(a), F** (a),..., F*“ (a)... bylo zbie-

znem zewngtrz gwiazdy 4. Nie jest nawet wykluezony przypadek, w ki6-
rym wyrazenie to mogloby by¢ jednostajnie zbieznem dla calego kontynuum
zewnatrz gwiazdy 4. W tym ostatnim przypadku byloby mozliwem, ze przed-
stawialoby ono dla tego kontynnum funkeye analityczng, ktora nie bylaby
przedtuzeniem gatezi FA (a). Dla form specyalnych gwiazdy 4 zachodzié
bedzie okolicznosé, ze kontynuum jednospéjne bedzie moglo w czesei znaj-
dowaé sig wewnatrz, w czesei zewnatrz gwiazdy 4, nie obejmujae réwno-
czesnie wierzcholka tej gwiazdy. Nie jest tez wylaczony przypadek,
W ktérym wyrazenie graniczne lim G, (2| @) jest jednostajnie zbieine

dla takiego obszaru. Przedstawia ono wtedy dla tego obszaru przepro-

Prace mat.-fizyez.,, t. XVL 12
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wadzenie analityczne galezi F.d (). Moze jeszcze zdarzy¢ sie, Zze wyra-
zenie lim G, (@ | @) jest jednostajnie zbieine dla obszaru liniowego, utwo-
n=co
rzonego przez czesé wektora, zawarta pomiedzy Srodkiem @ I punktem, znaj-
dujacym sie zewnatrz gwiazdy A. Gdyby udalo sie wyznaczyl stale
F(a), F9 {a),..., F*¥ (a) W ten sposob, aby ta wlasno$é utrzymala sie,
mielibysmy wtedy bezsprzecznie gatunek uogélnienia pojecia funkeyi ana-
lityeznej, gdyz funkeya analityezna moglaby byé okreslona, jak to widzie-
lismy réwnie dobrze przez wyrazenie graniczne lim G, (2 | @) jak i przez
R=00 N

szereg T'aylora. Plerwsza definicya bylaby ogélniejsza; dopuszezataby
gatunek przeprowadzenia liniowego funkeyl analityeznej, zachowujgcego
wlasnosel istotne funkeyi ).

Byloby wszakze bledem mniemaé, ze w tem spostrzezenin tkwi zasada

“nowej teoryi analitycznej, obejmujace] funkeye analityczne jako przypadek
szezegilny, a majgcej rownoczesnie ograniczenie naturalne i ustalone teoryi
dawnej. Aby to mddz przyznaé, dosé zanwazyé, ze jak to pokazalismy,
mozna wielomian G. (x| @) zastagpié nieskoficzenie wieloma sposobami
przez inny wielomian g. (¢ ]«), absolutnie réwnowazny pierwszemu,
skoro idzie jedynie o okreslenie wiaseiwych funkeyj analitycznych, lecz
istotnie od niego rozny, gdy idzie o uwogdlnienie teoryi takiej, o jakiej
byla mowa.

Jezeli w naszej pierwszej Nocie dali$my pierwszenstwo przedstawieniu
galezi Fd (x) za podrednictwem wielomianu G (x| «) lub wielomianu
podobnego, mimo niedogodnodei, thwigecej w tym sposobie przedstawienia,
powody tego byly nastepujace:

Uogolnienie dla jakiejkolwiek liezby zmiennych niezaleznych otrzy-
muje sig bezposrednio. Spotezynniki wielomianu przedstawiaja sie w postaci
nadzwyezaj prostej z punktu widzenia formalnego. Dow6d naszych twier-
dzen jest niezalezny od wyborn wektordw. Te wektory moga byé w rze-
czywistosei jakiemikolwiek linjami krzywemi (patrz wyzej str. 5), okre-
Slonemi W ten sposdb, aby ich ogot pokryl cala plaszezyzne poza kolem,
ualezgcem do stalych F(a), F'V(d),..., F¥(a)... przyczem dwie krzywe
specyalne nie spotykaja sie nigdzie poza tem kolem.

Nalezy wymieni¢ jeszeze jeden powdd, mianowicie, ze ten sposoéb
przedstawienia wiaze sie Scisle z nadzwyczaj prostem uogélnieniem wzorn
Taylora, ktire checemy wylozyé w tej drugiej Nocie.

W rzeczy samej, pomiedzy gwiazdami, ktdre mozna wpisaé w gwiazde
4, nalezy wyrézni¢ w sposéb specyalny koto € o srodku a, ktérego obwad,

1) Poréwn. E. Borel: ,Surla gendralisation du prolongement analytique® (Comp.
Rend. 23 kwietnia 1900, str. 1115),
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na mocy naszej definicyi, przejdzie zawsze przez wierzcholek gwiazdy A,
najblizszy Srodka. Temu kolu odpowiada wyrazenie graniczne
”
. 1 . .
lim S‘ —— F¥(a) (x—ay ,
Hz—cg 4w Y o

»=]

znane pod nazwa szeregu Taylora. Szereg Taylora posiada wzgle-
dem kola te same wlasnoscl, jakie wyrazenie

nt nt P
: 1 . I E e AT S e
Hm 2 Z D T Fitie e di (a) ( )
nE=oo 1Ay [As el A n o/
=0 1o=0 Pg=t T T T

posiada wzgledem gwiazdy 4, z jednym wyjatkiem bardzo waznym. Kazdy
wierzcholek gwiazdy 4 byl punktem osobliwym galezi funkeyinej Fu (z).
Nie ma to miejsca dla kola C wzgledem gatezi F°C (x). Nie mozna w ogdle
twierdzié nic ponad to, ze istnieje przynajmniej jeden wierzcholek na linii ¢
(= punkt na okregu (), ktory bedzie punkiem osobliwym galezi FC ().

Lecz szereg Taylora posiada z drugiej strony wzgledem kola C
wlasnosé, ktorej nie mozna przypisaé, jak to widzieliSmy, wyrazeniv gra-
nicznemu

o L\t e
Fribrat oo i) (C{) ( (1) 1 n

n

wzgledem 4. Nie jest ono nigdy zbiezne dla zadnego punktn zewnstrz C.

Tymezasem pomiedzy C i 4 istnieje nieskoficzenie wiele gwiazd
posrednich K, z ktoryeh kazda jest opisana na poprzednich, i takich, ze
kazde] z nich odpowiada wartosé graniczna, posiadajaca wzgledem gwiazdy
wszystkie wlasnosel, jakie ma szereg Taylora wzgledem kola €. Te
nowe wyrazenia graniczne cbejmuja w soble szereg Taylora jako przy-
padek specyalny.

Istniejg rozne klasy wyrazen, spelniajgeych te warunki. W Noecie
niniejszej cheemy zbadaé jedne z tych klas, majacych specyalny zwigzek
z wyrazeniem granicznem lim G (2 | a).

nH=o0
Dochodzimy do niej w sposéb nastepujacy.
Niechaj: .

Friteary

Ty=0,1,2 00

bedzie ciag n-krotny funkeyj pewnej liczby zmiennych.
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Definicye szeregu wielokrotnego

[=-] [==] co
Z ZE Fruta o iy
Ay=0 2=0 A=)

ustanawiamy w ogdluosei, przyréwnywajac ten szereg do szeregu pojedyn-
czego, ktérego pojedyheze wyrazy sa réznemi funkcyami f,,,..4,, zwisgza-
nemi wedlug pewnej zasady z liczbami calkowitemi 0,1,2...

Ale jest rzeczg pozyteczng wprowadzenie do badania takiego szeregu
innego punktu widzenia, ktory, mimo wielks swg prostotg i korzysé, jaka
zapewnia, nie zwrdcil na siebie dostatecznie nwagi geometrow 1),

Wprowadzimy nastepujaeg definicye. Przyjmiemy, ze szeregi

fu.

[=2]
hg = Z Thydy s

=1
o0
fa‘.ux,, —— 2 fi.,'.. Ap—q 2
Ay_q =0

]‘;=Z fris

1=

f= fu

=1

sg wszystkie zbieZne dla pewnej wartosei zmiennej. Powiemy wtedy, ze szereg

8

8

|

g

|
|

[=-]
f= Z Bty
) ha=0 Ap=0

jest szeregiem m-krotnie nieskofczonym, zhieznym
dla tej wartodei.

3 Patrz: »0m den analytiska framgtillningen ete. Forsta meddelandet* 11 maja
1898. Vet. Ak. Ofversigt.
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o
(311

Przyjmiemy jeszcze, ze szeregi
fau.. Slpeas f;.,...;.,,_2 seeny ﬁ,zz, fiss 1

sg wszystkie jednostajnie zbieime dla wspélnego obszaru K wewngirz
obszaru istnienia funkeyj f£,s, .. 1. Powlemy wtedy, ze szereg fiest
szeregiem n-krotnie nieskoficzonym, jednostajnie
zbieznym dla obszaru K.

Podawszy te definicye, mozemy wypowiedzie¢ nastepujgee twier-
dzenie 1):

F=0,1,2...00
19=10,1,2 .00
Gdy funkcyeﬁ,;_,..,>,,I ! } sgdlakontynuom K

funkeyami analitycznemi, jednoznacznemi i regular-
nemizmiennych 2,%,..,m,, Szereg zas

f=

Trataezy (1.0 )

i
;
1

s
I s
M

3
jeést szeregiem n-krotnie nieskonczonym, jednostajnie
zbieznym dla tego obszaru K, to szereg przedstawia
zawsze dla tegoz obszaru funkeye jednoznaczng regu-
larng zmiennych o;...a,.

Latwo widzieé, ze pojecie szeregu n-krotnie nieskoiczonego jest bardzo
rézne od ogdinie przyjetego pojecia szeregu n-krotnego i ze ohszar zbieznogei
pierwszego jest w ogole daleko rozleglejszy od obszarn zbieznosei drugiego.

Wezmy naprzyklad

f () = —

Tl

Oznaczajgo przez § punkt rzeczywisty pomiedzy 0 i —I, mamy:

e

f@y=3 Tl~ @) (—0 -

1) Twierdzenie to jest bezposrednim wynikiem twierdzenia, dowiedzionego przez
‘Weierstrassa w jego rozprawie ,Zur Functionenlehre® §2, Werke. Bd. 2, str. 205—208.
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, . - - s et . ‘Wybierzmy teraz za gwiazde ¢ gwiazde ., nalezgeg do stalych
Ta rowno$é ma miejsee dla j a—C | = i ¢ iy przeto: F(@), FO (). .., FO (a), i poloimy: »
had > > 1 X—a X0
P L onpy o= v+ vtu 1] f=—— fy=ua —: 0 =n—1,
reo=>, E f(;);“—}_“z[pl# firte (0) L. m f=—; G=atp——; 0<ps
y=y = p=0 p=0 ‘T '
gdzie z jest punktem obszaru X. Otrzymujemy 1):
7 by - 1 ¥+u(0) ¢+ uwazaé Ledziemy jako szereg po- ! oe
Gly swereg 20 2 Ty 77O ¢ ; Fa (o8 = 3 7 PO 8 e,
=y B=U .
dwojuy w zwyklem znaczeniu tych slow, bedzie: ® =0
1 R . e
oo co 1 ) Ezg T;_FU')(E#) £
o1 ; AN b V3 i il
L] L o TP, S 2 r=ml
>3 S =X PRy
p= wu=0 — 7.:[) -

Oznaczajac przez g granice wyzszg wartoSel Fd (z), gdy o nalezy do F,

1 i opierajac sie na wzorach :

i ten szereg bedzie zbiezny jedynie dla 0 =¢>— 5-. Lecz gdy przeciwnie,
£

. e } N IGIEY S ] %; P ! =y (2] =,
uwazamy szereg :,S Z vll 77+#(0) &+ za szereg dwukrotnie nieskon- - -
Salrie otrzymujemy jeszcze 2):
czony, zbiezno$é zachodzi dla 0=¢>—1. Stosujac to nasze pojecie szeregn o lei<y a"ti
n-krotnie nieskoficzonego w przypadku, gdy w funkeyach £, .., wystepuje 3) =91
tylko jedna zmienna w, otrzymamy klase wyrazen granicznych, majgcych ‘
poprzednio zaznaczone wlasnogei. Szereg
PukazaliSmy w Nocie poprzedzajacej, jak zbudowaé gwiazde skof- o
czong E, polozong wewngtrz gwiazdy € i majgecej X w swem wnetrzu, $‘ 1 Fi(£,) &
gdzie € jest jakgkolwiek gwiazda, X za$ obszarem skoficzonym, wewnagirz :f |%
niej polozonym. Pokazalismy takze, jak zbudowaé gwiazde E™, stanowigca
czesé gwiazdy € i majacy jeszeze X w swem wnoetrzu, gdy liczba » cal- jest wiec jednostajnie zbiezny dla obszaru X.
kowita dodatnia byla dostatecznie wielka. Ustalamy mianowicie wektor I, P;'z ‘pominajac sobie, ze pochodna galezi funkeyjnej F.d(v) ma te
wyehodzaey z punktn a. Oznaczajac przez r wielkosé dodatnia, dostatecznie < »'Saz de zhieznoel 0’0 sama funkeya, wnosimy, ze kazdy z szeregdw
maly, i ograniczajgc wektor do dtugosei (n—1)r, sprawimy przez to, ze Samg gwiazie T ’
kazde kolo o promieniu », opisane z jakiegokolwiek punktu ograniczonego co
wektora, stanowié bedzie czgsé skladows gwiazdy E. Odkladajac na I . S‘ L g () &5 »=0,1,2...
dlugosé np, gdzie o jest granica wyzszs wielkosei r, 1 obracajge raz jeden : !i

I okolo punktn a, otrzymujemy gwiazde E™.

Oznaczywszy przez o wielkosé rzeczywisty dodatnia, mniejszg od
Jednosel, 1 zastepujac ¢ przez o, =ag, otrzymalismy nowg gwiazde E,®,
_polozong wewngtrz E™ i obejmujacg w sobie obszar X, gdy a jest wiel-
koseia do$é blizkg jednogei.

1) Poréwn. wzory (20) i (21) Noty pierwszej; w tyeh wzorach zamiast p. mamy
n—1, leez widaé, Ze stosuja sie one iw postfwi tn podanej.
%)  Poréwn. wzoér (22) Noty pierwszej.

(183)
(182)


GUEST


28 G. MITTAG-LEFFLER.

jest jeszeze jednostajnie zbiezny dla obszaru X. Bedzie zatem:

!

Fd (@)= Z ™ (Ea) &,

2,=1)

F“(&-;)—E &

ry=0

Tt (£,5) &,

4 < Febratia) (£, o) s

Pt (§,5) = 2 7

2=0

Frratlet e Ty (51)

V‘ 1 Flothat o +1a) (g) Em |

gdzie szeregizf%ﬁ‘“ﬂ’ (Euor) B, ; 'TFHH ) (@) En sg
B0 T =0

wszystkie jednostajnie zbiezne dla obszaru X.

) Otrzymany wynik mozemy tak streeié. Niechaj X bedzie

jakimkolwiek obszarem skoficzonym wewngtrz gwia-

zdy 4,nalezgeej dostatyeh F(a), FV(a),.., F(a).. Bedzie

moznazawsze ustali¢ liczbe calkowita dodatnignaj-

mniejszag n taksg ze gdy # jest inng liczbg catkowita

nie mniejszgod %, wtedy szereg » razy nieskofczony

< 1
Z AP

Fowtiat ot 1) (g) (ﬁ?ﬁ

)7 Aat iy
92

3

bedac jednostajnie zbiezny dla obszaru X, przedsta-
wiardéwnoczesnie galagz Fd(2) wtym obszarze.

Poniewaz obszar X znajduje si¢ wewnatrz kota !), nalezacego do
stalych F(a), F¥(a),.., F* .., bedzie m=1 i szereg (5) staje sie dla

) Patrz Note pierwszg (str. 5). Mowié bedziemy naprzemian: koto zbiesnodei
statych Fia), FO) (g)... Fi@) (n) Iob koko statych F(a), FO(a)... F (a)

(189
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n==" szeregiem n-krotnie nieskoficzonym, ktory jest niczem innem tylko
szeregiem Taylora.

‘Widzimy, ze szereg Taylora

oo

E ——ﬁ— B (a) (e—n )

A=

ma gwiazde zbieznosei (kolo zbieznosei) takie, ze szereg, bedac jednostajnie
zbiezny dla kazdego obszarn wewnatrz C, nie jest mg,dy zbiezny poza C.
Czy dla szeregu ogdlnego

oo
Z e Pl -
“~

1

B \rFhs T o T Ry
o[£

i

I8
’MS

7, he==0

i

istnieje obszar zbieznosei o tymze charakterze ?

Zobaczymy, ze, gdy stale F(a), F'(a) ... F*(u) ..., sa wziete jakkolwiek,
okoliczno§é ta nie zachodzi, wyjawszy n=1,2,3..., lecz z drugiej strony
moznaby utworzyé nowy szereg sn-krotnie nieskonczony, ktéry dla n do-
statecznie wielkiego przedstawia FA4 (z) w jakimkolwiek obszarze we-
wnatrz A i ktéry, obejmujac w sobie szereg Taylora jako przypadek
szezegblny, posiada jeszeze wlasno$é, Zze obszar zbieznosel jest natury wyzej
wskazanej.

W samej rzeezy, zalézmy, ze szereg (5) jest zbieiny dla z==z"

. L'— P .
Polézmy &= p Poniewaz kazdy z szeregéw

' %, 3 < 1 YIS (E) Bl n % — Fla)
Z_FH +n' (@) &, $‘ s Ferbetinas) (8) §net s oy Y B Fia (£,
),,_1=u — =0

jest zbiezny, przeto istnieje oczywiscie galaz funkeyjna, zlewajgea sig
w okolicy z=a z F. ()i pozostajsca jednoznaczng i regularng wewnatrz
obszaru €', utworzonego z mrogosei roznych punktow, nalezgeych do ko, kto-
ryeh srodki s3 W &u (p=0,1, 2...n—1), promien zag jest | £'|. Niechaj teraz
bedzie " punkt, polozony pomigdzy @ iz na wektorze, wychodzaeym z pun-

u:a+#5"

i oznaczmy przez C" mnogosé réznyeh punktéw, nalezqcych do kol, majgeyeh
grodek w £, i promien [&"|. Widzimy, ze C" lezy zawsze wewngirz o
jezeli odleglo$é minimum pomiedzy &".— 1 ograniczeniem obszaru C' pozo-

:r."——a
ktu a i przechodzacym przez punkt z'. Polozmy &= ,

(185)
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staje wieksza od |&"], leez ze C" wystaje czedcia poza C’', o ile to nie:
zachodzi. Przypadek pierwszy ma miejsce zawsze dla n=1,2,3, drugi
moze zachodzié zawsze dla 1< 3 na skutek odpowiedniego wyboru punktn ",
Bedziemy wiec mieli oezywiseie twierdzenie nastepujace:
Szereg n-krotnie nieskoficzony

IRV Y
F(;.x+z,;..,+;.,,u(q)(n. (z) 2 n

An n

woprzypadkun ogolnym, w ktérym Fia), FU(a),., F“(d) .. sg
jakiemikolwiek statemi,spelniajacemi warunek Cau-
chyego, zachowuje sie ¢co do zbieznofel w sposdd od-
mienny dla #=1,2,3 niz dla »>3.

W przypadku pierwszym istnieje obszar zbiezno-
§ci K taki, ze szereg jest jednostajnie zbiezny dla
kazdego obszaru wewnatrz K, lecz przestaje byé
zbiezny dla kazdego punktu, znajdujacego sie ze-
wnatrz K. Otrzymujemy ten obszar zbieznodel K
budujge gwiazde E® wzgledem gwiazdy 4 (patrz wyzej
str. 26). W drugim przypadku, przeciwnie, szereg (5)
nie posiada podobnego obszaru zbieznodci K. Prazy
odpowiednimwyborzeelemenentdw F (a), F9(a),.., W (a)
zdarzyé sie moze, Zze szereg jest zbiezny wpunkeie 2’
nie bedaec zbieznym winnym punkcie 2", potozonym na
wektorze pomiedzy a i 2

Zanim przejdziemy do pytania o utworzeniu, zamiast szeregn (5), innego:
szeregt, kory dla wszystkich wartodel », przy dowolnyeh warto§ciach na
Filay F'{a),..., F'*(a), zachownje te wlasnosé, iz posiada obszar zbieznogei K,
taki, jaki cﬂntrzymaliémy dotad jedynie dla przypadkéw n=1, 2, 3, uezynmy
nastepujace spostrzezenie,

Prawdg jest, ze gwiazda E® (n >>3), wzieta wzgledem A4, nie jest
obszarem zbiesnosel K w przypadku ogélnym, wktérym F(a), F'{a) ..., T (a)
53 stalemi jakiemikolwiek, poddanemi warunkowi C'auchy'ego. Lecz
gdy te stale bedg obrane w sposéb specyalny, zdarzy sie nawet w przypad-
kach bardzo ogdlnych, ze gwiazda E™ zachowuje dla wszystkich wartosci
n te wlasno$d, iz jest obszarem zbieznosei K.

Przyjmijmy np., ze dokonano takiego wyborn tych elementéw, iz gwiazda
< posiada jeden tylko wierzcholek skofczony, dajmy na to 2 = b, Zatozmy
dalej, dla prostoty, ze b jest liczby rzeezywista dodatniy i ze $rodek
gwiazdy 4 jest zerem. Bedziemy mieli oczywiscie ten rezultat, ze gwiazda

{186,
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E®(mn=1,23...), wzieta wzgledem A4, jest w tym przypadkn takim
ohszarem zbieznosel, jaki oznaczyliSmy przez K. Ze wzgledn na role cen-
tralng, ktérg moze ndgrywaé w teoryi ogdlnej przedstawienie analitycznego

, ktora jest wlasnie funkeya, nalezacs

funkeyi monogenicznej funkeya 1=

do takiej gwiazdy 4 o jeduym wierzeholku skofiezonym, nie bedzie pozba-
wione interesu wykonanie konstrukeyi gwiazd E® w przypadku gwiazdy 4
o jednym wierzchotku b.

Uczynimy to latwo w sposib nastepujacy. Niechaj ! bedzie jaki-
kolwiek wektor; oznaczmy przez &, 7" spilrzedne punktu na wek-
torze I, nalezacym do E®. Polézmy E==nu, yp=nr. Dana przez nas
definicya geometryezna gwiazdy E™ da sie przeksztaleié na nastepujacy
arytmetyczng:

(mu—b) +m? b >0 ety m=12... n—1.

Bedzie wiec:

mnb \? nb \?
‘m"‘—l)T” >(W—}

b .
Egn_:?_; (i’- mi—1

Giwiazda E® staje sie czescia wnetrza kola, majacego punkt zerowy jako
grodek i »b jako promien, i znajduje sie po stronie lewej prostej, poprowa-

- L b ,
dzonej prostopadle do osi rzeczywistej przez punkt x=mn -, oraz okregow

ceveh grodki W mnb L
majacyeh srodki w 7 & promienie et
nh »
- s m=2,3,..,n—1. Przypadki
m*—1"

n=1,2,3,4,5 sa podane na rysunkach
1-—5.

Powrdémy do zagadnienia, pole-
gajacego na utworzeniu, zamiast (5)
innego szeregu n-krotnie nieskoiiczo-
nego, ktory przy stalych jakichkolwiek
F(a), FO(a),..., ¥ (a)..., spelniajacyeh
warnnek Cauchy’ego, posiada zawsze
obszar zbieznoéei K taki, Ze szereg, nie
bedae nigdy zbieznym poza K, Dbylby
jednostajuie zbiezny dla kazdego obszaru Fig. 1.
wewunatrz K.
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Niechaj £ bedzie gwiazdg o srodku . Zbudujmy wzgledem E nows

1
gwiazde E(ﬂ w sposéb nastepujgey: Ustalmy wektor I, wychodzacy
z punktn @. Zbudujmy uklad » okregow, majgeych $rodki w punktach
@, %1, §a . . M DA wektorze I 1 takich, ze kazdy ma przechodzié przez
drodek poprzedzajgacy. Oznaczmy ich promienie przez r, 7y, 7s,..,%s-1-
Srodki #,...7.—1 beds wybrane w ten sposéb, ze kazdy okrag przetnie
poprzedzajgcy w punktach, w ktorych bedzie spotkany przez proste wycho-

n=3

Fig. 2 Fig. 8.

H=75

b

;
B
4
o~
o,
&
=,
=

: dzace z punktu a, ktére sg do niego styczne i tak,. ze |lyp—a|=r=r.
\ Jest widoczne, Ze gdy promied » bedzie dostatecznie maly, wiedy nasz

uklad kol bedzie stanowil zawsze czgsé skladows gwiazdy E. Qdcinaj 3c ha
wektorze I dlngosé | nu—1—a |+ re-1, podstawiajge zamiast » jego granice

1
Wyzszg o i obracajgc ! raz jeden okolo punktu g, otrzymujenfy E(") .
Obszar, utworzony przez rozmaite punkty ukiadu kol ktéry z.budo-wa—
lismy naokolo wektora #, posiada waing wlasnogé, ze obszar, odpowiadajgcy
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wielkosei », gdzie ' jest wartosé wielkodei » mniejsza od »", lezy zawsze
wewnatrz obszarn zbudowanego odpowiednio do »". Niedogodnosé, jaka
istniala dla gwiazdy, ktéra byla poprzednio oznaczona przez L@ znikla,

1
a poniewaz gwiazda E(“)zostala zbudowana wzgledem gwiazdy 4, widzimy
przy pomoey rozumowafh stosowanych poprzednio, Ze szereg #-krotnie
nieskoficzony

Pttt (@) (s — ) (s — T

&

(M) 2 = fpe1 F (a1 — Yue2z) = 29n—1 — a2,
o @
jest jednostajnie zbiezny dla kazdego obszaru wewnatrz A\»/ 1 jezeli sze-
reg jest zhiezuy dla pewnego punktu z, ten nie bedzie mégl znajdowad sie
nigdy poza J(7) .

1

Podana przez nas definicya geometryczna gwiazdy ‘1(5) wskazuje

jeszeze bezposredunio, ze jest ona wpisana w gwiazde glowna 4 i ze dla
1 1

7' >n gwiazda ;1(7) jest wpisana w gwiazde :1(7) 7).

Cheemy teraz wyrazi¢ wielkosei 7y ,...,7.—1 W sposdb arytmetyezny
w funkeyi zmiennej z. Oznaczmy przez o, kat pomiedzy wektorem 7
a styezng poprowadzong z punktu ¢ do okregu, majacego Srodek w 9.
Bedziemy mieli:

rafl=(rF .. . rup) siD @y,
@) ra=(0+ry+...Fr.)sinau,

o o fm 1
L Tugq SID I—‘—‘E* Opiy | ==%u,

—

') Zauwazmy jeszeze, Ze istnieje oczywiseie nieskonezenie wiele rozwiazan zadania

1

geometryeznego, ktdre rozwiazaliémy przez konstrukeye gwiazdy A(_ﬁ_) . MozZnaby uzyé
innyeh uktadéw » kot albo tez ukladéw odmiennych od kola. Dla nas zasadnieza rzecza
jest raezej wykazanie, Ze istnieja szeregi m-krotnie nieskonhczone, bedace uogélnieniem
Dbezposredniem wzoru Taylora i posiadajace prawdziwa gwiazde zbieZnodei, aniZeli
-hadanie formy specyalnej takich szeregdw. ’

: (190)
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skad:
Tugr _ SiD e 1 1
re  l—sinew Sinae,

A zatem na mocy zwiazku:

. A 1
1— sin quyq = 2 sin? (w — 5 Out )

4
bedzie:
. \ Sin auq1 = — = sin? @, - sin au '8+ s0n% au
(C)] | -
sine; =1,
R

sin gy =
Zauwazmy jeszeze, ze skoro ofrzymamy Sin @uqr PUZY pomocy WZord (9),
wtedy promien r,:; OIrzZymujemy z wzort:

1D
Sin Ges

Fui1

Fu

1
53
Iob

1 }“ sin ay
Ty = \{—=| .
e 2] silaut

Obliczenie wielkosei usi— 7. uskutecznia sie bezposrednio. Mamy:

Nut1~—7a Tt

e Yut1 r?—i I
T—d bty et Paatte Taor FrPTab e Ffaori s

In—a~2 gin? q, 4

T (148D @pe) S0 @

Szereg (6) przybiera przez to postad:

i . 1y Fctist ot (a) (za)otie - Hhe

{10)

Vs
M

o0
Lyt

.
[}
-
i
&
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gdzie:

1 Lts 9 )1., ( 92 ')I.;
a"_,) (sin Qn—s Sin aus/
i
!

sin? Ak latothy (qin
SIN” Gp—1 . k‘ A X
\“*‘ Bt = (1+sin (111—]) [ 4 [ & [ % [EX
/ { =2 Ly
(11)( sin a“+1-1.) . (2= a1t rn
H'v ) Mu—l _&5 !
1
€L, = W
Bedziemy zatem mieli:
-1
BET
1 1 \btha
€Ll = 1_7»_ ;_2_ (—_E') 5
1 1 \brtlath
=R (3
1 sing, \-tt ( (2 sin ay)? )LS‘H*
TR T T T R (1—}—sina3) 1Fsin o

Wykazalismy w artykule poprzedzajgeym, Ze pr()(‘zz.kf)la C i~ gwiazd.y A,
nalezyeych do stalych F (a), FM (a) ..., F® (a)... istniejg jeszeze inne gwiazdy

AG) , Scisle zwiazane z temiz statemi. Bedziemy mieli sposobnosé zbadania
tyeh nowyeh gwiazd w Nocie nastepne].

W wyznaczaniu tyeh wszystkich gwiazd wystepuje el(?n}ent dowolz:y,
ktéry nie istnieje dla gwiazdy 4. I dla tego bedzie rzeczy Wlasqu nazwal te
gwiazde albo gwiazda 4, nalezgcy do stalych F(a), FV (a_),...,F‘!‘) (a),
jak to uczyniliSmy w pierwszej Nocie, albo tez gwiazdg glowng sta-
Iych Fla), F®(a),.., F¥ (a). .

Rezultat, do ktérego doszliSmy, mozemy strescié w nastepujgcem
twierdzeniu:

(192)
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Twierdzenie 3. Niechaj F(a), F(a), F®(a)...bedg state
jakiekolwiek, spelniajgce warunek Caunchy'ego, i niechaj
Z E e z Clilyody bt e L) (a) (x-—a}‘:‘;‘lri-.-- Ay

b= b= L=o .

bedzie szeregiem n-krotnie nieskoficzonym, w kt6-
rym ¢,... 0Oznacza pewne spélezynniki liczbowe, nie-
zalezne od stalych F(a), FV(a), F® (a), ... jako tez od ai 0d .
Bedzie mozna spélezynniki te wWyznaczyé w ten spo-
56b, aby szereg posiadalnastepujace wlasnoseci:

1
Bedzie mial gwiazde zbieznosei A(7) taks, ze sze-
reg bedzie jednostajnie zbiezny dla kazdego obszaru

@ . . . ‘ @
wewngtrz A'*/ i nie bedzie nigdy zbiezny poza A\s/.

1
Tagwiazda .4(7) jest wpisana w gwiazde gléwng sta-
tych F(a), FO(a), PF¥(@)... i dla n>7, gdy liczba catko-
wita dodatnia % jest dostatecznie wielka, zawiera
Sama wswem wnetrzu jakikolwiek obszar skonczony,
nalezgey do wnetrza gwiazdy .

-1 1
Gwiazda A(T) jesttakze wpisana w gwiazde (A"'T) ,
gdy n<lw'.
Réwnosé

. 1 ® oo )
12) FA(;) ()= 2 Z - Z €41, . 1y Fitctdeb o 44) (a) (z—a)rthrbtly
Ly=0 L=y Ly=0

1
zachodzi wszedzie wewngirz A(7). Dla n=1 szereg
staje sig szeregiem Taylora.

Moznaby latwo przeksztaleié szeregi n-krotnie nieskoliczone, stoso-
wane w tym artykule, na szeregi pojedyticze, zachownjgce w czedei te same
wlasnofci. W samej rzeczy, przy bomoey takich samych rozwazan, jak
W naszej pierwszej Nocie, otrzymujemy tatwo twierdzenie nastepujgee :

Niechaj F(a), FVifa),...,F®(a),... bedzie szereg sta-
Iych, poddanyeh warnnkowi Cauchy'ego, i niechaj 4 be-
dzie gwiazdg gléwng tych stalych, o srodku a. Oznaczmy
przez G®(x|a) wielomian:

o ome mt
g\t e
DS L Rttt ) (_“__“.) ot the
""" |lll}.2...§l,. n
L= Le=0 Ly=0 " == e
Prace mat-fizyez., t. XVI. 13
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Istnieje gwiazda 4,, wpisana wgwiazde 4, daj.agcagig
otrzymadé przy pomoey konstrukeyi wskazan.e,} wyzej
(1la otrzymania gwiazdy E® wzgledem gwiazdy E)
i posiadajgca co do wyrazenia lim G%(z|a) wlasnost

m=o0
nastepunjacg: wyrazenie tojestjednostajnie zbiede
dla kazdego obszaru wewngtrz 4, i réwnoczesnie
przedstawia gataz Fd, (=) )
Wyslowienie twierdzenia pozostaje to samo,
jezeli zamiast 4, podstawimy gwiazde, ktdrg otrzy-
mujemy przy pomocy konstrukeyi, podanej na str.
32¢j, jezeli rownoczed§nie zamiast spéleczynnikéw

Ltk o v s
1 (I)TT npodstawimy spélezynniki ey,

Alhh e
daneprzez wzory (11) i (9).

Istnieje wazna roznica pomiedzy wyrazeniem granicznem lim G (z | a)

M= oo
a wyrazeniem granicznem lim &, (x| 4), o ktérem mowiliémy na poczgiku

w=oo

tej Noty. To ostatnie wyrazenie nie moglo by¢ nigdy jednostajnie zbieznem
dla kontynumm, obejmujgeego wierzeholek gwiazdy 4. O wyrazenin za$
granicznem lim G (2| @) mozemy twierdzi¢ tylko tyle: ze nie bedzie ono

m=0o0 ) K
nigdy jednostajnie zbiezne dla kontynuum, obejmujgcego wierzcholek
gwiazdy A., bedgey réwnoczesnie wierzcholkiem gwiazdy 4. Niedo-
skonalosei, zaznaczone przez nas co do wyrazenia lim @, (z|a), istniejg

n=co
oczywidcie a fortiori dla wyrazei lim G (x| a).
m=ca
Zasadnicza niedogodnosciy wyrazenia lim Ga (2 |a), jako wyrazenia
=0

galezi funkeyjnej FA (z), bylo to, ze wyrazenie to moglo mieé znaczenie

poza gwiazda 4, nie przedstawiajae atoli przeprowadzenia (dalszego ciagu)
tej galezi. Niedoskonalo§t ta nie istnieje dla wyrazeh

Cx

ot oty Tt o) (@) (m—a)bethat o e

NIE
"l\AS
v

_,.
[
-
i
L
-
1

£

1

®
e

b
—

wzgledem gwiazd

Rozszerzajac nieco definicye wyrazenia granicznego, dana na poczatku
tej Noty, otrzymamy dla gatezi F4 (x) przedstawienie analityezne, majace
te same wiasnoSci co przedstawienia, znalezione dla wyrazef przedstawia-

jacyeh FA(7) ().
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W samej rzeczy:

Niechaj dla nieskonczonej liczby wartosci na a
bedzie fo(r,9,5..) funkeya zmiennych z,9,2..., okre§long
W sposéb jednoznaezny wewnatrz obszarn K,, stano-
wigcego cz‘géé obszara Kizblizajacego sie dof nieo-
graniczenie, gdy azbliza sie do punktu granicznego a,.

Dajmy, ze r,y,2... jest punktem danym wewngtrz K,
ze kazdej liczbie dodatniej o odpowiada inna liezba
dodatnia é taka, iz fankeye fulz,y, 2...), far(@yy,2..) maja

znaczenie ize jest |[fo—fuw|<o, gdy la'—a, [ <8, la"—a, | << 4.

Symbol iif;fa(x,g/,z...) posiada wredy dla kazdego punktu
wewngtrz K znaczenie §cisle okreslone.
Mowimy, ze 31_111 fa(#,9,2..) jest zbiezne w punkeie Y, 2.
Gdy a,=co, zastepujemy |d'—ay | <3, |a"—a, | << 3 przez nie-
|1
;’l_ <5.
Gdy nieréwnogé | fa—far <Co zachodzi dla obszaru

X wewngtrz K, mowimy, ze wyrazenie graniczne
‘111111 fal#,y,2..) jest jednostajnie zbiezne witymobszarze.
=

réwnosci { —;1,— l <4,

Definicya rozeigga sie bezposrednio na wyrazenia graniczne wielo-
krotune; nalezy wtedy uwzglednié spostrzezenia, ktdre poczynili$my o sze-
regach wielokrotnych. '

Przypomnijmy jeszeze pojecie gwiazdy zbiefnosei, wprowadzone
w tej Nocie.

Jezeli pomigdzy wyrazeniem granicznem a gwia-
z_.rd@ K zachodzi takizwigzek ze wyrazenie graniczne
jest jednostajnie zbiezne dla kazdego obszaru we-
wnagtrz K, lecz nie jest nigdy zbieine w punkecie.ze-
wngtrz K, wtedy gwiazda K jest gwiazdg zbieznosei
wyrazenia granicznego.

Mozna teraz wypowiedzieé nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1b. Niechaj F(a), FO(a) ..., F*(a)... be-
dzie szereg stalych poddanych warunkowi Cauchy’ego,
4 za$§ gwiazda gtéwng tych statych Niechaj bedzie
jeszeze:

Sx (= f a) =2 Z e 2 Oty dy, Ftatbs e +4y) (@) (93—-(1)1*+1"+ oty

L Lm0 d=0
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szereg n-krotnie nieskoficzony, wktorym 6,11, 0208~
cza pewne spolezynniki lieczbowe, niezalezne od sta-
lych F(a), F(a),.., F™(a) oraz odeioda
Mozna bedzie wyznaczyé zawsze te spéleczynniki
w ten sposéh, aby wyrazenie graniczne lim 8. (z]a) po-
H=00

siadalo gwiazde 4 jako gwiazde zbieznoSciiréwno-
czesnie przedstawialo wewnatrz 4 galaz funkeyjng
FA ().

W ostatnich czasach zajmowano sig wiele znaczeniem szeregéw roz-
bieznych. Chodzi przedewszystkiem o szereg T aylora, ktory ma byé
- okreglony poza granicg jego zbieznosci. Jest to zadanie, rozwigzane w pe-
wnej mierze przez koncepeye przeprowadzenia analityeznego. W innym
kierunku zagadnienie to rozwiazujg nasze rozne twierdzenia.

Pragnglibyémy tu przedewszystkiem zwrocié uwage na dwa twierdze-
nia tej drugiej Noty. W samej rzeczy, chodzi mam nie tylko o to, aby
znalesé wyrazenie analityczne, przedstawiajgce funkeye w obszarze zmie-
niajaeym si¢ od C do 4, lecz takze i o to, aby znalesé wyrazenie, kiore, sto-
sujge sie wewngtrz tego obszaru, przestalo by byé zbieznem poza obszarem.

W nastepnych Notach podamy metody rozwigzania tego zagadnienia
przy pomocy wyrazeh nowej natury.

196)
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NOTA TRZECIA.

Po pierwsze] Nocie drukowanej w ,Acta mathematica® (dnia 15
marca 1899 r.) oglosiliémy o tymze przedmiocie w ,Comptes rendus*
Akademii paryskiej (dnia 15 maja 1899 r.) komunikat!), w ktérym do
naszych twierdzen 1 i 2 dodali$my twierdzenie nowe.

Nadto w Nocie drugiej pokazaliSmy sposéb tworzenia klasy wyrazef
granicznyeh, obejmujacej szereg Taylora i ktérej kazdy przypadek
posiada gwiazde zbieznosci. Ta gwiazda jest wpisana w gwiazde gléwna
statyeh F (a), FV (a),...,F¥ (a),... i jest opisana pa kole tych stalych.
Przy dostatecznem zwiekszeniu pewnej liczby calkowitej dodatniej », Scisle
zwigzane] z gwiazda, ta ostatnia dazy nieograniczenie ku gwieZdzie gtéwnej.
Dia n =1 zlewa sie ona z kotem. Gdy # rosnie bez granic, dochodzimy
do wyrazenia granicznego, ktérego gwiazda glowna jest gwiazds zbieznosei.

W nowem twierdzeniu, ogtoszonem w ,Comptes rendus®, méwimy o innej
klasie wyrazei granicznych, majgeyeh tez samg wlasnosé. Zamiast liczby
calkowitej » wystepuje tu parametr rzeczywisty i ciagly o tak, ze mozna
zmieniaé gwiazde zbieznosei w sposéb ciagly od kola do gwiazdy glownej.

‘W tej trzeciej Nocie checemy wskazaé sposéb tworzenia tych nowyeh
wyrazeh granicznych. Podamy rownoczesnie dwa nowe twierdzenia i utwo-
rzZymy nowe wyrazenie graniczne, dla ktérego gwiazda gléwna 4 stalych
F(a), F"(a),..., F@ (a) ... jest gwiazda zbieznosel.

1) 7 nasza pierwsza Nota i tym artykulem wiafa sie nastepujace prace: E.Borel
Addition an mémoire sur les séries divergentes (Amn. de 1'Ec. Norm. (3), 16, p. 132y
P. Painlevé. Sur le développement d’une branche uniforme de fonetion analytique
(€. R.23.V.1809); E. Borel Sur le caleul des séries de Taylor 4 rayon de conver-
gence nul (C. B.23. V. 1899); E. Picard. Surles développements en série des intégrales

" des équations différentielles par la méthode de Cauehy (C.R.5. VL 1899); E. Phrag-

mén Sur une extension d'un théoréme de M. Mittag-Leffler (C. R.12. VL 1899);
P. Painlevé Surle ealeul des intégrales des équations différentielles par la méthode
de Canechy-Lipschitz (C.B. 19. VL 1899); P. Painlevé. Sur le développement
d'nne branche uniforme de fonction analytique en série de polyndmes (C.R. 3. VIL 1899);
L. L e au. Représentation des fonctions par des séries de polyndmes (Bull. de la Soe. math.
de Franee 27, p. 194—200); P. Painlev 6. Sur le développement des fonctions analyti-
ques de plusieurs variables (C. R. 10. VIL 1899); E. Picar d. Lectures on Mathematies.
Clark Univ. Decennial Celebration, 1899. (przektad polski. Warszawa 1900); E.Borel
Sur la généralisation du prolongement analytique (C.R. 28. IV. 1900); Le Roy. Bar
les séries divergentes (C. R. 14. V. 1900). Patrz takZe moje artykuly: Sulla rappresenta-
zione analitica di un ramo uniforme di une funzione monogena (Atti della R. Ace. di Torino
34, 23. IV. 1899); On the analytical representation of a uniform branche of a monogenic
funetion (Cambr. Phil. Trans. Vol, 18). Rozprawa obszerna E. Borela: Sur les séries de
polyndmes ¢t de fonctiens rationnelles ogloszona bedzie w LActa mathematica® [ogioszona
zZostala w tomie 24, str. 309—382].
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Niechaj jak w pierwszej Nocie, bedzie € jakgkolwiek gwiazdg
o $rodku a. Okreslimy nows gwiazde G wzgledem G w sposéb nastepujacy:

Rozpatrzmy przedstawienie podobne (conforme), okreslone przez
z2wiazek

Sy
. T—u “
(l) v= ‘71 )

gdzie B oznacza wielko$é rzeczywista, spelniajacg warunek
(2) 0=p<<1.

Opiszmy okolo u okrag, majacy srodek w poczatku, promien za§ réwny
jednofel. Polizmy, dla 0 = ¢ ==, u=¢'?; bedzie:
% @ P
Ti1fuNt d . " u . L £
[ (Tl—_:) & in B —Z—/ (cotg-g-) dp 4 icos B g j (cotg%) dp .

1 g [

Polozmy jeszeze, dla 0 S ¢ =a, u=1¢"'?; bedzie:

x @ P
3 2 . ' 2 ) B
{Gi:j) %‘:—smﬁ% ](cotg%) d«p—icosﬂ; / (cotgg) de .

1 D 0

Manmy jeszeze 1):
£

[lote 5 am = g am =—=—.
o

‘s cos f %

A zatem, gdy u przebiega od =1 do u=—1 czest wyisza okregu,
majgeego Srodek w poczatku i promief réwny jednosci, wtedy wielkosé Re'»
opisze Iuk spiralnej logarytmowej, okreslonej przez ré6wnanie

—tgpZ.
R=¢ /27, ===

b = =

Ta spiralna logarytmowa ma $rodek w punkeie »==0 i przecina of wiel- ’

kosei v rzeczywistych w dwéch punktach v=1 i v—— T 8z .

!) Patrz mp. J. Bertrand. Traité de calenl différentiel et de caleul intégral;
t. I, str. 125.
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Z drugiej strony, gdy « przebiega od u==1 do u=—1 cze$¢ nizsza
tegoz okregu, v — R¢'? opisze nowy luk spiralnej
L T
R=e""2" 0z¢=—a,

symetryczny do pierwszego wzgledem osi rzeczywistej.
Zwigzek (1) mozna napisaé:

FIEEy-1%
(3) v=ue .

Widzimy wiee bezposrednio, ze wnetrze kola odpowiada wnetrzu fignry
sercowatej, ograniezonej dwoma lukami spiralnej w ten spos6b, ze Srodek
kola u =0 odpowiada §rodkowi figury sercowatej v==_0. PoléZmy:

) p=1—a;

'u=-5"'”‘.‘7F',§":‘~ o - ,.“..QEE{:..A o=t u=-1‘_ x ;W-'

\ J
NS

Fig. 6. Fig. 7.

dwa luki, ograniczajace figure sercowats, przecinaja sie w punkeie v=1

—xtgd T
pod katem wewnetrznym ez, i w punkcie v=—e T pod katem we-

wnetrznym (2—a) .
Uezyimy jeszcze nastepujacg nwage, Figura sercowata jest polozona
wewnatrz, prostokata, ktérego dwa boki, przechodzgce przez punkty
_ 4o
p=—e T sinag i v=-+1,
sg prostopadle do osi rzeczywistej, dwa za§ boki, przechodzace przez punkty

2 2z

. N . ztga% . T
i v=—ie sina 5,

2tga-’f-

2 . sina

b2
Z

p==1¢ )

s9 réwnolegte do tej osi.
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45
Zauwazmy zreszty, ze w punkele, w ktérym styczna pionowa dotyka tej Dla dalszego wykladu potrzeba nam bedzie znaé rozwiniecie potegi v”,
figury, promien wodzaey, gdy a dazy do zera, zbliza sie nieograniczenie do gdzie m jest liczby calkowity dodatnia, wedlug poteg dedatuich wielkosei w.
pionowej, poprowadzonej przez §rodek. Polbzmy :
e 1tun: da o 1tung du
B -IEY-1% JIEY =1
6] v=ue e’

:
e
e v

Yl )
. By Bt (B) . (g
i ® =[1+228 4 2O e LS
N
Fig. 8.

Widzimy, ze przez dostateczne zmniejszenie stalej o, mozna sprawié,

iz kontur figury tej dazy¢ bedzie nieograniczenie ku linii ‘prostej, prowa-
dzgeej od v =10 do v=1.

Narysunkach 9,10111 sg podane trzy rézne przypadki figury sercowatej.

Zobaczymy, ze u™(g) jest funkeysg calkowity wy-
mierng wielkoS§ci gstopnia i znikajaca dla §=0. Jest
10 funkeya nieparzysta, gdy 2 jest liczba nieparzy-
stg, funkeya zas parzysta, gdy 4 jest liczba parzysta.
Spoétezynnik przy g*(p=1,2,.,1) jest wielomianem sto-
pnia x wzgledem m o spélezynunikach wymiernych do-
datnich, znikajacym dla m=0.

Fig. 9.
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W samej rzeczy, zrozniczkujmy (6) wzgledem w, otrzymamy:
(m) (13) (m (ﬂ) Ty, m) (/3) " ' ((14-1@)3_ '
m(l—%— T + B w4 ——}———{l——u 4+ ... G 1)

— 71 (m) (ﬁ) u_l_ (ﬂ) + ﬂa_(]i;(ﬁ) %_l__ + ]l‘ll (ﬁ)

w4

Kladge zatem:

o [[Ey=1]=a@uta®eta® vtu@ et ..

mieé bedziemy:

]_1 hx(”’(ﬂ}—‘:’”[ ]11 W (B) g1 (B)+ ,zl 71(’">>—~(/3)9o(ﬂ)+

®) A @e® ],

Rézniezkujge wzor (7) » razy wazgledem S, otrzymamy:

(1—{—:1)‘ ( 1+1¢) 51 d’q,(ﬁ)

1—u ag”

skad:
. 1+uyd) 1 14w 4 g.() i
(%) (1-—24) (‘2}71 1—u) Y‘ 2 T@py
Mamy:

Iy 1 14wy L

(_1:5) (E-lob 1-u)— 1uD(); »=0,1,2...
Stad :
) &g (B _ A
(_10) d(?,ﬂ)"wo’ ’V>2, m*l.
Mamy jeszcze na moey wzoru (7):
(11 g1(0)=0,

azatem gi(f) n=12...0 jest funkecyg calkowita wymierna

stopnia 2 wzgledem 8, znikajgcg dla g=0.

Polézmy teraz:

14u i
(2) (5 1oz E4f =3 @ e
T =0
(202)
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bedziemy mieli na podstawie wzorn (9):

( (Lo lp)y , N .
(m}:-‘; {(A—w,%); Ai-—»=liczbie parzystej,

(13)
( (cflv?_;/(sl;%): J 3 4 —» == liczbie nieparzystej.
A wige:
5’21+1(/9)=(?251):1 (2, 20— 1)(~ .3} - "r(4,-l 3 ‘21. 33+
e3P0y 2L
(14) { 3 gy . = L

2032 (f) = -7 To7ra +(2,20)

a

SRR TR

+er2 9 G rern G

1=0,1,2...00

Uwzgledniajge jeszeze wzor (8), widzimy scistosé wypowiedzianego wyzej

twierdzenia o wyrazeniu 7™ (8), jako funkeyi wielkosei 8 i m.
Otrzymujemy liczby wyntierne:

2p, v+ 1); [ z?;:z]

za pomocy bardzo prostego wzorn zwrotnego. Rozniczkujge (12) wzgledem #,
znajdziemy :

1+u

l—u

oD (gl ) = N 2 @ ) e,

a=0

skad:

D) (5 log )= D (61420 @y o-H) — p—1H20) @2, 1)) e

przeto_:
G2 @, ) = ) B 7)o =142 22, 741)
(1)  OD=1, Ga D=y

p=12...00, »=1,23.

(203)
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Rachunek pierwszych siedmin funkeyj ¢ () 1 ™ (6) daje: Do kontroli mozna bedzie uzyé wzornu:

gl(ﬂ)=2ﬁ1
(1) a1 2m(mE1). . QmIa—1)
gz(ﬁ)=—1.f(2ﬁ)ﬂ, (18) R R PR e

wk

0 (6)= T LAt RA,

Otrzymalismy spélczynniki wielomiandw g; (f) za pomoea wzoru

1 . zwrotnego. Lecz mozna tez latwo otrzymaé wzlr wyraZny na te wie-
gy (B)= ‘l‘f @p+ 3 @pr, lomiany. Opierajgc sie na wzorach (4) i (2), t.j. f=1—a 1 0ZF=1,
(16) 1 1 mieé bedziemy :
95(ﬂ)=—5—(9ﬂ)5 +5 @ +5 @8,
: 1 1—)—14 du (1—}—-@:)?—(1—1:)* du
e (ﬁ) !0 (Dﬁ)s_l—ls (Oﬂ)4+90 (913)’ 9ﬂ /[ 1—‘*!{) u - )}3 (].'—N)'1 u
1
y:(ﬁ)——%,—@ﬁﬂ—k R+ E @+ @8 )
P M T _ du a(a-{—l‘) a(a—{—l}(a—}—?)(a—}—}’%) )
................. S _f(l-—u)‘ ll-}- 5 it-—]——...]
Iyt (g) =m .(28), -
. 1 . ,
haf (B) = (2 - m) . (26, _ B @ (B alet)) @ [RGB BED) |, B alatD)
: ) o e B e el I R BN W
Ry (8) = (m? + % m2 4+ l m).@p 5 m.CH,
20 B S

7™ (8) = (m* + 3m? —1— = m“ == m) @2p++8 ( m? T - m) 2p2,

+[ﬁ<ﬁ+1) (p21-1) +ﬁ(ﬁ+1) L(B+21—38) afletl)

T (8) = (m® - 5 m* —}— 85 m3 + -1— m? —}~ = m) @2p°, |2 1= ' 13
+20 (—— m? + T m2+— m) @ ﬂ‘)*+-2—4 m.(26), B(BHY)... (+21-0) afotD) (at?) @h3) |
1507 * ' 214 ID

B (B+1) a(e+1){a+2)...(a+21—3) a(a—}—l) (ed21-1)7 w2H?
+40 (~ 7n4—-}——4~977,3—{— 22(1) nﬂ-]--m) @ Bt + [2i—1 + |21 ] 5151
+ 184 g5+ ) - @B +[ﬁ(ﬂ+1)  (20) | D). (G121 aledl)
N EREE 211 3
Tt () = oo+ Tomicp 52 g 250 . LT s, F it ). 2" —
611 101 s +ﬂﬁ+1) (B2 1) a(atl) (a+2) (a+3) 4.
+70(—m5—]—9m4—[-— 130 m® -+ 50 1zﬂ—|——m) @4 !21_3 !._
167 7“0
784 [22 mip Sl Lo @+ T 28) D (42 D... (4213 alotl)... (a21—1)] _wH
........... g oy ) o 00 e

(204) (205)
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Poréwnywajac z wzoren (7), otrzymamy :

). (B121—1) , B(p+1 21—8) a(afl
gjl+l(ﬂ}=gﬁ[ﬁ(ﬁ+l)lzfzfr ﬁﬁ“L!)gl(_”_j ) | (Ia’j)
J_/3(/?4-1) - (f+215) a(atl) (T+") @+3) |
[27—4 5
B(8+1) aled1)(at2)..(a+21—3) | a(atl) ... (e21—1)
+ 2 [271—1 + 241
(19)
I (B+1) .. (8421 | B(B+D) . (F+21—2) a(at])
92'+W3):2ﬁ[ﬁﬁ ,zz+1 + (371 T3

+ﬁ(ﬁ+1) (214 a(at]) (e+2) (a+3)+

1_

_%ﬂm74ﬁﬂ+ﬂ okl et 208) | f alofl) ch2i)
[27—1 L [2 741

Wréémy do wzoru (5), t.j. do wzorn

ey NGO

v=ue

‘Widzimy, ze stala
(20 [ 1+H) ] du

1—u

zalezna od wyboru wielko§ei 8, gra wazng role w przedstawieniu podobnem,
okreslonem przez réwnosé (1), t.j. przez

(1*1«, )4 du

wartoby przeto znaleS¢ nowe wyrazenie tej stalej przez p. Wyrazenie
takie otrzymujemy fatwo w sposéb nastepujacy:

Mamy:
o / [ —]+

du a(a+1) wdu | a(edt1) (a42) (@+3) [ wtdu
J =t fm.w+ B [yt

(206)

]

].

O PRZEDSTAWIENIU ANALITYCZNEM i t. d. 51

Oznaczmy przez B (a, b) catke Eulerows pierwszego gatunkn; bedzie:
1

1 1
T du o du Coutdu .
/athBa), =889, [hs=BGa....
U i)

Na mocy wzordw (patrz np. Cours de M. Hermite 1882, rédigé par
Andoyer, 4 édit. 1891, chap. 14):

19 b5
Bla=—1, BEa="t00  pe o 1.2.3.4

a(a+1)(e+2) (a+3) (a+4)’

otrzymamy zgdane wyrazenie:
1
Crfl4u)d du 1 1 1
f [(1—11)—1] T““’g[3+ 3(a+2)+‘5‘(a+4j+'“]
[}
2 rfy) rlsel
=23 1 —— 1 — | =2 13 - 12
: 5 +n Gatn I’(—)—) I’(ja>
Po tych przygotowaniach damy definicye gwiazdy C@ odnosnie do

gwiazdy €, ktora jest gwiazda jakskolwiek o Srodku a.
Polézmy:

@1

o

JLEY 1%

22) f(u|a)=EKue’

1

gdzie (4), t.j. a=1—p, ma sprawdza¢ nierdwnos¢ (2), t.J. 0 <Cla =1,
i gdzie K oznacza niezalezng od u stals, ktérg wyznaczymy w sposéb
odpowiedni. TUstalmy wektor, dajmy na to I, pomiedzy ¢ i = 1 polozmy

Z—ad
r—

23) ={f(u]a

Gdy u opisuje okrag, majacy srodek w poczgtku i promien réwny jednosei,
wtedy 2 opisze wokolo osi symetryi I figure sercowats taks, jaks zbada-
lismy poprzednio. O§ symetryi jest przez figure sercowata przecigta
w dwoch punktach

FLGEy-]s FEy -]

z=a-+Ke' .(z—a), z=o—Ke" (z—a),

odpowiadajacych punktom #==1 i w=—1 okregn. Kat wewngirzny
figury sercowatej réwna sie ex W pierwszym punkeie, {2—a)x W drugim.

(207)
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Niechaj teraz bedzie wielkosé dodatnia », mniejsza od jednosei. Polozmy

s
249 K=1, 161 .

Gdy u opisuje kolo o promieniu r spélsrodkowe z pierwszem, z opisze
figure — oznaczmy ja przez Z— symetryezng wzgledem osi I, potozong:
wewnatrz figury sercowatej i zblizajges sie do niej nieograniczenie, gdy
wielko$¢ » zbliza sig nieograniczenie do jednosei. Kontur figury Z przecina
wektor ! w dwdch punktach

-y e
—e L (;

(25) e=%, 2=q z—a) ,
odpowiadajgeych punktom w==7 i u=-—r na okregu kola o promieniu #.

Niechaj teraz € bedaie jakgkolwiek gwinzda, majacs drodek w punk-
cie a. Figura sercowata, majgca oS I, jest potozona wewnatrz prostokata
kiorego dwa boki prostopadle do I przecinajg ! w punktach

1 ‘
fLCEy-
z=a-}Ke® [ ' ] . (v—a) ,

SIGEY-]e -

E = .
s=a+}Ke' .e ztg“?.sma%.(w—ﬂ)

1ktérego dwa drugie boki, réwnolegte do 1 przechodzg przez punkty

1 14+%\8 du am

. :Jf[ ]—u) _1]7 _'t = 7

s=a-}iKe Le "ETT &ip ay . (z—a),
2

MEY-1% -—=

. ] . z . 7T
g=a—iKe® e ”g“e<S1na32—.(x—a);

widzimy wiec, ze gdy = jest dostatecznie blizkie a, wtedy figura Z
bedzie stanowila czesd sktadows gwiazdy G.

1\.Tiecha,j teraz (z—a) bedzie granicy WYyZS5z3 war-
tosci|z—al, dlaktérych figura odpowiednia stanowi
czeSé skltadowy gwiazdy . Oznaczmy przez 6@ gwia-

(208)
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zde ktérg otrzymujemy, obracajge raz jeden L okolo
aiktérejkontur stanowi mnogos$é punkidw ZE.

Poniewaz nie zbadalismy dotad dokladniej postaci figury Z, pozostaje
przeto jeszeze przekonaé sie, czy, gdy x jest punktem na wektorze Z,
blizszym §rodka a niz punkt &, nie bytoby mozliwe, aby odpowiednia figura,
Z nie stanowila czesci sk¥adowej gwiazdy G. Otéz latwo widzieé, ze tak
Niechaj é:g =y bedzie wielkoscig rzeczywistg dodatnia, mniej-
szg od jednoscl; zmniejszmy G w stosunkn y, aby otrzymaé G,. Figura Z
stanowi czgdé skladows gwiazdy G,. Z drngiej strony, G, stanowi czesé
sktadows gwiazdy G. A wiec figura Z jest czedeia skladowsy gwiazdy .

Bedzie rzeczg dogodng wprowadzié nastepnjges definicyg: figure Z
nazywacé bedziemy figurg tworzges, funkeye zas f(u]a)
funkeyg tworzacs gwiazdy G«.

Poniewaz figura sercowata jest wpisana w prostekat, o ktérym byla
mowa, widzimy przeto przy pomoey rozwazah analogicznych dostosowanych
na str. 6 plerwszej Noty, ze, gdy X jest jakimkolwiek obszarem wewnatrz G,
zawsze bgdzie mozna wybraé o dostatecznie male, tak, aby gwiazda G@
obejmowala w sobie calkowicie obszar X. Wystarczy w tym celu ustanowic
pomiedzy stalemi r i o zaleinosé takg, aby » dazylo nieograniczenie do je-
dnoscl, gdy e dazy nieograniczenie do zera. Prostokat zbliza sie wtedy jak
cheemy do linii prostej, idacej od @ do =, a figura tworzgea Z, gdy zmniej-
szymy dostatecznie staly g, zbliza sie nieograniczenie do prostokgta.

Zauwazmy jeszeze, ze dla o =1 figura tworzaca staje sie kolem, ma-
jacem Srodek w punkcie a i przechodzgeem przez punkt z, ze przeto
gwiazda G jest kolem spélsrodkowem z gwiazds &, przechodzgcem przez
wierzcholek gwiazdy G, najblizszy punktn «. Zauwazmy jeszeze, ze
gwiazda ('@ dla wszystkich warto§ei a pozostaje wpisang w gwiazde .
‘Wynika to bezposrednio z tego, ze figura tworzaca, jak tego Yatwo dowiesé,
jest wpisana w kolo, majgce Srodek w @ i promien | x— a | oraz z tego, ze
kontur gwiazdy G przechodzi przynajmniej przez wierzcholek gwiazdy G
najblizszy poczatku.

Weimy za gwiazde ¢ gwiazde glowng A stalyeh F(a), F (a),
FO(a)...,F®(a),..., poddanych warunkowi Cauchy'ego, wymagaja-

nie jest.

. b
. . 1
cemu, by granica wyZsza wartoSci granicznych modutéw { V—l;l—ﬂ"' {a)

byta liczba skofczong. )

Postarajmy si¢ znale§é wyrazenie analityczne
dla galezi F4d® (x), stosujgce sie do tej gwiazdy 4@
itakie, aby 4™ bylo gwiazdg zbieznos§ci tego wyra-
Zenia.

Prace mat.-fizycz., t. XVL 14

(209)
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Zobaczymy w same] rzeczy, ze takie wyrazenie istnieje.
Dla ulatwienia badania wprowadzmy gwiazdy pomocnicze, okreslone
wigledem gwiazdy 4. Niechaj » bedzie nowg wielkoscig dodatnia taks, ze

(26) . r<{ 1.

Jezeli «w opisuje nowy okrag, majacy srodek w poczgtku i promien #/, wtedy
# opisze kontur figury Z', symetrycznej wzgledem I, polozonej wewngtrz
naszej figury sercowatej i nazewngtrz figury tworzgcej Z, zblizajgcy sie
njeograniczenie do konturn figury sercowatej, gdy r zbliza sie nieograni-
czenie do jednosei i zblizajacy sie nieograniczenie do konturu figury Z,
gly »' zbliza sie nieograniczenie do ». Punkty

7 7
v JIEEY =19 —fIGEY-(E)7]%
—e . e
r

. flezy-1e
u=r; z=at—e - (z—a)

odpowiadaja sobie. Wiadomo, ze, gdy X jest jakimkolwiek obszarem we-

wigtrz A, wtedy mozna zawsze utworzyé gwiazde E, obejmujgcg w sobie

catkowicie obszar X, polozong wewngtrz A (patrz str. 6 Noty pierwszej).
Oznaczymy przez E' gwiazde, utworzong z punktéw

o SIGEY-1%

27 r'=a- - ¢ (z—a)

gdzie = nalezy do E. Widzimy, ze, gdy obierzemy r' dosé blizkie », wtedy
gwiazda E’ bedzie polozona calkowicie wewnatrz A@. ‘Widzimy jeszcze,
ze gdy r" jest dostatecznie blizkie r, wiedy obszar E", utworzony przez
mnogosé wszystkich punktow réznych, nalezacych do obszaréw Z !, jest polo-
zony calkowicie wewnatrz gwiazdy 4. Nazwiemy przez g granice wyzszg
galezi F'A(2), gdy Z pozostaje zawarte w 5’ X

Zastosujmy teraz do galezi F4 (z) podstawienie (patrz (22), (23) 1 (24)):

J [y -]
e
3

() s—a=(z—a)f(u a)_—_”i;Tﬁ %

I
HIEOME
b i—w *
—e

.

29) H

(210)
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gdzie z jest jakimkolwiek punktem obszarn X wewngtrz A, Jest jasne,
2¢ FA(z) da nam takie funkeyg zmiennej u, regularng dla [u|=r
i jeszeze regularng dla |r | =+, gdzie # podlega warnnkowi (26) i réwno-
czesnie jest dostatecznie blizkie ». W samej rzeczy, gdy » pozostaje za-
warte W obszarze |« |<I+, 2 jest funkcys regularng zmiennej u, i przed-
stawia sie przy pomocy figury Z’, zawartej w obszarze E', ktory, wedlug
zalozenia uezynionego o »', jest polozony wewnsirz A.
Gdy wiec mamy: L
Fd (2)=F(a) - }Ll FO) (a) . (—a) + Tl)— FO(a) . (z—a)* ...

1 przeksztaleimy ten wzor przy przy pomocy (pairz (6)):

(30) (e = (252" ()" S LEEy=1%
-.=( w&a)m w [1 + hl(!ml(ﬁ) ‘i k?tim;'ﬁ) P l‘%@ .ul—}—...] ’
bedzie: i}
(31) Fd(s)=F(a)-+ 2 G, r—a) ( % ), ,
gdzie:
@ "«Lr}ﬁf—?ﬁi} Fo-1 (aa}(‘”;[a)'_1 _{_i (@) (w;T

L==1 . .
Szereg Z G, (x—a) (%—)’, gdzie z nalezy do obszarn X, znajdujgcego sie
y=1

wewngtrz 4@, bedzie zbieiny dla {u]<<r". A zatem:

| Gulo—a) 5 | < g ()

PR
33) 6. e~ | =g(5.
) Weicerstrass, Werke, Bd. 1, sir. 67.

[e185]
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Szereg
o
(39 > G (z—a)
»=1

jest wiec zbiezny dla kazdego punktu wewngtrz A@; jest on jednostajnie
zhiezny dla kazdego obszaru X wewnagtrz 4@,

WidzieliSmy, ze, ktadge u =1, otrzymujemy #= z; jest przeto:
*

=F(0) + 6 (+—0);

=1

(35) FA® ()

réwnosé ta zachodzi dla kazdego punktu, polozonego wewngtrz A@.

Zalozmy teraz odwrotnie, ze &=, jest wartoscia, dla ktérej szereg
©a

Z G, (x—a) jest zbiezny. Wtedy, wedlug twierdzenia A bela (Oeuvres,

w=1
nouvelle édition, p. 283, Théoréme V) <zereg2 G, (z—a) ( )bedzm zbiezny

dla | u] <. Okresli on przy pomocy zqukow (22), (23) 1 (24) funkeye
YIIHGDDSJ z, regularng wewngtrz obszaru Z, zbudowang na wektorze, idgeym
ol a do z,. Funkcya ta jest tozsamg z funkcys FA (%), cd wynika
z tworzenia wielomianéw @&, (z—a). Punkt z, jest ledy albo punktem
wewngtrz A@, albo przynajmniej wierzcholkiem gwiazdy A@.

Qznaczmy teraz przez S. (x | a) szereg F(a) - 2 G, (z—a). Widzi-
=1

my bezposrednio, ze wyrazenie graniczne lim Sz (x | @) jest gwiazda zbiez-
a=0

nosel, ktora jest wlasnie gwiazdg gtowng 4 i zZe réwnosé

(36) FA(z)=1m S, (z| a)
o=t
zachodzi wszedzie wewnatrz 4.
Wyniki dotad otrzymane mozemy strescié w nastepujgcem twierdzeniuz

Twierdzenie & Oznaczmy przez 4 gwiazde o Srodku g,
przez a wielko§é dodatnig, niewiekszg od jednoSei,
przez A% gwiazdeg spétsrodkowsg z gwiazdg 4 i wpi-

(212)
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sang w 4, utworzong przez funkcye tworzgcg f(u]a)
Mozna bedzie wybraé zawsze te funkeye tak aby gdy
a jest dostatecznie male, gwiazda A® obejmowala
W swem wnetrzu obszar dany, poloZony wewngtrz A
i taki, ze dla a=1 gwiazda 4™ staje si¢ kolem spél-
Srodkowem z 4 i wpisanem w 4.

Mozna bedzie jeszeze wybraé fl{u|a)tak aby, gdy 4
jest gwiazdg gléwng ciagn stalych F(a), F®(a),..,F*(a)...,
poddanyeh warunkowi Caunchy'ego, szereg

Su(z|))=F(a)+ 3 G (@—a),

gdzie
1o,

& (x—a)a-ﬁf‘— P (a) (z—0)+ |1 I,, 5 T (@) (z—a) + . .
h{

+W Fo (a) (z—a) + ] Fm(“) (x—a)”

igdzie hu (427357 ) 58 stale dodatnieoznaczone, za-
lezne tylko od funkeyi tworzgcej, aby szereg ten, po-
wiadamy, posiadal gwiazde zbiezno§eci tozsamgz 4™,
aby rownos§é FA @) =08.(x|a) zachodzila wszedzie we-
wnatrz A® i aby szereg S.(x]o) dla e=1 stawal sig
szeregiem Taylora.

Wyrazenie graniczne lim S,(z|a) ma gwiazdgzbie-
a=0

znofeci, tozsamsg z gwiazdg 4, a ro6wnoéé

FA(z)=1im S; (z|a)
e={

zachodzi wszedzie wewngirz 4

Widzielismy wyzej, ze gdy X jest obszarem skohczonym jakimkol-
wiek wewnairz 4, bedzie zawsze mozna wybraé o dostatecznie male, aby
gwiazda A® zavnerala X w swem wogtrzu. OtrzymaliSmy jeszeze, Ze
gdy wielkosé ' (1> >>7>>10) jest dostatecznie blizka r, zachodzi nie-

réwnogé (33) | Gy (z—a) | << g( ) dla calego obszaru X. Mamy wige w tym

catym obszarze:

213)
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FA@=F(@)+ Y, G (e—a) +¢,

37) ) =
( &= Z G (z—a) )
’ r=m+1
il
(38) |51§91_I_-

I

Ustanéwmy teraz pomiedzy +' i a taka zaleznosé, aby% dazylo nieogra-

niczenie ku jednoei, gdy a dazy nieograniczenie do zera. Polbzmy
naprzyklad :

1
(39) Pamye @@ ,

gdzie w (a) jest wielkoscig dodatnig, zalesng od a W ten sposob, ze

(40) Iim .. (@) =co.
a=0
Bedzie:
r
<o,
ra
(1) le]§g.w(_a).e—Fna’,

Biorae za m liczbe calkowits dodatnig taks, aby byto

42) m = 2w (a) log » (a)
otrzymujemy:

43 el —9

(43) e} << w(a)

Jezel W?gc }mzynimy calkowita m zalesng w ten sposéb od a, aby spra-
wdzala sig nieréwnosé (42), wtedy, przynajmniej dla malych wartosei wiel-

kogei a, wyraieuieX &, (#—a) bedzie miato nastepujacg wlasnogé:

»=1

(214)
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Gdyojest wielkosScig dodatnig oznaczong, bedzie
moznaznale§é zawsze inng wielko§é dodatnig ataka,
aby nieréwnosé

"

| Fd(2)— 3 Gy (z—a) | <o

p=1

sprawdzata sie dla wszystkich wielkodei z nalezg-
cych do X, byleby « bylo mniejsze od .

Ale jest to wlasnie nasze twierdzenie 1 w Nocie pierwszej, dowie-
dzione, jak widzimy, w sposéb znacznie odmienny od poprzedniego.

Dowiddlszy twierdzenia 1, otrzymujemy bezposrednio twierdzenie 2
za pomocy tych samych rozwazan, co w Nocie pierwszej.

Zatrzymajmy sie na chwile w celu ustalenia formy wyraZenia

Z @, (x—a). Poniewaz funkeya tworzgea jest
»=0
B Uy Ty an
. % { [( =) _]]T
flulg= oy )
(44) '

? Sy -]
H=¢"

DLrLt,

1

mamy przeto wzir:

S L () ,,_1) N .
Z@@*“—Fw+i1(a =) o) P (@) S
=i - »=1
1 <« Mo, B s P .
ey (B ) a5
us)! =
1T B Dm (D) o) sy oy [ EE
-+ Tm—1 (2 y—(m—1} . ’\).F‘ “({1)( H)
' y=ii—1 e
1 | x—a\™
+ o (g )

im

(2151
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gdzie B, (8); (420507 0 )5 A% (A)=1 sy wielomianami ze zmienng g,

ktérych wlasnosei zasadnicze wyzej podali§my.
. 1
Nier6wno§é (42) spelnia sie, gdy polozymy w niej a=_-, m= n?,
gdzie n jest liczbg calkowita dodatnig. Poldzmy wiec:

Gn (2] @) = F(a)

LS e )
- = PR B »—1 1) _—
+1r (7] 2 e ) @ )
- =1
1 1 n 71‘2),_2(71_1)
n . .
T ) 2™ ) @ ey
_ — =2
#)4 + ..
1 s ut h(nm)ﬂ_(,,._l,(";l
y—(n2—1) | Frn>—1) =t
+ [T ( 1 —@—1) WA )F (a) (z—a)
S pz=ni—] R —
' TET*’ ”L%«TF () . (x—a)*”
o n—1
h.u,,( - ):1.

Mozemy w naszem twierdzeniu 1 (Nota druga) podstawic nowy wielomian
G (x| @) zamiast G, (x| a). Brzmienie twierdzenia pozostaje bez zmiany.

Dla udowodnienia twierdzenia 4 uzylismy funkeyi tworzgcej o formie
specyalnej (44). Jest widoczne, ze moznaby zamiast f(» | a) wzigé inne
funkeye. ‘W wyborze funkeyi f (« | @) wprowadziliSmy znaczne ogranicze-
nie przez warunek, aby stale h%,_, byly wszystkie dodatnie i przez
drugi warunek, aby szereg otrzymany stawal sig dla a=1 szeregiem
Taylora TUsuwajge te ograuiczenia, otrzymamy oczywiscie wieksza
swobode w wyborze funkeyi tworzgee].

Funkeys bardzo elementarna, spelniajaes te dwa ‘warunki, jest:

_ote (14w —(l—we
flula= P § B ) L iy i e
_ ( 1—r )°
£E= m .
Ta funkeya posiada nastepujgcs wlasnosé. Gdy » opisuje koto, majace
Srodek swéj w poezgtku i promies réwny jednosei, £ opisze figure klinowat,

(47

(216}
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Symetrycznyg wzgledem osi rzecaywistej i ograniczona przez dwa Iuki
kolowe, przecinajgce sig pod katem ax w dwu punktach

- ~_,_‘1+E 4 4 ate
7 1,0)= 1 f(l,a)-——-—a(l‘—é_).

Whnetrze ﬁguﬁry klinowatej odpowiada wnetrzu kola i dwa punkty
=0, f=0 odpowiadaja sobie wzajemnie. Kladge

z p—

=f(u]a),

T—a

otrzymujemy, gdy « opisuje okrag kola o frodku w poczatka i o promieniu 7,
figure tworzges Z. Punkty

a-te
U=—1; Z=g— (x—a)
14-ae
H=r, z=gx

b

odpowiadaja sobie wzajemnie 1),

Wréémy do wzoru (48). Mamy w nim, procz stale] a, jeszcze staly r.
Mozna zapytaé, czy szereg (35) zachowa wypowiedziane w naszem twier-
dzenin whasnosei, gdy uczynimy w nim r=1, t. j. gdy zamiast figury Z,
zamknigtej we wnetrzu naszej figury sercowatej, wezmiemy te figure serco-
waty za figurg tworzacs. Tak jest istotnie, ale by tego dowiesé, trzeba
zastosowaé rozwazania natury odmiennej od stosowanych dotychezas.

P.Phragmén przedstawil nam w tym przedmiccie komunikat,
ktéry tu dostownie powtarzamy:

sJezeli cheemy uzyé figury sercowatej, jako figury tworzgceej, win-
niSmy zbadaé kwestye zbiesnosei szeregu calkowitego na okregu jego kola
zbieznosei.

W samej rzeczy, okreslmy gwiazde A przez warmnek, aby —gdy «
oznacza punkt tej gwiazdy —cala figura sercowata, podobna do figury two-
rzgcej 1 majgea za of prosta pomiedzy a i z, nalezata do gwiazdy A; nie-

1) Uiylem tej figury klinowatej na poczatkn badan moieh o przedsiawienin
funkeyj monogenicznych ogélnyeh. W odpowiedzi na list p. Vito Volterra, datowany
z Pizy dnia 9 kwietnia 1899 r., w ktérym tenie zakomunikowal mi dowdd, oparty na stoso-
wanin fignry klinowatej, odpowiedzialem listem w dniu nastepnym z Pernzy, w kidrym
podatem méj wiasny sposéb dowodzenia,

W nastepnym wyktadzie bedzie dostateeznie wyjasniona korzyid, jaka osiagamy
przez stosowanie figury sercowatej zamiast klinowatej.
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chaj wtedy = bedzie punktem polozonym wewnatrz tej gwiazdy 4. To
majae, jezeli zamiast argumentu » funkeyi FA (¢) podstawimy funkcye «,
okreslona przez wzr

%
N (€ i
L e

= U

r—a !
bedziemy mieli funkeye zmiennej u, regularna wewnatrz kola, ktérege
§rodek znajduje sig w poczatku, promien za§ réwna sie jednosei. Zreszta,
gdy tylko a <1, funkeya ta ma koniecznie dwa punkty osobliwe, polozone
na okregu tego kofa, mianowicie punkty u=1 i u= —1. A zatem rozwi-
nigcie tej funkeyi wedlug poteg zmiennej u, rozwiniecie, ktére napiszemy
W postaci

(1

» Gy (x—a) w

-4

ma jako kolo zbieznodei koto o promienin 1.

Ot6z mozna dowiesé, eo uczynimy zaraz, ze szereg ten jest tez zbiezny
ina okregu swego kola zbieznosei, i to jednostajnie, nacalym okregu,
a takze jednostajnie dla wszystkich wartosci «, polozonych w obszarze X,
danym dowolnie we wngtrzn gwiazdy 4@, MMozna tedy polozyé w tem
rozwinigein v =1 i otrzymamy w ten sposéb rozwinigcie

(@) FA (z) = Z’ Gy (x—a),

zbiezne jednostajnie w obszarze X.

Aby dowiesé z wypowiedzianego twierdzenia o jednostajnej zhieznosci
szeregu (1), przypomnijmy sobie klasyczne twierdzenie Lipschitza
o rozwijaniu funkeyi rzeczywiste] na szeregi trygonometryczne (Crelle’s
Journal, t. 63). Twierdzenie to [wyrazajac je nieco dokladniej] da sie
wyslowié jak nastepuje:

Niechaj ¢(8) bedzie funkeyg rzeczywista i jedno-
wartoSciowgargumentu rzeczywistego8icigglts dla
9
";Zj;i 7w, gdzie m i n
oznaczajg dwie liczby catkowite, zktoryech pierwsza
jest mniejsza od drugiej, wyznaczyé pewng funkcye

f=8. Dajmy, ze umiemy dla 6=

(218)
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w(d) argumentu rzeczywistego 6 takg, aby dla dwéeh
\V;rtoéci 8 1 6" kgta 6 polozonych razem juz to po-
miedzy 6, i 8,—=z juz to pomiedzy 6, i 8,+=z i czynis-
cych zados§é nieré6wnosei | 6'—0" | < 4, bylo

le®) — @) [ <w ().
Dajmy jeszcze, ze umiemy wyznaczyé wielkosé do—

datnig M taks, ze dla wszystkiech wartosei rZeczy-
wistych na 6 jest [o(8) << M.

Przy tych zatozeniach réznica pomiedzy ¢ (8,) a sumg

@+ a, c0s 8, a3 cos 26, 4. ..+ a, cosnB,

3
—+ 0y sin 6,48, sin 26, ...+ b. sinn 6, ,
gdzie:
1 Bt Byt
- 1
aozg l @ (6)do,.. ., a,,——-; [ g (6)cos nbde,
‘9‘»—:: ‘9(.—::
1 an‘»::
ba =;} @(8) sin 20 46,
Y=z

—zakladamy, ze catki te majg znaczenie—jest mniejsza od

1 7 2m+1 7 4(2n+1)

7 FIEey. [l Sl k)
”[(2m+1 + (2nz+1)2)+9w( 1 7) ' 4‘/’(zn+1)1"g -
Jezeli @ (6) jest funkeys peryodyczng o peryodzie 27, tak ze spétezynniki
Bgy By 5 oery Gy by, o, by 83 niezalezne od 6, i ze wzor (3') daje poczatek jej
rozwinigein na szereg Fouriera, jezeli dla wszystkich wartosei 6,
mozna stosowaé te samg funkeye y (8), jezeli nadto ta funkeya jest taks,
ze yp (8) log %‘— zmierza do zera wraz z §, wtedy wynika z tego twierdze-
nia, ze rozwinigeie funkeyi ¢ (6) na szereg Fouriera jest jednostajnie
zbiezne dla wszystkich wartodei 6.

Rozpatrzmy teraz mnogo$¢ skofczong lub nieskonczong funkeyj 6,
o ktérych, dla prostoty zalézmy, ze sg peryodyczne i majg peryod 2.

Przyjmijmy, Ze, ustaliwszy warto§é 6 =0, mozemy uzy¢ tej samej
funkeyi w(8) dla wszystkich tych funkeyj ¢ (6) i Ze ta funkeya v (6) jest

(219)


GUEST


64 G. MITTAG -LEFFLER.

taksg, ze y (8) logi dazy do zera wraz z J. Jest widoczne, ze W tym

przypadku szereg Fouriera

aq -t a, ¢os 8, - a; cos 26, . . .
40, sin 8, +a; sin 28, 4. . .
Jest jednostajnie zbieiny dla wszystkich funkeyj ¢ (6), nalezaeych do danej
mnogosei 1).
Aby médz zastosowaé te twierdzenia do czesci rzeczywistej i urojonej

funkeyi zmiennej », otrzymanej przez podstawienie, zamiast argumentn z
funkeyi F4 (), funkeyi u, okreslonej przez wzdr

u
e ATy
uHe

r—a ’

zauwazmy, ze gdy # i #" oznaczaja dwie wartosci zmiennej 2z, odpowia~
dajgcej wartosciom ¢¥'¢ i &% na u, bedzie koniecznie:

) |2"—# | < K|z—a].|8—0 |,

gdzie K oznacza stala, zaleing tylko od o?). Z drugiej strony, dla
wszystkich wartosei 2' 1 2", nalezgeych do X, bedzie:

®) | PA()—FAE) | <K |27 |,

.gdzie K, oznacza staly, wiekszg od wartosci bezwzglednych funkeyi FA (z)
‘w obszarze X.

Bedzie tedy:
© | FA(")—FA{) | < K. K |xz—a|.|0"—0|=.

1) Zdaje sie, #e w ogélnosci nie oceniano nalekyeie doniostosei twierdzenia Lip-
sehitza., Najezedciej przedstawiane ono bywa jako nzupelnienie stawnego twierdzenia
Dirichleta, mogace postuZyé do badania zbieZnofei szeregu Fouriera w sasiedz-
‘twie punktéw, w ktérych fankeya dana posiada nieskoficzenie wiele maximéw i mi-
nimdw. RozwaZywszy rzeez zasadniczo, widzimy, Ze z tych dwéch twierdzen twierdzenie
Lipschitza jest glebsze, poZyteczniejsze i bardziej elementarne, twierdzenie za$
Dirichleta naledy raczej do dziedziny Arytmetyki wyZszej.

@

%) Jegeli §' i 6 ezynia zadod¢ jedno i drugie juZ to nieréwnosei 0 < § <=, jud to
4l—a
’

. Los . = Py 21— s . el
-iterdwnofei 0 > > — =, bedzie mo#na wziaé K="—— . Mosna bedzie wziat K=
a

(2201
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A zatem Wsavrunki, aby rozwiniecie Fouriera bylo jednostajnie zbiezne
dla 6, 53 widocznie spelnione tak dla czesci rzeczywistej jak i czesci urojonej
funkeyi 714 (z), uwazanych za funkeye kata rzeczywistego, Wm:owadzonego
przez dwa podstawienia (4) 1 przez u = b+, ’ o

Rozpatrzmy teraz

(™ i RFA())=a,4 Z {ax cos 28 —-0, sin n6)

t. j. ro.zwinigcie czesel rzeczywistej tej funkeyi na szereg Fouriera.
Jest widoczne, ze dla u=re% jesi te

(8" BFA(2)=qa,+ 2 (an ™ cos nb—1D, v sin n6) .

K

jezeli §' 1 §" sa dowolne, hyleby tylko bylo | " — §' | =< ~

. W samej rzeczy, napiszmy

b

[t

dila prostoty v zamiast —i:% , aby bylo

"
N —
log v = ’ ( H"") “du

1—a %
1

Jezell przy 0 < § <= uezynimy, jak wygej, u =87, bedzie:

3
—iaZ 6)1-=
logv=¢ —gf co{g"‘z— ag .

[

Jezeli przeto §' i §" sa dwie wartofei na @, zawarte pomiedzy 0 i =, i jezeli ¢’ i o'/ sa
odpowiadajace im wartosei na ¢, bedzie:

o .
~ 1—a
(a) log v" —log ¢/ = f (cotg E) 48 .

o

6 2\l g\
> cotg 7 >0, azatem (F) > ( cotg —) oraz.

2
s

[

B [

ER S
3 4

9
Leez dla rozwazZanyeh wartosei § jest —

@0, po wykonaniu catkowania po stronie pierwszej i uwzglednienin réwnosei (a), daje:

91—a
— "= g'e) > log v —log v’ .

(221)
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W samej rzeczy, wedlug twierdzenia A bela, strona druga jest jednostaj-
nie zbiezna dla » = I, przedstawia przeto, jak i pierwsza, funkeye harmo-
niezna w kole »=1. Ot6z poniewaz na zasadzie wzorn (8) obie te
funkeye sy identyezne na okregu, sg wiec takze identycznemi wewnatrz
kola i to daje nam wladnie wzér (9). Funkeye harmoniczne sprzezone
moga tedy roznié sie tylko o stalg, przeto:

[Ch] IF4 ()= Z (@ 7" 08 00 -} by, 7 sinn0) -+ const,

gdzie IFA (2) oznacza czesé rzeczywists funkeyi % FAd (2).

Piszac teraz £ zamiast log v, mamy:

log »” log o”
r
o — = | e¢dt = | vdE,
log o' ‘lug o'

a poniewas | v | <1, przeto:
[o7—27 | < | log v —log ' | .

Z drugiej strony jest aa-fyo>>{r - y)e dla dodatnich x iy i dla 0l a <1, o ezem
przekonaé gie moZna bezposrednio, biorae pochodne obu stron wzgledem 2 i y, a zatem:
s —f'a < (6" — 8

otrzymujemy wiee:

o — | < g —pje.

N—a
o
Dowodzi sie, Ze nierdwnosé ta utrzymuje sie, jeZeli obie wartofcei §' i §” sa zawarte

pomigdzy 0 i — =,
Jezeli §' i §” znajduja sie po jednej i po drugiej stronie wartoSei § =0, bedzie:

l—a )
10 e,

<2 g, 1)<

a Zatem:
[or—v | <22 (g7 o 10 o).

Dla a<{11i dla « i y dodatnieh jest o ya << 21— (2t y)e, eo wynika stad, Ze dla
&4y = stalej jest maximum a2 4-ya dla x=y. Otrzymujemy wigc:

P = < (g Lo e =2 gt — gy o

(222)
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Z drugiej strony, dla «=¢f mamy rozwiniecie jednostajuie zbiezne
na szereg Fouriera:

(107 IFA(z)=a0’+E(a,.’ cos 8 — b,/ sinnf) ;

rozumujge wige jak wyzej, otrzymujemy dla u = ré nastepujace rozwi-
nigeie zbiezne dla » < 1:

(117) IFA () =a,+ ‘S_‘_ (a2’ 7 o8 nB — by 7 sinn ) .

Poréwnywajac to rozwinigeie z rozwinieciem ( 10°), dostajemy an'=ba, bu'=— aa,
a zatem dla |« | < 1 jest:

FA(s)=a,-+ia, + 2 (@ +ia)u,

i to rozwiniecie jest jednostajnie zbiezne na okregn ful=1.
Z drugiej strony, z tego, co powiedziano, jest widoczne, ze ta zbieznosé

Jest jednostajna nie tylko odnosnie kata 8, ale odnoénie wielkosci z, wy-

stepujacej we wzorze na podstawienie, byleby tylko ta wielko$é pozosta-
wala wewnatrz obszaru X.

Przyjmijmy wreszele, #e tak §'jaki §" rozni sie od r praynajmniej o -%- . Wtym razie
mozZna napisad:

it

f (1+u )1_...; da
1 1—u “

r=ye
a wiee dla =87 bedzie:
B
~ g\1—= e
log (v—p) = ‘ (eotg —;) dg.e N

3
Otrzymujemy bezposrednio:
[logtv—1g) | < |=—61,
skad atwo dostajemy:

[ o — | <[ log (v — vg) — log (v — ) | <1 67— 6| .

0t6% jest widoezne, Ze

16— B < (g7 — g e

(223)
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Oto jest wszystko, co bylo potrzebne do ndowodnienia rozwinigcia

Fd(z)=F(a)+ ‘_}: G, (% —a)

»=1

i okazania, ze jest ono jednostajnie zbiezme dla wartoSci 2 wewngtrz
obszaru X “.
Dowiedziono zatem, ze mozna uzy¢, jako funkeyi tworzacej, fankeyi

. f [(H—u ]guz‘;

(48) ful a)————
lub

f[( =y
) » = ;

a, jako figury tworzacej, figury sercowatej, okrelonej przez wzor
z=at(2—a)f(u]a),

gdy u opisuje okrag, ktérego Srodek znajduje sie w poezatku, promien zas.
réwna gie jednosel. Wielomiany G, (x—a) staja sie w tym przypadku:

G, (x—a) = ’ly«—;f) F(a) w“+ )—}—
(50) ) -
A

Przypomnijmy sobie wzér (21) 1 zanwazmy réwnoczesnie réwnosé
5D o=(3]e A +av@,

ktéra z niego wynika bezposrednio i wskazuje w jaki sposéb o dazy do
nieskonezonosei, gdy a znika. Z réwnosei (6) otrzymujemy takze w=1
wzbr godny uwagi:

6 or=1pm@ MO AT

@4
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lub ezynige iy () =1

L]

o= 2 B
=t}

Dla dostatecznie tedy malych wartosei bedziemy mieli nastepujacyg
tozsamosé o

(33) =F@+Y TiT ro@ (24" 3 "‘»-““;(/3)

—F@+ Y f‘_{‘_’_@l (z—a)e.
&

Wielomian @&, (#—a) jest wzgledem = stopnia » i réwnoczesnie wzgledem
B stopnia »—1 (patrz str. 61). Rozwazama. wyZej przez nas stosowane

w celu ndowodnienia zbieznosei szeregn 2 G, (z—a), pokazujg wprost,
=1

ze, gdy x jest jakimkolwiek punktem wewnagtrz 4,

lstnle_]e zawsze wartosé na g, dajmy na to Bos taka,

Ze szereg

< < ,1 e, (8) T—a\*
& @—a) =S W oulB) gy, (*)
% g &~ I @{=3

jest jednostajnie zbiezny wzgledem p dla kazdego
obszaru 0S8 <<B<<1.

‘Wzér (58) okaznje nam w sposéb interesujgcy prawdziwg role, jaks
odgrywa wielko$¢ B w naszym sposobie przedstawienia. Szereg Z G, (2—a)

p=1

nie jest, wlasciwie méwiae, funkeys wielkosei 8, poniewaz jego warto§é, gdy
szereg jest zbiezny, jest bezwzglednie niezalezna od . Wielko§é g
stuzy zatem jedynie do regulowania rozleglodci

Prace mat.-fizyez., t. XVI. 15
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zbieznofci, ktéra zwigksza sig tembardziej, im B iest
blizsze jedno§eci,

Przypomnijmy. sobie konstrukeyg gwiazdy 4@, Widzimy, ze gdy
obierzemy figure sercowats za figure tworzgeg, wtedy 4@ przybiera postaé
bardzo prosts.

‘Weimy naprzyklad:

@)=t

W-tym przypadku, gdy punkt z=10 obierzemy za Srodek, gwiazda A4'@
staje sig figurg sercowaty, majges za of symetryi os rzeczywisty; wierz-
cholek rozwardy figury jest w punkeie == I, wierzcholek ostry w punkeie

e—ntga——a)-}.

T=— Na fig. 12-ej mamy trzy rézne postaci gwiazdy 4.
Zauwazmy, ze gdy zmniejszamy o, gwiazda A@ zbliza sie z wielks
szybkoscig ku gwiezdzie Ay kira jest w tym przypadkn eatkowits plasz-
¢zyzng z wylgczeniem pélprostej (1. ..~ co).

Aby daé inny przyklad, przyimijmy, ze gwiazda 4, majse Srodek
w punkeie £==0, ma tylko dwa wierzcholki skohczone z=1 z=—1.
Gwiazda 4@ staje sig wiedy obszarem polozonym wewnatrz dwu figur
sercowatyeh o tym samym parametrze a, majgeych obie of rzeczywisty
jako oS symetryi i z ktérych jedna ma wierzchotek rozwarty w punkeie
z==1, druga za§ w punkecie z=—1.

= < .

d ‘\
*,
("' - ] ::)»
T N -
Fig. 13
‘WidzieliSmy, ze szereg Z @, (z—a)wr, uwazany jako szereg potegowy
r=1

wzgledem u, posiada promien zbieznosci réwny jednosei. Stad na zasadzie
twierdzenia Cauchy'ego (patrz Nota pierwsza str. 3) granica wyisza
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dnoseig. Wiasno§é ta utrzymuje sie dopéty, dopéki = nalezy do wnetrza

o
gwiazdy A®, Z drugiej strony, poniewaZ szereg Z G, (x—a) Jjest roz-
»=1

biezny, gdy  jest punktem zewngtrz A@, granica wyZsza wartoSci gra-

l/ 6, (5—a)

gdy = znajduje sig zewnatrz A'@. Jezeli zauwazymy jeszcze, ze kazdy
punkt @, znajdujgcy sie wewnatrz A, bedzie zawarty w 4@, gdy nadamy
wielkodei a wartosé dostatecznie mala, otrzymamy nastepujgce twierdzenie:

jest koniecznie wieksza od jednosei,

nieznych wyrazenia

Twierdzenie 5. Mozna zawsze wybraé funkcye two-
rzgcg w ten sposdéb, aby zachowaly sie wszystkie
wlasno$ei, podane w twierdzeniu 4 i aby nadto:

1-0 Gdya jest dane, granica wyzZsza wartosci

granicznych wyrazenia

V G,(m—a)%,v:l,Z...oo byla
rowna jednofci, gdy x nalezy do wnetrza gwiazdy
i byla wieksza od jednofci gdy z znajduje sie¢ ze-~
wnagtrz A®@.

2-0 Gdy punkt x jest polozony wewngtrz gwiazdy 4,
istnieje zawsze wielko§¢ ¢ <C1 taka, ze gdy o jest
mniejsze od o, granica wyzsza warto§ci granicznych

z jest poloZone zewngtrz 4, to granica wyzsza jest
zawsze wigksza od jednosci jakiemkolwiek bedzie a.

‘Widzimy, ze twierdzenie to daje cenne kryteryum do znalezienia
wierzcholkéw gwiazdy A. Aby byé pewnym, ze punkt z nie moze byé
polozony wewnatrz A, wystarcza w samej rzeczy pokazaé, ze, gdy obie-
rzemy wielko$é a dostateeznie maly i wielkosé M tak wielks jak cheemy,
bedy zawsze takie skazniki », ze | G, (x—a) [ > M. Z drugiej strony,
jezeli z jest polozone zewngtrz 4@, mamy pewnosé, ze istniejs takie
skazniki.

‘W przypadkach zwyklych zajdzie to, Ze zawsze bedzie skaznik w,
taki, ze |Gy (x—a)| > M, gdy »>w,. Z drugiej strony, gdy z jest
polozone wewnatrz A, to przy 8 dowolnie matem i a dostatecznie malem,
znajdzie sig skaznik », taki, ze | G, (z—a) | < 8, skoro » > ,.

‘W innej Nocie powrdee do pytania, dotyczacego szukania wierzcholkow
gwiazdy 4.

,v=1,2,83..00 jest r6wna jednosei, gdy za$§

(228)
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Figura sercowata, okre§lona przez

z=a-+ (x—a) f(ula),

gdy funkeya tworzgea f(u | @) jest dana przez riwnosel (48) i (49), gdzie
zmienna « przebiega po okregu o srodku w poczatku i o promieniu rownym
JednoSei, posiada nastepujaca godng uwagi wlasnosé. Uwazajmy figure, jako
utworzong przez promiefi obracajacy sie okolo frodka a. Jeden z katéw,

Jjakie promien tworzy z konturem figury, jest zawsze - ax, pricz w punkeie

1 144 | —g o°
Tl (e
e=aqa — ¢ (x—a),

gdzie oba katy sg n——,_lfa:z.

Przypomnijmy sobie definicye gwiazdy 4. TUstalmy wektor 1 uwa-
zajmy figure sercowats wokolo tego wektora, wpisang w gwiazde 4.
Wierzeholki wspdlne tej figury sercowate] i gwia—.
zdy A sg réwnoczesnie, na mocy wiasnosei fignry sercowatej, o ktorej
mowa, wierzcholkami gwiazdy 4@,

Zsaa{z-a).e

Jezeli wiee E jest gwiazdg spolsrodkows i homotetyczng z gwiazdg A,
ktora lezy w jej wnetrzu, jezeli E TJest mnogoseig wszystkich punktow, na-
lezgcych do réznych figur sercowatyeh, zbudowanych ‘Wol‘{OIO We]}itoréW po-
migdzy punktem @ a punktem wewngtrznym Jub znajdujacym sie na kon-
turze gwiazdy E, whedy gwiazda E Vvedzie identyczna z gwiazdy E.
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‘Wiadomo, Ze granica wyzsza wyrazenia |-F4 9 (x)| wewngirz lub na
konturze gwiazdy E jest tozsama z granicy wyZszg wyrazenia | FA® (z) |
na konturze. Nazwijmy te -granice przez g. Granica wyisza wyrazenia
| FA® (z) |, gdy » nalezy do figury sercowatej, zbudowanej wokolo osi
symetryl (az), gdy » nalezy do konturn gwiazdy F, nie-jest tedy wyzsza.
od g, -Many :

FAO (2) = F (@)% ), @, le—a)w;
stad: =
|16 @—a)|<yg,

mozemy wige wypowiedzieé twierdzenie:

Twierdzenie 6. Mozna wybraé funkeye tworzaca
Wten.sposéb, aby zachowaly sie wszystkie wtasnosei,
wyrazone W twierdzeniach i 5 inadto wtasnosé
nastgpujgea:

Jezeli oznaczymy przez'E gwiazde S‘pﬁ’léfr'oﬂ‘kowq,
homqtety‘c?xna{.l"’znajdujg(i@ sieg wewngtrz Ltca;’ PrIez x
pnnkﬁ, znajdujgey signakonturze gwiazdy E przezy
granice wyzszg wyrazenia'| FAW (z) dy z przebie
ten kontur, wtedy, jezeli: ey e e

FA® (@) =F (a) + Y G»a—a),

=1
glzie @, (z—a) ma to samo znaczenie, co w twierdzeniu 4, bedzie:
[G@—a)|<g; »=1,2,3... 00

Wi@eé latwo, ze, gdybysmy zastosowali figure klinowats zamiast serco- ‘
watej, otrzymalibysmy twierdzenie daleko barduiej skomplikowane
Qadac a.=1, otrzymujemy z twierdzenia 6: .
Niechaj @ bedzie kotem zbieznoseci, r wielkodeiy

. P

;1] J8zg od promienia ZbleZD.OSC. g
(l()l]a,f[l[ﬂ nnie 1 szeregu
Taaylol'a-

F@+ liy FO)(a) . (z—ap

niechaj dalej.g bedzie granicy wyzszg wyrazenia | FC (z)]
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paokregunkola ktérego §rodkiem jestw, promieniem #
jezeli o jest punktem na tym okregn bedzie:

1% Fo(a) . (2—ay

—

<g; 0=12...00)

Jestto %o samo twierdzenie, z ktbrego tak czesto korzystaliSmy w naszej
pierwsazej Nocie ) 1 kibdre wyraza sie ogoluie w postmei:

|5 @ <.

Nie mozemy zamkngé tego artykulu nie wspomniawszy o pewnym godnym
uwagi wynikn, do ktérego doszedt p. Borel, a wezesniejszym od prac
naszych.

Borel (Fondements de la théorie des séries divergentes sommables.
Journal de Math. (5), 2. 1896, p. 103—122) dowiédt réwnosei

o

FE(@=Jim et 3, 15 [ F@+ - PO @ -0+ A P @ =]
=0 — -

gdzie % oznacza wielko§é dodatnig, K zas jest gwiazdg zbieznosci, opisana
na kole stalych F (a), F® (a),...,F® (a)... Wykazal on przez to, 7e
istnieje wyrazenie analityczne og6lne, zbudowane jak szereg Taylora
z samych elementéw F (), F©) (@), F'@ (a) ..., wzigtych z funkeyi, lecz sto-
sowalne do gwiazdy zbieznosci, opisanej na kole tych elementéw i zawiera-
jacej w swem wunetrzu kazdy punkt tego kola, w ktérym funkeya pozostaje
regularng. O ile mogli$my sig przekonaé, on pierwszy podal ten wainy
wynik w teoryi przedstawienia analitycznego funkeyi monogenicznych.

W czagie druku tej Noty dowiedzialem sig o nowym wielece wainym
wyniku, osiggnietym przez p. Bore la.

‘Wyrazenie graniczne, przez ktére wyraziliSmy FA (x) i dla kiérego
gwiazda A jest gwiazdg zbieznosei, moze byé napisane w postaci

ln Jim 3, G (o—0)-

1) Patrz Weierstrass Werke. Bd. 1, str. 67. P. Hurwitz zakomunikowak
mi w czasie odwiedzin uw niego w Zurychn w maju roku zesztego (1900), %e oddawna
w kursie swym zwylkk podawaé twierdzenie Welerstrassa w postaci, ktéra jest przy-
padkiem szezegdlnym mego twierdzenia 6.
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Jest to w rzeczywistosei wyrazenie graniczne podwoéjne. Lecz znaleZlismy

w pierwsze] Nocie, ze mozna zawsze wyrazié F4 (z) przez wyrazenie gra-

niczne pojedyificze lim g, (% | @). To wyrazenie graniczne pojedyhcze jest
n= oo

niedogodne z tego wzgledn, ze gwiazda 4 nie jest koniecznie jego gwiazds
zbieznosei. Zachodzi pytauie, czy nie mozna wyznaczyé wielomianu g, (z | a)
tak, aby wyrazenie lim g. (z | @) mialo gwiazde 4 za gwiazde zbieznosci.
P. Borel za pomoca glebokiej analizy, ktéra niezadlugo oglosimy dru-
kiem, wykazal, ze tak nie jest. )

A zatem wyrazenie analityczne najprostsze, przedstawiajace galas
F4 (z) wewnatrz gwiazdy 4 i dla ktorego ta gwiazda jest gwiazds
zbieznoei, jest koniecznie wyrazeniem granicznem podwdjnem, jak i to,
ktore podalismy w twierdzeniu & Noty niniejszej.
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R. MERECKI,

Watyw mmiemnej dziatelnosei stofea na uieokvesowe ruchy atmosfery ziemskic;
- | temperaturg powietrza simefy pozandwnikowe],

CZESC IL.Yy

‘W celu nzupelnienia mego poprzedniego studyum o falach cisnienia
(Prace matem.-fizyczn., t. XIV) w zwigzku z zmienng dzialalnoscis slofica,
staralem sig zebraé mozliwie najwiekszy materyal obserwacyjny dlugoletni,
lecz pomimo wyzyskania wszystkich dostepnych mi Zrode?, jedynie dia
Europy i przewaznej czesei Azyi znalazlem dostateczne dane. Przebieg fal
z kilkunastu miejscowosei zostal juz ogloszony w ,Meteorologische Zeitsch-
rift“ z r. 1904 (Die Sonnentitigkeit und die unperiodischen Luftdruckinde-
rungen); w dalszym ciagu przytoczymy te dane lgeznie z nowo opracowa-
nemi stacyami, nadmieniajac, iz poprzednie liczby z Irkucka i Tyflisu ulegly
niewielkiej zmianie z przyczyny przybrania do obliczei znacznie wiekszej
liczby lat obserwacyi

Przebieg calkowitych fal ciSnienia w okresie rocznym podajemy w Ta-~
blicy I-ej, z uwagy, ze Vardo i Bodo s krancowemi punktami na péinocy
Europy; Aleksandrowska, Korsakowska i Rykowskoje — 3 poblizkie stacye
na Sachalinie, w dalszym ciggu traktowane jako jedna miejscowosé (Sa-
chalin), wreszcie Gudaur jest stacya meteorologiczng gérska na wysokosei
2000 m. w poblizu Tyflisu. Codzienny stan barometrn brany byl wedlug
spostrzezen, oglaszanych w ogdlnie znanych Rocznikach meteorologicznych
z Wiednia, Petersburga i Sztokholmu; niektére lata zostaly mi przestane
w wyeiggu z Archiwum Glownego Obserwatoryum fizycznego w Petershurgu.

1) Cze§é I w tomie XIV Prac matemat.-fizyeznyeh, str. 219—246,
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