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0 LIGZBIE KLAS FORM KWADRATOWYCH DWOJKOWYCH
0 WYRGZNIKU ZASADNICZYM DODATNIM. "

Formy dwojkowe o spolezynnikach catkowitych
a4 bzy+ o lub (a,b,0),

" nalezace do tego samego wyréznika dodatniego D = b?— 4ac, rozdzielajs
sie na skoficzong liczbe klas, ktorg oznaczam przez Cl (D). Wyréinik
nazywa sie¢ zasadniczym, gdy odpowiadaja mn tylko formy pierwotne
t. . takie, w ktérych spGlezynniki a,?, ¢ nie majg wspblnego dzielnika.
Bedziemy rozpatrywali tu tylko wyrézniki zasadnicze.

‘Wedlug metod analitycznych Dirichleta, wyznaczenie liczby
Ul (#1) zalezy od podstawowego rozwigzania rownania Fermata:

(1) Tt DU =4,

t.j. od rozwigzania, zlozonego z najmniejszych liczb ea,lkuwitych‘ dndatm't;h
T, U, Niechaj E(D) oznacza wielkoéé :

T+0VD
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oplerajac sie na badaniach Diriehleta, otrzymatem byl wzir na-
stepujacy 1):

S ) < Dy 1 D\ [ __dr
3 1 r K =2/ Pontil Bt ozt ol o~z
(2) CliD) log E(D) ._2] P E (mv) - / e de - ) (m) }l v

m=1 / ’,’('" m=1 me
e 2

. . o7 . D
gdzie v oznacza dowolng wielkos¢ dodatnig, symhol zag ( ) ma zwykle zna-

czenie symbolu Legendr e’a, nogélnionego przez Kroneckera
Zastosowania liczebne wzoru (2), bez wprowadzenia w nim modyfi-
kacyi, bytyby ucigzliwe. Okazemy atoli w tej Nocie, ze wzor (2) nadaje
sie do modyfikacyi, ktora ulatwia obliczan:e 'iuby klas, nawet gdy wartosd
wyroznika jest do§é duza, w zaloZenin, rozumie sie, ze wartodé w 1elkmc
log E(D) jeést znana z pewnem pr 7vbhzemem :

W tym eelu wprowadzamy tu wielkosé :

D .
@ s=2)/ 2 zalﬂ*+éi

D

oznaczamy przez f calkowite 1, 2, 3 , ezyniace zadosé jednemu Tub dru-

giemu z rownail

o D D

4 - (—— = -—~)= )

CR ﬁ) 1 Im (/3 <

i kladziemy: ~

, D . S

k) - *-9}/ e de, Q== —“} et —,
7

umamamc sig, by zredukowaé do polowy wyrazy, odpomadam(e takim
wa.rtoécmm B, dla kt()l}"th(?) = (.

Wtedy, zamiast wzoru (9) mie¢ bedziemy:
(2a) CHD) log E{D)=8—2P—-2¢Q.

') Rezprawa, odznaczona wielka nagroda (Grand prix des sciences mazhumatiqm %)
Akadewil nauk w Paryin w r. 1900.
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Dowiedziemy, ze wielko§¢ 8§ mozna otrzymaé z wielkiem przyblizeniem
W, postaci skofezonej; wyznaczymy nastepnie liczbe wyrazéw, jakie wzigt
nalezy w szeregach P 1 @, aby przy pomocy wzorn (2a) médz otrzymacé
liczbe calkowita Cl (D). Liczba tych wyrazéw jest wzglednie dosé mala.

Roéwnoczesnie podaniy tu na nowo dowod wzorn (2), poniewaz rozprawa,
w ktorej go podalismy, nie jest jeszeze ogloszona drukiem.

Niechaj f(z) bedzie funkeyy rzeczywista dodatnia, malejacg w praze-
dziale (g ... o0); bedziemy rozpatrywali jedynie wartosci zmiennej z, w tym
przedziale zawarte. Nieréwno$é oczywista

w1

fm) [ (@) de>> f (m4-1)

m

daje bezposrednio:

ntp—1 n+p
S ) > f te i3 o,
m=n n=nil

skgd wyprowadzamy twierdzenie Cauch y'ego, e szereg Z f(m) i calka

f f (%) dx sy rownoczesuie zbieznemi albo rozhieznemi.
.l'l

W przypadku zbieznosei mamy nierdwnodei =

if(m‘) Ir(x)dx>2f(m)
—
(6) ' S‘f(w—Jf(x)da~ﬂf(m (0 8<1)
i takze: =

Ef(v)“[f(w)M—i-ﬁf(n) (0 <9 < 1)

r=a

(99)
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Cytowaé bedziemy te dwa rownania pod nazwg twierdzenia pomoc-

niczego Caunchy'ego. Spozytkujemy to twierdzenie dla wyprowadzenia

zwigzku, podanego przez Kinkelina ), mianowicie:

O Bl
o T A e T T T

y=i

(7) lim
=0

wdzie ¢ dazy do zera, przechodzae przez wartosei dodatnie.
Poniewaz funkcya :

1

1) = gy

Jest malejgcy, tonamocy twierdzenia pomocniczego Cunch y'ego wnosimy, ze:

o 1 11 9 .
2 (wf»)Fe ~ ¢ (wtne + (w-tn)yte - (0<<8<C1)

vemn
Wynika stad, w zalozeniu, Ze 1 jest dodatnie:
n—1

(1w—n)-e ——l‘ 9

< 1 1 1
@ X G e = T g ey

Kladse na chwile :

a—1 oo

. 1 e » ;
Glo)= 2 (w+v)'+9'+ (w_{—nz — o= Z “(70"‘1:17)1—';—“ 7 !

=i »=i

otrzymamy z réwnania (a):

(@) F@) = 6 (0) + agees -

‘Wnosimy stad niajprzéd, ze wyrazenie F (o) jest oznaczone dla o nieskon-
czonostkowego. Niechaj, w samej rzeczy, & bedzie wielkoscia tak mats, jak
sig podoba; wyznaczamy calkowita » przy pomocy nieréwnose

Y iAllgemeine Theorie der harmonisehen Reihen mit Anwendong auf die Zahlen-
theorie* (Progr. der Gewerbeschule Basel 1861—1869).

(9%)

icm°®

0 LICZBIE KLAS FORM KWADRATOWYCH DWOJKOWYCH i t. . o

L1y
wtn 2

i tworzymy réznicg:

P = F@) =16 0~ 6@+ | rame — )

gdzie & jest, podobnie jak 9, wielkoseia dodatnia, mniejszg od 1. Witedy
warto$é bezwzgledna wielkosei, zawartej w drugim nawiasié po stronie dru-

giej, bedzie mniejsza od —i— 4 i mozna podaé granice " taksg, aby bylo

PG () —G (o) | << % 4, jezeli tylko obie wielkosci dodatnie p 1 o' pozostajs

muiejsze od @". Wyplywa to z cigglodei funkeyi G (o), ktora jest przestepna

- catkowita. Bedzie tedy:

LR —F(g)] <8,
skoro tylko o <Zp" i o' <Te".
Wynika stad, Ze wyrazenie lim F(g) jest zbiezne, a réwnanie (a)
o=l

wskazuje, ze wielkosé & dazy do granicy oznaczonej &, dla ¢ nieskofiezo-
nostkowego; poniewaz zas:

n—1

\ 1
— .
otrzymujemy wiec, Ze:
< 1 8
i o) = ¥ ——— — y Lo 01<9, K1
lim F(g) ; oy gt 0<A<D)

Przechodzac do granicy dla » rosnacego nieograniczenie, znajdujemy :

L]

- . 1 i
Bg Fo) =,}in:o {g o log (w+n)} .
lub :

R I (w) -

lim F'(g)=— ;

i (e) Tw)

jest to wlasnie twierdzenie Kinkelina.

95)
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II.

W dalszym ciggu bedziemy korzystali z wzorn, wystepujacego w teoryi
szeregn Malmstena:

(8) o m«Z "—~——1———
. w=—ca [(x-4-m)? »}-n}

Na badanie tego wzoru, nalezgiego do klasy przestepuych, ktéry zajmo-
walen si¢ wielokrotnie, naprowadzita mnie rozprawa Appellal). Za-
kiadamy, ze « jest rzeczywiste i dodatnie, dalej, ze 0 << 1, jakkolwiek
nie jest to koniecznem.

Korzystajmy z wzoru:

§
M)

REp— e—u:—(w-un)’:z 2

—_— dz
[(tm) 4u]z” %
zachodzacego dla wartosei s, majgeych czesé rzeczywists dodatnig, o ktérej

zakladamy najprzod, zeJest wigksza od 1, jak tego wymaga zbieznosé na-
szego szeregu. Bedzie:

o0

) oo
I (3;;) F 2,5, u) = / PRIy 2 Z o= (etmp e

“u n=—o0c0

1{

Na tej podstawie, znany wzor z teoryi funkeyj eliptyeznych:

<o
2 - 4(@7»:) _V Z o P wba mz)...]/___ By (& : ) ,

# =2 — oo m=—co

:zi
jezeli poYozymy w nim w==>~, przybierzs postaé:

» c—(r+m)'._y i 03 ,L,:'_‘l) ,

]

'y . Patrz List wydrokowany w ,annales de 1a Faenlté des sciences de. Toulousge”, t.-3.

(96)
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a Wz6r nasz stanie sie:

I’(—;—) F(x,5,u)=V nfﬂs m = e“"dz
lub, gdy zmienimy z na gx:

(9) a ® ( )F(x,s,u)._fﬂ, ‘— 5 7 ewemdz,

Dla # nieskoficzonostkowego funkeya #, (x ( l-) rézni sie nieskoficzenie mako

od 1, istnienie calki wymaga tedy, aby czedé rzeczywista wielkosci s byta
wigksza od 1; wzor (8) wskazuje nadto, Ze calka istnieje takze dla =0,
gdy zalozymy, ze 0 <{z<"1. Gdy uezynimy u==0, wzér (8) stanie sie:

F(2,5,0) =R+ R({1l—=zs),

gdzie E (x,s) oznacza szereg harmoniczny nogélniony:
(10) R =3
’ (ztm)
m=0

Jezeli zamiast 2 wprowadzimy %, otrzymamy z powyzszego wzort (9):

841

%) n~?‘11(%) (B (@,5) + R(l——x,s)]:fﬂs @|ine" * ds,

gdzie przeksztalcimy Jeszeze strong drugs, tak, aby byla zbieina dla wszyst-
kich wartosci s. ‘

‘W samej rzeczy; niechaj a oznacza wielko§¢ dodatnis; rozlézmy catke
jak nastepuje:

&1

: _h - Y.
fﬁs(m}iz)z 2 de-{—fﬂs{m}iz)s 2 de;
0 a

w calce drugiej polézmy {9, (x i) —1} -1 zamiast @, (x|is) i rostozmy
7

Prace mat-fizycz., t. XV.
9N
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o i . . . P
obie ealki. Poniewaz zatozylismy, ze czesé rzeezywista wielkoSci 5—Jest
2

dodatnia, przeto:

© s 9 s
fz e = a 2
s—1

i3

i bedzie :
2T () (R @, 5) + B (1—a,9)]

2 - =t y -t 10; x}iz)—1
=74 2 —}-]ﬁa(xlzz)z 2 dz—-}—[—i—(—‘ﬂj)-— dz
0 3

{
(10 3

o]

8

We wzorze tym muozymy obie strony przez T i bierzemy s==1-} p;

s
r(5)
bedzie najprzod:

8 1—s

1=t (3
3 =%+[]ogn-—loga——r—§§%] + (@,

o]

27
(s—D)T (—g)
gdzie (g) oznacza wielkosé, malejacs nieograniczenie wraz z wielkoseig o.
Bedziemy tym sposobem mieli- wzér :

r'l)
R 1+o+R0=21+9—2=[lga—lga——2L] + 9
F(z)
1+

— 1= By (x['zz)—l
B, (w|ig) 2 747 gy j A d]
NI AL, (1+9 [a( ) [
a poniewaz wedlug twierdzenia Kinkelina jest

I (x)
T(@ °

tin[ 2@ 1+0—1]=—

(98)
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przeto, biorae ¢ nieskoficzenie male i stosujac wzér znany

(1
g) 1 ,
I'(i) — ogn:I’(I)-‘lOg4ﬂ,
2
otrzymamy :
{ 83 1; 8’:‘3 =[I"(1)—log 4]+ log @
(1D ¢

( ——['& (x]w)

‘Wzir ten, podany przez nas w Buletynie czesko-krél. Tow. nank w Pradze
w rokn 1897 (,0 kilku wzorach, dotyczgeych funkeyj eliptycznych i catek
eulerowych“), ma wazno§¢ pierwszorzedng dla naszego przedmiotu.

[52 (2]in)—1
. 2

IIT.

‘We wzorze, dopiero co wyprowadzonym, zastgpmy w pierwszej calce
po stronie drugiej wielkosé & (¢ ]42) przes jej wartosé

I/1_ ie—%(ﬁ-ﬂr
z

m=—00

i zmieAmy nastepnie z na.—}; jezeli przez C oznaczymy stals Eunlera
I (1)=0,577215 ..., i polozymy dla skrécenia:

I’(m) —
@ =y,

wzér nasz przybierze postaé:

— C—log4n +loga—y (@) —y (1—=)

o
/‘6—(:6‘}“”!”1::_... -+ 22008 21%Zﬂ[g—x’z:: i‘g .

1
A

1% 5 i

‘\ mz=—00

99)
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Przypomnijmy jeszcze nastepujacy wynik z klasyeznego wzoru Dirichleta:

-1

12 > (%) ” (—%) — VD CLD) log é(p) .

k=1
Niechaj D bedzie wyréznikiem zasadniczym dodatnim; polézmy we wzorze
D

dodajmy wyniki dla k=1, 2..., D—1.
Na zasadzie zwiazkow

. , {D
(1% z= L3 i pomnozywszy obie strony przez symbol Legendre'a (-lL—) ,

-1

)=t7). Zl=

1

i nwzgledniajac wzor (12), znajdziemy réwnanie:

b

—1
2 Vﬁ Cl (D) log o (D) h 2 [ (H-mn)a._I :/ZZ
0

h—. “ m=—00 1

421D 3 (2) [ te

k=1

gdzie skorzystaliémy ze znanego wzorm:

D1 g

D 2nhrx  [(D\ . —
3, () eos 25 =[5 7
n=1 “

zachodzgcego dla wyréznikow zasadniczych dodatnich.
Podwoéjne sumowanie po drugiej stronie wzorn wykonamy, kladge
h4mD=mn i pamigtajac, ze

otrzymujemy tym sposobem:

ZVECI(D)IogE(D)=i(£)./ L +2VD5‘( )f:o‘ﬁzi

n=—00

0 LICZBIE KLAS FORM KWADRATOWYCH DWOJKOWYCH i t. 4. 11

Wyrazy szeregu plerque«o sg parami réwne; nastepnie podstawienia
Dx?

ZE =T
wim n'm

oo ]’ o [=<] o0
T dz 2D dz dz
e _— —a . T =] eF — -
f Ve oarzl)t " f ¢ z f z

= @ o
“ _—
“

ktadac wiec dla symetryl a=

z= dajg :

Lo .
T+ Otrzymamy:

(D log‘E(D) =2]/jgg(D) fV_”“Lg( U}

gdzie w -oznacza wielko§¢ dodatnia dowolna. Jest to wladnie wzér (2),
o ktérym méwimy na poczgtku tej pracy.

Iv.

B

Wrétmy do wzoru (11%) i zbadajmy, czem on sig staje, gdy x jest nie-
skoficzonostkg. Mamy najprzéd:

’

v@=yp(l+o——,

skad wynika, ze dla = nieskofhczenie malego pierwsza strona wzorn (11%)
staje sie:

» C—log 4n+loga+%‘.

Co sie tyczy strony drugiej, to wszystkie jej wyrazy pozostaja skoficzone
dla £ =0, z wyjatkiem wyrazu pierwszej sumy, dla ktbrego m==0; tym
wyrazem jest:

z

/Z’_;,,,,,ﬁz___l_ f:_,£= | f:_.-ﬁ_ s
4 Ve aVa - Ve xVm | J Ve 4 ZEN

@ I3

(101)


GUEST


12 M. LERCH.

lub:
L)
Tw e TV

1
gdzie (r) oznacza nieskoficzonostke. Znoszae po obu stronach wyraz -
i przechodzge do granicy, dostaniemy:

(2] 00

2
C—lgdnflga=—=+23 /e

CZ

dz < [ .. dz
wis 924 o / gen 02
Va + Z

m=1 2=1 0

1
Polozmy u=% i przeksztalémy calki, jak wyzej; otrzymamy zwigzek:
. dx _ C—logdn - 1 i
(13) 7 Zm /N‘MJrZ/ = 2 +Vv_§IOgL’
m=]1 ”YV(‘Z m=1 m? 'Z

ktory postuzy nam do wyznaczenia wartosei sum:

(14 1_1/% Z — fe""’flx S, = Z [e—

m=1 =1 m mi

D'_ D
W samej rzeczy, z wzoru (18), gdy w nim polozymy » = -l%’ wynika:
_2 1 w_aﬂ _ C—logdn z_t._ [e—”
== e R & I Z :
m=1 M w=1 m*Dzx
mVT
gdy za$ wezmiemy v = Du, bedzie:
Sg=2[6’“’(i &’@+VD10—IOD‘VDM—MZ [ e~ da .
m=1 "".:1 m=1 my Tuw

Zauwazmy, ze réwnania, ktore znajdujemy, catkujgc przez czesei

oo 0o (=} N (=]
g dx e _,dx e e 1 [ Lde
£l — == il L ru € =3 -
x @ ® . 2a 2 z
a e a d

(102)
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dajg nam nastepujace nieréwnogei:

m’l)ﬂ:

l 00
(5) E/e_xlﬂ Dusr Al me

m=1'mp m* D =]

e Puz

2 / ~ dm<l)u:z

W=l MVIJm w=1 -

Jezeli wybierzemy u w ten sposéb, aby Du oraz réwnoczesnie 2 byty dosta-

tecznie wielkiemi (np. u==1), strony drugie nieréwnosei (1‘3) bedy mialy
wartosci niewielkie, a wielkosei (14) beda dane ze znacznem przyblize-

niem przez WZory:
C—log 47
S, = ———«;g 7-}—]/% + log l/——f ,

Sg=¥ciﬂ—:;)i‘i“_—r—}—lfl)u —log VDu .

(14 2)

Suma S, okreslona przez wzér (8), ktéra jest réwna
(16) S=8VD+ 5,

ma wartos¢ przyblizong nastepujgcs

=1+ VD (log D+ C—log 4=+ 2V log )
(16) )
— 5 (log D— C+-log 4 4 log u—2Vw).

Czesé zalezna od parametru dowolnego o, t.j.:

(1+VD) (Vu-~logVu),

staje sie najmniejsza dla # = 1; zalozenie to zawsze ezynié bgdzfemy
Znajdziemy tedy nastepujgcy wzor przyblizony w zaloZeniun, ze u=1¢

(17) S= E VD (log D+ 0,046181) — ? log D +0,023090 ;
w praktyce bedzie mozna strone drugy zastapié wielkoseig

7VD lovD———logD

skoro tylko wyréznik D przekracza pewns granice, w zalozeniu, rozumie sie,
ze wielko$é log E(D) ma takze warto$é znaczna.

(103}
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V.

Wyznaczymy obecnie granice wyzsza bledu, jaki wprowadzamy do
rachunku, biorac skoficzong liczbe », odpowiednio »' wyrazéw w szeregach:

< (Dy1 [ .. < (D) [, de
S )5 [ SR [~
m=1 P m=1 mir

* ny 5= Da

Bledy te beds w kazdym razie muiejsze odpowiednio od wielkodei:

oo ) =) o "
1 [ . dz
oty == $‘ — | e *dx, b,rzz e
eV N, z
y=pt ey P
ddrn D

Funkeye:
1 oy
= — 2 i = —‘z’-t—,{
f(=) 2 fe— de 1 f(2 fe Z
az a%?
54 malejgeemi; stosujge wiee do nich twierdzenie pomocnicze C auch y’ego

Ef@-ff(ﬁ)dﬂ—ﬁf(m), O0<#<1)

y==psl

otrzymujemy bezposrednio:

o co- o
a, =f~%z— [e—””dx —-%‘J e de,
r az ar
o0
e [y [t

P

gdzie potozono:

R
D )V Du

i gdzie 0<<H<<1, 0<<® < 1.

a =

(104%)
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Calka podwoéjna
J= f —czi— f e dx |
z

odpowiada warunkom 7 <Cg<Z —‘;i i moze byé przedstawiona tak :

(18) J= [e—“‘ i fg —_—fe-"[loga:—log (@] dz
lub, gdy nezynimy ar==v:

J(v) =fﬂloga: de—1logy | e dx .

Tym sposobem warto$é wyrazenia a, bedziemy mogli napisaé w postaci:

(187) ar=T () — fe—z'dx

Aby przeksztalcié wyrazenie by, zauwazmy, ze catka p(;dwéjna

e

J’=fds
z

r (a;' o

P da sig przeto przedstawié W postaci:

jpwhf@_[__q el

Wy

J = fe—”’dar-——r [e—’dm
T

&

odpowiada warunkom ' < z<C—

Iub tez:

(105)
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Jezeli potozymy wiee dla skrocenia
X o«

- -
(19) K(v)=2‘fe (lm—vfe =

° o*

otrzymamy nastepujgce wyrazenie na bq:

—‘K(‘a,'?") — e*md—x .
a

(197 by = -

o

To majge, potézmy « = £, aby wielkosei

a-f]/ﬂ az’=l]/z

&y D

wyrazity sig liniowo i przyjmijmy £ za zmienng niezalezng. Korzystajace
z Yatwo sprawdzalnych zwigzkow

DN )
znajdziemy, ze pochodna wzgledem £ gldwnej czesci wielkosel 2l/ é—n,. + by,

to jest:
K (a'r
=]/ 2 7 4+ EED
wyraza sie w sposéb nastepujacy:
as 1 - 2 (.
= e do + —— i da .

dE .

Wyrazenie to znika dla r=1/, é=1; widzimy tedy, ze DbYad staje sie
prawie minimalnym, gdy weZzmiemy réwng liczbe wyrazéw w obu szeregach
i zatozymy, ze w = 1. Polézmy tedy ostatecznie:

— 7 )
a= '—.—E-, v==ar,

(106)
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tak, ze wielkosci a,, b, przybiora postaé:

K(u)__ﬂ, e“—di
a . x

o2

“r=J(U) -—iz— ]16_2’611; ) by =

Bedziemy jeszeze potrzebowali nastepujgcej wielkosei:

2(1,

(20) =2 —a,+b +-b.,

okreslajgcej granice wyzszg bledu, o ktorym méwimy, t. j. wielkosei:

=) 0o

oI5 S [

y=r+1 r=r4+1a?

Przy pomocy réwnania (2) otrzymamy najprzod wzoér:

Cl(D) log E(D)

]-j—ee,

=1 “amt

]
BRI [
) ( (—1<o<)

inastepujgce wyrazenie na ¢;:

_2IW+EE) 29 [ ,[mzdw
(201) e = - e € dxw—ﬂ- e —

ktére postuzy nam do wyznaczenia liezby .
Polézmy dla skrocenia:

2J(0) 4+ K (@) = A (v)

tak, ze A bedzie funkeyy, okreslong przez wyrazenie

oo \OQ <o d“c
©2) A(u)=2fe—z’logmdw+(2—21ogv)j e—z*dx—vfe—w v
. 2 ”

v

(107)
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polbzmy jeszeze:

) =2 (ot f.?-z e

L4
wtedy z wzoru (20') wyniknie:

A ('v)

(20%) o= ~H Q). (0¥ <)

To majge, na mocy wiadome] parzystosei liczby C1(D) dosé bedzie wybraé
liczbe r zgodnie z warunkiem
e <log E(D),
ktéremu stanie si¢ zadosé a fortiori wedlug (20%), gdy przyjmiemy:
23) A@W)=alog E(D).

(v=ar)

Dla wyznaczenia liczby », wystarczy ulozyé tablice wartoSei funkeyi A (v),
dajgcej sie Tatwo obliczyé przy pomocy wzorn:

A =@—0—lgHV 2
(24) - R
9y i (1)
+@o—Vmlogo+ Cﬂ,’*‘z 1 vy Qv1)F
=1
lub tez:

)= —. ? ___?_ 3 i _ 13
A(w)=0,0823+(2v 1,7724)10g?+0,5772v R R i
Mamy naprzyktad :

A(%_)_—.Msga, A(—-Sl-)z 14001, A(%) —1,0319
A(%) = 2,3519, A(%)=2,7044, A(%) — 3,0060, A(%) —3.2690.

Jukkolwiek liczba r wyrazow, ktora zawiera wzér (21) nje ma by zbyt

(108)
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wielka, mimo to daleko dogodniej bedzie oddzielié wyrazy, odpowiadajace
wartosciom m = g, dla ktorych

(259 (—?_)=—1 albo (%)=0 (B=5)
i wzigé:
(25) —Z aﬁfﬂdz = fe—"

B=r o'f?
przy uméwieniu sig, by sprowadzi¢ do polowy kazdy wyraz B=75,, odpo-
wiadajgey wartosel p takiej, dla ktorej ( f ) =0. Wtedy strona druga

wazorn (21) staje sie:

N .

m=1 an “atm?

) —2(P+ @) +0e,

a poniewaz suma, ktora wystepuje na pierwszem miejsen ma wartosé S—c¢,,
bedziemy mieli:

(26) Cl (D) log E(L) = 8—2 (P, + Q) — (1—b) ¢,

gdzie S ma wartos¢ nastepujacs:
N 1 1
(269 S=-5-VD (log D+ 0,046181) — ~ log D-+0,023090,

tak jak podaje wzér (17).
Poniewaz wielko$é 1—8 zawiera sig pomiedzy 012, wzér (26) moina
wyrazié przez nier6wnosé, wyplywajacg nadto z warnnku ¢, < log E (D):

gey 5240

52 (PHQ)-
e E@) <UD <—"mwmy -

log (D)

i ta ostatnia nieréwno$é okresla calkowitg Cl(D) nie dwuznacznie, jezeli
znamy z gory jej parzystosé. Nie beds tez rzadkiemi przypadki, w kté-
rych sama tylko nier6wnosé

Cl(D) log E(D)< 8

wystarcza do wyznaczenia liezby klas.

(109)
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Zanotujmy jeszcze raz, ze polozyliSmy a =l/j , ar==v 1 ze liczba

r jest okreslona przy pomocy warunku (23).

Nieoznaczonosé wzorn (26) Sciesnia sie, jezeli zastgpimy w nim ¢, przez
wartogé, obliczong za pomocg wzoru (20%).

Wazelkie tedy trudnosci zagadnienia sprowadzajg sie do wyznaczenia
podstawowego rozwigzania réwnania Fermata:

T — DU =4,

ktorego teorya zdaje sig nie byé jeszeze dostatecznie posunigta.

Aby okazaé uzytek praktyczny powyzszych wywodéw, wyznaczymy
liczbe klas wyréznika pierwszego D=9817. Tylko wyrozniki formy 8%-+5
moga mieé 71 U nieparzyste, dla innych jest 7=2x, U=2y, #*—Dy*=1.
7 cytaty Konena zapozyczam fakt, wykryty przez A. Martina,
ze calkowita @ ma 97 cyfr; wielko$¢ log E (D) jest prawie réwna
log T = log 2=, bedzie zatem przyblizenie log E (D)=222; a poniewaz
w naszym przypadku a = 0,01788, wigc warunek, dotyczacy liczby wyrazéw
staje sie:

AW)<alog E(D)=+4.

Wartosé A (—é—) = 38,269 pozwala wniesé, ze wystarczy wzigé ar = —é‘ R

skad r = 7.

Poniewaz réwnanie (-?) =—1 ma tylko rozwigzania g—5,8=7,
przeto w przedziale od f=1 do =7 =17 sumy P,i Q. zawierajs kazda
po dwa wyrazy, ktore zreszta Yatwo obliczyé sig dajg.

Lecz znajdujemy S = 450,5, skad:

450
CL(D) << 559,
a stad:
Cl(D)=1, (D=9817),

gdyz liczba klas wyznacznika pierwszego musi byé nieparzysta.

110
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Jezeli wyrdznik D ma jako czynniki liczbe 2 lub 3, wartoSel g, sg
bardzo liczne i rachunek mogliby sie staé uciazliwy. I dla tego to zalecitbym
zmodyfikowanie wzoru przez wyrzucenie najprzéd wartosel m, zawierajg-
cych jeden lub drugi z tych czynnikow.

Niechaj tedy bedzie D'=4m wyznacznikiem parzystym; suma, wy-
stepujgea po stronie drugiej wzoru (21), zawiera faktycznie tylko wyrazy
rzedu nieparzystego i mozna bedzie napisaé:

§'—2(P.4+ Q)+O—1),

gdzie P’y 1 ', sg sumami P, i @, ograniczonemi do wyrazéw pochodzg-
cych od nieparzystych wartosei g, i gdzie:

(#=1,3,5,7..)

To majae, poldozmy :

s ‘—‘-—i (5%; [:15(7::,‘_5_ f:o_, (1:),

p=1 Zra 49°a®

bedzie widocznie :
§'=8—-8",

gizie 'S jest wyzej badanym szeregiem. Aby otrzymaé wielkosé S7,
Zauwazmy, Ze:

S"=%~ VD S 4 8", ,

gdzie:

=3 o @ =

2 l —2 | p— [zdx

I T
=1

2ra y=1"tr%2
Te dwie wielkosci otrzymaé mozna z wielkiem przyblizeniem przy pomocy

(111)
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wzordw (14) i (14a), w ktérych nalezy wzigé u=4 i u=% . Piszge
D =4m, otrzymamy :

S = -Q_ITO'%M&[—{—-V-IM_; -+ %log m, Sly= —C’;g%tf— V;;—%Iogm.

= 4, mamy tym sposobem:

Kladae na chwile Q—_léogﬂ

S"z—;—l/mogm-l-VE;(A+1)—%1ogm+A+1,
a poniewaz wedtug (16%) dla D ==4m, u=1 jest:
S=V7ﬁ(logm+2A—|—2+10g4)——;:10gm+A+1———10g2,

znajdziemy wiee, odejmujge:

@7) S’:%Vﬁ (log m+ C—log =+ 2 - 2 log 2)—log 2
lub:
(27) §"= 1 Vm (log m+2,818770) —0,698147.

Liczba klas bedzie tedy okrgélona przez nieréwnosei :

(28) 8'—2P'—2Q/,

8'—2P'—2¢Q’,
log E (D)

>l (D)? Tog (D)

—2, (D=4m),

Niechaj bedzie np. D= 4m ==4.859 — 3436; bedzie:

% T="7024.1018,
skad
log E (D) =15328,
nastepnie
> ‘o ==10,0308
a2y
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i wreszcie :

alog E(D)=1,64;

ZWaZYyWszy, ze A (é) = 1,409, bedzie mozna wzigé ar = % , skad r=11,
1'bedziemy mieli tylko jedno rozwigzanie réwnania (——?—) =— 1, mianowicie
B=".
Znajdujemy :
logm—-282=957, Vm=2930,
skad :
150
7 ——
8'<C150, Cl(D) << 5398
a zatem:

Cl(D) =2,

bo liczba klas musi tu byé parzysta. -
Czytelnik sam spostrzeze, w jaki spos6b modyfikuje sie wizér ogélny
w przypadku I)=3m lub D = 12m.

Wylozona tu metoda, oparta na wzorze (2), daje sie zastosowaé i do
innych rozwinigé, podanych przez nas w uwieficzonej rozprawie, tak dla wy-
znacznikéw dodatnich jak i dla ujemnych. Przy innej sposobnosci powréce
do szeregéw warunkowo - zbieznyeh, wystepujacych w tym ostatnim przy-
padku, i okazg, ze metody analityezne majg istotng wyzszosé nad metoda
elementarna, polegajaca na wyzhaczanin form zredukowanych.

Prace mat-fizyez., t. XV.
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