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ALF GULDBERG,

UEBER - SIMULTANG LINEARE DIFFERENIENGLEICHUNGEN. -

(0 ROWNANTACH ROZNICOWYCH LINIOWYCH JEDNOCZESNYCH).

Die Theorie der linearen Differentialgleichungen und die Theorie der
linearen Differenzengleichungen haben bekanntlich mehrere Berithrungs-
punkte. Diese Thatsache hat man auch ziémlich eingehend benutzt, wenm
es sich um das Studinm einer linearen Differenzengleichung !) handelte,
degegen hat man, meines Wissens, beim Studium der simultanen linearen
Differenzengleichungen diese Thatsache sich weniger zum Nutze gezogen.

Tn den folgenden Zeilen erlanbe ich mir einige hierher gehorende Sitze

Man nennt ein Differenzengleichungssystem ein lineares, wenn dasselbe
die Form hat: o

® V=2 Auw )+ dinys

L)

wo die A Functionen der = bedenten, und zwar nennt man dieses System ein
homogenes lineares, wenn die 4inys gleich Null sind.

1) Siehe z. Beispiel Markoff: Differenzenrechnung p. 148 fg. siehe aunch: Ency-
klopiidie d. mathematischen Wissenschaften. Bd. I, p. 982.
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2 ALF GULDBERG.
‘Wir betrachten zunichst ein homogenes lineares System :
) "
@) ?/a(v'-)i-l =}§1 Ay 1/2) .

(f==1,2...2)

Bs ist dann klar, dass, wenn g (=12, k=1,2..n Darticulire Losungs-

systeme des Systems (2) darstellen, nothwendig auch
n N

?/$)=£0iyf, (F=1,2...u)

worin ¢, ¢, ... ¢, willkiirliche Constanten oder periodische Funktionen von

@ von der Periode 1 bedenten, ein Losungssystem bilden, wie durch Rinsetzen

in das System (2) unmittelbar hervorgeht. .-
Mai sieht leicht, dass wenn die Determinante -

W'y Yoo

2

0

s 7?/0111 {
Yo', Y

g2 |
A = » Yoo
A=

n1 %2
:l/a s yﬂ e heey y()?lﬂ

der n particuliren Losungssysteme von Null versehieden ist, dasy dann
jedes Losungssystem von (2) in der Form:
”
Y= X" p; ik

i=1,2...n
C = T ) =1, )

enthalten ist.

Betrachten wir jetzt das nicht homogene System (1); es sei
799 v=1...m ein particuliires Losungssystem von (1). Wir erhalten dann
dwreh Einsetzen desselben und Subtraction der resp.. Gleichungen, wenn
YO — 49 =20 gesetzt wird: ' )

3 ‘ =3 duad.

(i=1,2...%)

Seien nun % simultane unabhingige Lisungssysteme dieses linearen hom o-
genen Systems &% ;. ,. ..w, S0 ist die allgemeine Losung von (3):

”
= X, 2,
= o

(f=1,2...n)
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TEBER SIMULTANE LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN. 3

Die allgemeine Liosung von (1) wird also:

Y =0+ 20

(i=12...m)

Wir nennen das System (2) das adjungirte System von .

‘Wir konnen nun die Untersuchung des linearen Systems (1) dadurch
vereinfachen, dass wir zeigen, dass die Aunfsuchung von Lisungssystemen
‘nicht homogener linearer Systeme (1) stets anf die Bestimmung derjenigen
tir das adjungirte System zuriickgefiihirt werden kamn. Sei nidmlich
#Y ¢=1,2...w ein particulares Losungssystem des adjungirten Systems (2),
50 werden die Substitutionen:

(4) Y9 =l A, ((=1,2...%)
«die Differenzengleichungen (1) in:
7%, (28 + 429 =;§1Azk 70 2® L Ay, (i=1,2.. .5

berfilhren. Nun befriedigen aber die 57 das System (2), folglich kénnen
wir unsere Gleichungen schreiben :

(21 7 1
7 o N [
A2 = A —7— (&9 — 20 ... A —5— (0 —20) 4 i i o
Nat1 Nz+1 PE
L 7" (n—1)__ o)) 4 4 L
L\Zgﬂ:A"l W (22)—2-(:))—}—..4‘{—11"“_3 o) (Zz —&y )+‘.« MH—]W .
: Nzta /i path

Ziehen wir die erste dieser Gleichungen einzeln von den n—1 folgenden
-ab und setzen wir:

2] 1) — g1
) — ezl =wu ",
and berticksichtigen, dass
73 L a4 =1 {1e—1)
z£)~—z§£" = uff )—-uz

ist, so erhalten wir folgendes lineares System :

(i=1,2...n—1}

#—1
(6) Aull =X By ud + B ,
=1

wo die B;, homogene lineare Functionen der 4,41 sind, also Null werden,
wenn die letzten Grossen verschwinden. Rt

(25)
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4 ALF GULDBERG.

Wir erhalten somit den folgenden Satz:

,Die Kenntniss eines particuliren Losungssystems von » homogernen
linearen Differenzengleichungen ermdglicht sowohl die Zuritckfithrung die-
ser (Heichungen auf #-— L homogene lineare Gleichungen, als auch die
Zuriickfithrung derjenigen 7 nicht homogenen linearen Gleichungen auf
n—1 solche lineare (leichungen, von welchen die ersten Gleichungen die
adjungirten sind*.

Man sieht zugleich, dass, wenn man ein Losungssystem von (6) gefun-
den hat, auns der ersten der Grlelchungen (5), die in die Form gebracht
werden kann:

0] 7™ L
1:0=4, 77]1'_— ) 4 Ay —— P 1 “()) + o dia '(f_;‘ uf A "
x-+ .Z

z+1

und den entsprechenden folgenden GHleichungen, z{, 2. ..zg"), also nacl
den Gleichungen (4), auch ... y® durch endliche Quadraturen hergeleitet
werden konnen.

Die hier gemachten Bemerkungen verallgemeinern sich leicht, und
man sieht, dass die Integration des Systems (1) stets anf die Tntegration
des Systems (2) und auf endliche Quadraturen zuriickfiihrbar ist.

Wir werden jetzt den Fall betrachten, dass in dem System:

@ - Y =2 Aa

die Coefficienten 4, Constanten sind.
Setzen wir:

™) Y =ea",

¢=12...0)

so konnen wir im Allgemeinen die Constanten e und a so bestimmen, dass
(7) ein Losungssystem von (2) bilden. Denn setzt man die Werthe (7 ) in
(2) ein, so0 erglebt sich das Gleichungssystem :

(Ay—a)e+dppes+ ..+ Ajwca=0,

Apey + (dpg—a)er 4~ ... G done, =0,
(8) e

Aureg 4+ Ausey+ ...+

worans, da nicht ¢, e, ,...

(‘4:1 n ﬂ) e, =0 )

, & stmtlich gleich Null sein sollen, jedenfalls: .

(26)
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’ dy—a, Ay, 4y,

© ’ Ay dpg—ay o Aun

l :1,,1‘4 ,7:1,”,—&

folgt d. 1. es muss a eine Liosung der Gleichung #-ten Grades (9) sein. Sind
diese n LoOsungen u, ay,...,a, verschieden, so wird sich aus dem Glei-
chungssysteme (8) zu jedem dieser Werthe von a im Allgemeinen ein be-
stimmtes System der Grossen e, ,..,e, ergeben. Nennen wir das zu a,
gehorige System e ...6n, 50 werden somit die Gleichungen (8) befrie-
digt, also durch die zugehorigen Ausdriicke (7) anch die Differenzengleichun-
gen (2) erfilllt sein, so dass sich die » Losungssysteme §*= ey a2 ¢ 1=12..
ergeben. Diese Losungssysteme sind nun auch linear unabhéingig, denn (he
Annahme einer linearen homogenen Beziehung mit constanten Coefficienten:

Sdigr=0
i=1

oder:
n

(10) Yeiena; =10,

=1

ziehen auch die n—1 folgende Gleichungen nach:

" %
Sieqaar=10,., Zdieaaar=0,
=1 =1

welche mit der Gleichung (10) verbunden als lineare homogene Glei-
chungen in:
drena®, ey @, ... hen

aufgefasst, die Determinante:

l 1
! ay, @y ...G |
| 2, a2 2 ={)
1 7—1 n—1
o™ a
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6 * GULDBERG,

oder wie bekannt:
(@ —as) (i, —ay). .. (Gyey — ) =10,
liefern wiirde, was nicht moglich ist, da die Ldsungen der Gleichung (9)

verschieden vorausgesetzt wurden. Die allgemeinen Losungen von (2) haben
also die Form:

M
y — Ny oy
yw—i%l 3i¢_u:“?~ (k=1,2...m)
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M. ERNST,

OBSERWACYE GWIAZD ZMIENNYCH,
ZROBIONE W OBSERWATORYUM SZKOLY POLITECHNICZNE] WE LWOWIE
w roku 1902.

Obserwacye gwiazd zmiennych majg przewaznie na celu wyznaczenie
okres6w zmiennosci oraz obszaru zmian jasnofei. Robione tez sg zazwyczaj
w czasach, gdy gwiazda zbliza sie do maximum lnb minimum blasku dla okres-
lenia epok oraz wartosei krancowych jasnodel. Szczegoly te s niewstpliwie
nader wazne, ale dokladne wyobrazenie o przebiegn zmian jasnosci moze nam

daé tylko krzywa, wyprowadzona na podstawie obserwaeyj w dowolnych

epokach.

Majac to na wzgledzie, przy obserwacyach zupelnie prawie nie kie-
rowalem sie efemerydami. Do obserwacyl wybralem tylko te gwiazdy,
ktére w minimum jeszeze mogg hyé obserwowane za pomocy refrakiora
Fraunhofera o 108 mm. otworze, t.j. nie przekraczajg 10-ej wielkosei.
Wryjatkowo tylko obserwowane byly gwiazdy, ktire w czasie minimmm
przestaja byé przy pomocy wspemnianego przyrzadu widzialne. Wszystkich
gwiazd obserwowanych w r. 1902 jest 87; podaje wszakze tylko te gwiazdy,
ktére obserwowane byly przynajmniej trzy razy.

W ogéle wyniki obserwacyj sg dosyé skromne, a to gléwnie z powodn
nader niepomydlnej pogody w roku minionym. Poniewai zasadniczo obser-
wowalem tylko wtedy, gdy niebo bylo calkiem czyste, wiec moglem poswie-
¢ié gwiazdom zmiennym zaledwie 50 wieczoréw. Materyal zdobyty nie wy-
starcza do wyprowadzenia krzywych jasnosci, ehyba w zwiazku ze spostrze-
zeniami, gdzieindziej dokonanemi.
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