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‘Widzimy, ze blad szacowania wzrasta w miare, jak zwigksza sig odleglosé
pozorna w sposéh do§é prawidlowy, z poczatku od A=10° wolno, miedzy
A=21 a A= 27 najszybciej, pézniej znéw nieco wolniej. Prawo zalezmosci
dA od A nie da sie wszakze ujaé w jakis prosty wzér matematyczny. Nie-
watpliwie wielkosé tego bledu zalezna tez jest od wigkszej lub mniejszej
wprawy i dla tego wartosei powyzsze majg znaczenie tylko subjektywne,
jak w ogéle wszystkie wyniki szezegélowe tej rozprawki posiadajg wartosé
tylko subjektywng. Ale jest rzeczg mozliwg, ze czynniki subjektywne majg
tylko znaczenie stalych parametréw, wtedy wyniki otrzymane nie bylyby
pozbawione tresci ogdlniejszej. Dla stwierdzenia tego przypuszczenia nie-
zbgdne s3 liczniejsze badania analogiczne.
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1.

Wynik gléwny ponizszego badania, w ograniczeniu najprzéd do
funkeyj jednej zmiennej, daje si¢ wyrazié w spos6b nastepujacy :

Niechaj = bedzie zmienng rzeczywists, mogaca przybieraé wszelks
wartosé, nalezgeg do przedziatu (— co —i—oo), niechaj dalej f(z) ozna-
cza funkeye rzeczywista i ciggla zmlenne,] x; moZna W rozmaity sposéb
utworzy¢ szereg funkeyj calkowityeh £, (z), f (x) , takich, ze dla kazdej

Z uwazanych warto$ci zmiennej 2 jest:

f@=fi@+f@+...,

przyczem szereg f;(x) -+ f, (x)... w kazdym skoficzonym przedziale jest

Jednostajnie zbiezny. Jezeli f(x) jest dla kazdej wartosci zmiennej =

funkeyg jednoznacznie okreSlong, rzeczywista i ciagly i gdy jej wartodé
bezwzgledna ma granice wyzszg skonezong; wtedy, jak wiadomo, zachodzi
nastepujgce réwnanie, w ktérem « oznacza inng zmienng rzeczywista, przez
k za$ rozumieé nalezy wielkosé dodatnig niezalezng od x i u:

e Tim ff(u)e CF) = r ).

x=0 LV

Twierdzenie, wyrazone przez to réwnanie, daje sig atwo uogélnié.

) Przektad z wydania ,Mathematisohe Werke“ von Karl Weierstrass, t. 3.
1903 (Bitzungsber, d. Berl, Akademie z 91 80 lipca 1885).
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o

Niechaj bedzie v (x) inng funkeys tej samej natury co (), nie
zmieniajaeg znaku, czynigey zadosé réwnanin v (—z) =y (z) i odpowiada-
Jjges nadto warunkowi, by calka

N +oo
/ () dx
4 .

posiadala warto§é skoficzong, ktorg oznatzmy przez w. Jezeli potozymy:

1 hee u—z\
® FeB = [fww (45,
bedzie: -
6)] Iim F (2, k) = f(z).
k=0

O dowodzie réwnah (1) i (8) uczynimy nastepujgce uwagi. Niechaj
@y, G, by, by beda wielkosei dodatnie, b, > a,, b, >> @y, wtedy mamy :

i [ [T 2] o

—b, —a,

=%_}'r:?u) v [ du+}—c.f.;:(u)w () au
| e "‘ o
=) [y @t fas .. 0) [y

‘W polgezeniu z zalozeniami o funkcyach f (), v () réwnanie to uczy,
7e calka

—};f;(u) v (452w,

1) Przez f{ay...x,) rozumiemy wartosé frednia, zawarta pomiedzy najmniejsza
& najwieksza z wartofel, ktére praybiera funkeya f(2) w przedziale od s=g do x=umu,
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gdy wielkosciom =, & nadajemy wartoSci oznaczone i gdy ay, a, staja sie
nieskonczenie wielkiemi niezaleznie od siebie, dgzy do granicy skoficzonej;
ze wiec catka

: f;(:)w(”f)du

jest wielkoscia dobrze okreslona.
To ustaliwszy, dajmy, ze & jest wielkoscia dodatnig dowolnie malg,
wtedy: )

{u—x

k

e
Jut g7 [Fr
o438

)du—i-?};—c;—‘/ ?(:)w(“;’”) du

x

F k)= 57% j ';_(;)w (“f ) du

+i [ oo (52
1 ) e 1 e
=Ef(—oo...m—»d)[w(u)du—)—-é—af(x—{—&....+oo)fzp(u)d-w
3

k *

>jer

t36 [ @)+ f (o) v (u) du.

0

‘Wynika stad:

+oo
Py —f@) =12t ) 60,
3

k
[

tye [ @)+ @) — 32 £ @) p (1) du

. oo
_f(=00..o0)—f () [ v () du
4] _3‘ }
k
+g 6 @—ed) + @+ ed) — 21 (),
gdzie ¢ i 5 sg wielkoSci dodatnie, zawarte pomiedzy 0 i 1.

Prace mat.-fizycz., t. XV. 11
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Niechaj teraz z,, =, beda dwie oznaczone wartosci zmiennej «, G nie-
.chaj bedzie granica wyzszg dla wartosei bezwzglednej wielkosel f(%); 91, 92
niech oznaczaja dwie wielkosei dodatnie, moggce przybieraé wartosei dowol-
nie mate. Wtedy mozna najprzéd wielkosei 6 nadaC warto§é tak malg,
:aby wartosé bezwzgledna wielkosei

@)+ f () —2 f(2)

byla stale mniejsza od gy, gdy = znajduje sie w przedziale (ry...ms)
i réwnoczesnie w w przedziale (0...6). Po ustalenin takiej wartosci
na 6, mozna nastgpnie wyznaczyé taky wielko$¢ dodatnig &/, aby dla kazdej
wartosel %, mniejszej od & bylo:

n+°°
[v@du<g,,
k]
&

N

2G

(]

s

a zatem, aby, na mocy poprzedniego réwnania, réznica pomiedzy F (x - k)
a f(z) byla co do wartosci bezwzglednej mniejsza od g, -+ g, i mianowicie
dla kazdej z uwazanych wartosci zmiennej .

W ten sposob ndowodniliSmy nietylko, ze F(x, k) dla kazde]j pojedyn-
czej wartoscl z dazy do granicy f(x), gdy % staje sie nieskoficzenie matem,
leez takze, Ze to dazenie jest jednostajne dla wszelkich wartosei =, nale-
Zaceych do przedzialu skonczonego.

Z réwnania (3) wyprowadzamy wniosek godny nwagi.

Pomiedzy funkcyami v (x), czyniaecemi zado$é podanym warunkom,
istnieje nieskonczenie wiele takich, ktére sg funkeyami przestepnemi calko-
witemi i réwnoczesnie s3 tej natury, ze i odpowiednie funkeye F'(z, k) dla
kazdej oznaczonej wartosei wielkosei % dajg sie rozwingé na szeregi pote-
gowe gzmiennej x, stale zbiezne. Jezeli za v (x) weZmiemy jedne taka
funkeye np. w (x) = e~22, otrzymamy nastepujace twierdzenie:

A. Jezeli f(x) jest funkecya jednoznacznie okreslona tylko dla
rzeczywistych wartosci zmiennej z i weiaz ciagla, wtedy mozna w roz-
maity sposob utworzyt funkecye przestepng calkowita F(z, k), zawie-
rajacs, procz x, jeszeze parametir zmienny (dodatni) % i taka, ze dla kazdej
wartoSci rzeczywistej « zachodzi réwnanie EI% Flx, k)=f(x)“.

Pod warunkiem, ze zmienna pozostaje w pewnym przedziale skon-
czonym, mozna dalej, jak okazano, po przyjeciu pewnej wielkosei g" dowolnie
malej dedatniej, nadaé parametrowi k taky malg wartosé &/, aby dla kazdej
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;Ir:irfnog?i * 1‘621(1;03,’ po}nigdzy F (2, %) af(x) byla co do wartosei bezwzgled-
16J8za od g'.  Jezeli przedstawimy teraz F(z. k') w nostaci sz
ol y (, k') w postaci szeregu

AD—[—A,;L-{—AQJ,-?—{—. .

1 oznaczymy s'um(; n pierwszych wyrazow tego szeregu przez @ (z) Wwtedy,

bo przyjeciu innej wielkosei dodatniej g", mozna liczbie # nadaé ,Wa.r’toéé

tak wielkg, ze dla kazdej wartosci z, nalezaeej do uwazanego przedziatu

wartosé bezwzgledna résmicy F(z, k') — G (z) bedzie mniejsza od 4", a Wi@fz

wartosé bezwzgledna réznicy f(r) — G () bedzie mniejsza od ¢’ —{—’ g"
Tym sposobem dowiedziono, ze:

. B,‘ «Gdy f(x) jest fankeys o podanych whasnosciach i gdy zmienna z
pqzostaje W pewnym przedziale skohczonym, wtedy, po przyjecin pewnej
wielkosci dodatniej dowolnie malej g, mozna w rozmaity spos;]b‘wyznaczyé
funkeye calkowity wymiern g G (z), ktora w uwazanym przedziale
tak jest Dlizkg funkeyi f (%), ze roznica f(z) — G- () pozostaje co do war-
tosei bezwzglednej stale mniejsza od g“: ‘

Niechaj beds dwa szeregi nieskonczone wielkosei dodatnich

a4y, g, g 5003 g11g21g3"'7
[==]
takie, ze ”12)10 Gy =00, Z g» posiada wartosé skonczong; wtedy, na zasa-

y=1

-dzie poprzedzajacego, mozna wyznaczyé szereg funkeyj wymiernych:
G, Gulr), Gy(@)...,
takich, ze (dla »=1,2...¢c0):
: f(x)_‘ G,(ac) ] <y'}
gdy « pozostaje w przedziale (—a,...q,). Jezeli polozymy:
fi@=61@), f(2)=06n@)—G(2),
bedzie tedy: ' '
@)= G @),
y=(
a dla kazdej oznaczonej wartoSci na z:
i Ga () = (2);

-
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stad zas otrzymujemy :
f@=DhH@.
=)

Niechaj ,,z, beda dwie oznaczone skonczone wartosei zmiennej z, wtedy
% nieréwnosei

f@)— 6. @) | <g., (—aSz=0),
[ (@) — G @) <gop1, (—Bu=23=am0),
otrzymujemy, ze dla kazdej wartosei z, na]eiqc’ej do przedzialu (x, ...x,), jest:
[A@ ] <o+ gt s

skoro » jest wigksze od liezby oznaczonej »', ktora okreslamy w ten sposéb,
ze kazdy przedzial (—a,...a,), dla ktérego » >+, musi zawieraé¢ obie
warto§ci z,, z,. Mamy tedy:

2 | £ () l<2 @+ g1, gly == ;

y=v'+1 r=y+1

o0 oo
skad wynika, Ze szereg 2 f» (%), a wiec i szereg 2 fv () jest bezwa-
r=y"1}1 »=0
runkowo i jednostajnie zbiezny dla wartosci z, nalezgcych
do przedzialu (z, ...x,). Poniewaz zas§ wybdr wielkosci z;, z, jest poddany
Jjedynie ograniczeniu, aby mialy one wartosci skoficzone dodatnie, a funkeye
f(z) sa od tego ograniczenia niezalezne, poprzedni przeto szereg jest
zhiezny bezwarunkowo dla kazdej wartosel = i jest jednostajnie zbiezny
w kazdym przedziale o =2 = x,, ktbrego granice maja wartosci skon-

ezone, Otrzymujemy tedy twierdzenie:

C. ,Kazda funkcya f(z) o podanych wyzej wlasnosciach daje sig
w rozmaity sposéb przedstawié w postaci: szeregu nieskonhcezonego, ktdrego
wyrazy 83 funkeyami calkowitemi wymiernemi zmiennej z;
szereg ten jest zbiezny bezwarunkowo dla kazdej skonczonej wartosei =
i zbiezny jednostajnie w kazdym przedziale (z...x,), ktdrego granice sg.
wielkosciami skonezonemi®.

O twierdzeniu B. zauwazymy, ze do udowodnienia go dosé przyjaé, iz
w{x) jest funkeyy przestepng calkewity, ktéra dla wartosei rzeczywistych =
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posiada' WyZej wymienione whasnosci, nie zas, iz takze F (, k) jest funkcys
calkowity zmiennej =, co nie jest wynikiem koniecznym pierwszego
zalozenia.

Jezeli mianowicie, rozumiejgc przez a, b dwie dowolne wielkosei rze-
czywiste, polozymy :

F‘ (2. k)= —é%w—fbf(uj) w (u—];.r) du

bedzie dla wartosei rzeczywistych zmiennej z:

+ o0 +c0
F(z,k)y=F, (z,k) + % [f(x——»im) w () du-- 9—1co— [f(x +ew) y (u) du .
r—a n —z
I3 T

Gdy wiec a, b,z x, obierzemy zgodnie z warunkiem a2 << a2y, b
i damy sobie dowolnie maly wielko$é g,, mozna bedzie tak ustalié wartosé
wielkosci k, aby dla kazdej wartosci zmiennej « w przedziale (g ... 2)
wartosé bezwzgledna réznicy f(z) — F, («, k) byla mniejsza od g,. Ponie-
waz dalej Fy(z, k) jest bezwarunkowo funkeys calkowits (przestepna)
zmiennej #, mozna w zalozenin powyzszem, po obranin drugiej wielkosci
dodatniej g,, tak wyznaczyé funkeye catkowits wymiern 3 G(x),
aby w przedziale (#, < ==,) bylo:

l G(‘”)“-Fl (x)k)1<gi’1
a wiec: )
' 1@ —6 @) | <g+9,

<0 wlasnie wyraza twierdzenie B.

Ten dowdd twierdzenia B jest, jak mniemamy, zupelnie Scisty i wystar-
cza tez, gdy idzie tylko o okazanie, Ze istniejs i mogg by¢ istotnie wyznaczone
funkeye calkowite wymierne @ (), przystajace tak dokladnie, Jjak cheemy,
do funkceyi danej f(xz) we wszystkich punktach dowolnie przyjetego prze-
dzialu (% ...2,). Ale za to wskazany tu spos6b tworzenia tych funkeyj
ma brak zasadniczy. Jezeli potozymy:

' . : Fl(w1 /{)=2(/‘)v"?’7
=0
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gdzie (k,), jako funkcya wielkosci &, wyraza sig wzorem:

b

¥
(k), = —2% ‘ } f (ku -fl-yvzglgli)— du |
oraz

-1

o (z, k) = Z (&), 2,

y=t)

Wiedy istnie¢ bgda wprawdszie takie wartoSci na & i », dla ktérych
w przedziale (z, = x =< x,) jest:

gdzie J jest dowolng wielkoscis dodatnig, ale gdy & jest nieskoficzenie
male, k bedzie réwniez nieskonczenie mate. I zajdzie w tym przypadku
ta niedogodnost, e z poprzedniego wyrazenia na (%), nie widaé, czy dla &
nieskonezenie malego zbliza sie ono do granicy skotczonej lub przynajmniej
zostaje skoficzone; to zas jest bezwarunkowo wymagalne, by w sposéb wyzej
episany mozna bylo dla wartosei nieskonczenie malej na & otrzymaé pray-
datne wyrazenie przyblizone funkeyi f (x).

Niedogodnosci tej mozna atoli zaradzié w sposéh nastepujgcy :

Niechaj, jak poprzednio, f(x) oznacza funkeye rzeczywista i ciagls
dla kazdej rzeczywistej wartosci zmiennej =, jednoznacznie okreglong i taka,
Ze jej wartosé bezwzgledna posiada granice wyisza skoficzong (@). Niechaj
v (z) bedzie funkeya przestepng calkowits, o ktérej zakladamy tylko, ze
Jjest rzeczywisty dla wartosci rzeczywistej zmiennej z i czyni zados$é
warimkowi v (—) = (). Niechaj dalej «, v beda zmienne rzeczywiste
od siebie niezalezne; potézmy:

Vap (utoi) p (u—vi) =y (v, v},
glzie pierwiastkowi kwadratowemu nadajeny wartosc dodatnia. Poniewaz
wartosé bezwzgledna wyrazenia L) Jest réwna 1, przeto, -—gdy @, b

v, )
sg wielkodci rzeczywiste — bedzie :

b [ ; b
@ [revatma—[roLEED puga=c [t i,
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gdzie & oznacga wielko§é zespolong, ktérej wartost b&zwzglgd1la jest muiej-
sza od 1. Jezeli wige przyjmiemy, ze v (x) jest tej natury, iz calka

~+°°
j w(u,v) du,

0

dla kazdej wartoSci zmiennej » posiada warto$é skofczona, wiedy, jezell
Qy, Gy by, by 53 wielkosci dodatnie, b, = ay, b, >> as, catki

by —ay

l"q) (o, v) de j w(u,v) du ,

& —b,
z ktoryeh druga (z przyczyny, ze w (—u,v) =y (u,v)) jest réwna

LA

j w (u,v) du ,

a

majg obie wartosci nieskohczenie male, gdy ay, a, stajg sie nieskoficzenie
wielkie. Toz samo, na mocy poprzedniego rownania, ma miejsce dla cakek.

/ 1 1 (‘u) y (utvi) du j - f () ww—vi)du,

—by LA
stad za$ wynika, ze catka

-+ o

[ 700w (ut-vi) du

—co
ma warto$é oznaczong i skonczong dla kazdej wartosei v.
Przyimijmy w dalszym ciagu, ze calka
T 00
{1/; (u,v) du ,
gdy a, staje sie nieskonczenie wielkie, dla wszelkich Wal:toéci. v, k’Fémfﬁhawa.rw
t0$¢ bezwzgledna nie przekracza pewnej wartosci granicznej, dazy jedno-
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stajnie do granicy zero, wtedy na mocy réwnania (4), tozsamo stosuje
sie do caltki

e
[ 700w (o)
a takze dla a, nieskohczenie wielkiego do calki
j £ () v (- vi) du .

Gdy wige 7V, g s3 dane wielkosci dodatnie, z ktérych pierwsza moze byé
dowolnie wielka, druga dowolnie mala, wtedy mozna zawsze wyznaczyé
dwie wielkosei dodatnie a,, a, tak, aby wartosé bezwzgledna réznicy

+ oo 3
ff(u)zp(u—{—vi) du-——[f(u) v (- vi) du

—a,

byta mniejsza od g dla kazdej wartosci na v, ezynigcej zado$é warunkowi:
—TVT=v=T.
Niechaj bedzie « ='¢4-£" zmienns zespolon i, jak poprzednio, ¥ stalg
+ 00
dodatnis, o = [ v (u) du; wtedy, na zasadzie powyzszego, calka
‘o

*) ;_mf;z;{“ku)w(u—%) du:ﬁa)—f_;a)w(_u%f) du

je:st dla kazdej skoniczone] wartosei na wielkoscig skoficzon, jednoznacz-
nie okreslong, ktorg wyzej oznaczyliSmy przez F (z, k).

Nalezy dowiesé jeszeze, 26 F (z, k) jest funkeyy catkowits (praze-
stepna) zmiennej z.

Ustanéwmy dla wartosei bezwzglednej tej zmiennej granice wyzszg r;
wtedy, obrawszy dwie dowolnie male wielkogci dodatnie g', 9", mozna wyzna-
~ezyt dwie inne wielkosci a,, a, takie, aby dla nich wartosé bezwzgledna sumy

até
3o et v(u—E e L[ o w(u— L,

el
k
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byla mniejsza od g' dla wszelkich wartosei na & &, czynigcyeh zado$s
warnnkowi &2 4 &3 <+, Mamy wtedy:

a3
v

®) Pl =g / ) w(“_;’i) dutey,

—a,

gdzie & oznacza wielkosé, ktorej warto§é bezwzgledna jest mniejsza od 1.
Calke po stronie prawej tego réwnania mozna rozwinaé na szereg stale

zbiezny P (x), a gdy sume » pierwszych wyrazéw szeregu 5 ;w P () ozna-

czymy przez G (z), moina bedzie wzigé » tak wielkie, aby bylo:
| F(2,8)— 0" (@) | <g'+9",

dla wszelkiej wartoSel na z, czynigcej zados¢ warunkowi |z | =< .

To majge, mozna przy pomocy postepowania, stosowanego przy nzasad-
nienin twierdzenia C, okazaé, Ze funkeye F (x, k) daje sie praedstawié w po-
staci szeregu nieskoficzonego, ktorego wyrazy sg.funkeyami calkowitemi
wymiernemi zmiennej z, oraz ze szereg ten jest jednostajnie zbiezny dla
wszystkich wartosci na «, znajdujacych sie w jakimkolwiek skomczonym
przedziale. W tym celu nalezy wziaé takie dwa szeregi wielkosci dodatnich:

TP Py 0005 -4,
©a
ze lim r,==c0, zaéE g» Mma warto$é skonezong, nastepnie wyznaczyé szereg
n=co
%=1

funkeyj calkowityeh wymiernych G, (2), G, (%), G (2). .. tak, aby bylo:
'(7) | F(my k:’ - Gv (x) l <% 3 ! ‘(v.=1,2...oo)

dla kazdej wartosci na «, czyniacej zado$é warunkowi | = | = r,, oraz potozyé:

8 f@ =G (@), f,(@=Gpn@—GCx);
wtedy bedzie:
© F(x, L-)—_—Zf,,(z),

={)

Wedlug twierdzenia, dawniej udowodnionego przezemnie (Monatsber. d.
Akad. 1880, str. 123) sposobem elementarnym, mozna szereg po prawej,
poniewaz w kazdym przedziale skonczonym jest jednostajnie zbiezny, prze-
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ksztalci¢ na szereg potegowy P (z), zbiezny dla kazdej wartosci skod-
Czonej na x.

Jezeli przyjmiemy, Ze y (x) ==e¢=2', witedy v (u,v) =¥+ | ta
funkeya v (x, v) ma wlasnodci, ktore zatozylismy wyzej. Toz samo zachodzi,
gdy przyjmiemy:

17 (x) = p—( @+ e z‘+“... + cele.’)

i stalej ¢, nadamy warto§é dodatnis, stalym za$ ¢,..., G dowolne
wartosci rzeczywiste.

Istniejg tedy w rzeézy samej, jak to powiedziano przy dowodzeniu
twierdzenia A, niezliczone funkeye w(x) tej natury, ze nalezace do nich
funkeye F(z, k) sg funkcyami calkowitemi przestepnemi.

Niechaj teraz F'(z, k) oznacza jedne okreslona z pomiedzy tych funk-
cyj, wtedy szereg potegowy ¥ (), przedstawiajacy te funkcye, moze byé
przeksztaleony na szereg, postepujgey wedlng funkeyj kulistych,
réwniez zbiezny dla kazdej skoficzone] wartosel na «. Ze znanego bowiem
twierdzenia C. Neumaunna o rozwijanin funkeyj jednoznacznych anali-
tyeznych zmiennej zespolonej z na szeregi wedlug funkeyj kulistych pierw-
szego gatunku, wynika bezpoSrednio, ze kazda funkeya catkowita (prze-
stepna lmb wymierna) G (z) daje sie przedstawié przez szereg zbiezmy dla
kazdej skohezonej wartosel na «, majgcy postaé:

@

6@ =3 6PI@. )

»=U

Y Daje sie to zreszta dowiesé w sposéb nastepujaey.
Z definicyi fankeyi kulistyeh wyplywa:

[P | <letyE—ip,
gdy okredlimy ¥V * — | tak, aby bylo |z 4V a*— 1] = 1. Dalej jest:
ot = cn, 0 PO (x) + tu, 1 Pr—2 (@) ...,
o
a zatem gdy > A, z* jest szeregiem potegowym stale zbieznym, bedzie:
n=0
00
S dnar =X X duen,y Pa—20) ().
=l "o

Leez wszystkie wielkofei cw,» 8a dodatmie, X cu»=1, & wige:
; »

2 | eao Plam29 () | a4V 7E 1 jn .
Y
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S

oo
Spétezynniki tego szeregu sg takie, ze S‘ | Gyl ma wartosé skon-

y=

=y
czopq: dla,-kazdej wartosci dodatniej na » Dalej, szereg ten jest jedno-
stajnie zbiezny dla wszystkich wartosci =, znajdujgeych sig¢ w przedziale
skofiezonym 1). Z tej to wlasnosci szeregu wynika, ze:

-+t o L
f 6 (@) P @) do' =3 G, j P () PO (') da |
-1 =0 —1

gdzie 2’ oznacza zmienng rzeczywistg, stad zas wyplywa:

+1
9 .

0/‘= ,u;—l j G (") P () dat'. (4=0,1,... 00
1

Mamy tedy dla funkeyi F(x, &):

~+1 -+ oo
29-+1 1 ) ’ —x
0.= 2 gia | P [ (55
-1 —ca
Tt oo
= 2 Z]U—l ‘ f w0 (2 d.n" / (@ - Fu) w (1) du ;
w=1 -0
jezeli polozymy tu:
‘+1

‘2_1;_—1 }( f@ +u) P9 () do' =, (u)

-1

o
Wynika stad, 6 > X | 4du cn,» P0—27)(2) | jest wielkofeia skokezona, a wige gdy (dla
n=0 »

#==0,1,2..,c0) polozymy:
oo
Cu= 3 cnyy An=2 cutav,y Autry,
| ERY p=0

(n—2v=p)

zachodzié bedzie réwnanie:
(=] oo -
D dpar= 0+ X C. PO (2) .
n=0) el

Y Poréwn.rozprawe H. Thomégo: Ueber die Reihen welche nach Kugelfune-
tlonen fortsechreiten“ Borchardt's Journal t. 66, 5. 887.
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otrzymamy :

e
= 2% j fo (Bae) p (u) e .

Funkeya 7o (), podobnie jak f(u), jest funkeyg weiaz ciagla o wartosei
bezwzglednej, najwyzej réwnej (2v+ 1) G, gdyz warto$é bezwzgledna
funkeyi P (2') dla wartosei zmiennej x w przedziale (—1.. + 1) nie
jest wigksza od 1. Lecz gdy @ oznacza dowolng wielkos¢ dodatnlq,, jest:

_ 1 [ﬁ () () i+ j f,(lm)w(u) du 5 f f,,(ku)w(u)du

~+ 00 - ‘+oo
l[ﬁ(ku)w(u)du g(Zﬁ—{—l)G/]wp(u)dM,v

Ifz(ku)w(u)dw _g(zy—}-l)Gf]_;(u)du[,

gdy zatem uezynimy % nieskoiczenie matem, otrzymamy :

lim G, =£(0). 5~ fw(u) dudt-..

gdzie wyrazy, pominigte po stronie prawej, stajg sig' nieskofczenie malemi,
gdy o staje sie nieskoficzenie wielkiem. Poniewaz mozemy przyjsé a
dowolnie wielkiem, przeto:
9p4-1 +
lim ¢, =f, (0) = 22+L ff(z) PO (2) ds .
s 2 -
—1 .
Polézmy: )
1 h
¢, = %o j o (F) p () du = @, (k)
—c0

i niechaj & bedzie wielkoscig rzeczywisty, ktorej wartosé bezwzgledna jest
muiejsza od k; bedzie:

+2
#r (et8)— 0 ) =5 [ s (k) — 7, () w ) .,

a2
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gdzie znéw wyrazy, pominigte po stronie prawej, otrzymuja wartosci dowolnie
male, gdy a jest dostatecznie wielkie. Gdy wiec 8, jest dang dowvlnie
mala, wielkoScig dodatnig, mozna wielkosei @ nada¢ warto§é 0ZNAaczZong
takg, dla ktérej wartost bezwzgledna wyrazenia

oo
7o i-0) — 9 (0 —5 [ (Gt 80) — £, ) ) s

jest mniejsza od 8, i to przy dowolnych wartosciach na % i 4. Dalej, gdy
8, oznacza inng dowolnie maly wielkosé dodatnig, mozna wyznaczyé dla 8
taky granice wyzszg &', aby wartosé bezwzgledna wyrazenia,

+a
9_10)_ [ (fs (kud-0u) — £, (k) v (u) du

byla mniejsza od 8,, aby zatem bylo:
! Py (k+6)_q7'(k) ] < 61 + 621
gdy | 8[<Cd. A wiee ¢, (k) jest funkcys ciggly wielkosei . Tym spo-

sobem dowiedlismy, ze
»Gdy w(x) jest funkeys o podanych wyzej wlasnosciach i gdy

=+ oo
1 U—T
Pl =g [ 100 w[*5Z) au,
wtedy dla kazdej wartosci skoficzonej zespolonej = jest:

(10) P, )= ¢. () P (),

=0

gdzie poozono:
+1
S o) =221 (1@ ) po @y ar,
a -
. Foo
? o0 () = [ £ ) p (),
i wtedy funkcye ¢, (k) sa funkeyami ciagtemi wielkoSei % “.

(173)
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Teraz rozmmiejmy przez o zuowu zmienng rzeczywistg, tak ze

J{x)=1Tim F(z,k). Jezeli  zmienia si¢ w przedziale —o=u=aq, gdzie
k=0

a jest dowolng wielkoscia dodatnig, to obrawszy wielkos¢ dodatnig dowolnie
maly ¢/, mozna parametrowi % mnadaé wartos¢ oznaczong E, dla ktérej
| f@)—F (2, k)| <g'. Jezeli przez R oznaczymy wartosé najwieksz,
Jjaka moze przyiaé wartosé bezwzgledna wielkosei = 4- Va?*—1 dla rozwa-
zanych teraz wartosci zmiennej z, bedzie:

R=1, glya<l, R=a+Ve—1, gdya>1,

a zatem, na zasadzie powyzszego, bedzie | P¥ (z) | = R*.
[==]
Poniewaz za$ szereg 2 | @, (F') | B ma wartosé skoficzong, to obrawszy

U
inng wielko$¢ dodatnia ¢", bedzie mozna zawsze wyznaczy¢ taks liczbe calko-

witg dodatnig =, dla ktérej warto$é hezwzgledna wyrazenia Z @, (k') PO) (x)
y=n+1

jest mniejsza od g. Jezeli polozymy tedy:

(12) @ (@, 1) = ¢ (}) P (),

bedzie:
[f(@)— @™ (&, k) | <g+g".

Na moey tego twierdzenie B. daje sie wypowiedzie¢ w ten sposéb:

,Niechaj a, g beda dwie wielkosci dodatnie, z ktérych pierwsza moze
byé dowolnie wielka, druga dowolnie mala; mozna zawsze w okreslonem przez
rownanie (12) wyrazenin G (z, k), ktére jest funkeys calkowits wymierna
n-tego stopnia zmiennej «, nadaé parametrowi % i liczbie » takie wartosei,
aby dla wartogci 2 w przedziale (—a ... -a) warto$é bezwzgledna réznicy
pomiedzy f(z) a G (z, k) byla mniejsza od k“.

Wyprowadzone poprzednio wyrazenie funkeyi F(r, k) ma te wysszosé.

nad przedstawieniem jej w postaci szeregu potegowego, ze spoélczynniki
@, (k) w pierwszem z nich majs postaé, ktéra pozwala widzie, ze sg one
funkeyami ciagtemi wielkosei & i ze dla kazdego pojedynczego spéiczynnika
istnieje granica, ktérej jego wartosé bezwzgledna nie przekracza dla zadnej
wartosci na %, oraz ze rownocze$nie dla kazdej oznaczonej wartosei na &
Jjest lim ¢, (k) = 0.

y=00

(1786
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Tym sposobem usuneliSmy zaghaczons wyzej niedogednosé,  ktora
wjawnila sig przy detinicyi funkeyi G (z), zachodzgcej w poprzedniem dowo-
dzeniu twierdzenia B.

Przyjmowalismy dotad o funkeyi 7(z), ze jej wartosé bezwzgledna
posiada granieg wyzszg skoficzong. Mozna nie ezynié tego zalozenia, jezeli
idzie tylko o to, aby wyznaczyé taks funkeye wymierna calkowity G (),
ktoras w danym przedziale skoficzonym (2, .. .a,) tak doktadnie przystaje
-do funkeyi f(z), ze wartos¢ bezwzglgdna rdznicy 7 () — G () pozostije
dla kazdej wartosci na o mniejsza od granicy g, dowolnie wzigtej. W rzeczy
samej, jezeli okreslimy pewng funkeye £, (z), zakladajge, ze f; (z) =1 (=1
dla 2 <o fi@)=f(z) dla &, Se<z, f(@)=1f(z) da 2>z, to
funkeya f; (z) bedzie tej natury, co dotad uwazana funkeya f (), mozna
wige bedzie wyznaczyé funkcye G (z) tak, aby dla wszelkiej wartosei z,
zawarte] w przedziale (z,...x,), bylo:

[fi(z) — @) <y,

©.a wiec takze:

[f@&)—G@|<g.

‘Otoz w dowodzie twierdzenia C. uezyniliémy o fankeyi f(z) tylko to zako-
Zenie, ze, obrawszy dowolnie dwie wielkosci dodatnie a,, g, mozna wyznaczyé
funkcye wymierng catkowita G, (z), aby bylo:

(@) —G @) [<g, gly —a=o=a;

a zatem twierdzenie C. utrzymuje sie bez zmiany
iwtedy, gdy o funkeyi f(z) zatozymy tylko, ze dla kaz
dej skofhczonej rzeczywistej wartoscei na » przyj-
muje warto§é skohczong, zmieniajgca sieg wraz z =
sposobem cigglym. .

Nalezaloby jeszcze zbadaé, jakim zmianom podlegaja rozwiniete tu
twierdzenia, gdy nie uczynimy zalozenia, ze funkeya f (x) jest weiaz ciggla.
Ale nie bede tu zajmowal sie tem pytaniem,

Przyjmijmy teragz, 2e f (z) jest funkeys peryodyczna, t.j. Ze nie
-zmienia swej wartosci, gdy argument jej powigkszymy o wielkos¢ dodatnig

‘oznaczong 2¢. Wtedy to przynaleing funkeye F(z,%) mozna przedstawic

w postaci szeregu Fourierowsk ieg o, zbieznego dla kazdej zespolonej
warto§ci zmiennej 2 i majgcego spétezynniki, ktére s funkeyami ciggtemi
wielkosei %.

(175)


GUEST


icm

18 K. WEIERSTRASS.

Z réwnania (5) wynika, ze F (z+2¢, k) =F(z, k); jezeli wprowadzimy
wiee nowsg zmienng zespolony ¢, bedzie:

= ¢
F(z)=F(m—logz,k);

F(z) vedzie funkeys aualityczng jednoznaczng zmiennej £, ktéra w cal-
kowitym obszarze tej zmiennej posiada tylko dwa miejsca osobhwe mia-~
nowicie 04 co, a wiec daje sie rozwinaé na szereg stale zbieiny postaciz

y=r}00 v
2 C,2.
=00

Jezeli polozymy z=¢ ¢ , bedzie F () = F(x, k), a zatem:

y=+0c0
+ LI

F(m,k):ZG,e”T ,

r=—00

dla kazdej skonczonej wartosci .

Poniewaz rozwiniecie to funkeyi F(z,k) jest jednostajnie zbieine
w kazdym obszarze skoficzonym zmiennej «, przeto, gdy przez «’ oznaczymy
06w zmienng rzeczywista, przez » zas liczbe catkowita, bedzie:

‘. y==-+00
na'w (»—n) nz’ i
fF(afk)é “fdz’z_)l('}:c’,fe ¢ dx' = C, .
Mamy zatem:
200.——_——1— fe_”:ll dx' [f(u) du
" 2k ¥

—c

. ,
1 --_unz"
e ]e

—

da { F (=) () d

#Eknx

_—_-~—_ [w(u)e ¢ .dujf(x —[—ku)e

e g,

(176)
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naz’

Leoz ktadse f, (@) =f(@)e ° i rozumiejac przez , wielkosé nieza-

_leing od &/, mamy:

25—

ffl(m)dr —ffl(ac’)dx —{—ff](m‘) da! __ffl(x’)dx’-}-ffl @ +20) @’

Zo—re Fo—t

_/fl(x')dx -l—jf,(m)dx ——ffl(w')dx _ff,(m'+x,,)dx'

Ze—C

a zatem:

e

ff(ac’—]—ku)e e g ff(a:’)a —aw

jezeli wiec przez. v rozmmeé bedz1em} dowolng wielkosé rzeczyvnstq
i potozymy :

+ o0 o
(13) P (v)= %[@u () e du = %j w (v) cos (vu) du
-0 0
bedzie :
(14) Cr= f(x') = .
Klaqdq,cb:
, 1 (om ,

(15) Ay= [f(w)coa(—m)dx’, A'»=%ff(m’)sm(”7nz)dx’,
otrzymamy :
(16) = ik [ M),
a wiee:

’ < k .o
(17) F(m,k)=A0.+22 ¢(n0ﬂ) ) (A,. cos (%—ﬂ—w)—i- A', sin (%w)) .

n=1
Prace mat-fizyez., t. XV. 12
am
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Wedlng wzoru (13) ¢ () jest funkeys ciagl zmiennej », majgcy wartosé 1
dHa v=10. :

Jezeli w wyrazeniu po prawej poprzedzajacego rownania polozymy
k=10, sprowadzi sie ono do

(=~
ns .z
A, 2 E (.—h CO.? (-»—c—— uu) -+ A, sin (T J)) .

t. j. stanie sie szeregiem, na ktory funkeya f(x) daje sig rozwingé, wediug
twierdzenia Fouriera, w ogélnosei, t. j. gdy odwrécimy uwage od
funkeyj specyalnycl, dotad nie scharakteryzowanyeh. Lecz poniewaz, jak to
najprz6d wykazal na przykladzie du Bois-Reymond, istuieja w rzeczy
samej funkeye f(x), nie dajace sie przedstawi za pomocg poprzedzajgcego
szeregu dla pewnych wartosei zmiennej «, ktéryeh moze byé nawet nie-
skonezenie wiele w dowolnie malym przedziale (ay .. a,), jest zatem stwier-
dzone, ze dla wyznaczenia granicy, do ktérej dazy szereg po prawej stronie
rownania (17), gdy % staje sie nieskohczenie malem, nie mozna bez zastrze-
sen w kazdym pojedyhezym wyrazie potozyé k= 0.
n=+co

Szereg Z €, e~ jest; jak to okazano, zbiezny dla wszelkiej wartosei

f==—o0
o
na z, z wyjatkiem wartosel 0éoco. Szereg zatemE C, 2* jest zbiezny dla
B n=1
kazdej skonczonej wartosei na z.
Jezell weZmiemy np. :
n=-}oo .
_ N\ 2 (fnn
f(x) 2 s/,
n=1
. 1 1 nkn . .
bedzie 4, = =, A =0, azatem C,= =P (T) , skad wynika, ze

o
szemgzqy(ic—)z’* jest zbiezny dla kazdej skofczonej wartodei na z.
n=1

Jezeli potozymy wigc:
n=+toco

(18) : (e 0) = Do (w) e, s

n=—oco

(178)
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4

to x (23 v) bedzie funkeys jednoznaczng analityczns, okredlong dla kazdej
wartosel skoficzonej zespolonej na « i dla kazdej réznej od zera wartosci
rzeczywistej na v; funkeyl tej, z powodu ze ¢ (—v) =@ (v), moina daé
jeszeze wyrazenie: -

#=rt-00 o0
(19) z(x50) = 2 o (nv) cos nr=1-}2 Z @ (nv) cosmx
H=—00 w=1

a stad funkeya F(z, k) daje sie przedstawié w postaci nastepujace;:

o 1 . ot
(20) Feb=g (@[5 2w

Niechaj znéw g i g' beds dwie dane wielkosei dodatnie, dowolnie mate, &' nie-
chaj bedzie pewng oznaczony wartodeia na k, taka, ze |7 (x)—F (z, k) | jest
dla kazdej rzeczywistej wartosci na « mniejsze od ¢'. Jezeli wyznaczymy
liczbe calkowity dodatnig = tak, aby warto$é bezwzgledna wyrazenia

oo

2 N, ’V/;’n:) . q(WT \) ' n (2
_,}H(; (——T A, cos P -+ 4’ sin p .r),

s
Bt

bylo dla kazdej wartodei rzeczywiste] » mniejsze od ¢", 1 poleiymy:
n 7, '

: N P v L v v VT

@) fe=4,+23 tp( :) (A,, (UO,\ 2= a:') 4+ A sin (T sc)) + R,
=1

to wartos§é bezwzgledna wielkosei 2, bedzie zawsze mniejsza od ¢’ 4 g".

Tym sposobem dochodzimy do twierdzenia.

D. ,Jezeli f(x) jest dla kazdej rzeczywistej wartosci na @ funkeys je-
dnoznacznie okreslona, weiaz ciagla, rzeczywista i peryodyczna, to obrawszy
wielko$é dowolnie maly dodatnia g, mozemy rozmaitemi sposobami utworzyé
skoheczony szereg Fouriera, kidry przystaje do funkeyi f(x) tak
dokYadnie, iz réznica pomiedzy obiema fonkcyami nie wynosi dla zadnej
wartosei na % wiecej niz g*.

7Z tego twierdzenia, przy pomocy postepowania, stosowanego w do-
wodzeniu twierdzenia O, mozna, rozumiejac przez uzyte tam funkcye
Gy (®), Gy @), G (z) . .. teraz skohczone szeregi Fourier a, majace ten
sam peryod pierwotny, jaki ma funkeya f(z), wyprowadzi¢ twierdzenie
nastepujice:

(179)
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ny
(]

E. ,Kazda funkeya f(r) natury okreslonej w twierdzeniu D, jezeli
9¢ jest jej peryodem pierwotnym, daje sig przedstawié, jako suma, ktérej
wazystkie wyrazy sa szeregami skoficzonemi Fouriera o peryodzie 2¢.
Szereg ten jest zbiezny bezwarunkowo i jednostajnie dla wszystkich war-
todei zmiennej x“.

Dla wyjasnienia tego wyniku na prostym przykladzie, wezmy
p(x)=e, wtedy 20 = Va,

T co — oo .
: e * — () 2
¢(v)=—l/1:«fe—“’+“”'du= = fe ( ‘l)duze i
T oo . o

Va J
Wynika stad:
=t g
(22) z (23 0) = 26~T o8 ¥ ;
y=—00
ktadac zatem:
(23) g=e %,
znajdziemy:
. x
(24) 2@ =9(5 . q),

gdzie 94 (x, q) jest funkeyy Jacobiego:

1429 cos2x - 2¢* cosda—+2¢° cos Bz | . ..

b=
Stad dla g=e *° mamy:

1 [ !
Fzh =y, f Fla) B, (33-;— x, q) i .

Wzér po prawej stronie tego réwnania znajduje sie juz n Fouriera
(Théorie analytique de la chalenr, Rozdzial X). Aby wyznaczyé dla danej
chwili czasu stan temperatury nieskonczenie cienkiego jednorodhego pier-
Scienia o dlugo$ei 2¢, ktory nie promieniuje ciepla, gdy dany jest stan ten

(180)
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w momencie dowolnym, nalezy wyznaczyé funkeye ¢ dwdéch zmiennych
rzeczywistych z, ¢, czyniaca zado$é réwnaniu rézniczkowemu:
3 _ ¥

a =
w ktorem u jest stata dodatnig, posiadajacg jako funkcya zmiennej « peryod
2¢, 1 dla t=0 w przedziale —¢ = =¢ réwng danej funkcyi dowolnej
F'(x), przyczem zalozyé tylko nalezy, ze funkeya F'(x) jest ciggla i Ze
F (—¢)=F(c).
Fourier znajduje dla tak okre§lonej funkeyi ¢ wyrazenie:

Bunt

y=-+oc0 ¢
1 Y ) N Al x—x g
‘ (]J=§EZ./F(E)G e cos (v p 7) deo

(26) / =
1 ¢ v=-co -.f..‘.‘_"_’; S .
~_—_%fF(x’)Z ¢ 7 cospp———m)da',
a wiec:
(27) ¢ =F(zk),

jezeli funkeye f (x) wyznaczymy tak, aby w przedziale —c =z =<¢ zlewala
sie z funkeya F(z) i przyjmiemy:

(28) E=2V7.

Aby dowiesé, ze funkeya ¢ dla t=0 w przedziale —c =2 =c jest
réwna F(z), Fourier kladzie w pojedyficzych wyrazach swego wyraze-
nia ¢= 10, przez co wyrazenie to przechodzi na szereg:

r—

»=-+00 ¢ ,
1 i Z
) dz' .
C

5 D [FE) et

y=—00 —¢

Fourier przyjmowal, ze w podanym przedziale szereg ten przedstawia
stale funkeye F(z). Nalezy zaznaczyé, ze mimo zarzutbw, jakie uczynié
mozna postepowaniu Fouriera, utworzone przezei wyrazenie fuikeyi
® jest bez wyjatku prawdziwe. Albowiem, poniewaz daje sig ono, jak
okazano, przeksztalcié na F(z,2 Vﬁ?), to. wynika stad najprzod i bez
pomocy twierdzenia Fouriera, ze 1}3} @=F(x). Dalej pojedyficze

(18 *
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2
wyrazy czynia zados$é réwnaniu rézniczkowemu —%J:,u %g—?;, skad wy-
nika, ze i ¢ czyni zado§é temu rownaniu, gdyz szereg, o ktorym mowa, jest
funkeya jednoznaczng analityezna wielkosei « i £, gdy wielkosé ¢ poddamy
warunkowi, aby jej czesé rzeczywista byla dodatnia, i dlatego. ze szereg
w kazdym skofezonym obszarze wielkosei z, ¢ jest jednostajnie zbiezny.
Nakoniec, szereg nie zmienia wartosci, gdy zamiast z weimiemy z -4 2¢,
a wiee funkcya, przez ten szereg przed\tawmna odpowiada zupelnle posta—
wionym warnnkom.

Jest godnem uwagi w najwyzszym <:topn1u ze rozwiazujge zagadnienie
Fizyki matematyecznej, w ktérem szukamy funkeyi, zaleznej od dwdch zmien-
nych, moggcej ze wzgledu na swoje znaczenie fizykalne przybieraé tylko
wartodel rzeczywiste, a stawajace] sie dla oznaczonej wartosci jednego z jej
argumentéw réwng danej funkeyi dowolnej drugiego argumentu, otrzy-
mujemy na te funkeye wyrazenie, ktére jest funkcys analityczna zmiennych
i posiada znaczenie takze przy zespolonych wartosciach tych zmiennych.

Niechaj teraz n oznacza liczbe calkowity dodatnia; potézmy:

=t
2 (5 =Ze_T cos v,
. fha—
wtedy wedlug réwnania (22):
. r=oa 3 0?2
2@ ) =g (; v)s + ZZ[T cos v .
v=n+1

Dla wartosei rzeczywistyeh zmiennej z warto§é bezwzgledna drugiegd
wyrazu po stronie drugiej tego réwnania, ktory oznaczmy przez R,, nie jest
nigdy wieksza od

P g R -
D) T
y=n-{1 v=1
a wiec:
_n’+an ot
Ba<<e + 2% ¢ 1%
N>
=1
Jezeli w znanem réwnaniu
L -]
1 i
142 e _(1+2Ze )
Ve
=1 »=1

o

0 PRZEDSTAWIALNOSCI ANALITYCZNEJit. d. 25

2 ey
gdzie v oznacza wielko$é dodatnig, polozymy 1=T”;, otrzymamy, g(’i‘y'@

jest dodatnie:

a wiee:

— '3 hed 3 i
9V — L, P _iwy
—e ¢ . —— 12 e ¢ ret.

Ra << ¢ ll 5 N

Niechaj m oznacza wielkosé dodatnia; poldézmy:

2Vmlog (nt 1) ,

(29) v== n+1 3

bedzie:
' Vo (n - 1)+ 1 ' @
R, < VT kD) (1+[n]),

gdzie [#] oznacza wielkos¢, ktbra staje sie nieskonczenie maly dla nieskof-
czenie wielkiej wartosei ». Gdy wiec przyjmiemy, ze m=1, to }'13;] = 0.
Lecz wtedy: :

2 mlog (»4+1)  ° n

v — ——
CT—¢ @Y = (nf1) EFT

gdy wiec polozymy:

(30) (1) FFF = {n]
i
y=+%n ”
(31) 2 (, n):—z;ngvvcosvx=1+2Ziniwwm,
bedzie :

x (=; V)= (z, n)..

188y
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Z réwnania:

r—z' kn
¢ B

P D=k [76@)1

otrzymujemy wtedy:

’

P %)= [}m(w;w' o) dom k[ 1@ (257w )t

gdzie B'x oznacza wielkosé, ktdra staje sie nieskoficzenie maly dla nieskon-
czenie wielkiej wartosci na ». Poniewaz za$ lim » =0 i lim ¥ (m, 'iv) =f(x),
T

A==00 o=0

wynika stad:

(32) ) =}i131°—2l0-‘[;(m’)1(m_6$, x, n) iz .

Twierdzenie Fouriera, wyrazone dokiadnie, orzeka, ze:

e
gdzie:
=-tn
(34) 7, n)=2<:oswc.

Za@ast tego réwn.ania, ktére nie jest prawdziwem przy wszelkich okolicz-

nosc}ach, Wystf;pll,]e poprzedzajace, prawdziwe bez wyjatku, w ktérem

zamiast fEnkcyl 7 (%, n) napisaé nalezy inng y (x, 1), majaca podobnie jak

funkeya y (x, ), wyrazenie:

T+2(1)cosz+2(n,2) cos 2+ . .. =+ 2 (n, %) cos uxz ,

gdz.ie (n, ») jfas_t wielkoscig dodatnig, zalezng od # i v, aréwna 1 w wyra-

zeniu funkeyi ¥ (z). Dla kaidej oznaczonej liczby » jest lim (n, ») = 1:
n=—co :

mozna wiee wziaé n tak Wie]kig, aby pierwsze (v 1) wyr;zéw funkeyi

(184
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x (z, m) réznily sig od odpowiednich wyrazow funkeyi 7 (z, #) tak malo, jak
cheemy.

Funkeye g (x,n) tej postaci i natury, co tu uwazana, dla ktérych
rownanie (32) zachownje réwniez bezwarunkowo moc swoja, daja sie wypro-
wadzi¢ 1 z powyzszej funkeyi g (z;v), wyplywajacej z dowolnej funkeyi
w(w). Mozna zawsze tak wyznaczy¢ wielko$é dodatnig v., zalezng od n
istawajgca sig nieskonezenie maly, gdy # rosnie nieograniczenie, aby réznica

=+

z(@3v) — 2 @ (#0,) €08 vz,

y=—n

dazyla do zera, gdy » ro$nie bez granic; bedzie wtedy

y=+n n
(5)  zle,m) = 00w cosrz=1+42 ) p () cos v
y=-n v=1

funkeya, majaca podane wlasnoSei.

Rozumie si¢, Ze nie znaczy to bynajmniej, iz w ten sposéb otrzymaé
mozna wszystkie funkeye tej natury.

Zauwazmy wreszeie, Ze réwnanie (82), jak latwo dowiesé, utrzymuje
sie dla wszystkich wartodel na « pomiedzy —e¢ i ¢, jezeli przez f(=)
rozumiemy funkcye, ktéra w przedziale od ¥ =-—¢ do z =1 jest jedno-
znacznie okreSlona i ciagla, bez potrzeby zakladavia, ze f(c)=f(—c¢).
Dla z= ¢ nalezy wtedy po lewej stronie r6wnania zamiast f(d=¢)

poloyé 5 ((—¢) +£(0)-

Twierdzenia poprzedzajgce mozna czesciowo rozeiagnad i na funkeye
wiekszej liczby zmiennych niezalezuych.

W obszarze n nieograniczenie zmieniajacych sie wielkoscel rzeczy-
wistyeh 2y ,..., %, dajmy sobie jakiekolwiek kontynuum S, n-krotnie roz-
ciggle i niezamkniete. Niechaj f (y, ..., %) bedzie funkeyg dowolng, wsze-
dzie jednoznacznie okreslona, rzeczywists i ciagls w obszarze S; przyjmijmy
nadto, ze warto§é bezwzgledna tej funkeyi posiada granice wyzsza G.
Wreszeie niechaj v (z) oznacza funkeye, dla kazdej rzeezywiste)? war-
tosel na x jednoznacznie okreslons, rzeczywisty i ciagls, czynigeg zadosé
rownanin y (—z) = y (z), dodatnia dla kazdej réznej od zera wartoSei na x

(185)
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~tco
i odpowiadajaca warunkowi; ze catka / w (%) do: posiada wartosé skonezona,
Y
ktdra oznaczmy przez o.
Jezeli przez (2, ... 2",) rozumie¢ bedziemy pewne miejsce nieozna-
czone, nalezace do obszaru S, przez k za§ zmienng dodatnig, niezalezng
o0 2y yooey @y 1 2y oy 2’y 1 polozymy:

. 1 . L~ —a S, )
(1) Fir ...a’,,;k):mj...ff(;n'l ) (——‘—kw—v‘) L (-”—k——)(la, Lo A2y
)

adzie catkowanie rozpodciera sie na caly obszar §, wtedy zachodzg naste-
pujace twierdzenia:

A. Dlakazdego ukladn wartosei (z, ,..., ,), nalezacego do obszaru S jest:
Hm F (28, ., @ k) =1 (@ 0., @) .
k=0

B. Jest zas:

lim F (2, .. 20; B) =0,
F==0
gdy miejsce (2, ,..., %) nie nalezy ani do obszaru 8, ani do jego ograniczenia.
Calka po prawe] stronie réwnania (1) ma zawsze, przy uczynionych
zatozeniach, warto$é oznaczong skonezong. Jest to bezposrednio jasne, gdy

obszar S lezy caly w skoficzonodci. Gdy to nie zachodzi, to niechaj S’ bedzie
jaka§ czeScia obszaru S, lezaca calkowicie wskohczonoSci; poniewaz

wielkosei
[E) o),
nie zmieniajg swego znaku, przeto wartosé bezwzglqdna, catki
Frm g { j f Al . v (””’;’”) ary . .. das
Jest nie wigksza od iloezynu wielkodel G przez calke

1 &' —a,
e ) "’( %
(&9}

(136)

. @'s) w(

x’n“—x »
vy

= )dw’l_..dx',,,
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ta za$ jest mniejsza od
Jteo oo

o X —y , ;
o L= B e

‘-!-c-o -+ 0o

=ﬁ/ ..,]w(ul)...w(u,,)dux...clu,,=1 .

—oo  —oa

A zatem jest:
[ F' < G,

jakimkolwiek bedzie obszar §’/. Wystarcza do okazania, ze i w przypadku.
gdy obszar § ma rozcigglo§é nieskoficzona, wyrazenie F (i, .., Za:k)
posiada wartos$é oznaczong skonczona dla kazdego uktadu ezkonbzonych war-
todei na ..., 2.

Pomyslmy sobie w obszarze § pewne miejsce (r, ,..., #,) 1 rozumiejmy
przez 6 wielko§é dodatnia tak mala, aby wszystkie miejsca (7, .., 2%),
okreslone przez wzory

&=y 8 e, 0= a0 (U 1 Z iy =),
lezaly w obszarze S. Ogoél tych miejsc oznaczmy przez 8, a ogdl wszystkich
pozostatych miejse obszaru S przez S,. Polozmy:

5 7‘ - x’n—xn 7 ’
]’129—“757(17[ jf(xn 95»)7#( ! 1)-"#( k-)da:,..dx,,,

'y,
Fﬁ:‘)"k"a)”‘[ jf(mlv 3 " { 1]‘ l)"-w

bedzie wtedy:

( x,,—];—:c,, ) dr'y...dzy s

F@ o 0y 5)=F+F,.

Lecz warto$é, hezwzgledna wyrazenia F, nie jest wieksza od iloczynu
wielkosei G przez

T { f 5™

(187)
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a wiec:

7= "_ws‘va ; - ‘ w(.ﬁr‘ﬂlﬁ ) oy ( o ,,}y‘—-?.”n) (Z“”1 L da

R

1o oo

4 i 7 ) , "',l—"”]) (m'n"'l’n) " '
=sory | v EF e [P A
—0  —Co
+8  zytd

z—8 r,—8

dr'y...dx, § .

3 2
1 k ‘k
=@ g 1 _—W,fw (u,) dul...j w () duy } s
-2 -2
13 13

gdzie ¢ oznacza wielko$¢, ktirej warto$é bezwzgledna jest mniejsza od 1.

Dalej mamy:
22
1 .k -k
F= TP (,../f(xl—l,—kul yeors T - Fott) w () < () dug . du,
Vs s :
F 7%
s 8
1 3 3
=g et mtend) [ ) a .. ) du
g, NN
3 3
s s
3 F

, 17 1
:f(x,—}—515,.....7",‘—5—5,,6).5.{ w (uy) duy El W () dity ,
bl u

gdzie ¢ ..., &, 83 wielkosel, z ktorych kazda jest zawarta pomiedzy —1i 1.

Jezeli polozymy:
s {w(u) du. = y (u)
o, w0

(188}
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bedzie wedlng poprzedzajacego:

Fy=eG { 1—(1—1(-%)) § ,
Fl=f(1‘1+815,...,w..—{—enﬁ)(l—z(%))n

= @1it) (1 (%))+( L T (o £) Y

S [ ( 1 (%))— 1] i)

n

O @ tad it —F ) (1 [ )) ,

Przyjmijmy teraz, ze & jest funkeyy ciagly wielkosci &, stawajaca sie nie-
skoficzenie maly wraz z k lecz tak, ze i ? Jjest nieskonczenie mals, po-

Yoimy np. § ="V%; wtedy:

Im Fy=0, lim Fy=F(@, .., 2,).
k=

k=0
Albowiem jest %7) =— % w (), & wiec y («) maleje stale, gdy % rosnie
i jest:
lim y(w)=10.
u=-+co B

Dalej f(z 428, ...,% + 62 8)—f (7 ..., 2) staje sig nieskonczenie matem
wraz z 4. Otrzymujemy tedy

A F (5 ey B) = F (@1, 22),

dla kazdego uktadu wartodei (2, .., %), nalezgcego do obszaru S.

W ten sposéb twierdzenie A jest dowiedzione i otrzymujemy réwno-
czesnie, Ze funkeya F (z,,..,2.; k) dla wszystkich ukladéw wartosei
&y e, &a, Nalezgeych do czeSci zamkniete] obszaru S lezacej calkowicie
w skonczonosei, zbliza sig do funkeyi £ (2, 1...,ox), gdy k dazy do zera.

Aby uzasadnié twierdzenie B, przyjmijmy miejsce (2y,..,%) ze-
wnatrz obszaru calkowania S i obierzmy okolo tego miejsca (% ,..., #.) taki

(189)
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obszar S, aby miejsea w nim lezace (2., ") byly okreslone przez
nierdwnosci
Xy — é E -11';, § s + g A=12. n)
i tak mianowicle, aby wszystkie te miejsca lezaly jeszcze zewnatrz dzie-
dziny S, en mozna osiggnad przez odpowiedni wybdr wielkosei 6.
Jest:

20 fert g
1]

Oznaczmy przez S; obszar, pozostajgey z cale] dziedziny X zmiennych
&'y, .., po wylaczenin z niej obszaru S, wtedy S bedzie czefcig
obszaru Sy; jezeli & oznacza wielkodé, ktorej wartosé bezwzgledna jest
mniejsza od 1 1 ¢ bedzie:

, gq¢ i —a T2, ) ,
I'y,r,,...,":‘n;k_).:m—lg;,;&‘— /...’1/'(*#—‘—).”1/1( - )dfl...(h',,
. M.

L) s S

Stad, gdy przyjmiemy 6 = Vi, bedzie:

lkim Fag o, wusk)=0,
jezeli (2, ... z,) znajduje sie poza obszarem S; réwnoczesnie widzimy, Ze
dazenie do wartosci zero jest jednostajne.

Dla punktéw (#, , ..., ,), znajdujacych sie na granicy dziedziny cal-
kowania S, nie mozna z m.l@ ogdlnoscig przeprowa.dzm wyzna,czenm wartodci
granicy wyrazenia F (x;, .., 2,3 k) dla k=0.

Jezeli wewnatrz obazaru S, ktéry moze rozcizgaé sie i do nieskonczo-
noci, wezmiemy kontynuum zamkniete S , lezace catkowicie w skonczonosei,
to mozna vkazal, ze gdy uklad (, ,..., x,) ograniczymy do obszaru S’ Wtedy
po obranin dostateczme malej Wlelkoqcl 4, moZna zawsze Wyznaczyé funkcye
catkowity wymierng @ (2, , ..., 24), ktOra, wewnatrz §' rozni sie od funkeyi
f(zy,...,2,) mniej niz o 8, tak ze

[y, @) — G (@), 2) | << 8
dla wszystkich miejse (x, ..., ), lezgeych w obszarze S°.

(190)

0 PRZEDSTAWIALNOSCI ANALITYCZNEJT 1t. @ 33

Podzielmy najprzéd S na dwie czesei S, i Sy, z kibrych pierwsza
zawiera ogol wszystkich miejsc obszarn S, odleglych np. od poczatku spol-
rzednyeh (t. j. od miejsea 2, =0, ...,7, = 0) mniej niz na R, gdy S, ma
zawieraé pozostala czesé obszaru S. Przez odpowiedni wybér wielkosei R,
moza 2awsze sprawié, aby obszar §; zawieral w sobie calkowicie obszar 8.
Odpowiednio do tego podzialu, rozlozmy funkeye F (k) na dwie czesel
Fy (k) i Fy(k), z ktéryeh druga dazy jednostajnie do zera, gdy & zbliza sie
do zera, gdyz wszystkie punkty obszaru S, lezg zewnatrz obszarn S
funkeya zad F, (k) dazy jednostajnie do f(ay,...,2s) dla wszystkich punk-
tow w S; a wiec 1 w S’ Po obraniu tedy dowolnie malej wielkosei §,,
be lzié mozna ustali¢ dla wielkosel & granice wyzsza k' takg, aby dla
wazystkich wartoscei na & mniejszych od &' Dbylo:

1F1 (_7.‘)-'—«]“(.7‘“...,.1',,)}<5”

gdy (x,,..,m) znajduje sie wewnatrz obszaru S.
Jezeli przyjmiemy, ze v () jest funkeya calkowits przestepna, np. ze

. o .
wiw) =e*, to wielkosci w(—?l 2

) dadzg sie rozwinaé wedlug calkowi-

tych dodatnich poteg zmiennyeh &, ,..., 2., gdyz tak wielkodel 27, jak i wiel-
kosei «; znajdujg sie w obszarze skonezonym, mianowicie pierwsze w Sy,
drugie w S’. TIloczyn » funkeyj w daje sie rowniez rozwinaé na szereg
potgéowy wedtug zmiennyeh 2y ,...,x,; szereg ten, jako jednostajnie zbiezny,
mozna wyraz po wyrazie calkowaé, otrzymujemy wiec i na funkeye Fy (k)
szereg potegowy zmiennych ..., stale zbiezny. Obrawszy tedy wiel-
ko$é dowolnie maly J,, mozna wyznaczyé taka funkeye calkowita wy-
mierng G (ry, ..., 7,), aby byfo:

}Fl(k)—'"G(""”L)"‘a'frn)J<52'

Kombinujge te nier6wnosé z poprzedzajges i obierajac 4, d, tak, aby ich
suma réwnala sie z danej gory wielkoSei 4, otrzymamy zgodnie z zagdaniem:

[F (@ e, @0 — Gy, 20) [ < B

Zakladalismy dotad o funkeyi f (g, ..., 2), Ze jej warto§é bezwzgledna
posiada granice wyzszg skoficzona. Ale mozna nie czyni¢ tego zalozenia,
jezeli chodzi tylko o wyznaczenie takiej funkcyi calkowitej wymiernej
G (£, ..., %), ktora w danym obszarze skoficzonym §', lezacym wraz ze
swem ograniczeniem wewnatrz obszarn S, przystaje do funkeyi f(z, , ..., za)
tak dokladnie, ze warto$é bezwzgledna rozniey f (2, .., Zn) — G (21, .. , Zn)
pozostaje mniejsza od dowolnej granicy & dla kazdego miejsca (z;, .., %),
nalezacego do obszaru S'.
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W samej rzeczy, mozna oezywiscie wewngtrz § wzigé calkowicie
lezacy w skoiezonodel obszar Sy, taki, ze dla wszystkich jego miejsc spelnia
sie warunek, iz | f (2 ..., 2a) | jest mniejsze od granicy oznaczonej, i mozna
obszar ten S, tak obraé, aby zamykal w sobie calkowieie obszar dany S'.
W tym celn okolo kazdego lezgcego W skoficzonosel punktn ograniczenia
obszarn S wezmy takie otoczenie tego punktu, aby zaden z punktéw oto-
czenia nie lezal w §’, 1 wylaczmy wszystkie punkty tych otoczeh oraz
punkty, ktére np. odlegle s3 dalej niz na R od poczatku spoirz¢dnych.
Przez odpowiedni wybér wielkosei £ 1 promieni rzeczonych otoczei mozina
zawsze sprawié, ze powstajace kontynuum §; odpowiadaé bedzie wszystkim
podanym warunkom. Do§é teraz zastosowaé poprzednie twierdzenie,
zastepujae w niem S przez S), aby przekonaé sig o prawdziwosci po-
WYZsZego. '

Po tych przygotowaniach jestesmy juz w stanie dowie$é twierdzenia
glownego, t.j. ze funkeya f(2,, ..., %) daje sie przedstawié w postaci sze-
regu stale zbiezuego, ktorego pojedyncze wyrazy sg funkcyami calkowitemi
wymiernemi zmiennyeh 2y, .., #u. -

W tym celu pomyshmy sobie okolo kaudego lezgcego w skohczonogei
punktu na ograniczenin S zatoczony kule o promienin g, okolo za$ punkin
poczatkowego kulg o promieniu R;. Jezeli wylaczymy wszystkie punkty,
lezgce wewnatrz pierwszych kul i zewnatrz ostatniej, to przy odpowiednim
wyborze promieni g, 1 R, pozostanie jeszcze z obszaru § kontynuum, ktére
oznaczmy przez S;. Niechaj dalej g, 0;... 1 R, R;... beda wielkodei,
czyniace zado$é warnunkom:

91>QS>Q3>’---:'}£&Q}”:0’

R1<R2<R3<;'--7”]EEORM=OO3
8, 8, , ... niechaj beds obszary, powstajgce z obszaru S zupelnie tak samo
jak S;, gdy o, Bi,... zastapimy przez o,, Ru; 05, Ryi:.. Jezeli wtedy
damy sobie punkt oznaczony P = (%, ..., %), to istnieje oczywiscie, liczba
r taka, ze wszystkie obszary Sry1, Sr42... ten punkt P zawierajg.
Wezmy dalej szereg nieskonczony dowolnie matych wielkosei 65, &y, ...

takich, ze lim §,=0 i nadto Z d,» ma warto§é oznaczona skonezona.
M=O0
m=1

Dla réznych obszaréw S, mozna obraé odpowiednio szereg funkeyj cal-
kowitych wymiernych Gy (@ ..., %), Go (% oy @), Gg () oy @) ..., 2DY Dyo:

[F (@, @) — Gy (2, oy o) | < By, F=1,2..00)

. (192)
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gdy miejsce (=, , ... Z ezeli
oy (@, ..., %) nalezy do obszaru S,. Jezeli utworzymy wtedy

fo(mly-")mﬂ): Gl (wla“'yw’l)i

fl (wl 3 1“") == Gﬁ (xl 3 sx”) - GI (‘Tl 2 e ,.'E,,),
Fu @y s o B) = Gy (4 4 ..., Tn) — Gul(2y .., @)

to 1 funkeye f,, f;,... beds calkowitemi wymiernemi i bedzie:
m
Z Fu @15y ) = Gy @y y ) .
#=0
Jezeli obierz‘emy m dostatecznie wielkie, to obszar S, i wszystkie nastepujgee
obszary zawiera¢ beda punkt (a, s e, @) 1 dla tego:

[ @1y s 20) = G2y ey 2) | < B,
LF @y 20) — G (2, e, 20) | < B,
a wiec:
I G‘m+1 (%l 3oy a:,,) — Gm (ﬂ'»] y aee ’xn) I < an +dm+l 4
Iub
I f’"(xl 3. 15‘7") ! < 6:" +a;n,+1 )
gdy m jest Wi@kéze od oznaczonej liczby ». Wynika stad :

Dl <Xt D b

#=r+1 pe=r41 p=rt-1
oo
Lecz z powodu zbieznosei. szeregu Z d» warto§é strony drugiej jest
m=1 ‘
(==

skoficzona, a wige szereg 2 fu (® 4 v, %) jest bezwarunkowo zbiezny dla
=0 ’
kazdego oznaczonego punktu (2 , .., ).
Prace mat.-fizycz., t. XV. 13
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‘Wartost tego szeregu mozna wyznaczy¢; jest mianowicie :

2 fu = lim 2 fuo = lim Gy = (%, e, Tu)

m:-_—oo m=00
n=0

poniewaz wedlug zalozenia lim 8, == 0. A zatem funkeya f @, .., ) jest

m=oo

dla kazdego. oznaczonego punktu (%, .. , %) przedstawiona przez szereg

bezwarunkowo zbiezny funkeyj calkomtych wymiernyel £ (@ ;... ,%a).
Jezeli wiee damy sobie obszar §’, lezacy catkowicie w ﬁkonczonos’ci

i zawarty wraz z swem ograniczeniem wewnatrz obszaru S, to moina obraé

liczbe r tak, aby wszystkie obszary OSepa, Seqe,... zamykaly w sobie

calkowicie obszar S’: wtedy zag powyzsze nieréwnosei stosowaé sig beds do

wszystkich ukladéw wartosei (2, , ... , %), Dalezgey ch do ukladu §’, a zatem

(=]

szereg Z Fu (@ y ey

Otrzymujemy tedy twierdzenie:

Kazda funkcya f(%,,..,%) 0 podanych wyzej wlas-
nosciach daje sigrozmaitemisposobamiprzedstawié
w postaci szeregu nieskofczonego, ktérego wyrazy
sy funkeyami calkowitemi wymiernemi zmiennyeh
w;,...,%; szereg ten jest bezwarunkowo zbiezny dla
kazdegoskonczonego ukladu wartosci (% ,..,%), lezy
cego wewngirzobszaru Sijest jednostajnie zbiezny
dla kazdej zamknietej i lezgcej w skohczono§ci czedei
obszaru S

Dodamy jeszeze tu kilka uwag analogicznych z uwagami, poczynio-
nemi wyzej dla fankey; jednej zmienne;j.

Mozna tak urzadzié, aby spolezynniki funkeyj f(ay, .., x,,') byly
funkeyami wymiernemi. Dalej, z powodu jednostajnej zbieznosei szeregéw,
nie potrzeba, by kazdy uklad wartodei (27, ..., 2.), dla ktérego mamy wy-
znaczyé odpowiednia warto$€ funkeyi, byt dany bezwzglednie dokladnie;
wystarezy, gdy bedzie dany z pewnem przyblizeniem, dajgcem sig w kazdym
przypadku svczegélnym wyznaczyé, bdy idzie o znalezienie szukanej war-
tosci funkeyj 7 zgdana doktadnoscia. Ponlewaz przy Wyznaczaniu tej war-
tosci sumujemy tylko skoficzong liczbe wyrazéw, wige wartosé te otrzymamy
jako Hezbg wymierng.

7 teoretycznego punktu widzenia nie ma to wielkiej wagi; rzecz
gtéwna polega na zdobytym wyniku, ze dla kazdej funkeyi o podanych
wyzej wlasnoSciach istnieje zawsze przedstawienie arytmetyczne, 1 to

2,) bedzie jednostajnie zbiezny wewnatrz obszaru 8.
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w postaci szeregu nieskoficzonego, kidrego wyrazy sa funkeyami wymier-
newmi argumentéw. Nadmieni¢ wszakze nalezy, ze powyisze wywody nie
wskazujy jeszeze sposobow, jakiemi taki szereg nieskoficzony istotnie
otrzymaé mozna. -

Jezeli przyjmiemy dalej, ze obszar S, dla ktérego funkeya f(z, ..., 2,)
jest okreslona, posiada tylko jedno miejsce osobliwe, ktore moze lezed takie
w nieskofczonosei, wtedy zamiast zmiennych r,,....x, mozna wprowadzié-
» innych ', ..., 2", bedacych funkcyami wymiernemi pierwotuych, ktore
zZnowu uawzajem sz funkeyami wymiernemi zmiennych & ,...,x'%, i tak,
aby funkeya, na ktorg przechodzi funkeya f(x,, ..., ,) przez to podstawie-
nie, zawierala jedno tylko miejsce osobliwe, lezace w nieskoficzonosei.

Wedlug poprzedzajacego twierdzenia funkeya f(x, , ..., 2.) da sie tedy
przeksztalei¢ na szereg, ktorego kazdy pojedynczy wyraz jest funkeys
calkowits wymierng zmiennyeh 2’ , ..., %, a wiec funkeya wymierng
zmiennych @y, ..., T

Na podstawie tego twierdzenia mozna tworzyé latwo szeregi bardziej
ziozone, nadajgce sie do przedstawiania funkeyl rozwazanej natury; ale
w szezegoly tu wehodzié juz nie bedziemy.
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