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M. SMOLUCHOWSKI,

0 METODZIE PODOBIENSTWA DYNAMICZNEGO
I JEJ ZASTOSOWANTACH W MECHANICE CTECZY T GAZOW.

A A A

§ 1. Cheialbym w pracy niniejszej zwréeié nwage na pewng metode
rozumowania, bardzo prosty a nadzwyezaj prodns w zastosowania do me-
chaniki cieczy, zwlaszcza gazow, i pod tym wegledem jeszcze niedoceniony.

Jest to wiasciwie tylko pewien rodzaj znanej prostej metody wymiaréw
{metod of dimensions), uzywane] w najrozmaitszych rozwazaniach fizyez-
nyeh, ale szczegdlny ksztalt, jaki jej madaé mozna w meehaniee cieczy
i gazbw, usprawiedliwi uzywanie osobnej nazwy, wprowadzonej juz przez
Helmholtza i Rayleigha. .

»Mechanicznie® lub ,dynamicznie* podobnemi nazywamy rezwigza-
nia szezegblne réwnah hydrodynamicznych, odpowiadajace sobie w ten
sposOh, ze mozna jedno zamienié na drugie za pomocy powiekszenia zmien~
nych i ewentualnie takze spélczynnikow substancyi w stalych stosunkach.
Takie dynamicznie podobne przyklady odznaczajy sie oczywiscie ruchami
geometryeznie podobnemd, ale nie jest to warunek wystarczajacy.

Znajae pewne rozwigzanie, otizymamy wszystkie inne dynamiczuie do
niego podobne, za pomocy podstawienia wielkoSei :

nx, ny,nz  zamiast o« y, z

U, MY, M » U, W
4:; ¢ . ¢
bp - ?
Bu » Iz
L) " e-
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w zwyklych réwnaniach hydrodynamicznych:

) du: dw duw dwy_ I N 2&)
) ol tusy togy ey =T toe—rlgm Tt aa)
1t d

Wyplywaja z tego nastepujace tozsamosdei jako warunki podobienstwa :

ktére sie sprowadzajg do trzech warunkéw, okreslajgcych jednoznacznie
zalezno$é rozwiazania od spélezynnikéw substancyi:

N

przyczem takze wartnki graniczne musza byé odpowiednio_dobrane.

Gdybysmy np. droga empiryczng byli poznali zaleznosé pradu wody
w korycie od ksztaltu przekroju koryta i od nachylenia jego, to powyzsze
zwigzki dalyby takze rozwigzanie dla jakiejbadz inuej cieczy, o innyel:
spélezynnikach ¢ i . Dotychezasowe wiadomosel na tem polu jednak nie
53 jeszeze wystarczajgce do podjecia tego zadania.

Szersze pole do zastosowania tej metody okazujg przyklady, w ktérych
mozna pomingé jeden z czynnikéw, uwzglednionych w réwnaniach ogélnych.

§ 2. Pomijajac np. sily zewnetrzne, otrzymamy warunki: -

' m=2L_. ;. F
® = b= an? °
Dla jednej i tej samej substancyi (t.j. o =g =1) wynika z tego
przyklad podobiefstwa, zauwazony przez Helfmholtza ?). Mianowicie:
przeplyw cieczy przez wazkie rurki czyni zado$é znanemuTwzorowi P o i<
seunillea:
__ PPy Thm
Q= i Su’
tylko dla malych 7, p, duzych I; po za pewnym obrgbem tych wartosei, ruch
nastgpuje wedtug praw, zupetnie odmiennych. Wiedzac jednak, ze wzoér ten.

Y) Wied. Ann. 7, p. 375 (1879); Ges. Abh. I, p. 891.
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jest wazny dla pewnej rurki, woioskowaé mozemy, e pozostanie on wai-
nym dla rurki o wymiarach » krotnych, jezeli czynne ci$nienie zmniejszone

. s 1
zostanie réwnoczesnie w stosunku P

Predkosé wtedy zmniejszona jest w stosunku m =—,11— .

Uwazajaczas predkosé, zamiast cisnienia, za pierwotnie dang, wniosku-
Jemy z (2a), ze warunkiem waznosci prawa Poiseuille’a dla réznych

cieczy w rurkach podobnych bedzie pewna wartos¢ stosunkn —m-}a— (wedhug -

Reynoldsa=1000 C.G 8.), poniewaz ruchy o réwnej wartodel tego
stosunku beda dynamicznie podobne. Reynolds 1) stosuje to kryteryum*
takze do rur o x6znych stosunkach diugosei do szerokosci, okreglajac liczbg
% stosunek ich szerokosci. Prawidlo takie moze znalesé potwierdzenie
empiryezne w obrebie pewnych granic, ale nie zdaje mi sie uzasadnione
W przypadku ogélnym.

Bedzie ono za$ z pewnoscig zupelnie Scisle waine dla innego przy-
kladu 2), t.j. dla jednostajnego prostoliniowego ruchu kuli w cieczy, gdzie
liczba » jest okreslona przez jeden tylko wymiar: promien kuli. O ile mia-

. na, . . - . .
nowicie stosunek ~—’u—9 (gdzie v oznacza predkosé, a promien kuli) bedzié

dostatecznie maly, o tyle bezwladnosé cieczy mozna pomingé w poréwnaniu
z lepkoseig i o tyle mozna uzyé dla oporu kuli w cieczy wzoru P = 6 na pu.

§ 3. Ostatecznosé, przeciwna do zalozen poprzedniego § 2, tworzy
uwzglednienie sily zewnetrznej np. ciezkosei, a pominiecie lepkosci, % CZegO
wynikaja warunki:

@ m=Vn; b=na.

W ten sposéb mozna obliezyé opér P statku, plynacego z predkoseia ¥
po cieczy idealnej, t.j. opér, pochodzacy z wytwarzania fal na powierzehni
cieczy, jezeli zmierzony zostal opér P,, ktérego doznaje model statkn
0 wymiarach # razy muiejszych, a poruszajacy sie z predkoscia ¥'n; miano-
wicie skoro P ma wymiary bn?, przeto: P= Pyus.

Azeby skorzysta¢ z tego wyniku dla rzeczywistych cieczy lepkich,
Froude® w ten sposob postapil, iz opér catkowity nwazal za sume oporu
falowego, Wyznaczonego w wymieniony sposéb, i oporu lepkosei, obliczonego

') Phil. Trans. 174, p. 941 (1883); 186 (1895).
?) Lamb. Hydrodynamics (1895), p. 533,
3) Patrz np. Taschenbuch ,Hiitte“.
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za pomoca wzoréw i tabliczek empiryeznych. Metoda ta w prakiyce oka~
zala sig bardzo dogodna i jest w powszechnem uzywaniu przy konstrukeyi
ukretiw, ale nie jest jeisle uzasadniona i nie moze by¢ dokladna, gdyz ow.
ruch falowy i lepko§é nie stanowia supetnie niezaleinych, nakladajacych
sie na siebie czynnikow.

§ 4. Zewnetrzna sila ciezkosei odgrywa takze role pierwszorzedna
przy powstawaniu pradéw w cieczach wskutek nierdwnoscei temperatury,
okreslonyeh dodatkowem rownaniem Fourierowskiem:

20 326
ox? y? T

_ 20 26 B/ 9\ 1%
() co = —]—u-——az +”“§g“r‘w az)—-z(

a powodujacych nierdwnosei gestosei wskutek: o= g, (1 —s$6).

Wartosel wzgledne nowo wprowadzonych spélezynnikéw oznaczymy
znakami £, o,y dla ¢, s, » odnosnie, a stosunek réznic temperatury ozna-
czymy przez L. Podobienstwo w tym razie ogdlnie mozliwe jest tylko
przy pominiecin wplywu bezwladnosei cieczy, a wiec jezeli (przy uzycin
skrocenia P=p— g, g2) réwnanie (1) napisa¢ mozna w formie:

9P 9%w P 0w
®) §+Qose.ﬂ+ﬂ(@+3@?+*&‘r)=0v

Z tego réwnania wyplywa wtedy warunek podobiefstwa:

[/ m
——=ach=p§—
”n ﬂ ”) 3

z réwnania (5) zas:

Lamh _.h

n n !
co sprowadzié mozna do:
3

s s o
. - o]/ o, _ 1/ yBad
M " }/a’nﬂz ’ mMI/ aft?’ b= I/ [

Zbadawszy up. doSwiadezalnie prawo, wedlug ktérego drucik o danej gru~
poéci ndziela ciepla cieczy otaczajgcej 1), zaleznie od roznicy temperatury
jego a cieczy, otrzymaloby si¢ za pomocg tych wzordw rozszerzenie tego

!) Patrz np. Oberbeck Wied. Ann. 56, p. 397 (1895).
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prawa na jakiebgdZ ciecze i na druciki o dowolnej grubosei, swazywsey, Ze
ilogé ciepta, uchodzaca przez 1 em.? powierzchni w przypadkach podebnych

bytaby proporcyonalna do wymiaréw wyrazu: x %?; t. j. do:

3
b 1/ et
7 n - ﬂ .

Oczywistym warunkiem waznosci tej metody bedzie malosé owej riznicy
temperatury, ze wzgledu na zmiennosé, spélezynnika lepkosei i na pominiecie
wplywu bezwladnosei.

Ale w kazdym razie zastosowanie jej wiecej bedzie usprawiedliwione,
anizeli metody Boussinesqa?), polegajacej na rozwazaniach nieco
podobnych, ale opartych na réwnaniach dla cieczy idealnych. Réwnania te
sy absolutnie nie wystarczajace w przykladach tego rodzaju, gdyz przy
pominieciu lepkosei ruch musialby sie wzmagaé w nieskonczonogé i ustalenie
ruchu statecznego byloby niemozliwe.

§ 5. Zjawiska, omawiane w poprzednim paragrafie, stanowia dzial
odrgbny (i malo jeszeze zbadany) hydrodynamiki, bgdgey w pewnej Iacznodei
z termodynamika, gdyz bezposrednia przyczyne ruchéw stanowia réznice
temperatury, z zewnetrznych przyezyn pochodzgce, okreslone réwnaniem (5).

Drobne zmiany temperatury, pochodzace z wewngtrznych ruchéw cie-
ezy (wskutek tarcia i rozprezenia), weale przy tem nie wchodzg w rachube,
i dla tego tez w normalnych warunkach (t.j. jezeli Sciany otaczajace ciecz
jednakows maja temperature) hydrodynamika moze sig obejsé bez rozwaZzaf
termodynamicznych.

Zupelnie inaczej rzecz sie ma w aerodynamice.

‘Wystarczy przypomnieé sobie a) roznice wzoréw Lap lace’a a New-
tona dla predkosci glosn, b) Saint Venanta, Wantzela i wielu
innych obserwatoréw 2), ktérzy wykazali wplyw ochlodzenia adiabatycznego
na predkosé wyplywu gazow przez otwory i blednosé odnosnych wzordw
izotermicznych Iub ¢) doswiadczenia Joule-Kelvina, w ktorych ozig-
bienie adiabatyczne znéw zneutralizowane zostaje przez ogrzanie wskutek
tarcia, azeby sie przekonaé, ze pominigcie skutkéw termicznych rozprezenia
i tarcia wewnetrznego w przewaznej ilosci przykladéw aerodynamicznych
nawet do wywodn przyblizenie prawdziwe] teoryi postuzyé nie moze.

1y Journ. d, Phys. 1, p. 65 (1902). :

%) Saint Venantet Wantzel J. Eeol Polyt. 16, p. 92 (1839); Comptes
Rendus 17 (1893); Zeun e 1. Civilingen 20, p. 1 (1874); Fliegener ibid, p. 44; 23 p- 443
(1877); 24 p. 2 (1878); Hugoniot. Comptes Rendns 102, p. 1545,103 p. 241 {1886); Wilde.
Phil. Mag. 20, p- 531 (1885); 21 p. 494 (1886).
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' Przyjecie wzorn izotermicznego w pierwszych dwoéch przypadkach

daloby roéwnie falszywe wyniki, jak pominiecie ciepla tarcia w ostatnim

przykladzie. )
Dotychezasowe badania teoretyczne opieraly sie ma przyjeciu jednej

3
z dwoch ostatecznodei: izotermizmu lub wzoru adiabatycznego —ﬁ = (——5 )
] 0

bez glebszego uzasadnienia; teorya racyonalna jednak polaczyé musi rozwa-
zanie mechanicznej strony zjawiska z réwnoczesnem zbadaniem jego strony
termodynamiczne;j.

Réwnanie, ktére sluzy do okreslenia rozkladu termicznego, pojawia
sig w literaturze naukowej dopiero w roku 1894 ¥);. mozna je napisaé w formie:

ou ow

s (86 , 68 , 06 , 96) (_,,_~ LA ) .
Tx(at R e e i a-g)— v\gp T oy T o) T O 74

lub dogodniej :
op o dp Op du dv | dw
a tugg oyt g =—2lg + g 5]
+ (1) [ @4 226],
gdzie pierwszy wyraz strony prawej okresla wplyw termiczny rozprezenia,
. 2 o v dw\? . . .
drugi [D =—gu (ﬁ—}ua—yw—k?ﬁ—) +...itd] wplyw ciepla tarcia,

trzeci przewodnictwa cieplnego. Réwnania hydrodynamiezne zas, jezeli chodzi
0 gazy o niejednakowej temperaturze, przyjmujs ksztalt nogélniony :

)

ou du |, du du\_ dp o | d%u
9(37“’”7957”*a;JF“”Eg)—”EﬂL@X“"“[(W"Tw +‘5‘z'2‘)
’ 18 jou, & aw] a,;[z;fm 2 o 2aw]
O tyalmTatalte T T3 8y 3 6
v Op [ or

ou ou | ow oul .
talatglta [FEra] e

.Rozwizg,zania tych ogblnych rownan w przypadkach specyalnych przed-
stawia jednak nadzwyczajne trudnosei. Opréez kilku twierdzen o zjawis-

) Neumann. Gott. Ber. 1894,p, 19; Kirehhoff Vorl i, Wirme D. 194 (1894);
Natanson Rozpr. Ak Krak. 27, p. 286; patrz takie Smolnchowski »0 atmosferze
ziemi® (Rsiegn pamiatk. Uniwer. Lwéw 1900) p. 15; Rozpr. Ak. Krak, 43, p. 74 (1903); Na-
tanson. Rozpr. Ak, Krak. 42, p. 76 (1902).
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kach termicznych, wystepujacych przy wyplywie gazéw, nie poznaliSmy
Jeszeze zadnych ogélnych wynikéw, a znamy dotychezas tylko jedng ogol-
niejszg metode: przyblizen stopniowych?), ktéra czasami moze byé z ko-
rzyscig stosowana do rozwigzan specyalnych.

Nie widzimy jednak jeszcze mozliwosei rozwiazania takich przykiadow
Jak: opér ciala szybko poruszanego w powietrzu, tony powstajgce przy gwal-
townem wyplywie gaz6éw przez wazki otwor it.p., i do nich to stosowaé
musimy obecnie przedewszystkiem metodg dogwiadezalng.

Tem wigeej zastuguje na uwage fakt, ze z podobiefistwa dynamicznego,
znajdujgeego tu znacznie szersze zastosowanie niz w hydrodynamite, mozna
skerzystaé w licznych przypadkach do wnioskowania apriorycznego zupelnie
Scistego i czesto tez do skontrolowania, rozszerzenia i nogélnienia praw
empirycznie znalezionych.

§ 6. Pierwsza probe na tem polu, podjets przez Helmholtza ?),
nalezy co prawda, uwazaé za zupelnie chybiona.

Juz same réwnania zasadnicze Helmholtza podlegaja zarzutom,
wlagnie co podniesionym: poniewaz Helmholtz nie zna jeszeze réwna-
nia, okreslajgcego zmiany temperatury, wprowadza zalozenie izotermizmu
zjawiska, czem juz a priori wyklueza akustyke i w ogéle niemal wszystkie
ruchy z wyjatkiem rurek Poiseunille’a.

W dalszym ciggn Helmholtz usiluje wykazaé analogie dynamiczna
miedzy ruchem balonu w powietrzu a ruchem statku na powierzchni wody,
W 8poséb, kidry jeszcze mniej da sig usprawiedliwit. Znaczna czesé oporu
statku pochodzi z wytworzenia fal, na co nie ma analogii w przykladzie
balonu. Do fal Scisnienia i rozprezenia, pochodzgeych z szybkiego ruchu
ciala w powietrzu nie ma znéw analogii w hydrodynamice. A Helm-
holtz pomija ostatecznie jeszcze zupelnie zjawisko lepkosei, nie zwazajgc
na to, ze, jak wiadomo, w cieczy idealnej cialo, poruszajgce sig z stalg pred-
koSeiy, w ogéle zadnego nie doznaje oporn. Przeto tez wynikom liezbowym
owej pracy, odnoszacym sie do tego przedmiotu, Zadnego nie mozua przypisaé
znaczenia, tem wiecej, ze zostaly zepsute przez blad Tiezbowy w zalozeniach
rachunku %).

Uwagi godnym jest jednak inny przypadek analogii ruchéw atmosfery
i wody, ktorego zbadanie zawdzigczamy Helmholtzowi?): analogii

1) Smoluchowski. Rozpr.loe. cit, p.74. Pierwsze przybliZenie zwykle wy-
starczajacem jest w akustyce, ktdra dzigki temn systematyeznie sig rozwineta.

2) Berl. Akad. Ber. 1873, p. 501; Ges. Abh. I, p. 158,

%) Smoluehowski loe. cit., p. 79; zauwaZono to tez w Eneyeclop. d. math, Wiss,
1V, p. 154, 181 (Finsterwalder).

4) Berl. Akad. Ber. 1889, p. 761; Ges. Abh. III, p. 309.
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fal wodnyeh, wytwarzajacych sie pod wplywem wiatrn, z szeregami chmur,,

powstajacych na powierzehni miedzy dwiema warstwami powietrza o roznej,
gostosel (np. wskutek réznicy temperatory) i réznej predkosel.

L o . . e T s woia
W ogdlnym przypadkn fale na granicy dwéch o§rodkéw ( 5 powistrzs, trze)
. ) . (8, puwietrze 1) .
moglyhy byé podobne do fal na granicy (—S pmowie o) tylko w tym razie,.

- . . . s S. .
Jjezeli stosunki gestosci sg takie same (—s—‘ =F1) : ale przy zatozeniu ruchuw
2

potencyalnego stateeznego moina otrzymaé podobienstwo takze w razie
rozicy w tym stosunku, a warnnki do tego potrzebne okreslajg stosunek
dlugosei fal w obu przypadkach. .

Tak Helmholtz oblicza pod przyjeciem pewnych danych, ze falom
wodnym odpowiadalyby przy tej samej predkosei wiatru fale powietrzne
o przeszio 2000 razy wiekszej dlugosci, i tl6maezy tem powstawanie sze-
regéw chmur o odstepach kilkuset metréw do kilkudziesiecin kilometrow.

Nie cheae bynajmniej zaprzeczyé donioslodei pojecia takich fal w me-
teorologii, przeciez zaznaczyé nalezy, Ze Scistosé poréwnania z rzeczywi-
stemi falami wodnemi znacznie cierpi wskutek pominiecia wroskowatosei
1 lepkosei, ezynnikdw, ktore, jak sie zdaje, niemaly ') wplyw wywieraja na
dlugosé fal wodnych, powstajacych wskutek dzialania wiatru.

“Zreszty podstawe calego rozumowania Helmholtza tworzyg ro-
wnania dla cieczy nie§eisliwych, wiec wchodzi ono wladciwie w zakres
hydrodynamiki, a nie aerodynamiki.

Chege uzywaé pojecia podobienstwa dynamicznego w sposéb seisly
i cheac objat nim ruchy gazom wlasciwe, musimy uwzgledni¢ ogélne réwna-
nia (8) i (9), wyrazajac w nich gestosé za pomoca prawa Boyle-Char-
tes’a, bez wprowadzenia od poczatku specyalnych uproszezen.

Sily zewngtrzne pomijamy w oddziatach 7—16; uwzgledniamy je
w§ 17118,

§ 7. Dla ogélnosci zmieniamy odrazu wszystkie zmienne i spolezyn-~
niki z wyjatkiem %, kiére musi mie¢ te samg wartosé w gazach, micdzy
ktoremi istnie¢ ma podobienstwo. Podstawiamy wiec:

ne, ny, ne  zamiast =z, 9,
M, MY, mw N u, v, W
op, %8 n o p0
Bule, yxhe . My %
R
_ ﬂ _R

a

!) Moze nawet pierwszorzedny; patrz Lamb: Hydrodynamies, p. 549.
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i uwzgledniamy tak réwnoczesnie juz zmienno$é spolezynnik6w u, x; przyi-
mujge je proporcyonalne do potegi e-tej temperatury ).
Wyplywajs z tego warunki:
abm? b E’}i;f

mb _ pm*le _ yhite
hn n n? o T

n n? n?

) k]

sprowadzajace sie do trzech tozsamosei:

. T mple  phVh
(10) —&éyv= H mzl/;—; b= =

% mVa

Poniewaz stata R jest odwrotnie proporcyonalna do cigzaru czgstecz-
kowego M, wynika z pierwszego z owych warunkow, ze podobiedstwo tylko

otyleistnie¢ moze, oile stosunek "3[ dla rézmych gazéw jest jednakowy. Ta-

5F
bliczka nastepujaca spélczynnikow 77 (wzgledem powietrza), pomnozonych

przez M, pokazuje, ze warunek ten istotnie dla réznych gaziw do§é do-
ktadnie sie spelnia:

k=14 H 0 % X, co NO
TICTNEE TR s
F=13 CO, 1 N,0 1 CH, { NH,

2 ..
i §é e=— -Ann.
1) Dla lepkosei powietrza 1 wodoru otrzymano wartodé &= Barug, Wied

36, p. 358 (1889,; Am.J. Sc. 35, p. 407 (1888); P nlaj, Wie.n. Ber.7:%, p. 589(;1876); d];l (:‘3(13
i kilku innych gazéw otrzymanoe wartosei blizkie jednoémr, Pﬂl\:‘l,], Les (li)e.ntm cyi'c 1:
Caxl’s Rep. 12, p. 465 (1876). Liezby dla odpowiedniego spo}c.zymnka. przev:o é\ilc vivat ! apm
nego = sa bardzo niepewne, wahaja sie 1p. dla powietrza mxgﬂzy 5= 042 ( A (;5; e
sen) i 077 (Schleiermacher), W ostatnich sza.sach Miiller otrzymad oy Hy"
Zeitseh. 2, p. 161 (1900)); dawniejsza literatura: Wink elmﬁ..nn,. Hanﬂrl; . dly:.m“;;
p. 816—319. Dla CO, i kilka innyeh gazdw & jest ingkxze. Przy'}mnmc ; ;\me ey
i przewodnictwa, zgodnie z teorya kinetyezna, m?zemy popejl’mé chyba hardzo m Y
ktéry tylko w wyjatkowyeh przypadkach méghby sie uwydatnié.
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Cztery z owych szesciu spélezynnikéw #, m, 2, b, @, f mozna zatem
dobraé dowolnie, to znaczy, ze do danego przykladu bedzie istnial cztero-
krotnie — a po dobraniu stalych a, g, jeszcze dwukrotnie — nieskonczony
szereg podobnych przykladéw, podezas gdy w hydrodynamice mielismy
tylko pojedyficzy szereg podobienstwa. Z tego wlasnie pochodzi wielka
rozmaitos§é zastosowan tej prostej metody w aerodynamice, ktéra nwydatnié
cheemy nastepujacemi przykladami.

§ 8. " Zwykly wzor dla predkosci glosu v=VER0 spelnia vczywiscie

L
o
ratury. Przy tym stopniu przyblizenia predkosé jest niezalezna od ci$nienia
gaztt 1 od wysokosei tonu; ale uwzgledniajac lepko$é i przewodnictwo
cieplne, otrzymuje si¢ weding Kirchhoffa) dokladniejszy wzér na
rozchodzenie sie glosn w rurach (o promieniu 7):

/T .
warnnek (m = ] ) proporcyonalnosei predko$ei do pierwiastku z tempe-

'<“>”=l/%7[1—“275;f ; gdzieyzl/%+]/;[ﬁ-yi%];

ktiry okazuje te samg zaleznosé od temperatury jak tamten, jezeli sie nzywa
1
T te

cisnien odpowiednich, t.j. bedacych w stosunku £ {;M , 1 jezeli sie wzywa
a

tonéw o iloei drgan proporeyonalnej do Vi .
a

. Stawiajgc h=a = g=1, wnioskujemy zgodnie z tym wzorem, ze
W rarach o rozmaitych szerokosciach predkosé glosu bedzie taka sama dla
tOF\GW”, kt.érych czestosé jest odwrotnie proporcyonalna do stosunku wy-
miaréw, Jezeli réwnoczesnie w tymze odwrotnym stosunku zmienia sie
cisnienie gazu. .

Posuwajge sig jeszcze o jeden stopien dalej w dokladnosci, trzeba
?aznaczyé, e takze natezenie glosu wplywaé musi na jego prqdkoé'é 2), ale
i witedy podobienstwo bedzie istnialo, jezeli amplituda zmieniaé sie bédzie
w stosunku wymiarn dlugoscl; z tego wyplywa wniosek bardzo naturalny
ze wplyw skoficzonej amplitudy w wazkich rurkach silniej sie nwydatni nii,
W szerokich. i '

:) Pctgg. Ann. 134, p. 177 (1868 L o w, Wied. Ann. 52, p. 652 (1894).

? Ri cnfx ann. Gt Abh. 8, p. 243 (1860); Earnshaw, Phil, Trans. 1860, p. 133;
Rankine, Phil. Trans. 1870, p. 277; patrztakie Riemann-Weber, Part. Diff. Gl II!
p. 469—521. ! ' R
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§ 9. Prawa oporu, ktorego doznaje cialo, poruszane w gazie z stalg
predkoseis, mimo licznych badah doswiadezalnych, jeszeze nie sg dostatecz-
nie wyswietlone, a takze préby badania teoretycznego nie powiodly sie,
z wyjatkiem kraficowego przypadku ruchu powolnego, gdzie przewazajacy
wplyw lepkosci spodziewaé sie kaze oporu proporcyonalnego do predkosel,
co istotnie wskazujg?) do$wiadczenia, wykonane nad bardzo powolnym
ruchem. W kazdym razie, poniewaz opdr ma wymiar pz?, przeto wynika
z réwnan (10) przy podstawienin a==p=1, h=1, n=1, ze dokladna
proporcyonalnosé do predkosci istnieé musi, jezeli z wzrostem predkosci
réwnoczednie cisnienie gazn podwyzszymy w stosunku predkosc (b=m),
a temperature w-stosunku (2 - &)-¢j potegi predkosei.

Przy szybszym ruchu, jak doswiadezenia pokazaly, opor wzrasta przy-
Dlizenie w stosunkn kwadratowym predkosei; gdy szybkosé zbliza sig do
predkosei glosu, opér wzrasta do$é nagle w wiele szybszem tempie, prey
jeszeze wigkszych zas predkosciach znown w coraz powolniejszym stosunku ).

Przewaznie tez spotykamy sie z zalozeniem proporeyonalno$el oporu
do wymiarow powierzehniowyeh, cho¢ niektére doswiadczenia wykazaly
jego niezupelng dokladnosé, a oprocz tego powszechnie przyjmuje sig pro-
poreyonalnosé oporu do gestosel gazu, choé to przypuszezenie nie ma do-
tychezas zadnych podstaw doswiadezalnyeh.

‘Wobec niepewnosei tyeh przypuszezefi i wobee zupelnego braku $ei-
slej teoryi jest rzeczg uwagi godna, ze proste rozwazania podobienstwa
dynamicznego postuzyd mogy do wyswietlenia niektérych z tych kwestyJ.

§ 10. Przypusémy po pierwsze, ze mierzae-opir w powietrzn o pewne]
temperaturze 6, i pewnem ci$nieniu py, empirycznie znalezlismy zaleznosé
oporu B cial geometryeznie podobnych, poruszanych z pewng predkoscig (%),
od ich wymiaréw (), zaleznogé, ktora wyrazimy za pomocy funkeyi: B=¢ (7).

Cheae za§ wyznaczyd opor tegoz ciala w gazie o innej wartodel cignie-
nia p; mozemy odszukaé w szeregu owych -pomiaréw dynamicznie podobny

b

polgezony z oporem @ (z i) Poniewai opér ma wymiar pz?, zatem war-
: Po

przyktad ( a=f=h=m=1n= l), palezgey do wymiarn :r% , zatem
(]

1.
tosei jego w tych dwdeh przypadkach beds w stosunkn bn? = t.j. W od-

1) Stokes Combr. Phil. Soe. Trans. § (1851); Thiesen, Wied. Ann. 26, p. 314

(1885); Smolumehowski, loe. cit., p. 105. )
3 Patrz referat dotyezacych badah: Eneyelop. math. Wiss. IV, 17,

walder); 18,1 (Cranz).

4 (Finster-
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wrotnym stosunku ci$nien, z czego wynika ogblnie warto§¢ oporu, nalezg-
cego do cisnienia dowolnego p i wymiaru liniowego x:

{12) f iz, p)= -’—:‘1 @ H%) .

Jezeli np. znatezliSmy a) ze opdr jest proporeyonalny do pierwszej
potegi wymiaru: ¢ (z) =ax, to wynika z koniecznofeis, ze bedzie on
niezalezny od ciénienia, a jezeli §) proporcyonalny do powierzchni:
@lz)==ar?, wtedy musi sig tez okazac proporcyonalnosé jego do cispienia p.

W analogiczny sposéb mozna rozszerzyé wyniki badah takze na wplyw
zmiennodei temperatury, jezeli poznana zostala jeszeze zaleznoSt jego od
predkosei (przy danem cisnieniu i temperaturze).

Okreslajae mianowicie przez funkeye ¢ (u, %) zaleznosé oporu od pred-
kosci i wymiaru przy danej temperaturze 0, i cisnienin p,, stanowigey spe-
cyalny praypadek @ (u, ) =1 (v, 2, 8;) ogélniejszej funkeyi 7, uwzglednia-
jacej takze zaleznosé od temperatury, zwazmy Ze do ruchu, okreslonego przez
dowolne elementy w, #, 8, mozna znalesé zawsze dynamicznie podobny przy-
klad w szeregu zbadanych juz przykladéw przy temperaturze 8, mianowicie

. 1
podobnym bedzie (a=p=0=1;m= Viyn= IFH) ruch, okreslony przez

_ e
spilrzedne u ]/ %, x [—%i] , By, przy ktérym zmierzony zostal opor

1
— Tte
(p(uV —%i, z [—%‘L] ) Z wymiaru oporu (bx?) wynika tedy zwiazek:

T R A ]

Jezeli np. rezultatem doswiadezen byla a) proporcyonalnosé oporu do
predkosei 1 do wymiaru liniowego, wynika z tego takze przyblizona jego
niezalezno$é od temperatury (Scile biorac proporcyonalno§é do e-tej potegi
temperatury) podczas gdy, B) proporcyonalno$é do kwadratu predkosei i do
wymiaru powierzchniowego koniecznie pociggalaby za soba  Scisty od-
wrotna proporcyonalnosé do temperatury.

Za pomocs analogicznego rozumowania mozna na tej samej podstawie,
korzystajac z podobienstwa (1) —h=1; m= i}:; n= —V/i_) , wyprowadzié

a a

waioski co do oporu w rozmaitych gazach, ktore sie dajg objaé wzorem ogélnym-

14) opérB:(%)gﬂ;;ﬁ"(%ﬂ)Hh.zp( I/BM f:::.,pl/ [ ] )’
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w ktorym znak (0) oznacza wartoSei dla powietrza lub gazu normalnego,
badanego. Pokazuje sig zatem, ze np. w zalozenin a) opér bedzie przybli-
Zenie proporcyonalny do lepkosei gazu (Seisle biorge do ilorazu lepkosei
yrzez s-tg potege temperatury), przy zalozeniu B) do jego gestosei.

Zanwazyé nalezy, ze zwykle przyjete zalozenie proporcyonalnosci do
przekroju ciaka i do gestosci gazm nie da sie utrzymaé przy zadnem innem
prawie, précz wlasnie owego prawa kwadratn predkosei, uzycie wiec tych
zalozen stanowezo jest blednem przy predkesciach krahcowo malych lub tez
bardzo duzych.

§ 11. Zwigzki powyisze sy matematycznie Scisle i pozostajy ocay-
wiscie takze waznemi, mimo ze przy przekroczeniu pewnych granie ruch
staje sig niestaltym klebajacym (mouvement turbulent), co sie ujawnia np.
w powstaniu szmeru $wiszezacego (Reibungsitne); i mime ze zjawisko to
pod wzgledem teoretycznym jeszcze zupelnie jest niewytlomaczone, mo-
—]—: N= i=-’ﬁ---—;—)przewvne-
%’ 1 n
dzie¢, ze przy danej predkosei i temperaturze w pewnym gazie wysokosé
tonu (liczba drgan) bedzie odwrotnie proporeyonalna do wymiarn eial
poruszanych, jezeli réwnoczesnie cisnienie zostanie zmienionem w odwrotnym
stosunku wymiarow.

Istotnie prawo tego rodzaju zostalo znalezione przez Strouhala?)
w pracy nad tonami, powstajacemi wskntek ruchu szybkiego cial walcowa-
tych, drutéw 1t. d. w powietrzu, ale prawo jeszeze dalej siggajace, miano-
wicie: ze w powietrzn o ci$nieniu atmesferycznem liczba drgan jest przybli-
Zenie proporcyonalna do ilorazu predkosdci przez promien walca :

zemy | wskutek a=f=lh=m=1;b=

N=¢—.
r

Za pomocy naszej metody wywnioskujemy Yatwo, ze wzor ten pociaga
za 30ba niezaleznos§é wysokosei tonu od cifnienia i temperatury.

Strouhal twierdzi wprawdzie, ze obnizenie temperatury powoduje
podwyiszenie tonu, ale liczby, ktére przytacza, odpowiadajace temperaturom
95° (. 1 37° (i, weale nie wydaja sie przekonywajgcemi; zreszta, co prawda,
takze 1 wzér powyzszy nie jest calkiem dokladny.

Fatwo tez sprawdzi¢, ze wz6r ten pociaga za soba rownosé stalej ¢ dla
réznych gazéw, zatem niezaleznos$é tonm od rodzaju gazu. Nie znamy
Jeszeze do§wiadezen dotyezgcyeh tej kwestyi.

1) Wied, Ann. 5, p. 216 (1878).
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§12. Joulei Kelvin spostrzegli ), ze ciala szybko poruszane
w powietrzu, jak termometry, druty tworzace ogniwa termoelektryczne
it.p, ogrzewajy sie i Ze przyrost temperatury przy wiekszych predkosciael,

m . m
i100
see sec

, Jjest przyblizenie proporcyonalny do kwadratw

miedzy 30
predkosei, niezalezny za$ od materyatu i wymiaréw ciaka | wynosil koko 1° (i,

dla 55 —S%E . Mozna zatem przyja¢ A6 =uwu?_ f (9, p), gdzie funkeya 6, p;

okresla zalezno§é spélezynnika proporcyonalnosel od temperatury i cisnienia
powietrza, nie zbadana blizej w owych do$wiadezeniach.

Do ruchu, dla ktérego owe prawo zostalo stwierdzone, otrzymamy

N - 1 :

ruch dynamieznie podobny, stawiajac a=f=lh=m=1;n= s ey

czem A musi pozostaé niezmienione; zatem f (8, p)=F£(6, pb); to maczy,

ze owo podwyzszenie temperatury musi byé niezalezne od cisnienia powietrza:

Réwniez fatwo okazaé (przy pomocy podobiefistwa: a=f=0b=1; m=VT,;

1 .
n= k,”L *), ze nie moze ono zalezed od temperatury, przy ktorej doswiadeze~

nie sie odbywa.

Podobnie tez dowiest moina (a == m=h=l=1; n=_p), Ze ogrzanie
musi byé niezalesne od lepkosci gazu, przy pomocy zas podstawienia
h=aym=n=>b=1; f =& ze ono dla réznych gazéw musi byé propor-
cyonalne do ich ciezaru czgsteczkowego. . '

Mozna zatem objaé powyzsze nogélnienia wzorn Kelvin-Joule'a
jednym wzorem: A6= o Mu?, gdzie a jest staly, rowna dla wszystkich
gazdw (o ile maja rowne k).

Gdyby ekstrapolacya tego wzoru dla » wigkszych anizeli predkost
glosu byla. dozwolona—co oczywiscie nie wydaje sie prawdopodobne —

moznaby obliczyé, ze meteor, lecacy z predkoscia 28 %, musiatby sig o-.

grzat do 2500°C. Dla matych predkosci ( ponizej 30 %) pOWyzsze prawo

empiryezne przestaje by¢é wazne, ale pomiary nie byly wystarczajace do:
uwydatnienia odpowiedniej modyfikacyi tego WZOTU.

§ 43. Przejdziemy do analogicznego rozpatrywania praw wyplywu
gazbw. Przy stosunkowo malej réznicy eisnienia z obu stron diugiej a waz-~

") Kelvin Math Phys. Papers I, p. 400, 445,
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kiej rurki objetosé gazn przeptywajacego jest okreSlona przez prawo
Poiseuille-Meyera:

p—p;  rim
Q=225 7
[} Sp

{ jezeli objetosé gazu zostaje zmierzona pod cisnieniem przecietnem ’3%171) _

Stawiajge m=l=—=q = p=1;b= % , widzimy, Ze zastosowanie tego
wzoru do rurek # razy dtuzszych i szerszych tylko wiedy jest nprawnione, jezeli
réwnoczesnie cisnienia w stosunkn ;11— zostang zmniejszone (pordéwn. § 2).

Ale prawidlo, wypowiedziane w ostatniem zdaniu, nie jest weale ograniczone
do ruchu statecznego ani tez do ruchéw .Spokojnych*; stosuje sig np. réwnie
dobrze do wyplywu z naczynia zamknietego przez otwor w scianie,
: ‘Wzbr powyiszy stuzy zwykle jako podstawa do wyznaczenia spotezyn-
nika lepkosci gazu, posiada jednakowoz tylko szezuply obreb Scislej stosowal-
nosci, gdyz nie uwzglednia ani bezwladnosci gazn, ani tarcia, powstajacego
wskutek zmiennosci predkosei wzdtuz rurki, ani réznic temperatury spowo-
dowanych ruchem ?),

Mimo te, mozna wykonaé dcisle pomiary wzglednej lepkosci rozmaitych

gazow, korzystajac z podobienstwa ‘dynamicznego ( h=n=1;m= L. b=

Vo' Val’
t. j.- uzywajge do tych poréwnawczyeh pomiaréw cisnien proporcyonalnych
do wartosci spélezynnika V#T[ dla réznych gazéw. Przy uzyciu takich

cisnieh odpowiednich stosunek cisnienia czynnego do objetosci przyplywa-
jaeej —P‘—EE“L bedzie dokladng miarg lepkosei, i to pozostanie ogélnie wasz-

nem, bez wzgledu na ksztalt naczynia lub przewodu, nawet dla wyplywu
przez otwor w cienkiej blaszce. Uzycie rurek Poisenille’a oczywiscie
zawsze bedzie dogodniejsze, poniewasz bledy, pochodzace tam z niezupelnie
odpowiedniego dobrania ci$nienia, nie dadzg sie odezué; takze dla gazéw
o réznych wartoSciach spotczynnika k uzycie tej metody da lepsze reznltaty,
anizeli zwykly spos6b mierzenia.

Mozna takze wprowadzié znaczne ulepszenie w mierzenin zaleznosei
lepkosci gazéw od temperatury dzieki podobienstwu (a=p=n==1; m—=VFh

1
b= 117+8). Jezeli przy dwéch doswiadczeniach, wykonanych nad tym sa-

9) Co do wptywn tego czynnika: Smoluchowski loe. eit., p. 104

Prace mat.-fizycz., t. XV.
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)

mym gazem w roznych temperaturach uzywaé bedziemy cisnien prop;rcy;;-
) ‘ 711l o ded 4142
naluyeh do potegi (% + s)—tej temperatury, wtedy rozuica wartosci o

bedzie dokladng mia,;@ zmiany lepkosci wskutek teI}lperutury. ) -
¢ w/\Ietoda, ta‘ zasluguje na uwage zwlaszeza z tej przyezyny, %e daw nlleij—-
sze p:)mja.ry przy uzyeiu rurek Poiseunille’a a a_paratu Maxwe ’ -
i\fe yera Equzk()w wahajacych sie), daly wyniki spr?e'czne \\ O“falj)

kwestyi, i ze sprzeczno§é ta dotychezas nie zostala wyjasniona w'sposé
awalajaey ). . . .
e Ta?zae ymzatude Maxwell-Meyera nloznaby T eszt@' lﬂel{S{)b
6 fezny cle jednak wiecej skomplikowany, %e naleza-

r sposéb analogiczny, o tyle Je(lumk_w\{gc vany, : :
?ob}%dpowiednio dobrz,u’: nie tylko cisnienie gazu, ale takize ezas wahania

krazka. o ‘

§ 14. Do szerszych rur, jakie w praktyce b}'\V&J:c} uzywane do prze-
wodéw gazowych, wzér Poiseunille’a nie moze byé stosowany, 15 nie
mamy jeszeze ani zaczatku odpowiednie] teoryl. W praktyce zwykle prayj-

. . / (pr—m) &
muje sie wzir: u =a T
jej §¢ §é rzecigtng jego predkosc.
1 jej dtugosé, o gestosé gazu, « przecigtng Jf%g ‘ pre - . __"22)
‘Wymiary jego istotnie odpowiadajg koniecznemu warunkowl (71—__ )

101 & _ ])
nawet dla rozmaitych gazow, jezeli sig przez g rozumie ich gestosé o= TR

, w ktérym d oznacza przekrdj rury,

- I 2
Natomiast forma wzoru, proponowana przez Stockalpera? na

/ (pr—ps) d

mocy do$wiadezei przy budowie tunelu Gottharda: u=a l - v jest

iemozli Z ni i 3 jednorodnosei.
mozliwa, gdyz nie spelnia wmunkéw_Je Sci '

e inoina %v ogble w podobny sposéb, jak to ezyniliSmy dla oporu cial, glbo
tez bezpoérednio, uzywajge rownah (10), obliczyé ogélqy .WZOI‘, Wyznaczaj jacgj
zaleznosé predkosel w od py, py, 1, 4, 8 1 od spélczymzlkow gazu M, ,u,.Jezeh
doswiadczalnie zbadano np. zaleznosé jej od wielkosei py, p,, I dla powietrza

A o pewnej temperaturze 6. E ]
e lg)znaczajatc te zalezno§é za pomocy funkeyi ¢ (py, po, 1), otrzymamy
ogblnie:

1

1
T Tl y v te FFro.yz e
o1/ 0M, (pipd g{&]—  Papd gg[ﬂ Z_d_)
Wyu=l 5572\ "ua, } ILE ud, VI d

1 Schumann Wied Ann, 23, p. 353 (1884).
%) Dingler's, Polyt. J. 1880,
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Wyplyw gazn przez otwir w cienkiej blaszce stanowi kran
Tadek przeciwny do ruchu w rurkach Poiseuille’a,
WyZce cisnienia, objetosei rozmaitych gazéw wyplywajacych czynig zadosé
Z pewnem przyblizeniem prawu Bunsen a: odwrotnej propercyonalnosci
d.r) pierwiastku z gestosci (zatem z 37), ale zaleznie od ksztaltu otwory mogg
s1¢ przytrafié znaczne zboczenia od tego prawidta !). Wobec tego zauwazyé
nalezy, ze bedzie ona Scigle wazng dla otworn jakiegobadz rodzaju, jezeli
«ci$nienia zostang obrane proporcyonalnie do /—'“—

Ve jak to wynika z podobieii-
J—
stwa (Iz:n:]; mzl/ i; b:ﬁ)
a

COWy przy-
Przy malej nad-

V’a‘ .
Fatwo sie przekonad, ze Seisla stosowaluosé prawa Bunsena w zwy-
kle uzywanej formie, t.j. przy stalem ci$nienin, pociggalaby. za soba

proporeyonalnesé objetosci przeplywajgcego gazu do przekroju otworn

{ h=b=pf=1n= mzl/—l;) , Podezas gdy proporcyonalnogé jej do trze-
- .

<iej potegi wymiaréw (geometrycznie podobnych otwordw) wymagalaby,
Zeby rozmaite gazy, caeteris paribus, przeptywaly w ilosciach odwrotnia
proporcyonalnyeh do spotezynnika lepkosei, jak to w specyalnym przypadku
ilustruje prawo Poiseuillea.

§15. Saint Venant i Wantzel ?) zanwazyli, ze predkosé
‘gazi wyplywajgcego przez otwor nie moze byé powiekszona przez podwyi-
wzenie cignienia ponad _bewng graniee, ktéra nie zalezy od réznicy cihienia
‘wewngtrznego p, i zewngtrznego 21, tylko od ich stosunkn ﬁl . Przyjawszy

1

ten wynik, wyobrazmy sobie dwa doswiadczenia nad tym samym otworem, ale
Z réznemi cisnieniami, w ktérych ta wartosé krytyczna zostala osiggnieta:

Py __ Dy
W P=7 ©@.

«Ow ruch pierwotny, okreslony przez Ps, By, bedzie podobny do trzeciego
rodzaju ruchu (3), okreslonego przez cisnienia P, P, i wymiary otworn

iej ; cn Lo P
zmniejszone w stosunku =P
zmianje 1—3, poréwnanie z przypadkiem drugim pokazuje, ze predkosé

Poniewaz predkosé nie zmienia sie przy

‘W ogble bedzie niezalezna od wymiaréw otworn 3).

!) Dounnan. Phil. Mag. 49, p. 423 (1900,
%) Patrz na str. 5-ej 2). . .
%) Przyblizenie réwna predkosci glosu: Hu gonio.t, Comptes Rendns 103, p. 1178

1886); L.a m b, Hydrodynamies p. 28,

{131)


GUEST


18 M. SMOLUCHOWSKI.

Whiosek ten, bedacy konsekwencyy istnienia stosunku krytyeznego
b - 189, zgadza sig z wynikami prac nad tym przedmiotem.
ol

MachiSaleher?) i Emden? spostrzegli powstawanie prai-
k6w w promienin gazw*wyplywajacego, gdy stosunek cignieft przekracza owsg
wartosé krytyczng. Emden ttomaczy to zjawisko rdznicami gestosei,
odpowiadajgcemi szeregowi fal akustyeznych stojgeych. Odstepy tych praz-
kéw wyrazil przez wzdr empiryczny:’

i
=088 d]/ P2 19,
¥ 2

w ktérej d oznacza Srednice otworn wyplywania.
Korzystajac z nasze] metody, bylby jednak Emden mégl sobie
oszczedzié czesé pracy doswiadezalnej, bo wystarczato dowie§é empirycznie,

ze 1 jest tylko zalezne od stosunku cisniefi: 1=/ (i 2

1

) ; wtedy juz z podo-

bienstwa (a =pf=h=m=1;b= %) bezposrednio wynika, ze 1 musi byé

takze proporcyonalne do wymiar(w d. Podobnie tez znalazlszy raz dla
powietrza taki wzér, mozna bylo bezposrednio wnioskowaé na podstawie

8

(b =h=1m= E}: 7 =V:) , Ze odstep prazkéw musi byé niezalezny od
a a

istoty gazm, co faktycznie wykazaly do§wiadczenia Emdena, tak samo jak

1
mozemy przepowiedzieé (wskutek podobiefistwa a=f=n=1; m=V%; b =h3+‘)
ze wielko$é ta okaze sig niezalezna od temperatury.

IS

§ 16. Ruchy klebujace (mouvements turbulents), wystepujace przy
szybkim wyplywie, ujawniaja sig jako ton Swiszezacy. Kohlrausch %
badal takie tony, nzywajac szezelin wazkich jako otworéw, co do zaleznosci
od szerokogei szezeliny s i od ciSnienia p, gazu w rezerwoarze przed szcze-
ling. Gaz wyplywal na wolne powietrze, skutek zatem zmiany cisnienia
zewngtrznego p, nie mégl sig w owych pomiarach uwydatnié. Mozemy
jednak a priori obliczyé, jaka ta zaleznosé bedzie, zwazajac ze ilosé drgan

N ma wymiar % i powolujae sig na podobienstwo {a= p=m=h=1; n=%~) .

Piszac wzér empiryezny Kohlrauscha w formie N=¢ (s, 1), otrzymamy

1) Wien. Ber. 98 (1889); Wicd. Ann. 42, p. 144 (1890).
% Wied. Ann. 89, p. 264, 426, 453 (1899;.
3 <Wied. Ann. 13, p. 545 (1881).
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tak ogblny wzér, zawierajacy zaleznost od cignienia Pa: N =% @ (%,&‘ s 19117109) s
- w podobny sposéb moznaby takze przepowiedzieé zaleinosé od tem%erat;ry.

Pomiary Kohlrauscha nie dadzs sig jednak wyzyskaé w taki
%posob, poniewaz nie znajdujemy podanyeh w nich bezposrednich wartosei Py
tylko od tychze zalezne Srednie predkosci I gazu wyplywajacego i poniewaz
rezultaty ostateczne, streszezone we wzorze przyblizonym N = 4 (U—B)
i w tabliczce wartosei 4, B, jako funkeyi zmiennej s, nie uwydatniaja tych
2wigzk6éw w wyraznej postaci matematyczne;.

§ 17. W dotychezas omawianych zastosowaniach pomijaliSmy zupel-
mie pewien czynnik, jako nie nie Znaczgcy w peréwnaniu z innemi, to jest:
sile cigzkoSei. Cigzkosé odgrywa jednak pierwszorzedng role w pewnej
klasie zjawisk aerodynamicznych, t.j. przy wytwarzanin pradow konwek-
eyjnych w otoczeniu cial ogrzanych i w pewnych zastosowaniach do fizyki
atmosfery.

Musimy w takich razach uzupetnié¢ warunki (10) dodatkowem réwna-
niem, odnoszacem sig do wymiaréw sily ciezkoSei og, ktére ogranicza
r6znorodnosé pedobienstwa o jeden stopieil, poniewaz wtedy spelnione muszg
byé warunki:

{16) ml=n=uqah; b

m
——— &
. Bl .

Tak np. Lorenz?) obliczyl z pewnem przyblizeniem ilo$é ciepla,
uniesiong przez 1 cm? powierzchni Sciany [o wysokosei H, a szerokosei nie-
skoniezonej], ogrzanej o 9, stopni ponad temperature 7 gazn otaczajacego na:

W

pHT

4
0% -y e
L:——x%=0048y 8.

Dziwny ksztalt tego wzorn méglby wzbudzié pewne watpliwosci, ale
podstawienie odpowiednich wymiaréw (¢ ma wymiar R, g bez wymiaru) daje
wynik zgodny z warunkami podobienstwa (16), co prawda, o ile sie pomija
wielko$é ¢, t.j. zmiennosé spélezynnikéw lepkosci i przewodnictwa; pomi-
niecie to stanowi oczywiscie ograniczenie waznoSei do matych ;.

§ 18. Powaing trudnosé teoretycznag przy oznaczeniu przewodnictwa
«ieplnego gazéw nastrecza wlasnie obecno$é pradéw konwekeyjnych, ktére
nie dadzg sie zupelnie usungé, choé mozna wplyw ich zmniejszyé przez roz-

1) Wied. Ann. 13, p. 582 (1881). Wzér ten takZe w innyeh przypadkach okazal sie
przydatoym,
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rzedzenie gazu, przyezem jednak ponizej pewnej granicy cisnienia, jake

nowe Zrédlo bledow wystepuje t. zw. molekularny skok temperatury 1).
Wuobec tego jest rzecza interesnjgca, ze wzgledne wartosel spolezyn-

nika » dla réznyeh gazéw mozna otrzymaé mimo nieznanych pradéw kon-

wekeyjnych, korzystajac albo z podobienstwa ( h=1n=qa b= L , albo-
Va

z (n=1 k= ~§~ b= pl®) t.j. nzywajge dla réznych gazow naczyh o roz-

miarach odponﬂledmch i ci$nien odpowiednich, albo tez temperatur i cignien

odpowiednich.

Takze zalezno$é spolezynnika przewodnictwa od temperatury, bedaea
przedmiotem diugoletniego sport nankowego miedzy Winkelmannem
a Graetzem?) i dotychezas nie wyznaczona z dostateczng pewnodcia,
moze by¢ zbadana w sposéb calkiem Scisly, jezeli sie zwazy, ze powstanie

1
ruch analogiczny (a=pf==1; n="h=m; b_.—_lf—?) przy temperaturze-
Wyiszej, W naczyniu o wymiarach w tym samym stosunku wiekszych,
z ci$nienjem proporcyonalnem do potegi ( & ———%)-ej, i ze prad ciepla (pro
1 em?® powierzchni) wtedy powiekszony zostanie w stosunku /2, z czego &
wyznaczone byé moze.

Oczywiscie wehodzy tu w gre takze inne trudnosei dogwiadezalne, ale
sglzg, ze np. metoda galwanicznego ogrzewania drucikéw %) latwo dalaby
sig do tyeh przepiséw dostosowaé, i ze wyniki w kazdym razie bylyby do~
kladniejsze, niz przy pominieciu takich ostroznogei.

Moznaby takze, podobnie jak w rozdzialach poprzednich, dokonaé
uogdlnienia empirycznie znalezionych rezultatow co do wplywu pradéw kon-
wekeyjnyeh, ale poprzestaniemy na tych kilku przykladach, poniewaz zakres
zastosowan tu jest szezuplejszy niz w owych przypadkach, zwlaszeza, ie
jeszeze nie posiadamy odpowiednich badan doswiadezalnych, ktore by
postuzyé mogly za punkt wyjscia.

Yy Smoluchowski Wied. Ann. 64, p. 101 (1898); Wien. Ber. 107, p. 804 (1898,:
168, p. 5 (1899).

?) Patrz Winkelmann. Handb. d. Phys. I1. 2, p. 316—3819.

%) Sehleiermacher. Wied Aun. 34, p. 623 (1888); patrz takze Smolu ¢ how-
ski, Wien, Ber. 108, p. 17 (1899).
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WYINACZENIE KSITAETU POZORNEGO SKLEPIENIA NIEBIESKIEGO.

Znane zjawisko, ze widzialne nad paszemi glowami sklepienie nie-
bieskie, przedstawia sie oczom naszym nie w postaci pétkuli, lecz w ksztal-
cie powierzchni, ktorej odlegtosé od srodka wzrasta w miare, jak zblizamy
sig do poziomu, bylo od najdawniejszych czaséw przedmiotem licznych ba-
dan. Jednakowoz w przewaznej ezesei tych badan dgzono do wyjasnienia
zjawiska z punktu widzenia optyczno-fizyologicznego, a stosunkewo malo
zajmowano sie dokladnem wyznaczeniem ksztaltu geometrycznego, Tym-
czasem podstawg wezelkiej Scistej teoryi zjawiska musi byé 6w seigle wyzna-
czony ksztalt geometryezny, i z tym ksztaltem zgadzad sie muszg stosunki
wielkosSciowe, wynikajace z pomiaréw, osiaganych w dziedzinie optyki fizyo-
logicznej. Wprawdzie pomiary w dziedzinie wspomnianej nauki nie sg tak
dokYadne i Sciste, jak np. w astronomii lub fizyce, ale nie nlega watpliwosei,
ze postep wiedzy przezwyciezyé zdola trmdnosei, ktére si¢ tu przy wykony-
wanin $cistych pomiaréw nastreczaja. Dopéki wszakZe to bedzie niemozi-
liwe, dopéty zadna teorya fizyologiczna ksztaltn pozornego sklepienia nie-
bzeﬂuewo nie bedzie w stanie zadowoli¢ caltkowicie astronoma choéby inne
wizgledy przemawialy za jej stusznoscia.

Zachodzi tu wszakze trndno§é wielka, ze nie mozna weale méwid
o jakim§ ksztaleie trwatym i og6lnym, zmienia sig on prawdopodobnie w za-
leznosei od stanu atmosfery, a jest or tez niewatpliwie rézny dla kazdego
indywiduum. Jezeli chodzi o ksztalt ogdlny, wszystkie spostrzezenia sg
zgodne, gdy wszakze chodzi o Scislejsza definicye ksztaltn za pomoes liczb,
roznice subjektywne sa bardzv znaczne.

Przy wyznaczaniu ksztaltu pozornego sklepienia niebieskiego postgpo-
wano zazwyczaj w ten sposth, iz wybierano gwiazdy, ktére w danej chwili
na podstawie prostego szacowania znajdowaly sie na srodku kola wierzchol-
kowego gwiazdy pomiedzy zenitem a horyzontem, a nastepnie obliczano Iub
tez mierzono prawdziwa wysokosé gwiazdy. Gdyby sklepienie niebieskie
Dbylo pélkulistem, z rachunku Iub pomiaru powinnoby si¢ otrzymaé wysokosé,
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